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. Grundlagen, Konventionen und
Notationen

Dieses Kapitel stellt eine Ubersicht iiber in der Mathematik héufig gebrauchte Begriffe,
Konventionen und Notationen dar. Der Inhalt wurde schon im vergangenen Winterse-
mester in der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik behandelt und wird hier nur
fiir die Studienanfanger des laufenden Sommersemesters vorgestellt. In der Vorlesung
wird dieses Kapitel nicht behandelt, und Leser:innen sind gehalten, sich den Stoff selbst
anzueignen.

I.1. Quantoren und Logik

e Fine Aussage im mathematischen Sinne ist ein Wortgebilde, dem man entweder
den Wert wahr (w) oder falsch (f) zuordnen kann.

— ,,Fs regnet jetzt*, ., Braunschweig ist die schonste Stadt Deutschlands® oder
,1-1=4"sind jeweils Aussagen,

-, Grin®, , Finfzehn Mann auf des toten Mannes Kiste -Johoo, johoo, johoo-
und ‘ne Buddel mit Rum!“ oder ,,15x + 7y sind jeweils keine Aussagen.

Dabei geht es nur um die prinzipielle Zuordnung von w und f und weder um die
praktische Nachpriifbarkeit der Aussage als Fakt noch um deren Objektivitit noch
um die Frage, ob sie eine Wertung beinhaltet.

e Das Zeichen = bedeutet Gleichheit und ist in seiner Bedeutung evident. Das Zei-
chen := bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte definiert wird, das Zeichen
=: bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte (im Sinn einer Namensgebung)
abgekiirzt wird.

Beispiel:

bedeutet

a wird als Wert der Funktion f bei 0 definiert, der Wert
der Funktion f bei 1 wird hingegen mat b bezeichnet.

e Das Zeichen V bedeutet fiir alle (umgedrehtes A wie Alle).
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Beispiel:
Ve,y>0: z-y>0 (1.3)
bedeutet
Fiir alle x > 0 und y > 0 gilt x -y > 0. (L.4)

e Das Zeichen 3 bedeutet es existiert (umgedrehtes E wie Existiert).
Beispiel:
Ve>03dy<0: z4+y =0 (L5)
bedeutet

Fiir jedes x groffer Null existiert ein y kleiner Null, so

dass x +y = 0 gilt. (Das gesuchte y ist natiirlich —zx.) (L.6)

e Man beachte, dass Quantoren im Allgemeinen nicht vertauscht werden diirfen.
Dazu betrachten wir folgende Beispiele:

VnelNdmeIN: m>n
bedeutet

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl
m so, dass m grofSer als n ist. (Diese Aussage ist wahr).

(L7)

dmelNVnelN: m>n
bedeutet

Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass alle natirlichen
Zahlen n kleiner sind als m. (Diese Aussage ist falsch).

(L.8)

e Das Zeichen = bedeutet impliziert.
Beispiel:
A= B (1.9)
bedeutet

Aussage A impliziert Aussage B, d.h.: Ist A wahr, (L.10)
so ist auch B wahr. .

e Wie oben gesagt, kann eine mathematische Aussage A ein Satz, eine Bedingung
oder auch eine Behauptung sein. In jedem Fall ist sie aber wahr oder falsch, A €

{w, f}.
Beispiel:

A := FEsregnet., B := Die Erde wird nass. (I.11)
Dann gilt die Implikation A = B, was gelesen werden muss als

(A=w) = (B=w).

SoSe 2026, Seite 6



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

Dieses Beispiel wirkt etwas kiinstlich. Darum geben wir ein weiteres Beispiel, in
dem die Aussagen von Platzhaltern abhéngen:

) w, falls z > 5, J w, fallsy > 7, _J w, falls z > 33,
Alz) = { f, falls z < 5, Bly) = { f, falls y < 7, Cla) = { f, falls z < 33,

dann gilt die folgende Implikation (s. (I.18)—(1.19)):

(1.12)
A(z) AN B(y) = C(x-y).

e Das Zeichen <= bedeutet ist gleichwertig mit oder ist dquivalent zu, d.h.

A<= B (1.13)
bedeutet
A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist. (I.14)

e Das Zeichen V ist ein logisches oder, d.h.

AV B (I.15)
ist wahr, falls A oder B oder beide wahr sind und falsch, (116
falls A und (gleichzeitig auch) B falsch sind. 16)
Beispiel:
{z-y=0} <= {(@@=0)V (y=0)}. (1.17)
e Das Zeichen A ist ein logisches und, d.h.
ANB (1.18)
ist wahr, falls A und (gleichzeitig auch) B wahr sind und
(1.19)
sonst falsch.
Beispiel 1:
{(@=0A(y=0} = {z+y=0} (1.20)
Beispiel 2:
A<= B ist gleichwertig mit (A= B)A (B = A) (I.21)
d.h. (um die Verwirrung komplett zu machen)
(A — B) — [(A = B) A (B = A)] (I1.22)
e Die logische Negation wird mit — bezeichnet, also
- A (1.23)
ist wahr, falls A falsch ist und falsch, falls A wahr ist. (1.24)

SoSe 2026, Seite 7



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

e Fine wichtige Beobachtung ist die Kontraposition, d.h. dass
(A= B) <= (—~B=-A4). (1.25)
Dies versteht man intuitiv sofort an folgendem Beispiel:

Es regnet. = Die Erde wird nass.
ist gleichwertig mit

Die Erde ist nicht nass. = Es regnet nicht. (1.26)

e Es ist niitzlich, sich die Werte der Aussagen A, B, A= B, A< B, AVB, A\NB
und —A, in einer Wertetabelle zu verdeutlichen:

A B [ASB|[ASB|AVB|[AAB] -4 |
w w w w w w f
w f f f w f f (1.27)
f w w f w f w
f f w w f f w

Wir sehen, dass [A = B] < [(-A) V B] & [-(A A (=B))] gilt, da die Werte
von A = B und (—A) V B fiir alle vier moglichen Werte des Paars (A, B) €
{(w, w), (w, f), (f,w), (f, )} tibereinstimmen.

e Fiir logische Verkniipfungen gelten

das Kommutativgesetz: (1.28)
AV B = BVA,
ANB = BAA,

das Assoziativgesetz: (1.29)

Av(BVvC) = (AVB)VvC,
AN(BAC) = (AANB)AC,
das Distributivgesetz: (1.30)
AV (BAC) = (AVB)A(AVC),
AN(BVC) = (AANB)V (ANC).
sowie: (1.31)
~(AV B) = (=4) A (=B),
~(A A B) = (=A) V (=B).

1.2. Mengen

Mengen sind (endliche, abzdhlbare oder sogar iiberabziahlbare) Sammlungen mathema-
tischer Objekte.

SoSe 2026, Seite 8



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

{1,5,9} ist die Menge, die die Zahlen 1,5 und 9 enthélt,

{r € N | x < 5} enthélt alle natiirlichen Zahlen, die kleiner als 5 sind
(also {z € N|z <5} = {1,2,3,4}).

Jedes Element einer Menge wird nur einmal aufgefiihrt, beispielsweise ist
{1,5,9,9,5} = {1,5,9}.

x € M heifit x ist Element der Menge M.
x & M heifit x ist nicht in der Menge M enthalten.

Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit |M| oder auch #[M] be-
zeichnet. Beispielsweise ist |[{1,5,9}| = 3.

A C B bedeutet, dass die Menge A in der Menge B enthalten ist, also dass A
Teilmenge von B ist. Umgekehrt heifit A O B, dass die Menge A die Menge B
enthélt:

(ACB) <= (B2 A) < (rc€cA=>=z€B). (1.32)

) = { } ist die leere Menge, die kein Element enthélt.

Gleichheit von Mengen bedeutet elementweise Ubereinstimmung,

(A=B) <= (zreA<==z€eB). (1.33)

{z | E(z)} und {z}pg) bezeichnen die Menge aller x, die die Eigenschaft E(x)
besitzen.

Beispiel:
U :={n|3keN: n=2k-1} (1.34)
ist

die Menge aller n, fiir die es eine natiirliche Zahl k gibt,

so dassn =2k —1 gilt ) (1.35)
d.h.
U={2%-1|keN} = 2N—1 (1.36)

ist die Menge aller ungeraden Zahlen.

Die Eigenschaft F(z) kann auch durch eine Indexmenge 7 charakterisiert sein.
Beispiel: Mit Z := {1, 3,5, 7} ist

{z; 1€} = {xitiex = {71, 23,25, 27} (1.37)

Haben wir mehrere Mengen, etwa A;, Ay und As, so bildet M = {A;, Ay, A3}
wieder eine Menge — eine Menge von Mengen. Dies kann man so fortsetzen und
kommt zu Mengen von Mengen von Mengen u.s.w. Der Ubersichtlichkeit halber
hat sich deshalb im Sprachgebrauch bewéhrt, die iibergeordnete Menge M als

Familie, System, Kollektion oder auch Klasse zu bezeichnen. Somit ist M die
Familie der Mengen Ay, Ay und As.

SoSe 2026, Seite 9



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

e Die Familie aller Teilmengen einer Menge M bezeichnet man als ihre Potenzmen-
ge P(M). Dabei zihlen auch die leere Menge () und M selbst als Teilmenge von
M. Fiir |M| < oo ist [B(M)| = 2HMH . (Warum?)

Beispiel:

M:={1,2,3} = PM)= {(Z),{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}&. |
.38

e Die Vereinigung, der Durchschnitt und die Differenz zweier Mengen A, B
werden wie folgt bezeichnet:

Vereinigung;: AUB = {z|(z € A)V (z € B)}, (1.39)
Durchschnitt: ANB = {z|(x € A)A(z € B)}, (1.40)
Differenz: A\ B = {z|(zr € A) N (z & B)}. (I.41)

e Ist A eine Teilmenge einer Obermenge M, d.h. A C M, so bezeichnet
A¢ = M\ A (1.42)

das Komplement von A beziiglich M. (Vorsicht, der Notation A¢ fiir das
Komplement sieht man die Grundmenge M, auf die sie sich bezieht nicht mehr
an!)

Beispiel: Seien A = {1,2,3}, B ={3,4,5}, M ={1,2,...,10}. Dann sind
AUB = {1,2,3,4,5}, AN B = {3}, (1.43)
A\B = {1,2}, A°={4,5,6,7,8,9,10}. (L44)

e Vereinigungen und Durchschnitte konnen auch iiber Familien {4;};cz von Mengen
A; gebildet werden, wobei i eine Indexmenge Z durchlauft.

Beispiel:

UAZ- = {l“ﬂiGZ: x €A}, (1.45)
i€z

ist
die Vereinigung der Mengen A;, d.h. die x, die in (min- (1.46)
destens) einer Menge A; mit i € T enthalten sind; )
(A = {z|Viel: ze€A}, (1.47)
i€T

ist
der Durchschnitt der Mengen A;, d.h. die x, die in allen (1.48)

Mengen A; mit i € T enthalten sind.

e Fiir Vereinigung, Durchschnitt und Komplementbildung von Mengen gelten Kom-
mutativ-, Assoziativ-, und Distributionsgesetze, analog zu den entsprechenden Ge-
setzen fiir die logischen Verkniipfungen V, A und —.

SoSe 2026, Seite 10



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

e Sind A und B zwei nichtleere Mengen, so bezeichnet

AxB = {(a,b)|a€ A, be B} (1.49)
das kartesische Produkt von A und B, d.h. die Men-
ge aller Paare (a, b), die sich mit Elementen a aus A und (1.50)

b aus B bilden lasst.

Allgemeiner ist
Al XAQ Xoee XAn: {(al,ag,...,an)|a1 EAl, R anEAn} (151)

das (n-fache) kartesische Produkt der Mengen
Ay, As o0 A, dh. die Menge aller  n-Tupel
(ay,aq,...,a,), die sich mit Elementen a; aus A;,
fir i € {1,2,...,n} bilden ldsst.

Vorsicht! Oft wird A; x Ay x --- x A, mit A; UA,U---UA, verwechselt.
Der Unterschied wird aber schon deutlich, wenn man die Zahl der Elemente
fir A := A, = A, betrachtet:

(1.52)

|Ax Al =|AP, (1.53)
AU Al = |A]. (1.54)
e Sind ay, as, as, ... Zahlen, so bezeichnen wir (a,),en als Zahlenfolge. Man beachte
auch hier den Unterschied zwischen dem Tupel (a,)neny und der Menge {a, }nen-
So ist beispielsweise fiir die Zahlenfolge a; = a3 = az = ... = 1, die konstant gleich

eins ist,
(an)nenw = (1,1,1,...), (1.55)

aber

{andneny = {1,1,1,...} = {1}. (1.56)

e Hiufig wiederkehrende Mengen haben in der Mathematik eine eigene Bezeichnung
bekommen. Wir listen die Symbole fiir die wichtigsten Zahlenmengen auf:

die natiirlichen Zahlen: I := {1,23,...}, (1.57)
die natiirlichen Zahlen mit Null: N, := {0,1,2,3,...}, (1.58)
die ganzen Zahlen: Z := {0,1,—1,2,-2,3,-3,...}, (1.59)

die rationalen Zahlen: Q := { b ‘ pEZ, q€ ]N}, (1.60)
q

die reellen Zahlen: R (I.61)

die komplexen Zahlen: C (1.62)

Die prézise Definition der reellen oder gar der komplexen Zahlen geht iiber den
ublichen Schulstoff hinaus. Wir werden dies in den kommenden Wochen in der
Vorlesung behandeln.

SoSe 2026, Seite 11



Kapitel I. Grundlagen, Konventionen und Notationen

e Weiterhin fithren wir fiir m,n € INy mit m < n noch die Bezeichnung
zZ: = {mm+1,m+2 ... ,n} (1.63)

fiir die natiirlichen Zahlen zwischen m und n ein.

1.3. Ordnungsrelationen

Die Zeichen <, >, <, > haben wir in verschiedenen Beispielen in den vorigen Abschnitten
wie selbstverstdandlich benutzt.

e a < b heiflt a ist kleiner als oder gleich b.
e a > b heifit a ist grofler als oder gleich b.

a < b heif}t a ist kleiner als b. Zur Unterscheidung dieser Relation von
a < b sagt man auch a ist echt kleiner als b oder a ist strikt kleiner als b.

a > b heiBt a ist (echt, strikt) gréfer als b.

e Offenbar gilt
a<b < b>a, (1.64)
a<b < (a<b)V(a=0D), (1.65)
a>b < (a>b)V(a=0D). (1.66)

Die Ordnungsrelation < ldsst sich aber auch auf andere Mengen, als den uns vertrau-
ten Zahlen iibertragen. Deshalb ist es zweckméfig, den Begriff einer geordneten Menge
prézise zu definieren.

Definition I.1. Eine Menge S # () heifit (total) geordnet beziiglich “<” :&

. Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen

(i) _
a < b, a=>boder a>b.

(i) Siid a,b,c € S, und gilt a« < b und b < ¢, dann gilt auch (1.68)
a < c.

(1.67)

Das Symbol “<” heiffit Ordnungsrelation auf S.

Beispiele fiir total geordnete Mengen sind IN, Z, Q und R. Auf den komplexen Zahlen
gibt es keine (mit den Verkniipfungen vertrigliche) Ordnungsrelation. Ebenso gibt es
keine (mit den Verkniipfungen vertrigliche) Ordnungsrelation auf den Vektoren in R3.

Mit Hilfe der Ordnungsrelation kann man Intervalle in R definieren. Seien a,b € R und
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a < b. Dann heiflen

(@, b) = {reR|a<z<b} (1.69)

das offene Intervall von a nach b,

[a, b] = {zeR|a<z<b} (1.70)

das abgeschlossene Intervall von a nach b,

[a,b) = {reR|a<xz<b} (L.71)

das rechts halboffene Intervall von a nach b,

(a,b] = {zeR|a<z<b} (L.72)

das links halboffene Intervall von a nach b
und insbesondere

Rt = {zeR|z>0}, R = {z€eR]|z<0}, (1.73)
Ry = {zeR| x>0}, R, = {xeR |z <0} (1.74)

1.4. Funktionen

Funktionen, auch Abbildungen genannt, sind die wichtigsten Objekte der Mathema-
tik. Eine Funktion f ordnet jedem Element z seiner Definitionsmenge D genau ein
Element f(z) seiner Wertemenge W zu. Die symbolische Schreibweise dafiir ist

f:D—=>W, z— f(x). (1.75)

Dabei ist die Definitionsmenge zwar voll ausgeschopft, denn f(x) ist fiir jedes © € D
definiert. Fiir die Wertemenge muss das aber nicht der Fall sein. Sind D' € D und
W' C W Teilmengen von D bzw. W, so bezeichnen wir mit

f(D) = {fx)eW|zeD} (1.76)
die Bildmenge (oder das Bild) von D" und

W) = {zeD| flz) e W'} (L.77)
die Urbildmenge (oder das Urbild) von W' .
Es kann also f(D) C W durchaus eine echte Teilmenge des Wertebereichs sein. (Wir
sollten hier aber erwéhnen, dass diese Konvention nicht einheitlich akzeptiert ist. Manche

Autoren verlangen, dass fiir f : D — W auch stets f(D) = W gilt, andere fordern noch
nicht einmal, dass f~*(W) =D.)

Definition I.2. Seien D, W # () und f : D — W eine Abbildung.

[ heiBt surjektiv &  f(D) = W, (L.78)
f heiBt injektiv & V' € D: (f(z)=f(2') = (z=1), (1.79)
f heifit bijektiv < f ist surjektiv und injektiv. (1.80)
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Bemerkungen und Beispiele.

e cxp: R — R, x> €” ist nicht surjektiv, (wegen e* > 0) aber injektiv (wegen der
strengen Monotonie der Exponentialfunktion).

e sin: R — [—1,1], x — sinz ist surjektiv aber nicht injektiv.

e tan: (—7/2, 7/2) — R, x +— tanx ist bijektiv.

Definition 1.3. Fir g: A — B und f : g(A) — C ist die Verkettung oder Kompo-
sition oder auch Hintereinanderschaltung f o g von g und f wie folgt definiert:

fog: A—C, 93»—>f(g(:z)). (1.81)

Satz 1.4. Seieng: A— B und f: B — C.
(i) Sind f und g surjektiv, so ist auch fog: A — C surjektiv.
(ii) Sind f und g injektiv, so ist auch fog: A — C injektiv.
(11i) Sind f und g bijektiv, so ist auch fog: A — C bijektiv.

Beweis.

Zu (i): Sei ¢ € C. Weil f surjektiv ist, gibt es ein b € B mit f(b) = c¢. Weil g surjektiv
ist, gibt es ein a € A mit g(a) = b. Also gilt (f o g)(a) = c.

Zu (ii): Seien a,a’ € Amit (fog)(a) = (fog)(a’'). Weil f injektiv ist, folgt g(a) = g(a’).
Weil g injektiv ist, folgt dann auch a = d’.

Zu (ii7): Folgt aus (i) und (i1). O

Wichtig ist also zu beachten, dass der Definitionsbereich von f mit dem Bildbereich von
g ibereinstimmt. Man beachte auch die Reihenfolge: obwohl die Komposition fog heif3t,
wird erst g auf x € A angewandt und danach f auf das Ergebnis g(x) € B.

Die Bedeutung der Bijektivitét liegt darin, dass sie die Existenz und Eindeutigkeit der
Umkehrfunktion sichert, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.5. Seien A, B zwei nichtleere Mengen und f : A — B eine bijektive Abbildung.
Dann gibt es eine eindeutige Abbildung g : B — A so, dass go f =14 und fog=1p
gelten, d.h. dass

VeeA: glf(x)l=z wund VyeB: flgly) =y (1.82)

gelten. In diesem Fall heifst g : B — A Umkehrabbildung zu f, und wir schreiben
g=:f1

Beweis. Sei y € B. Weil f surjektiv ist, gibt es ein € A so, dass y = f(z), und weil f
injektiv ist, ist « das einzige Element in A, fiir das y = f(z) ist. Also definiert g(y) := x
eine Abbildung g : B — A. Diese Abbildung hat die Eigenschaft, dass f[g(y)] = f(z) =y
fir alle y € B gilt. Ist umgekehrt x € A beliebig, so setzen wir y := f(x) und beobachten,
dass f(z) =y = flg(y)] = f(g[f(x)]) gilt. Aus der Injektivitéit von f folgt nun jedoch

x = glf(x)]. N
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Eine wichtige Klasse von Funktionen ist die der charakteristischen Funktionen, auch
Indikatorfunktionen genannt. Ist D eine nichtleere Menge und A C D eine Teilmenge,
so ist die charakteristische Funktion von A gegeben als

1 falls x € A,

0 fallsx ¢ A. (1.83)

14 : D—{0,1}, xr—>{

Mit anderen Worten: 1 4[x] ist genau dann gleich 1, wenn z in A liegt und anderenfalls
gleich 0.

1.5. Beweistechniken

1.5.1. Volistandige Induktion

Eine haufig verwendete Beweistechnik ist die vollstdndige Induktion. Zunéchst stellen
wir das Verfahren abstrakt vor. Nehmen wir an, wir wollten Aussagen A(1), A(2), A(3),. ..
beweisen. Dann kénnen wir folgende Tatsache verwenden.

Satz 1.6. Gibt es ein ng € IN, so dass A(ng) wahr ist, und gilt die Implikation
An) = An+1), (1.84)
fir jedes n > ng, n € N, so ist A(m) wahr, fir jedes m > ng, m € N.

Beweis. Wendet man (1.84) (m — ng)-mal an, so erhélt man
Alng) = Ang+1) = Ang+2)=--- = A(m —1) = A(m). (1.85)
[l

Der Beweis durch vollsténdige Induktion wird an einem Beispiel am deutlichsten. Wir
wollen fiir n € IN die Summe

F(n)=1424---4n (1.86)

berechnen, und wir haben die Vermutung, dass F'(n) = G(n), wobei

G(n) = @ (1.87)
Nun gilt es, die Aussage
An) = w & F(n)=G(n) (1.88)

fiir alle n € IN zu beweisen.
e Induktionsanfang: Wihle ng := 1. Dann ist

1(1+1)

Flno) = F(1) = 1 = ——

— G(1) = G(n), (1.89)

und A(ng) = A(1) = w.
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e Induktionsannahme: Seien n > 1 und gelte A(n) = w, also F(n) = G(n).

e Induktionsschritt: Wir zeigen, dass aus A(n) = w auch A(n+1) = w folgt. Dazu
beobachten wir, dass unter Verwendung von F'(n) = G(n) auch

n(n+1)

Fn+1) =n+14F(n) = n+1+Gn) = n+1+ 5
IUESVLES IR (190

gilt, dass somit also A(n + 1) = w richtig ist.
Nach Satz 1.6 ist damit A(n) = w fiir alle n € IN bewiesen.

1.5.2. Beweis durch Kontraposition

Neben der vollstiandigen Induktion ist auch der Beweis durch Kontraposition eine haufig
verwendete Methode, die auf (1.25) beruht,

(A= B) & (-B=-A). (1.91)

Wir illustrieren dies wieder mit einem Beispiel: Seien die Aussagen A und B definiert
durch

A= w & V2 eq, (1.92)
B =w:= 3dpqeN, ggl(pg) =1: 2¢* = p? (1.93)

wobei ggT'(a,b) € N den grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlichen Zahlen a,b € IN
bezeichne.

Ist nun A = w, so gibt es Zahlen p/,¢ € N so, dass v2 = ‘;i: gilt. Enthalten p’ und ¢’
einen gemeinsamen ganzzahligen Faktor » € IN, sodass also p’ = pr und ¢’ = ¢r gelten,
so kénnen wir r herauskiirzen und erhalten /2 = § mit teilerfremden p und ¢, d.h.
ggT(p,q) = 1. Damit ist auch B = w, und wir erhalten

A= B. (1.94)

Die Aussage B ist jedoch stets falsch, weil dann der Primfaktor 2 in 2¢* in ungerader
Anzahl und in p? in gerader Anzahl auftreten miisste.

(B=f}={-B=uw}={-A=w}=>{V2 ¢ Q. (1.95)

Wir bemerken, dass der Beweis durch Kontraposition sehr dhnlich zur Methode des
Widerspruchsbeweises ist, letzterer beruht auf [A = B] = (=A) V B = -[A A (=B)].

1.6. Notationen

Seien m,n € Z mit m < n und

A = {am, Gmi1, Gmio, .- a0} (1.96)
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eine Menge von Zahlen. Dann ist das Summenzeichen wie folgt definiert,

Z a; = G+ Qg1 + Qpao + ...+ ay. (1.97)

i=m

Wir bemerken, dass der Summationsinder ¢ durch irgend einen anderen Buchstaben
auler m oder n ersetzt werden kann,

n

Zai = Zak = Zaj. (1.98)
=m k=m

Jj=m

Fir m >n wird Y a; := 0 definiert.

Mit Z := {m,m+1,...,n} und A wird die Summe auch oft noch anders geschrieben:
Z a; = Z a; = Z a. (1.99)
i=m i€T acA
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1.7. Erganzungen

1.7.1. Aquivalenzrelationen

Héufig lasst sich eine Menge in eine Familie disjunkter Teilmengen zerlegen, deren Ele-
mente jeweils dhnliche Eigenschaften haben. Beispiel:
Wir zerlegen Z in Z. = Ay U A; U Ay, wobei

Ay =37 = {3k|k €7}, (1.100)
A =3Z+1 = {3k+1|ke Z}, (1.101)
Ay =3Z+2 = {3k+2|keZ}. (1.102)

Offensichtlich sind AgN Ay = A3 N Ay = Ag N Ay = (. Die Elemente in A; (7 =0,1,2)
lassen sich dadurch charakterisieren, dass sie einen Rest j beim Teilen durch 3 ergeben.

Wir formalisieren nun diese Uberlegungen.

Definition 1.7. Sei A eine Menge. Eine Abbildung R : A x A — {w, f} heifit Relation
auf A. Fiir R(a,b) = w schreiben wir auch a ~ b.

Definition 1.8. Eine Relation R : A x A — {w, f} auf einer Menge A, mit R(a,b) =
w < a ~ b heifit Aquivalenzrelation, falls folgende drei Eigenschaften gelten:

Reflexivitit Va e A: an~a, (1.103)
Symmetrie Va,be A: a~bsb~a, (1.104)
Transitivitit Va,b,c€ A: (a~bAb~c)= (a~c). (1.105)

Satz 1.9. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A bewirkt eine Zerlequng von A in
disjunkte Teilmengen. Dabei sind zwei Elemente aus A genau dann dquivalent, wenn sie
derselben Teilmenge angehdren.

Beweis. Zu a € A definieren wir

la]. ={r € Ala~ z}. (1.106)

Wegen a € [a].. ist [a]~ nicht leer. Wir zeigen nun fiir a,b € A, dass
entweder [a]l. N [b]. = 0 (1.107)
oder la]. = [b]~ (L.108)

gilt. (Wegen [a]. # 0 kénnen (1.107) und (I.108) nicht gleichzeitig gelten.)

Sei [a]. N [b]~ # 0. Dann gibt es also ein gemeinsames Element ¢ € [a]. , ¢ € [b]. . Damit
gelten a ~ cund ¢ ~ b, also auch a ~ b. Ist nun = € [a]., dann gilt  ~ ¢ und mit a ~ b
auch x ~ b, also = € [b].. Es folgt, dass [a]. C [b].. Genauso erhdlt man [b]. C [a].,
also [a]. = [b]~. Damit ist (I.107)—(1.108) gezeigt.

Schreiben wir jetzt

A= Jla], (1.109)

folgt die Aussage unmittelbar durch Zusammenfassen gleicher [a]... O
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Definition I.10. Die Teilmengen [a]. heifien Aquivalenzklassen. Die Familie der
Aquivalenzklassen bezeichnet man mit

A/ ~  (sprich: ” A modulo ~ "). (I.110)
Liegt a in einer Aquivalenzklasse, so heifit « Reprisentant der Klasse.

Bemerkungen und Beispiele.
Sind A := Z die ganzen Zahlen und p € N eine natiirliche Zahl, so sind

m~n & JkeZ: m—n = kp. (L.111)
= 7Z = [0]~U[l].U...U[p—1]., (L.112)
Ul = {kp+3lke€Z}. (1.113)

7,/ ~ bezeichnet man auch mit Z/pZ oder Z, und [j]~ =: [j] mod p-

Definition I.11. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Eine Teilmenge
S C A heifit ein vollstindiges Repridsentantensystem zu ~, falls folgende zwei
Eigenschaften gelten:

(i) Jedes Element aus A ist zu einem Element aus S dquivalent.

(ii) Die Elemente aus S sind paarweise nicht dquivalent.

Bemerkungen und Beispiele.

A = {g CR?| gist eine Gerade}, (I.114)

g1 ~ g2 i< g1 und gs sind parallel.

= S = {ge A| gn{0} ={0}} (1.115)
ist ein vollstdndiges Représentantensystem. (L.116)
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1.7.2. Das griechische Alphabet

Das griechische Alphabet wird in der Mathematik haufig verwendet. Zum Abschluss ge-
ben wir noch eine Liste der gebrauchlichsten griechischen Buchstaben:

KLEIN

a alpha 5 beta v gamma | 0 delta € epsilon

¢ epsilon | ( zeta n eta 6 theta ¥ theta

L jota k kappa | A lambda | © mii v ni

¢ xi 0o o T pi @ phi p rtho

o rho o sigma | ¢ sigma T tau v upsilon

¢ phi ¢ phi x chi Y psi w omega
GROSS

I' Gamma | A Delta | © Theta | A Lambda | = Xi

IT Pi > Sigma | T Upsilon | & Phi U Psi

Q2 Omega
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11.1. Korper

Im vorigen Kapitel I haben wir die wichtigsten Zahlenmengen bereits genannt:

die natirlichen Zahlen,

N = {1,2,3,...}, (IL.1)
die ganzen Zahlen,
Z = {0,4+1,—-1,42,-2,...}, (I1.2)
die rationalen Zahlen,
Q = {g ‘pEZ,qG]N}, (I1.3)

sowie die reellen und die komplexen Zahlen,
R und C. (IL.4)

Wir wenden uns zunéchst IN, Z und Q zu.

e Fiir a,b € IN ist auch a + b € IN. Diese Tatsache bezeichnet man als Abgeschlos-
senheit von IN beziiglich Addition.

e [.A. gilt a—b € IN jedoch nicht. Dafiir geht man von IN zu Z iiber; fiir a, b € Z sind
a+bund a — b € Z. Insbesondere ist 0 das neutrale Element beziiglich Addition
in Z: a+0 =0+ a = a. Man sagt, dass Z beziiglich der Addition + eine Gruppe
bildet; diesen Begriff haben wir in der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik
ausfiihrlich behandelt.

e Weiterhin ist Z auch beziiglich Multiplikation abgeschlossen, d.h. fiir a,b € Z
ist auch a - b € Z, und es gilt das Distributivgesetz, a(b + ¢) = ab + be. Somit
ist Z beziiglich der Addition + und der Multiplikation (-) ein Ring; diesen Begriff
haben wir in der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik ebenfalls ausfiihrlich
behandelt.

e SchlieBlich gelangt man von Z zu @ durch die Forderung, dass auch Abgeschlossen-
heit beziiglich Division gelten soll: Fiir a,b € Q sind a+b,a—b,a-b € Qund § € Q,
falls b # 0. Diese Eigenschaften von Q stehen auch exemplarisch fiir die allgemeine
Definition eines Kdrpers; auch diesen Begriff haben wir in der Vorlesung Lineare
Algebra fiir Elektrotechnik behandelt, kniipfen aber nochmal neu daran an:
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Definition II.1. Eine nichtleere Menge F # ) heift Kérper! :<
Auf F sind Addition + : I x ' — F und Multiplikation (-) : F' x ' — I definiert,
die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) F ist beziiglich Addition eine kommutative Gruppe mit neutralem Element Null
0 € I, d.h. fiir es gelten 0 + a = a, fiir alle a € I, und weiterhin

Va,b,ceF: (a+b)+c =a+(b+c), a+b=b+a, (IL5)
VaeF 3 (—a)eF: a+(—a) = 0; (I1.6)

(ii) IF\ {0} ist beziiglich Multiplikation eine kommutative Gruppe mit neutralem Ele-
ment Eins 1 € '\ {0}, d.h. es gelten 1-a = q, fiir alle a € I\ {0}, und weiterhin

Va,b,ce F\ {0} : (@-b)-c =a-(b-¢c), a-b=b-a, (IL7)

VaE]F\{O}H%E]F\{O}: a-- = 0; (IL.8)

Q|

(iii) Es gilt das Distributivgesetz
Va,b,ceIF: a-(b+c¢) = a-b+a-c. (IL.9)

Bemerkungen und Beispiele.

e Aus0+0 = 0 folgt 0-a+0-a = (0+0)-a = 0-a, woraus wir 0-a = 0 durch Addition
von —(0 - a) fir jedes a € IF'\ {0} gewinnen. Insbesondere gilt dann 1-0 = 0, und
(I1.7) 14sst sich auf alle a,b, ¢ € F erweitern.

e Geméf Definition II.1 enthélt jeder Korper IF mindestens Null und Eins, 0,1 € F,
und diese sind voneinander verschieden.

e Der kleinst(moglich)e Korper ist Zy = {0,1}, und in der Tat ist dies ein Korper
mit0+0=0,0+41=140=1,141=0und 0:-0=0,0-1=1-0=1,1-1=1.

e Die Mengen IN und Z DO IN der natiirlichen und der ganzen Zahlen sind keine
Korper.

e Die Menge QQ D Z der rationalen Zahlen ist ein Korper, und zwar der kleinste, der
7. enthalt.

1.2. Das Supremumsaxiom
Wir erinnern als Néchstes an den Begriff der totalen Ordnung, den wir schon in Defini-
tion I.1 kennengelernt haben.

Definition I1.2. Eine Menge S # () heifit total geordnet beziiglich ,<* :&

Q) Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen

a<b,a=>bodera>b.
(i) Siid a,b,c € S,und gilt a < bund b < ¢, dann gilt auch (IL.11)
a<c.

(11.10)

lengl.: field
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Das Symbol ,,<“ heiit Ordnungsrelation auf S.

Beispiele fiir total geordnete Mengen sind IN, Z, @ und -wie wir spéter sehen werden-,
auch R.

Definition I1.3. Seien S # () eine beziiglich ,<“ total geordnete Menge und 7' C S
eine Teilmenge.

(i) Gibt es ein b € S so, dass t < b fir alle t € T gilt, so heift 7" nach oben
beschrinkt, und b heiffit obere Schranke an T'.

(ii) Gibt es ein ¥’ € S so, dass t > U fiir alle ¢t € T gilt, so heifit 7" nach unten
beschrinkt, und b’ heifit untere Schranke an 7.

(iii) Ist 7" nach oben und nach unten beschrénkt, so heifit 7' beschrinkt.

Definition II.4. Seien S # () eine beziiglich ,<“ total geordnete Menge, T' C S eine
nach oben beschrinkte Teilmenge. Ein Element b € S heifit Supremum von T &

(4) VteT: t<b, (I1.12)
(i) VYae S, a<bIteT: a<t. (I1.13)

Bemerkungen und Beispiele.

e Besitzt eine Teilmenge T C S einer total geordneten Menge S ein Supremum
b € S, so ist dieses eindeutig und wir schreiben

b =: sup {T}, (I1.14)

fiir das Supremum von 7.

e Sind S:=Qund T := {a € Q| a*® < 2}, so ist S total geordnet beziiglich der
iiblichen Relation ,,<“ zwischen Zahlen, und T ist nach oben beschrinkt - z.B. ist
2 € @ eine obere Schranke.
Es existiert jedoch kein Supremum von 7" in S: Man sieht ndmlich leicht ein, dass
b?* = 2 fiir das Supremum b = sup{7} € S = Q gelten miisste, diese Gleichung
besitzt aber keine rationale Losung, wie wir schon in der neunten Klasse lernen
(v/2 ist irrational).

e Wir folgern, dass ) das unten formulierte Supremumsaxiom nicht erfiillt.

Definition IL.5. Eine total geordnete Menge S # () erfiillt das Supremumsaxiom,
falls jede nach oben beschrénkte Teilmenge 7' C S ein Supremum sup{7'} € S besitzt.

Satz I1.6. Es gibt einen eindeutigen total geordneten Korper I O Q, der das Supre-
mumsaziom erfillt und in dem fir alle a,b,c € F:a < b = a+c < b+ ¢ und
a,b >0 = a-b > 0 gelten. Wir nennen diesen Korper I die reellen Zahlen und
bezeichnen ihn mit R.

Bemerkungen und Beispiele.
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e Der Beweis von Satz I1.6 beinhaltet die Konstruktion der reellen aus den rationalen
Zahlen, und fiir sie fehlt uns in der Vorlesung leider die Zeit. Diese Konstruktion
ist aber ein Juwel der Mathematik und soll niemandem vorenthalten werden; wir
fiigen sie als Erginzung zu diesem Kapitel unten an.

e Die komplexen Zahlen C beinhalten die reellen Zahlen R, wenn wir R mit Re{C} =
{z € C|Im(z) = 0} den komplexen Zahlen mit verschwindendem Imaginérteil
identifizieren. Und auf C lésst sich auch eine Ordnungsrelation ,,<“ definieren,
beziiglich der C total geordnet ist. Mit dieser Ordnungsrelation ist jedoch das
Supremumsaxiom verletzt oder die Eigenschaften a < b = a4+ ¢ < b+ ¢ und
a,b = 0 = a-b > 0 gelten nicht fiir alle a,b,c € C. Nur die reellen Zahlen R
besitzen alle diese Eigenschaften.

e Die komplexen Zahlen C haben wir im vergangenem Semester in der Vorlesung Li-
neare Algebra fiir Elektrotechnik definiert und ihre Eigenschaften dort ausfiihrlich
diskutiert. Wir wiederholen dies nicht verweisen dazu auf das Vorlesungsmanu-
skript.

Die im folgenden Lemma festgehaltene Konsequenz des Supremumsaxioms spielt in den
Beweisen der Analysis eine zentrale Rolle

Lemma I1.7. Seien T7 C R eine nach oben und Ty C R eine nach unten beschrinkte
Menge reeller Zahlen. Dann gelten

(1) Ve>03t, €Ty supTy — e < ty, (I1.15)
(ZZ) Ve >0dty, ey inf T + € > tq. (1116)
Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen von Supremum und Infimum. m

Bemerkungen und Beispiele.

e Lemma I1.7 besagt, dass man das Supremum sup(7}) einer nach oben beschrank-
ten Teilmenge 77 C R und das Infimum inf(7}) einer nach unten beschriankten
Teilmenge 75 C R durch Elemente aus 7} und 7, beliebig gut ndhern kann: Zu
vorgegebenem £ > 0 -und sei es auch noch so klein- findet man ¢; € T7 und t, € T,
so dass

0 < sup(7h)—t; < e und 0 < to—inf(Th) < e. (I1.17)

e Es sind sup|0, 5] = sup(0,5) = 5 und inf[0, 5] = inf(0,5) = 0.

e Mit T := {1, %, %, %‘, ...} sind sup{T'} = 1 und inf{7'} = 0.
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11.3. Ergdanzung: Konstruktion der Reellen Zahlen

In dieser Ergédnzung wollen wir die Konstruktion der reellen Zahlen vorstellen. Dabei
kann man verschiedene Wege beschreiten - etwa den iiber die Dedekindschen Schnitte.
Wir wihlen jedoch einen andere Weg, der in die Funktionalanalysis weist: Wir fiithren
die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen ein - ganz analog zur Ver-
vollstdndigung normierter Vektorrdume.

11.3.1. Aquivalenz rationaler Cauchy-Folgen
Definition II.8. Sei
R = {(an)ff:l cQN | VhkeNIng e NVm,n>ng: |am — an| < 10”“} (I1.18)

die Menge aller rationalen Cauchy-Folgen. Wir definieren eine Relation ~: R x R —
{w, f} durch
(an)o2y ~ (by)o? & VkeN3Ing e NVm,n>ng: |am —b,| < 107%. (I1.19)

n=1

Gilt (I1.18), so heiflen a := (a,)52, und b := (b,)32, dquivalent.
Lemma I1.9. ~: R x R — {w, f} ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien a := (a,) 1, b:= (b,)5, ¢ := (¢,)5%, € R.

Reflexivitét: a ~ a ist gleichwertig mit a € R.
Symmetrie: Offensichtlich ist a ~ b gleichwertig mit b ~ a.

Transitivitét: Sei k& € IN, und gelten a ~ b und b ~ ¢. Dann gibt es ny, nj € IN, so dass
Vm,n >ng: |G — by| < 107771 (I1.20)
Y, 0>ny: by —c| < 107571, (I1.21)
Mit ng := max(ng, nJ) ist damit

V0> ng: am —co < am — bl + |b —co| < 107714107 < 1078,
(11.22)

und daher gilt auch a ~ c. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Somit zerfillt R in disjunkte Aquivalenzklassen, die wir als reelle Zahlen be-
zeichnen,

R = R/~ . (11.23)

e Ist a € R, so bezeichnen wir die zugehorige Aquivalenzklasse mit [a].
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e Die rationalen Zahlen sind in folgender Weise in R eingebettet: Zu ¢ € Q betrach-
ten wir die konstante Folge (¢,q,q,...) = (¢)52;. Offenbar ist (¢)72; € R, und wir

identifizieren ¢ € Q mit der Aquivalenzklasse [(¢)7,] € R.
e Wir schreiben insbesondere [0] := [(0)7,].

n=1
Lemma I1.10. Sei a = (a,)2, € R und [a] # [0]. Dann gilt
entweder [a] > [0] & FILngeNVn>ng: a, >10"",
oder [a] < [0] = ILnyeNVn>ny: a, <1075,
Beweis. Da [a] # [0], ist (an)5; 24 (0)5°,, und es gilt
JLENVYNy e NI >Ny:  |az —0] = |az| > 10754+,
Waihlen wir nun k := L + 1, so ergibt sich aus der Tatsache, dass a € R,
Inge NVm,n>ng: |am —a,| < 107,
Jetzt wihlen wir Ny := ng in (I1.26) und erhalten
Jn>ng:  |az| > 1075
Wir setzen dann n := 7 in (I1.27) und sehen, dass
Vm>ng:  lam| > laa| = |am —az| > 10757 —107% = 9.107%.
Ist ap, > 0, 80 ist G, = |ay,| und nach (I1.26) gilt fiir alle m > ny:
Uy = Apy + G — Qpy = |G| + G — Ay = |ang| — |@m — anyl
>9-107"-107" = 8-107" >107".
Ist umgekehrt a,, < 0, so ist a,, = —|ay,,|, und analog folgt

VYm>ng: a, < —107".

Lemma II.11. Seien a := (a,)5,, b:= (b,)32, € R. Dann gilt

(@ ~b < (a—b~0)),

[ee)

wobei a — b = (a, — b,)5%,.

Beweis.
"=":Ist a ~ b, so gilt insbesondere

VEeNInge NVn>ng: |a,—b,] < 1077,

(I1.24)
(I1.25)

(11.26)

(11.27)

(I1.28)

(11.29)

(11.30)

(IL.31)

(I1.32)

(I1.33)
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also auch
VEeN3Inge NVm,n>ng: |(ay, —by,) —0] < 107%, (11.34)

wobei 0 das m. Element der Folge 0 ist. Mit anderen Worten: (a — b) ~ 0.

7<": Ist umgekehrt (a — b) ~ 0, so gilt (I1.33). Weiterhin ist (a,)22, € R, und daher
gibt es nj € IN, so dass

Ym,n>nh: |, —a,] < 1077, (I1.35)
Fiir m,n > max(ng,ny) erhalten wir somit
|G — bn| < am — an] + Jan —by| < 2-107F, (11.36)

d.h. a ~D. ]

11.3.2. Die Grundrechenarten

Definition I1.12. Seien a = (a,)2,, b= (b,)22, € R. Wir definieren

a+ b :=(a, £ by, (I1.37)
und, fiir b % 0,
1 1 >
o= II.
b <bn + sgn(b,) - 10—”>n:1 ’ (I1.39)

wobei sgn : Q — {—1,1},

(11.40)

1, fallsq >0,
o) ={ )7 ot

falls ¢ < 0.

Lemma II.13. Seien a = (a,)52;, b= (b,)52; € R. Dann sinda £+ b, a - b€ R, und
fiir b ¢ 0 ist auch % eER.

Beweis. Da a,b € R, gibt es zu k € IN zwei Zahlen ny, n{j € IN, sodass
Vm,n>ng: |G — ap| < 107771 (I1.41)
Ym,n>nl:  |by—by| < 107571, (11.42)
somit gilt V'm,n > max(ny, ng):
l(am £ bm)| = [(am —an) £ (b — by)| (11.43)
< m — | + b —bn| < 107141071 < 107F,
alsoa £ b€ R. Mit k :=1 folgt aus a,b € R, dass

Ing ENVm,n>ng:  |am — anl, |bm —b,] < 1071, (I1.44)
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Setzen wir m := ng, so folgt daraus, dass

Vm,n >ng: am| + [bm| < ang| + |bngl +2- 1070 < ap,| + |bny| +1.  (11.45)

Mit
no
C = (D lal+lbl) +1, (IL.46)
r=1
erhalten wir
sup la,| < C, suplb,| < C. (I1.47)
nelN nelN

Wir beobachten nun, dass
| @b — anbn| = [(a@m — ap)by + an (b — by)|
< am — anl - [bm] + [an] - [bm — byl
< C (lam — an| + |bm — bal) - (I1.48)

Seien nun k € IN und ¢ € IN so, dass C' < 10°. Dann gibt es nj, nj € IN, so dass

Vm,n > ng: | — an| < 107F7F (I1.49)
Vm,n > ng: by — b < 10777 (I1.50)

Also ist mit (I1.48)
Vm,n > max(ny,ng) :  |Gmbm — @nb,| < 1077, (IL.51)

dh.a-beR.

Ist schlieBlich b ~ 0, so existieren nach Lemma II1.10 zwei Zahlen L, nj € N, sodass
Vn>ny:  |b, > 1071, (I11.52)

Fir k € IN gibt es ng € N, so dass

Ym,n>ng: by —by| < 10771720 (I11.53)
und so erhalten wir fiir alle m,n > max(ng,ny) +2L +k+1 =: no.
| (b +sgn(by,) - 107™) " — (b, +sgn(by,) - 107") 7| (11.54)

- <ybm| +110—m) ' (|bn\ +110—n> ’ ‘bm = ba o+ sgn(bn) 1077 — sgn(ba) 107

S 10—2L . (10—k—1—2L + 10—k—1—2L + 10—k—1—2L) S 3. 10—k—1 S 10—]€ .

Also ist + € R. O]

IS =
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o0
n=1»

S

b= (bn)pZs, b= (

Lemma II.14. Seien a = (a,)p2;, a = (an)5y,
a~aundb~>b. Dann sind

1S 1>

und, falls b+ 0,

IS —
1S —

Beweis. Wie in Lemma I1.13 gibt es L € IN, so dass
Ve N:la,l, lan], |bal, [ba] < 10%.

Zu k € IN gibt es dann ny € IN, so dass

Vm,n >ng: |am — G, |bm — l;n| < 107k1E
Also sind fiir alle m,n > ng

(@ £ b)) = (@0 = ba)| = [(am —n) £ (b — b))
<2.-107%1F < 107"

und
— by)|

< bl - @ — an| + |an] - |bm — l;n’

|G+ By — G - bn| = [ (@ — )b + G (b

<2-10F-107%1F < 107%.

Dies beweist (I1.55) und (11.56). Glg (I1.57) ist analog.

Korollar IL.15. Die Verkniipfungen +, —, - : Rx R — R,
[a] £ [b] :==[a £+ b],
la] - [B] =la - Y,
und die Abbildung 1/(-) : R\ {[0]} — R,
1 H
[b] b

n)oey € R mit

(11.55)
(I1.56)

(IL57)

(I1.58)

(11.59)

(11.60)

(IL61)

(I1.62)
(IL.63)

(IL.64)

sind wohldefiniert, d.h. unabhdngig von den gewdhlten Reprdsentanten a,b € R.

Lemma I1.16. R ist beziiglich der in (11.62)—~(11.63) und durch

Via € R, [b] € RAA[0]}

SRR

definerten Verkniipfungen ein Kdrper.

(11.65)
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Beweis. Nachpriifen der Korperaxiome; dabei sind [0] und [1] = [(1)22,] die neutralen
Elemente der Addition bzw. Multiplikation. O

Definition I1.17. Fiir je zwei Elemente [a], [b] € R mit [a] # [b] definieren wir
la] < [o] e fa—0] <0, (I.66)

la] > [b] e fa—0b > 0, (11.67)

wobel die rechten Seiten in Lemma 11.10 definiert sind.

Lemma I1.18. R ist beziiglich "<” total geordnet, und fiir alle a,b,c € R gelten a <
b=a+c<b+cunda,b>0=a-b>0.

Beweis. Nachpriifen der Definition einer totalen Ordnung und der Eigenschaften a <
b=a+c<b+cunda,b>0=a-b>0. H
11.3.3. Das Supremumsaxiom

Satz 11.19. R erfillt das Supremumsaxiom.

Beweis. Sei A C R eine durch [¢] € R, ¢ = (¢,)$2; € R nach oben beschréinkte Teil-
menge, wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass A NR™* # ().

Da ¢ € R, ist auch ¢ beschrénkt, d.h. es gibt ein N € IN, sodass
Vigle A: [d] < [(10M)2,]. (I1.68)

Wir setzen nun by := 31 - 10871, wobei 8, € {0,1,...,9} so gewihlt ist, dass

JmeA: x> [(ﬁl : 10N*1)3°:1} und (11.69)
veed: @< [((Bt1) 10" ] (I1.70)

Anschliefend setzen wir by := by + 35 - 10V =2, wobei 35 € {0,1,...,9} so gewiihlt ist,
dass

daxs € A : zy > [(b2)22,] und (I1.71)
VieA: < [(b2 + 10N—2);’°:J , (IL.72)

u.s.w. Fiir allgemeines k € IN setzen wir by := by_1 + B - 10V %, wobei 8, € {0,1,...,9}
so gewahlt ist, dass

dx, € A x> [(bp)p] und (I1.73)
VieAd: < [(bk + 10N—k)g°:1] . (IL.74)
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Die so gebildete Folge (b,)2, =: b ist offenbar eine Cauchy-Folge, denn fiir m > n > ng
ist

< 108 < 10N, (I1.75)

i Be - 10

l=n—+1

|bm - bn| -

Sei nun d := (d,,)2>, € R mit [d] < [b], d.h. [b—d] > [0]. Nach Lemma II.10 gibt es dann
mo, M € IN, sodass

Vm>n>mg: dp < by—10" < b, — (107¥ — 107, (I1.76)

wie in (I1.75). Fiir ng := mo + N + M + 1 ergibt dies

Ym>ng: dy > by, — 107771 (I1.77)
was
[d] < [(bno—lo—M—l)f;l] < Ty — [(10—M—1);’°:J < T, € A (I1.78)

impliziert. Also ist [d] keine obere Schranke an A.

Sei schlielich [a] € A, und nehmen wir an, dass [a] > [b], also [a — b] > [0]. Dann gibt
es mo, M € NN so, dass

Vm>k>mo: am > by +107Y > b 1077 — 10V, (I1.79)
Fiir £k := M + N + 1 + mg bedeutete dies, dass fiir alle m > k

ay > b +107M —107M-1 > p, 4 9.107 M

= by +9- 10N > 10V R (11.80)
was
la] > [(bkﬂoN—k)j’:l] (I1.81)

impliziert. Gleichung (I1.81) steht jedoch in Widerspruch zu (I11.74). Also gilt [a] < [b].

Zusammenfassend erhalten wir

Vige A [a < [b, (11.82)
Vid<bl3aed: [d < ld. (11.83)
Also ist [b] = sup A. O
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1. Endliche, abzadhlbare
und iiberabzahlbare Mengen

Wir haben schon einige Mengen in den Kapiteln I und II kennengelernt, etwa die Zah-
lenmengen IN, Z, Q und R. Jede dieser Zahlenmengen enthélt unendlich viele Elemente,

IN| = |Z] = Q] = [R] = oo (IL.1)

Um mengentheoretische Unterschiede zwischen ihnen auszumachen, miissen wir unsere
bisherigen Begriffe iiber Mengen verfeinern.

I11.1. Abzahlbare Mengen

Definition III.1. Zwei Mengen A, B heiflen gleichméchtig

< Jf:A— B: fist bijektiv. (IIL.2)
Bemerkungen und Beispiele.

e Jede N-elementige Menge, {ay, as, . ..,ay} ist gleichméchtig zu {1,2,..., N}, denn
f:AL2,....N} = {ay,a9,...,an}, k+— ay, (IIL.3)
ist eine Bijektion.
e N ist gleichméchtig zu Z, denn

0, falls k = 1,
f N—>Z, k— % k, falls k gerade A k > 2, (IIL.4)
—3 (k—1), falls k ungerade A k> 2,

ist eine Bijektion,

Definition III.2. Eine Menge A heifit abzdhlbar &
(a) Aist endlich, d.h. |[A| € N (i< |A] < 00) oder (I1L.6)
(b) A ist unendlich, |A| = 0o, und A ist gleichméchtig zu IN (IIL.7)

Ist A nicht abzéhlbar, so heifit A iiberabzéhlbar.
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Lemma II1.3. Seien A eine abzdhlbare Menge und B C A. Dann ist B abzdhlbar.

Satz II1.4. IN x IN ist abzdahlbar.

Beweis. Wir zeichnen die Elemente (m,n) € IN x IN in eine Tabelle und definieren eine
Abbildung J : N — IN x N, indem wir den Pfeilen folgen,

J(1) = (1,1) — J(2):=(1,2) J(6) == (1,3)

Ve /!
J(3):=(2,1) J(5) == (2,2) (111.8)
3 /
J(4) = (3,1)
Die Bijektivitat von J ist offensichtlich. O]

Satz II1.5. Q ist abzdhlbar.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Q. Jedes Element ¢ € Q. lésst sich eineindeutig
durch (m,n) € N x N als

¢ = — (111.9)

darstellen, wenn man voraussetzt, dass m und n teilerfremd sind (d.h. man kann m/n
nicht kiirzen). Also ist

J:Qy = A := {(m,n) € NxN|m,n teilerfremd}, LR (m,n), (III.10)

n
eine Bijektion. Nach Satz II1.4 ist N x IN und nach Lemma III.3 somit auch A C IN x IN
abzahlbar. Also ist Q. abzdhlbar. O
111.2. Dezimaldarstellung von Zahlen
Definition ITI1.6. Eine Folge (in A) ist eine Abbildung

a:N—A n+—ay, (IT1.11)

wobei A # () eine nichtleere Menge ist. Statt (III.11) schreibt man auch ay, as,as, ...
oder (a,)%_,. Die Menge aller Folgen in A bezeichnet man mit AY.

Wir wollen nun die Dezimaldarstellung von Zahlen zwischen 0 und 1 genauer untersu-
chen.

Definition III.7. Eine Folge a : N — {0,1,2,...,9} heift Dezimaldarstellung der
Zahl 0, ajasqas . ..

= VnelNJkeN k>n: a <09 (II1.12)

Die Menge der Dezimaldarstellungen bezeichnen wir mit D.
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Die Bedingung (II1.12) schlieft Zahlen mit Periode 9, wie z.B.
x = 0,1729999. .. (ITL.13)
aus, denn diese ist ja bereits durch
0,173000. .

dezimal dargestellt, und wir mochten, dass die Dezimaldarstellung eindeutig ist, siehe
auch Abschnitt I11.3.3.

Lemma III.8. Die Menge der Dezimaldarstellungen D und die Menge [0,1) := {x €
R |0 <x <1} der reellen Zahlen zwischen Null und Eins sind gleichmdchtig.

Beweis. Den ausfiihrlichen Beweis findet man in den Ergénzungen im Abschnitt I11.3.3.
Wir bemerken hier nur, dass eine Bijektion J : D — [0, 1) durch J[(a,)32,] = > 0" -
107" gegeben ist. Allerdings wissen wir noch nicht, wie man unendlich viele Summanden
addiert und miissen den Beweis in Abschnitt I11.3.3 den Mitteln fiihren, die uns zur
Verfiigung stehen, ndmlich dem Supremumsaxiom. m

Satz I11.9. D ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Nehmen wir an,

D = {(agp)nem, (aﬁ?)nem, ) (I11.14)

wére eine Abzdhlung. Definiere nun eine Folge (b, ),en durch

. { 1, falls ol € {5,6,7,8,9}, s)
7, falls ai” €{0,1,2,3,4},
so dass
VneN: b, # a. (I11.16)
Offenbar wére
(by)nen € D, (I11.17)
da alle b, verschieden von 9 sind. Andererseits impliziert aber (II1.16), dass
VEEN: (bnew # (o), (I11.18)
also
(bn)nen & {(al), o (@) -} = D, (111.19)
was in Widerspruch zu (II1.17) steht. O

Satz II1.10. R st dberabzahlbar.

Beweis. Wére R abzéhlbar, so wire auch [0,1) C R als Teilmenge abzdhlbar. [0, 1) ist
aber gleichméchtig zur iiberabzéhlbaren Menge D der Dezimaldarstellungen und somit
selbst {iberabzahlbar. Also kann R nicht abzdhlbar sein. O
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111.3. Erganzungen

111.3.1. Teilmengen abzdhlbarer Mengen sind abzdhlbar

Beweis. Ist | B| endlich, so gilt die Behauptung automatisch. Wir kénnen also 0.B.d.A.
voraussetzen, dass B und somit auch A O B unendlich sind,

|IB| = |A] = oc. (T11.20)
Da A abzéhlbar ist, gibt es eine Bijektion
r:IN— A nw— oz, (T11.21)
und
A = {x,x9,23,...}. (T11.22)
Da B C A, gibt es eine Zahl n; € IN, so dass
v € B, 2o B,,..., Tn,_1¢ B, x,, €B. (T11.23)
Weiterhin gibt es eine Zahl ny € IN,ny > nq, so dass
Toy+1 € B,..., Tny,1 & B, x,, € B. (T11.24)
Fiithren wir dieses Verfahren so fort, erhalten wir eine Abbildung
y:IN—= B, jry;i=a,, (TT1.25)

wobei n; € IN,j < n; < njp. Weil z : N — A eine Bijektion ist, gilt z,, # z,, falls
m < n.

Insbesondere ist fiir 7 < j auch n; < n; und somit z,,, # x,,,
i<j = ng<n; = Yo =Ty, F Tn, =Y. (T11.26)
Also ist y injektiv. Ist nun b € B C A, so gibt es ein n € IN mit
b = x,. (T11.27)

Mit der oben beschriebenen Prozedur erhélt man dann n = n;, fiir ein gewisses j € IN,
j < n (nach endlich vielen Schritten, das ist hier der Punkt!), also

b = x,, = ¥y (I11.28)

Somit ist y auch surjektiv und damit bijektiv O]
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111.3.2. Abzahlbare Vereinigungen abzahlbarer Mengen sind
abzahlbar

Satz 111.11. Jede Vereinigung abzdihlbar vieler abzihlbarer Mengen ist abzihlbar.

Beweis. Seien die Mengen Aj, Ao, Az, ... gegeben als
AJ = {xj,la 'xj,27 ‘rj,37 .. } (11129)
Dann ist

A= JA = {2,130 k) €N x N:ayy € A} (T11.30)

jeEN

Wie im Beweis von Satz I11.5 folgern wir nun, dass A gleichméchtig zu einer Teilmenge
von IN x IN und somit abzéhlbar ist. O

111.3.3. Beweis der Gleichmachtigkeit der reellen Zahlen und der
Dezimaldarstellungen (Lemma 111.8)

Beweis. Seien (a,)22; € D eine Dezimaldarstellung und, fir N € IN,

N
gv = Y a,-10" € Q C R. (I11.31)

n=1

Offensichtlich gilt immer gy < 1, deshalb ist die Menge
A = {q17 q2,4s3, .. } g R (11132)

nach oben beschrénkt und hat ein Supremum sup A € [0, 1]. Wegen (II1.12) gilt sogar
gy <1 — 107", fiir ein gewisses 7 € IN, und daher

sup A € [0,1). (II1.33)
Wir erhalten somit eine Abbildung
J:D —10,1), (an)nen — sup A. (I11.34)
Seien nun (a,)nen, (bp)new € D und (an)nen # (bn)nen. Wir zeigen, dass dann auch
sup A # sup B, wobei B = {p1,p2,ps3,...} und py = 227:1 b, - 10~™. Dann gibt es ein
m € N, so dass

ap = bl, o = bg, ey Q1 = bm—la (07 S bm -1 (11135)

(oder umgekehrt, dann vertausche man die Rollen von (a,)nen und (by)nen)-

Weiterhin gibt es nach (II1.12) ein 7 > m + 1 mit

a; < 8. (111.36)
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Bilden wir nun gy, fiir N > n, so gilt

N m—1 -1 N
v = 107" =D by 10"+ > a, 107"+ Y a, 107"
n=1 n=1 n=m n=n :
<9.10-7
m—1 n
< by 1070, 107" 4 Y 94107, (111.37)
n=1 n=m-+1
=10-m—10-7
und andererseits, fiir N > m,
N m—1
py = Y by-107" > ) b 107" A by, - 107 (I11.38)
n=1 n=1
Mit
A={q,9,q, ..}, B:={p1,p2ps ...} (111.39)
und
G <@<gG=<..., P1<p<p;s<... (I11.40)
erhalten wir dann
Vk e N : sup A = sup{qr, Qk+1, Qrr2s - - -} (II1.41)
VieN: sup B = sup{qs, o1, qor2, - - -}- (T11.42)

Also ist

sup A = sup{¢a, Grt+1. Gas2, - -}

m—1
< by - 107" + (ay, + 1) -107™ — 107"
n=1
m—1
< b, 107" +b,,-107™ — 107"
n=1
< sup{Pm, Pm+1, Pmy2, - -} — 107"
=supB — 107" < supB. (I11.43)
Insbesondere ist
J[(an)nEIN} = SupA < SupB = J[(bn)nelN}a (11144)

und somit J injektiv.

Um die Surjektivitét zu zeigen, wihlen wir eine Zahl zy € [0,1) und bestimmen die
natiirliche Zahl a; € {0,1,...,9} so, dass

0 < @ := x9—a-107" < 1074 (I11.45)
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Anschliefend wihlen wir as € {0,1,...,9} so, dass

0 < @y := 21 —ay-1072 < 1072 (I11.46)

und allgemein a;, € {0,...,9} so, dass
0 < zp = Tp_1 —ay-107%F < 107F, (I11.47)
fiir vorher gewéhlte a1, as, ..., ax_1 € {0,...,9}. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge

(an)new € D. Bilden wir wieder

N

gy = ZanlO_", A = A{q,q,. ..}, (T11.48)

n=1

so ist mit (I11.45)-(I11.47), fur alle N,k € IN
v < w9 < qv+107Y < gy 1077, (I11.49)

Also gilt, fiir alle N € IN,

supA < z¢ < sup{gn,qng1,.. .} F107Y = sup A+ 1077, (I11.50)
Aus
VNeN: supd < 2y < supA+107Y (I11.51)
folgt aber
Tg = supA = J[(an)nem], (I11.52)
und J ist auch surjektiv und somit bijektiv. O]
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IV. Folgen und Konvergenz

IV.1. Konvergenz von Zahlenfolgen

Wir erinnern an den Begriff der Zahlenfolge, den wir schon im Kapitel I eingefiihrt
haben. Im Allgemeinen ist eine Folge (a,, )52, € AN in A eine Abbildung a() : N — A,
n — a,. Folgen mit Werten in A C KK nennen wir Zahlenfolgen.
Definition IV.1.
(i) Eine Zahlenfolge (a,)2; € KN heifit konvergent :<
JdaeKVe>03dnoe NVn>ny: |a,—al <e. (IV.1)

In diesem Fall heiit a Grenzwert oder Limes von (a,)22;, und wir schreiben
statt (IV.1) auch abkiirzend

anp = a, N — 00, (IV.2)
oder
nll_)lrrolo{an} = a. (IV.3)

(ii) Eine Zahlenfolge (a,)2°, € KN heifit divergent :<
(an)52; ist nicht konvergent. (IV.4)

(iii) Enthélt eine Zahlenfolge (a,, )5 ; € KN eine konvergente Teilfolge (a,, )32, so heifit

deren Grenzwert limy_,{a,, } Haufungswert von (a,)3 ;.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass der Limes einer konvergenten Folge eindeutig ist. Ist ndmlich
a, —a und a, —d, n— oo, (IV.5)
so gibt es fiir jedes € > 0 zwei Indizes ng, nj, € N, so dass
Vn>mng: la, —al < e, (IV.6)
Vn>ng: la, —d'| <e. (IV.7)
Fiir n > max{ng, ny} ist demnach
la—d| < la, —al + |a, —d'| < 2e. (IV.8)
Weil € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt daraus
a = d. (IV.9)
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e Seien K = R und a,, := 1/n. Dann konvergiert a,, — 0, fir n — oc.

e Seien K = R und a, := (—=1)" + 1. Dann ist (a,);2; divergent und hat die
Héufungswerte {—1,1}.

e Seien K = Cund a, := a+ % +i8— % Dann konvergiert a,, — a+ 14, fiir n — oc.
e Seien K = C und a,, := cos(n) + ¢ sin(n). Dann ist (a,)5°, divergent.

e Jede konvergente Zahlenfolge (a,,)7, in K ist auch beschrénkt. Genauer gesagt,
ist dann die Menge {a,}5>, C K der Folgeglieder beschrankt, d.h.

dJR<ocoVneN: Ja,| < R. (IV.10)

Ist ndmlich a := lim,_, a,, so kénnen wir € := 1 in (IV.1) wihlen und erhalten
ein ng € N, sodass

Vn>ng: |a,| < |al+|a, —al < |a|+ 1. (IV.11)
Also gilt (IV.10) mit

R := max {|ai|, |asl, ..., |ano-1] la] + 1} < oo. (IV.12)

e Die Konvergenz von komplexen Folgen ist gleichbedeutend mit der Konvergenz
ihres Real- und Imaginérteils,

(2,)22, € CN ist konvergent < (IV.13)
(Re{2,})22, € RN und (Im{2,})22, € RY sind beide konvergent.

Ist ndmlich |z, — z| = \/Re{z, — 2} + Im{2, — 2}? < ¢, so sind auch |Re{z, —
2z} <eund [Im{z, — z}| <e.

Sind umgekehrt |Re{z, — z}| < e und [Im{z, — z}| < ¢, so0 ist |2, — 2| < V/2¢.

Satz IV.2. Seien a € K und (a,)%,, (b,)°, € KY 2wei konvergente Zahlenfolgen und

a := lim{a,}, b := lim{b,}. (IV.14)
n—oo n—o0

Dann sind auch (a, + b,)S2, und (aa,)Se, konvergent, und es gilt

lim {a, +b,} =a+0b = lim{a,} + lim {b,}, (IV.15)
n—00 n—00 n—o00
lim{aa,} =aa = «a- lim{a,}. (IV.16)
n—oo n—o0

Beweis. Sei € > 0. Dann ist auch /(2 + |a|) > 0. Weil (a,)52, konvergent ist, gibt es
ny € IN, sodass

3

und weil (b,,)%; konvergent ist, gibt es ng € IN, sodass
Vn>ng: |bp—0 < g (IV.18)
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Setzen wir nun
no = max{ng,ng}, (IV.19)
dann gilt fiir alle n > ng, dass

|(an 4+ bn) — (a+b)| = |(a, —a)+ (b, — b)| (IV.20)

< lan —a| + b, — b < 2l +g < e
und
aa, —aal = |of-|a, —a] < 2|Oi ’; < e (IV.21)
[
Satz IV.3. Seien (a,)%%, und (b,)>>, € KN 2wei konvergente Zahlenfolgen und
a = lim{a,}, b := lim {b,}. (IV.22)
n—ro0 n—yo0
Dann ist (an - b,)2%, € KN konvergent, und es gilt
nli_)Igo{an byt = a-b = nh_)rrolo{an} : nll_{lolo{bn} (IV.23)

Sind auflerdem b, # 0, Vn € N und b # 0, so ist auch (a,/b,)5, konvergent, und es
qgilt

. an a lim,, oo {an}
1 —r = - = ———= V.24
D {bn} b Timy e {bn) (IV.24)

IV.2. Reelle Folgen und Monotonie

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass der Konvergenzbegriff in C auf den in
R zuriickgefiithrt werden kann. Aus der Ordnungsstruktur in R erhalten wir allerdings
noch weitere Aussagen, die keine Entsprechung in C haben.

Definition IV.4. Eine reelle Zahlenfolge (a,)%, € RN

monoton steigend an < Qpit,
Leift streng monoton steigend o VneN - ap < Apy1, (IV.25)

monoton fallend Gp > Qpit,

streng monoton fallend Ay > Gy

Satz IV.5. Sei (a,)2, eine Folge in R.

(1) Ist (a,)22, nach oben beschrankt und monoton steigend,
50 ist (ap)oe konvergent. (IV.26)

(17) Ist (a,)02, nach unten beschrdnkt und monoton fallend,
50 st (ap,)oe konvergent. (IV.27)
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Beweis. Offensichtlich sind (¢) und (i7) dquivalent, wie man aus Ersetzung von a,, durch
—a,, ersieht. Wir zeigen nur (7). Die Menge A := {a1,as9,as,...,} ist nach oben be-
schrankt, und wir setzen

a := supA. (IV.28)

Sei nun € > 0. Weil a das Supremum von A ist, gibt es nach Lemma II.7 ein a,, € A, so
dass

Uny < a < @y, +€. (IV.29)

Da (a,)nen monoton wachsend ist, gilt a,, < a, fiir n > ng, und daher
Vn>ny: 0 < a—a, < a—a, < ¢ (IV.30)
Also ist (a,)22; konvergent und lim,,_,..{a,} = a. O

Sei (a,)%, € [-R, RN eine nach oben und unten durch =R, 0 < R < oo beschrinkte
Folge. Setzen wir

Ay = {am, @ity Gmio, - - -}, (IV.31)
so gilt
[-R,R] O Ay D Ay D A3 D ... (IV.32)
Setzen wir weiter, fiir m € IN,
by, :=inf A,, und ¢, :=supA,,, (IV.33)
so gilt
VmelN: —-R <b, <c¢, <R. (IV.34)
Auflerdem impliziert (IV.31)-(IV.32), dass
by, = inf A, = min{a,, inf A, 11} < infA, = by, (IV.35)
Cm = SupA,, = max{am, supAmH} > supApms1 = Gyt (IV.36)

Also sind beide Folgen, (b,,)%°_; und (¢,,)3_;, beschrankt und monoton und daher auch
konvergent in R.

Definition IV.6. Sei (a,)32, eine Folge in R.

(i.a) Ist (a,)22; nicht nach oben beschriankt, dann setzen wir
nh_}rgo sup{a,} = nh_)n;@{an} = 00. (IV.37)

(Dabei ist “ oo ” nur als Symbol zu verstehen. co, —oo & R.)
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(i.b) Ist (a,)22, nach oben beschrankt, und ist (¢,,)5_;, mit ¢, := sup{am, am1,- - -},
nicht nach unten beschréankt, so setzen wir

limsup{a,} = —oc. (IV.38)

n—o0

(i.c) Ist (@)%, nach oben beschrankt, und ist (c,,)°_;, mit ¢, := sup{am, @mi1,---},
nach unten beschriankt, so setzen wir

limsup{a,} = lim {¢,,} = lim {sup{a,|n>m}}. (IV.39)
n—o0 m—00 m—o0
(i)
liminf{a,} := lim, . {a,} := —limsup{—a,}. (IV.40)

o0

limsup,,_,.{a,} heiit Limes superior von (a,)%,

[e.9]

liminf,, ,{a,} heiBt Limes inferior von (a,)3 ;.

Bemerkungen und Beispiele.

e Sei a, := n fir n € N. Dann ist (a,)5; nicht nach oben beschriankt, und es gilt
(i.a), also limsup,,_,{a,} = cc.

e Sei a, := —n fiir n € N. Dann ist (a,)?,; nach oben beschriankt. Weiterhin ist

Cm = SUP ({—m, —-m—1,—-m-2,.. }) = —m, deshalb ist (¢,,)32; nicht nach unten
beschrénkt, und es gilt (i.b), also lim sup,,_, . {a,} = —oc.

e Seia, = (—1)"(1+ 2). Wegen —2 < a,, < 2 ist dann (a,)32, beschréinkt, und es
gilt (i.c). Weiterhin ist

o =2 o). () ) - Bt

(IV.41)
{Qk—l—l —2k—2 2k+2 } 2k +1
= S - =
k= SPATOE T 2k b1 2%kt U 2%
also ¢, — 1, fiir m — oo, und limsup,,_, {a,} = 1.
e Genauso sieht man, dass liminf, ,{a,} = —1 fiir a, := (—1)"(1 + %) Wir

beobachten, dass —1 und 1 Haufungswerte der Folge (a,)32, sind.

e Sei (a,)%; eine Abzihlung von Q N (0, 1).
Dann sind liminf, ,,{a,} = 0 und limsup,,_,  {a,} = 1.

Satz IV.7. Sei (a,)2, € RN eine Folge in R.
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(i) Folgende Charakterisierungen sind gleichwertig:

{lim sup{a,} =: a€R em’stien‘} (IV.42)

n—o0

& {Vs>0§|n0€]N‘v’n2n0: a, < a+e und

Ve >0Vnoe NdIn>ng: a, 2&—6} (IV.43)
& {(an)le st nach oben beschrdnkt und a ist ihr gréfiter Hdufungswert}.
(IV.44)
(ii) Folgende Charakterisierungen sind gleichwertig:

{ligglf{an} = a€cR exz’stiert} (IV.45)

& {V€>OEInOE]NVnZnO: a, > a—¢ und
Ve >0Vno € IN3dn > ng: a, < Q+5} (IV.46)

& {(an)zo:l st nach unten beschrinkt und a ist ihr kleinster Hdufungswert}.
(IV.47)

Korollar IV.8. Sei (a,)32, eine Folge in R.

[(an)zo:l ist konvergent in ]R] & [lim sup{a,} = liminf{a,} € R], (IV.48)
n—oo

n—0o0

und in diesem Fall gilt

limsup{a,} = liminf{a,} = lim{a,}. (IV.49)
n—oo n—oo

n—oo

IV.3. Cauchy-Folgen
Definition IV.9. Eine Zahlenfolge (a,), € K¥ heifit Cauchy-Folge
=Ve>03dnge NVmn>ng: |ay, —a,| <e. (IV.50)

Cauchy-Folgen spielen in der Analysis eine grofle Rolle, weil man mit ihrer Hilfe den
Konvergenzbegriff einfithren kann, ohne expliziten Bezug auf den Grenzwert zu nehmen.

Lemma IV.10. Sei (a,)2, € KN eine konvergente Folge. Dann ist (a,)%, eine
Cauchy-Folge.

Beweis. Seien € > 0 und a := lim,, ,.{a, }. Dann gibt es ein ng € IN, so dass

Vn>ng: |a,—al < €g/2. (IV.51)
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Also ist
Vm,n>ng: |am —an < lam —al + la, —a] < e (IV.52)

O

Satz IV.11 (Cauchy-Kriterium). Ist (a,)5, € RY eine reelle Cauchy-Folge, so ist
(a,)$e, konvergent.

Beweis. Sei (a,):2, € RN eine reelle Cauchy-Folge. Wihlen wir € := 1, dann gibt es
nach (IV.50) ein ng € IN, so dass (mit m := ng)

Vn>ng: |a, —ap| < 1. (IV.53)
Also ist
Vn>ng: |an| < lan,| + |an — ang| < lan,| + 1, (IV.54)
und daher
VnelN: |a,| < 1+ max{|ai|,|azsl,...,|anl}, (IV.55)
d.h. (a,)32, ist nach oben und nach unten beschriankt. Nach Definition IV.6 sind deshalb
a:= liirisogp{an}, a:= ligirolf{an} €R, (IV.56)

und es geniigt zu zeigen, dass a = a. Sei dazu € > 0 gewéhlt. Weil (a,,)?, eine Cauchy-
Folge ist, gibt es ein ng € IN, so dass

Vn>ng: |a, —ag| < e (IV.57)
was
Vn>ng: ap—¢ < a, < ap,+¢ (IV.58)
impliziert. Daher gilt auch,
Uy —€ < Jgio{a”} =: by, < €y = :;15)0{@”} < gy F €. (IV.59)

Aus (IV.59) und der Tatsache, dass b, monoton steigt und ¢,, monoton sinkt, erhalten
wir

Uy —€ < by, < nh_)lrrgo{bm} =a (IV.60)

und
a = r}ingo{cm} < Gy < Ayt (IV.61)

also
0 <a—a < (an,+¢)— (an, —¢) = 2. (IV.62)

Da ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt daraus, dass

a = a, (IV.63)
was nach Korollar IV.8 die Konvergenz von (a,)5, zur Konsequenz hat. ]
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IV.4. Erganzungen

IV.4.1. Vertauschung von Limiten mit Produkt und Quotient

Beweis. (Beweis von Satz IV.3) Als konvergente Folgen sind (a,)2; und (b,)%; be-
schrankt. Es gibt also ein R < oo, so dass

max { sup |an|, sup|bal, lal, b} < R. (1V.64)

Sei € > 0. Dann gibt es ny, ng € N, so dass

3
Vn>ng: la,—al < 5B (IV.65)
€
Vn>ng: |bp—0 < R (IV.66)
Setzen wir ng := max{ng, ny}, dann gilt, fiir alle n > ny
|a,b, — ab| = l|a,b, — ab, + ab, — ab|
€
< —al-|b -1b, — b < — — = & IV.
< Jan—al- b lal- b~ b < SRR S == (V6D

Also ist lim,, . {a,b,} = ab.
Fiir den Beweis von (IV 24) zeigen wir zunéchst, dass die Folge (%);"’:1 beschrénkt ist.

Dazu setzen wir & ‘b‘ . Aus der Konvergenz von (b,)>°, folgt dann die Existenz von
ng € IN, so dass

b
Vn>ng: |b,—b < & = % (IV.68)

Damit ist aber

6]

Vn>ng: |by| = |b+b,—b > [b] —1|b, —0b] > 5 (IV.69)
Also ist
11 1 2
< = <k < .
max{‘b’ sup n} <R b + max{’bk’ ‘1 k no} < o0.  (IV.70)

Fiir € > 0 impliziert wiederum die Konvergenz von (b,)> ; die Existenz von ng € N, so
dass

Vi >ng: |b—by| < %. (IV.71)
Somit ist dann
N L e Y (IV.72)
R () I T 32 ' ‘

Also konvergiert (3- )y in K gegen 3. Die Behauptung (IV.24) folgt nun aus (IV.23). O
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IV.4.2. Limes Superior/Inferior als groBter/kleinster Haufungswert

Beweis. (Beweis von Satz IV.7) Aussagen (i) und (i) sind offenbar wieder dquivalent,
und wir zeigen nur (7). Dazu zeigen wir

(IV42) = (IV43) = (IV44) = (IV.42). (IV.73)

(IV.42) = (IV.43): Sei limsup,,_,, {a,} = @ € R, und sei £ > 0. Nehmen wir an, es gébe
unendlich viele a, > @+ ¢, also eine Teilfolge (a,;)32; mit a,, > @ +¢e. Wegen n; — oo,
fiir j — oo, gibt es zu jedem m € IN ein n; > m und deshalb ist

VmelN: sup{a,} > a,, > a+e, (IV.74)
n>m
also
limsup{a,} > a+¢ = limsup{a,}+ec. (IV.75)
n—oo n—oo

Widerspruch. Daraus folgt die Existenz eines ng € IN, so dass
Vn>ne: a, < a-+e. (IV.76)

Gabe es nur endlich viele n € IN mit a,, > @ — €, so miisste es nj, € IN geben, so dass
9 0 g )

Vng>ng: a, < a—e. (IV.77)
Dann wire aber
limsup{a,} < sup{a,} < a—e = limsup{a,}—-e. (IV.78)
n—oo n2n6 n—oo

Widerspruch. Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge (a,, )52, mit a,; > a — ¢, fiir alle
JeN.
(IV.43) = (IV.44): Seien ¢ > 0 und ng € N und (a,,;)$%2, so, dass

(VmZnO: amga—i—e)A(Vje]N: n,; 2&—5). (IV.79)
Dann gilt

VieN,nj>ng: la,, —al < g, (IV.80)

und a ist ein Hiufungswert von (a,,)>2 ;. Aulerdem ist (a, )52, nach (IV.79) offensichtlich
nach oben beschréankt.

Ist nun b > @, so wihlen wir £ := 22 > 0. Nach (IV.43) gibt es ein ng € N, so dass
Vm>ng: a, < at+ec = b—2e. (IV.81)

Also kann b kein Héufungswert von (a,)%, sein. Somit ist a der groBte Haufungswert

von (a,)5.

(IV.44) = (IV.42): Seien (a,)$>, eine nach oben beschriankte Folge und a ihr grofiter

n=1
Héufungswert. Weil (a,,)22, nach oben beschrénkt ist, ist limsup,,_,.{a,} < oo. Ist
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andererseits € > 0, so gibt es eine Teilfolge (anj)j.‘;l mit a,, > a—e¢, fiir alle j € N. Dann
ist

limsup{a,} = lim (sup{a,n}) > lim ( sup {a,}) > a—c¢, (IV.82)
n—oo m>n

n—00 n=o0 " jeNimn; >n
und mit € — 0 folgt

a < limsup{a,} < oo. (IV.83)

n—oo

Sei nun ¢, := sup,,,>,{an }. Dann ist ¢, monoton fallend und lim sup,, , {@,} = lim, o {cn}.
Weiterhin gibt es zu jedem n € N einen Index m(n) > n, so dass

Cn—— < mm) < G, (IV.84)

nach Definition des Supremums. O.B.d.A. kénnen wir m(n) < m(n + 1) annehmen und
erhalten eine konvergente Teilfolge (@, (n))oe; mit

lim {amm)} = lim{c,} = limsup{a,}. (IV.85)

n—oo

Also ist limsup,,_, . {a,} ein Haufungswert von (a,)32 ;. Weil a der groite Haufungswert
ist, folgt

limsup{a,} = a. (IV.86)

n—oo

O
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V. Reihen

V.1. Definitionen und Beispiele

Definition V.1. Sei (a,)>, € KN eine Zahlenfolge. Dann heifit die Folge (s,,)%°_, €
KN, mit
Sm 1= Z A, (V.1)
n=1

o0

Reihe in K und s, nennt man die m. Partialsumme (dieser Reihe). Ist (s,,)00_,

konvergent, so schreiben wir

Zlan = n%l_rgo{sm} = nll_r}(l)o { Zan}. (V.2)

n=1

Eine Umschreibung des Cauchy-Kriteriums, Satz IV.11, und des Monotoniekriteriums,
Satz IV.5, von Folgen auf Reihen liefert

oo

Lemma V.2 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Sei (Y., a,) € KN cine Reihe in

K. Dann gilt

m=1

m
o0
( E an> st konvergent <
m=1

n=1

Ve>0dnge NVm>n>ng:

IA
™

(V.3)

k=n

Lemma V.3 (Monotoniekriterium fiir Reihen). Sei (a,)%%, € (Rg)N eine Folge nicht-
negatiwver Zahlen. Dann gilt

{( E an>oo i1st konvergent in ]Rar} & {( E an)oo st nach oben beschm’nkt}.
m=1 m=1
n=1 n=1

(V.4)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir beachten, dass man nicht nur Reihen als spezielle Folgen gewinnen kann,
sondern dass man auch umgekehrt Folgen als spezielle Reihen auffassen kann,
niamlich mit a,, := s,, — S,_1.
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e Aus der Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen, Lemma V.2, gewinnt

man mit der Wahl m = n > ng sofort auch das Nullfolgenkriterium: Ist
(>, an):zl € K™ eine konvergente Reihe, so ist (a,)5°; auch eine Nullfolge,

lim,, , a, = 0. Meistens wendet man die Umkehrung dieser Aussage an: Wenn
a, — 0, n — oo, nicht gilt, muss die Reihe (an 1 an):zl divergieren.

e Sei A € K mit 0 < |[A] < 1. Dann ist die geometrische Reihe (Y. )\")zzo
konvergent in KK, und es gilt

> 1
)\ .

Aus

m—+1

(1— A)(me\”) - ijxn - Xm:v“ - Zm:v 30N = 1A (V)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

folgt namlich

" 1 — Al 1
— = - )
om nz% —x 1-x V1)

fir m — oo.

e Die harmonische Reihe (", %)m:l € (RN ist divergent, dies folgt aus
Satz V.13 von Cauchy. In der Tat konnen wir spéter leicht mit Hilfe der Integral-

rechnung zeigen, dass " | £ ~ In(m) unbeschrénkt wichst, falls m — oco.

e Satz V.13 liefert aber auch die Konvergenz der Reihe (an:1 n—lp) L € (RN, fiir
jedes p > 1.

o

o0

m=

V.2. Absolute Konvergenz

Definition V.4. Eine Reihe (Z;”Zl an)f::l in K heifit absolut konvergent

= Die Reihe (i|an|>OO

m=
n=1

ist konvergent in Ry . (V.8)
1
Lemma V.5. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.
o

Beweis. Ist die Reihe (Y7 a,)_, € KN absolut konvergent, so ist (37", [an|) | €
(Rg)™N konvergent. Zu jedem & > 0 gibt es also ein ng € IN, so dass

Vm>n>ng: Z|ak| < e (V.9)
k=n
Mit der Dreiecksungleichung gilt dann auch
Vm>n>ng: ’Zak) < Z|ak| < e, (V.10)
k=n k=n
also ist nach Lemma V.2 (anzl an)fnozl konvergent in K. O
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Bemerkungen und Beispiele.

e Nicht jede konvergente Reihe ist auch absolut konvergent. Um dies zu sehen be-
trachten wir die Reihe (En 1 an) _, mit a, := (_1)n+1% c R.

Wir beobachten, dass fiir m = 2k gilt
Sop =1—3+3—3+ +527 3 (V.11)

1,1 1 1 1 1 1
Sl-—s+3—3t tagg—mtog  ms — S22

>0

Also ist die Folge (sg;)32, der Partialsummen mit gerader Zahl von Summanden
monoton wachsend. Auferdem ist wegen 20(2¢ — 1) > (*

k

k k
11 1 1
- - ) = - < — < t 12
52 ;(%—1 24) ;26(26—1) = ;W < const < oo (V.12)

beschrénkt, da die Reihe (Z 1 %) konvergent ist. Somit ist die Folge (sox)52
konvergent.

Sei nun € > 0. Da (sg5)2; konvergent ist, gibt es ein kg € INg so, dass

)

Ve Z k Z ]CO . |82£ — Sgk‘ S —. (Vl?))

w

Wir wihlen ng € IN so groB, dass ng > 2kg + 2 und - < £ ist. Sind nun m,n € N
mit m > n > nyg, so gibt es eindeutige Zahlen ¢, k € ]N E > k > kound o, 7 € {0, 1},
sodass m = 2¢ 4+ o und n = 2k + 7 gelten. Damit erhalten wir aus (V.13)

|Sm — Sn| = |S2040 — S2ktr| < |S2040 — S20| + |S20 — Sok| + |S2k — Sokr]

1 15 1 €
c 48 € < . V.14
Sort3tg S 3tgtg =« (V.14)

Also ist (s,,)52, eine Cauchy-Folge und daher auch konvergent.

e Andererseits ist (anzl(—l)”“%):zl nicht absolut konvergent, denn

(>, |(—1)”+1%\)::1 =(>r, %):j:l ist divergent.

Eine fundamentale Eigenschaft absolut konvergenter Reihen ist die Tatsache, dass auch
“Umordnungen” absolut konvergieren, und zwar alle gegen denselben Grenzwert.

o0

Definition V.6. Seien (a,)32,, (b,)52, € KN Zahlenfolgen. Die Reihe (> 1", b,)

n=1

heifit Umordnung der Reihe (Zn 1 an)oo s

m=1

dBijektion o :IN - IN Vne IN: b, = ag@m). (V.15)
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Satz V.7 (Grofler Umordnungssatz). Seien (Zn L) ., cine Reihe in IK und

(>, bn):j:1 eine Umordnung von (Y| an) . Dann gilt

{ <i an> :le'st abs. konv.} & { (g bn> 1st abs. konv. }, (V.16)

n=1

{ (il an> ::12'815 absolut konvergent} = { g a, = g bn}. (V.17)

n=

Umgekehrt zeigt der nun folgende Satz, dass jede konvergente, aber nicht absolut konver-
gente Reihe in R so umgeordnet werden kann, dass sie gegen jeden beliebigen vorgegeben
Grenzwert konvergiert.

Satz V.8. Sei (37, a,)>

m=1
gent ist, und seien o, f € R, o < 3, beliebig. Dann gibt es eine Umordnung (Zle bn)

von (Yo lan)oozl, so dass

eine Rethe in R, die konvergent, aber nicht absolut konver-
o0

m=1

liminf{t,,} = «, limsup{t,} = 05, (V.18)
m—0o0

m—00

wobei ()0, die Folge in R mit t,, ==Y - b, ist.

Eine Anwendung von Satz V.7 ist das Cauchy-Produkt.

Dazu betrachten wir zwei Zahlenfolgen (a,,)2, (b,)2%, € K™ und die zugehérigen Rei-
hen (ano an):zl, (ZZL b )m:l in K, die wir als absolut konvergent annehmen. Wir
bilden nun

Cy ‘— aobg, (V].g)

CcT = a0b1 -+ albo, (VQO)

Cy = aobg + a1b1 + agbo, (V21)

Cn = agb, + a1b,_1 +...+ a,by = Zak br—ric, (V.22)
k=0

fiir n € INg, und betrachten die Reihe (Z:”:O cn):zl, das Cauchy-Produkt der Reihen
(3200 @n) ey 1 (370 00) -

Satz V.9 (Cauchy-Produkt). Seien (30 g an). . (Somobn) ., zwei absolut konver-

m=1’

gente Reihen in K und ¢, := ZZ:o aibn_i, fiirn € Nyg. Dann ist das Cauchy-Produkt
(an:() cn);j:l absolut konvergent in K, und es gilt

ch ZZakbn = (Z > (Zb) (V.23)

n=0 k=0 n=0
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V.3. Konvergenzkriterien

Fiir die Uberpriifung, ob eine Reihe konvergent oder divergent ist, diskutieren wir drei
Konvergenzkriterien: das Majorantenkriterium, das Wurzelkriterium und das Quotien-
tenkriterium.

Satz V.10 (Majorantenkriterium).
(i) Ist (a,)2, € KN eine Zahlenfolge und ist (b,)22, € (R$)N eine Folge nichtnega-
tiver Zahlen, sodass (Y i, by )OO (absolut) konvergent ist und |a,| < b, fir alle
n € N gilt, so ist auch (Y, an) -
(ii) Sind (a,)se, € (R+) und (b,)°, € (Rg)N zwei Folgen nichtnegativer Zahlen,
sodass (ZT n ) | dwergent ist und a, > by fir alle n € N gilt, so ist auch
(X an) dwergent

absolut konvergent in K.

Bewezs.
(ii) Die Reihen iiber (a,)22; € (Rg)N und (b,)22; € (R§)N sind jeweils genau dann

konvergent, wenn (s,,)2°_; baw. (t,,)2°_; nach oben beschrinkt ist, wobei s, := " ay,

und £, == 3" b,. Wegen der Divergenz von (0" b,) " ist (t,)%_; unbeschrénks

somit auch (s,,)%_y, da s, > tm, > 0. Also ist auch (>, an) | divergent.

Zu ( ): Fiir € > 0 gibt es, wegen der Konvergenz von (Z;nzl bn)f: ein ng € IN, so dass

=17

Vm>n>ng: Z\ak| < Zbk < e (V.24)
k=n k=n
Also ist ( o an) , absolut konvergent und somit auch konvergent, nach Lemma V.5.

]

Satz V.11 (Wurzelkriterium). Sei (a,)2, € K¥ eine Zahlenfolge.
(1) Gilt

limsup { {/|a.|} < 1, (V.25)

n—oo
so st die Rethe (Z;nzl an)f::l absolut konvergent in K.
(i1) Gilt

limsup { /|a,|} > 1, (V.26)

n—o0

so 1st die Reihe (Zn 1 an) | divergent in K.

Beweis.
Zu (i) Sei o := limsup, ., {{/]a,|} < 1. Fiir e := 152 > 0 gibt es dann nach
Satz IV.7 (ii) ein ny € IN, so dass

Vn>ng: l]a] < a+e = < 1 (V.27)
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Also ist, fiir alle m > n > ny,

St = S < (52 < (505 (52
(5 - () () v

2

Wegen HT“ < 1 folgt lim,, {(HTO‘)H} = 0, und somit ist nach dem Cauchy-Kriterium
fiir Reihen (Y0, ay) . _, absolut konvergent.

n=1

(GeméB (V.27) ist |a,| < (142)" eine summierbare Majorante und die Behauptung hétte
sich nach (V.27) auch direkt aus Satz V.10 (i) ergeben.)

Zu (ii) Seien a := lim,eosup { ¥/la,|} > 1 und € := %% > 0. Dann gibt es eine
Teilfolge (ay, )52, mit

i=1
1
VjeN: ”{/]anj\ > a—¢ = Oé;_ > 1. (V.29)

Dann sind

1\ 7
ot )= (V.30)

VieN: |ay,| > ( 5

m

et an) divergiert, beweisen wir, dass das Cauchy-Kriterium
= m=1

Um zu zeigen, dass (Y
nicht erfiillt ist. Seien ndmlich § := % und ng € IN irgend eine natiirliche Zahl. Dann gibt

es ein j € N, so dass n; > ng, und

T

k=n;

= la,,| > 1>4. (V.31)

Fiir m := n := n; > ng ergibt sich daraus ein Widerspruch zum Cauchy-Kriterium. [

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir limsup,,_,. {/|a,| = 1 gibt es keine allgemeine Aussage. Beispielsweise ist

(/L — 1, mit n — oo, fiir alle p > 0, es ist aber (> ", %)::1 (absolut)
konvergent in R und (anzl %)::1 divergent in R.

Satz V.12 (Quotientenkriterium). Sei (a,)>, € KN\ {0} eine Zahlenfolge.
(i) Friir

limsup{w} <1 (V.32)

n—oo

ist die Rethe (Zzlzl an): absolut konvergent.

=1
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(i1) Gibt es ein ng € N, so dass

1, (V.33)

so st die Rethe (Z:Zl an):zl divergent.

Bemerkungen und Beispiele.

e Ein Vergleich mit Bedingung (V.26) aus dem Wurzelkriterium fiir die Divergenz
einer Reihe wiirde, iibertragen auf das Quotientenkriterium, die Bedingung

lim sup { 011 } > 1 (V.34)

n—oo

fiir die Divergenz einer Reihe suggerieren. Dies ist jedoch falsch,! wie das folgende
Gegenbeispiel illustriert.

e Fiir

(V.35)

0 37", falls n ungerade ist,
" 27 falls nogerade ist,

ist (a,)S2, sicher konvergent, da |a,| die summierbare Majorante 27" besitzt,

aber
" 2—2k
limsup{|a +1|} > hmsup{‘a%ﬂy} = hmsup{ﬁ} = limsup{(%)%} =
n—00 ’&nl k—o0 ’a2k‘ k—o0 3 k—oo

(V.36)

V.4. Exponentialfunktion und
trigonometrische Funktionen

Eine der wichtigsten Anwendungen der obigen Konvergenzkriterien ist die Darstellung
bzw. Definition elementarer Funktionen durch Potenzreihen. Wir beginnen mit der Ex-
ponentialfunktion.

e Seien z € C\ {0} und a, := 2"/n!. Wir beobachten, dass

Y O - e (L

la,| — (n+D! 2 (n+1)

— 0, n— oo (V.37)

Also ist

. ’an+1’ T ’Z’ _ : |Z‘ _
h?—igp{m = hfzn—ilip sl S nIEEO el 0 < 1. (V.38

ch danke Ch. Brauer und B. Komander fiir diesen Hinweis.
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Mit Hilfe des Quotientenkriteriums, Satz V.12, sehen wir also, dass die Reihe
(anzo %)Omozl absolut konvergiert. Den Limes dieser Reihe nennen wir Expo-

nentialfunktion,
o0 Zn
exp: C— C, explz] = Z o (V.39)
n=0
Dabei vereinbaren wir, dass exp[0] := 1, d.h. hier ist Konvention 0° = 1 sinnvoll

und die Reihe fiir exp[0] besitzt nur einen nicht-verschwindenden Summanden.
e Analog seien z € C\{0} und ¢; := (—1)F2%/(2k)! sowie sy := (—1)F2%1 /(2k+1)!.

Dann sind
. |Ck:+1|} : { Els }
lim su = limsu =0 < 1, V.40
k~>oop { |ck| k%oop (2k +2)(2k + 1) ( )
. |kt } . { |Z|2 }
lim su = limsu =0 <1, V.41
PR { Ik bl (2K + 3)(2k + 2) (V41)

und die zugehorigen Reihen, die Kosinusreihe cos|z| und die Sinusreihe sin|z],

% ) 22k oo )l 2
cos|z Z : sin[z Z 2k o (V.42)
k=0 k=0

sind absolut konvergent fiir z € C \ {0}. Fiir z = 0 ergibt sich cos[0] = 1 und
sin[0] = 0.

e Weiterhin beobachten wir, dass wegen % = (—1)*

n 0 2k 2k o 2k+1 2k+1

e® = expliz] = Z o Z + Z 2k 1) (V.43)
n=0 k=0
i k 2k i ( 1>k »2k+1
= Z = cos[z] + i sin[z]
k=0 = (k1!

fiir alle z € C gilt.

e Insbesondere sind dann

cos[—z] = ZM = Z& = cos[z], (V.44)

— (2k)! —~  (2k)!

. e )2k+1 .~ (_1)k szz—i—l ‘

sin[—z] = ZO 2k+1 —kzzom = —sinfz],  (V.45)

1 iz —iz 1 3 - 3

5(6 +e ) = i(cos[z]—i—zsm[z]—i—cos[—z]—i—zsm[—z]) = cos[z], (V.46)
1 a1 - . iy
Z(e —e ) = Z(COS[ z] +isinz] — cos[—z] —isin[—z]) = sin[z]  (V.47)

folgen.

SoSe 2026, Seite 56



Kapitel V. Reihen

e So erhalten wir fiir alle z € C die hyperbolischen Funktionen aus den trigonome-
trischen durch

_Z) Kosinus Hyperbolicus, (V.48)

DN | —

cosh[z] := cosliz] = (" +
) 1 1 . .
sinh[z] := = sin[iz] = 5(6 — ¢ %) Sinus Hyperbolicus. (V.49)

e Definieren wir auflerdem die Binominalkoeffizienten

|
Vm,n € Nog,m >n: (L L, (V.50)
n nl(m —n)!
so gilt
VmeNyz,weC: (z4+w)" = Z <:Z) 2P ™, (V.51)

n=0

Setzen wir a,, := %7: und b,, := wTT’ dann erhalten wir also fiir das Cauchy-Produkt

m m peg wmn
Cm = D) nbpn = me
n=0 n=0
= ol 2l S = (V-52)

Also gilt das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion

Vz,we C: explz]-explw] = (ian><ibn> = <icm> = exp(z + w].

) (V.53)

e Schlieflich erhalten wir die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktio-
nen und komplexe Argumente z,w € C, etwa

cos|z] cos[w] — sin|z] sin[w]
1 iz —iz 1w —iw 1 iz —iz w —iw
:4_1(6 +e ) (e +e )—E(e —e ) (e —e ™)
_ Zll(ezz—l—zw —zz—Hw 4 eiz—iw T e—iz—iw 4 eiz—i—iw - e—iz—l—iw . eiz—iw 4 e—iz—iw)
= (T 4 eV = coslz 4w, V.54
; + +w) (

und genauso sin|z + w] = sin[z] cos[w] + cos[z] sin[w].
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V.5. Erganzungen

V.5.1. Der Satz von Cauchy zur Konvergenz von
Reihen nichtnegativer, monotoner Summanden

Satz V.13 (Cauchy). Sei (a,)2%, € (R$)N eine monoton fallende Folge michtnegativer
Zahlen. Dann gilt

m l
{ <Z an> ist konvergent in IRSF} & { (Z ok . a2k>£ ist konvergent in ]Rsr}.
=1
k=1

m=1
(V.55)
Bewers. Wir setzen
m V4
S 1= Zan und ¢, := ZQkan. (V.56)
n=1 k=1

Konvergenz von (Y., an):j:1 bzw. (Zizl 2’“6@)21 ist dann nach Lemma V.3 dqui-
valent zur Beschrianktheit von (s,,)>_; und (¢,)32, nach oben. Es geniigt also zu zeigen,
dass

(Sm)pe_; ist nach oben beschréinktl & [(tg)jjil ist nach oben beschréinkt.} (V.57)
Fiir m < 2° ist

smSa1+(a2—|—a3)—|—(a4+a5+a6+a7)+...+(a2e+a2e+1+...+a2e+1_1).

N J/
-

2¢ Summanden

(V.58)
Wegen a,, > a,1 sind
ay < ay, ag+asz < 2ay,  ag+as+ ag+ ar < 4day,
Qg Aoy o Fagoy < 20 ag. (V.59)
Also gilt
Sm < ay 4 2ag +4dag + ...+ 2%ay = t, (V.60)
und somit
sup {s,, |m € N} < sup{t,|¢ e N}. (V.61)
Fiir m > 2° ist jedoch
Sm = ay +ag + (a3 + aq) + (a5 + ag + a7 + ag)
+ .o 4 (a1 Fagea o+ ..+ ay)
> %al + as + 2a4 +4ag + ...+ 2£_1a2z
1 ’ 1
=3 (a1+2a2—|—4a4—|—...—|—2 CLQZ) = §tg, (V.62)
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wiederum wegen a, > a,1. Somit ist

—_

sup {s,, |m € N} > 3 sup {t, | ¢ € N}. (V.63)
[
V.5.2. Beweis des GroBen Umordnungssatzes V.7
Zu (i): Seien 0 : N — IN,0~! : N — IN Bijektionen, so dass
VnelN: a,m) = by, an = by1(n). (V.64)
Fir m € N setzen wir
A(m) = max{o(1),0(2),...,0(m)}, (V.65)
B(m) = max{o'(1),07'(2),...,0 " (m)}. (V.66)

[es)
m=1>

Sm = Z|an|, tm = Z|b"| (V.67)
n=1 n=1

Wir beobachten, dass, fiir jedes m € N,

Wir betrachten nun die monoton steigenden Folgen (s,,) (tm)oo_; in R, wobei

m A(m)
= laom| < D lanl = sa@m), (V.68)
n=1 n=1
m B(m)
Smo= D |borim] < D [bal = tnim)- (V.69)
n=1 n=1
Somit ist
sup{tm} < sup{samm} < sup{sm} < sup{tpm)} < sup{tn}, (V.70)
meN meN meN meN meN
also
sup{sm} = sup{tm}, (V.71)
meN meN

und (s,,)%°_, ist genau dann konvergent, wenn (¢,,)2°_, konvergent ist, nach Satz IV.5 (7).
Zu (17): Seien m € N und B(m) wie in (V.66). Dann ist B(m) > m und

{o7"(1),07"(2),...,07 (m)} C {1,2,...,B(m)}, (V.72)
{1,2,....m} ={o(c7'(1)),0(c7(2)),...,0(c " (m))} (V.73)
C {U(n) ‘ n=1,2, ,B(m)} c {L,2,...,A(B(m))}
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impliziert. Also ist @,, := {o(n)}, B(m o {1,.

m}

B(m)
ShYa s Y- X ows Y a v
keQm ke{l m} keQm\{l ,,,,, m}
und wegen Q,, C {1,2,..., Ao B(m)} ist dann
AoB(m) 00
| zb 5 S EED SR S IPED SRR
n=1 keQm\{1,....m} n=m+1 n=m+1
Ist nun € > 0, und ist mgy € IN so grof}, dass
Vm>mo: Y ads Y bl < % (V.76)
n=mo+1 n=mo+1
dann sind, wegen B(m) > m,
> 5
— — < —. .
’Zan ‘Zb < < (V.77)
n=1 n=1
Also ist mit (V.77) und (V.75))
B(mg) B(mg) 0o
DOl S ol S + [ Sa-3a
n=1 n=1
<25+§:||<€ (V.78)
— a,| < e. :
-3

n=mo+1

Da ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt | >

oo oo
D bu =D an
n=1 n=1

by — > o 1(Ln| =0, also

(V.79)

V.5.3. Beweis von Satz V.9 zum Cauchy-Produkt

Seien a := Y > an, b = > " b, A=

ein ng € IN, so dass, fiir alle n > ny,

n

G—Eak

k=0

~ g
‘A_Zm" ~ A+ B’
k=0

A

ZZOZO |an|7 B

e > 0. Wegen der absoluten Konvergenz von (ZZOZO an)::o

<e, ‘b_zbk‘ < e,
k=0
i 19
’B_Z|bk|’ < ;)
k=0

= > 7 o |bn]. Sei weiterhin
und (2 b,) " gibt es
(V.80)

(V.81)
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Wir beobachten nun, dass fiir M > 2m, M,m € N

M M n m M M M
Doleal = D> larl okl < DD laallbsl + XD laallbsl. (V.82)

n=2m n=2m k=0 a=0 f=m a=m =0

Also ist, fiir M > 2m > m > ny,

n§|cn| o) (élbﬁl) - (i}nw) (gwm)

_— T —

<A <e/A+B <e/A+B <B
15
g(A+B)-<A+B> _ (V.83)

Somit ist (Z:’::O Cn):j:o absolut konvergent. Auflerdem ist

2m m m m m 2m
LED LA ab_(;)%)(;%bﬁ)\ + \(;aa)(;bﬁ) -
< ‘a—zm:aa - 6] + ‘Xm:aa “b—zm:b[g’
a=0 a=0 B=0

(0 0al) (S 0l) = (3 laal) (30101
a=0 f=m a=m 5=0
<e(|)| +A+A+B) < 2(A+ B)e, (V.84)

also gilt auch (V.23).

V.5.4. Riickfiihrung des Quotientenkriteriums
auf das Wurzelkriterium

Beweis von Satz V.12 [Quotientenkriterium).

Zu (i) Sei  := limsup,,_, ., {M} € Ry . Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ny € IN, so

‘an|
dass

Vn > ng |C|L”+|1| < B+e, (V.85)
an
nach Satz IV.7 (i7). Also ist
|an|  Jan— [y _
Vn > ng : a,| < . cap,| < + )" ™|ay,, |, (V.86
0 ‘ ‘ |an71| |an72| ‘an()’ | 0’ (6 ) ‘ 0‘ ( )
und daher

lan] < (B+e) - V\an,| - (B+)™ — B+e, fiirn— oo. (V.87)
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Somit erhalten wir, dass

limsup { V/|a,|} < B+e. (V.88)
n—o0
Im Limes ¢ — 0 folgt damit, dass
limsup { {/|a,|} < B = limsup { ’C‘lm‘ly }, (V.89)
n—00 n—o0 G,

und (i) folgt nun aus dem Wurzelkriterium.

Zu (ii) Sind umgekehrt nyg € IN und

’an+1’

Vn>ng: > 1, (V.90)
|an]
so ist
Vn>ng: o > L9l Aanol el s (V.91)
@] |an—2] [

Also ist (a,)°; keine Nullfolge, und das Nullfolgenkriterium ergibt die Divergenz der
zugehorigen Reihe. [
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VI.1. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen

Definition VI.1.
(i) Fiir alle z € K und r > 0 heifit

Bk (z,r) = {y cK ’ ly — x| < 7’} (VI.1)
offene Kugel vom Radius » um .
(ii) Sei A C K eine Teilmenge. Ein Punkt z € A heifit innerer Punkt (I.P.) von A

& Ir>0: Bg(z,r) C A (VI.2)

(iii) Sei D C K. Ein Punkt z € K heiit Hiufungspunkt (H.P.) von D
= Vr>0: Bg(z,r)n(D\{z}) # 0 (VIL.3)
& Vr>03dye D, y#ux: ly —z| <.

Bemerkungen und Beispiele.

o Fir K=R, z € Rund r > 0ist Br(z,r) = (x —r,x + ) das offene Intervall der
Lénge 2r um x.

e Fir K =C, z € C und r > 0 bezeichnet man Bg(z,7) = D(z,r) := {w € C:
|lw — z| < r} als offene Kreisscheibe vom Radius r um z.

e Fir K=R und a,b € R, mit a < b, sind

[a,0] ={z € R|xist HP. von [a,b]} = {z € R|zist HP. von (a,b)},
(VL4)

(a,b) ={x e R|xist LP. von [a,b]} = {z € R|xist LP. von (a,b)}. (VL5)

e Fir K=Rund A = {1, 3, %, ;11, ...} ist die Menge der inneren Punkte leer, und

0 ist der einzige Haufungspunkt von A.

Definition VI.2.
(i) Eine Teilmenge A C K heifit offen

< Jeder Punkt in A ist ein I.LP. oder A = ()
& VYeeAdr>0: Bg(z,r) C A (VL6)
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(ii) Eine Teilmenge D C K heifit abgeschlossen
;< D enthilt alle seine H.P. oder D = )
& VeeK: (zist HP.von D = z € D). (VLT)

(ili) Eine Teilmenge C' C K heit beschrinkt

< dR<oo: CCBk(0,R). (VL8)

(iv) Eine Teilmenge K C K heifit kompakt

< K ist beschrénkt und abgeschlossen. (VI.9)

Bemerkungen und Beispiele.

e K C K und () C K sind stets sowohl offen als auch abgeschlossen. Es gibt also
Mengen, die beide Eigenschaften besitzen.

e Fir K = R und a,b € R, mit a < b, ist (a,b) offen und nicht abgeschlossen,
hingegen ist [a, b] abgeschlossen und nicht offen.

e Fir K = R und a,b € R, mit @ < b, sind (a,b] = {z € Rla < z < b} und
la,b) = {zx € R|a < z < b} weder offen noch abgeschlossen. Es gibt also Mengen,
die keine der beiden Eigenschaften besitzen.

e Fir K = R und a,b € R, mit a < b, ist [a,b] abgeschlossen und beschrankt, da
la,b] € (=R, R) = Br(0, R) mit R := |a| + |b| + 1. Also ist [a, b] kompakt.

Satz VI.3. Fir A C K sind folgende Aussagen gleichwertig:

A ist offen & A°:=IK\ A ist abgeschlossen. (VI.10)

Lemma VI.4.
(i) Sind J # 0 eine Indexmenge und {A;};e; C P(K) eine Familie offener Teilmengen
von K, so ist auch ihre Vereinigung

U A, offen. (VI.11)

jeJ

(ii) Sind Ay, As, ..., Ay C K endliche viele offene Teilmengen von K, so ist auch ihr
Durchschnitt

AiNAyN---NAx offen. (VI.12)

Bemerkungen und Beispiele.

e Glg. (VI.12) ist im Allgemeinen fiir den Durchschnitt unendlich vieler offener Men-
gen nicht richtig. Sind beispielsweise A,, := (—%, %), fir n € N, soist (), A, =
{0} nicht offen.
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VI.2. Stetige Abbildungen

Definition VI.5. Seien U C K, U # () eine nichtleere Teilmenge reeller oder komplexer
Zahlen, xo € U und f : U — KK eine Abbildung.

(i) f heifit stetig in xq
1=Ve > 036 >0Ve € UNBg(zo,0):  f(z) € B (f(0),¢). (VI.13)
SVe>030>0Ve elU, |[x —xo| <0: |f(z)— flzo)| <e.

(ii) f heiBt stetig auf U <

Vag€eU: f ist stetig in xo. (VI.14)

(iii) Wir schreiben
lim f(z) =y & (VI.15)
Tr—x0

V() € (U {xo])™, lim {z,} =20 lim {f(z)} =y,
Bemerkungen und Beispiele.

Fiir U = K = R sind folgende Funktionen stetig auf R:
e Polynome p(z) = >"""  c 2™,
e trigonometrische Funktionen sin(z), cos(x),
e die Exponentialfunktion e”.

(Begriindungen kommen erst spéter.)

Satz VI.6. Seien U C K, U # 0 eine nichtleere Teilmenge reeller oder komplexer Zah-
len, xo € U und f : U — K eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

f st stetig in xy € U] & [1152 {f(z)} = f(:vo)]. (VI.16)

In diesem Fall nennt man die Figenschaft lim, ., {f(x)} = f(zo) Folgenstetigkeit
von f in xg.

Beweis.

“=": Seien (z,)%°, € UN eine Folge in U mit x, — x¢ und € > 0. Nach (VI.13) gibt es
ein 0 > 0, so dass mit |x — zg| < § auch |f(x) — f(x0)| < € gilt. Da z,, — x¢ konvergiert,
gibt es zu obigem 0 > 0 auch ein ny € IN, sodass

Vn>mng: |z, — x| <9, (VL.17)
und daher gilt auch

VYn>ng: |f(z,)— flzo)| < e (VL.18)
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Zusammenfassend erhalten wir somit
Ve>03dng e NVn>ng: |f(x,) — flzo)] < ¢, (VI.19)
was gerade lim,, ,o{f(x,)} = f(x0) bedeutet.
“<": Sei f nicht stetig in xq, d.h.
>0V >0z U, |[x—xo| <d: |f(z)— flzo)] > e. (VI.20)

Sei € > 0 nun eine solche Zahl. Setzen wir § := 1/n, so gibt es gemaB (VI1.20) ein z,, € U
mit |z — zo| < 1/n und |f(z,) — f(x0)| > &, fiir alle n € N. Damit ist (z,,)°°, € UY eine
konvergente Zahlenfolge in K mit z,, — o, weil |z, — x¢| < 1/n. Andererseits ist aber
|f(2n) — f(20)| = € > 0, und die Zahlenfolge (f(z,)) _, € KN konvergiert nicht gegen

n—

Satz VI.7. Seien U C K, f,g:U — K stetig in g € U und o € K.
(i) Dann sind auch f+ ag, f-g: U — K stetig in xo, und es gelten

Jim {f(z) +ag(z)} = lim {f(2)} +a lim {g(x)} = f(o)+ag(zo).

(VI.21)
lm {£(2) - g(@)} = lm {f@)} Im {g@)} = Fwo) glao).  (VI22)
T—T0 Tr—xT0 T—TQ
(i1) Ist g(zo) # 0, so gibt es ein § > 0, sodass
1
Ve € UN Bk(x,0) :  |g(z)] > §|g(x0)] > 0. (VI.23)
Weiterhin ist die Abbildung f/g : U N Bk(xo,0) — K stetig in xo, und es gilt
]" XT—>T

lim {—f(x)} _ lmen {f/@) flwo) (VI.24)

w0 | g(x) lim, o {9(z)}  9(20)
Beweis. Folgt direkt aus den Sétzen VI.6, IV.2 und IV.3. O

Satz VI.8. Seien U C K, U # 0, und g : U — K stetig in xy € U. Seien weiterhin
Vi=g(U) CK und f : V — K stetig in g(xo) € V. Dann ist fog: U — K stetig in
xo € U, und es gilt

lim {f(g(x))} = f(g(z0)). (V1.25)
Beweis. Auch dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz VI.6. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Offensichtlich sind fo(x) = 1 und fi(x) = z stetige Funktionen auf K. Die Stetig-
keit eines Polynoms

p(z) = co+crx+ e’ 4. 4 ena? (VI.26)

- (CO'f0+C1'f1+C2'[f1]2+~'+CN'[fl]N)[x]

folgt nun aus Satz VL.7.
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e Seien zp € C und z € D(zp,1). Dann ist

z 2 z2—2 z S Z—Z > 2
|eF—e®| = |er —1] - |e*| = ; 0) ‘ 2 On—O! (VL.27)
— |z — 2| |20]" B |20’”
= (nzl nl )(nz% > - |Z_ZO|(Z k+1)! Z
0 _ k o n
k=0 n=

Somit ist lim,_,, {e*} = e*, fiir alle z; € C, und exp : C — C ist stetig auf C.

o Mit K=C, g(z) = —2? und f(w) = e¥ folgt aus der Stetigkeit von f und g auf C
folgt mit Satz VI.8 auch die Stetigkeit von (f o g)[z] = exp[—2?] auf C.

VI1.3. Erhaltung topologischer Eigenschaften
durch stetige Funktionen

Satz VI1.9. Sei f : K — K eine Abbildung. Dann sind folgende drei Aussagen gleich-
wertig:

f st stetig auf K; (VI.28)
& Ist V C K offen, so ist auch das Urbild f~'[V] offen, d.h.
{VCKistoffen = f'[V]={zecK|f(z) €V} ist offen}; (VI.29)

& Ist V C K abgeschlossen, so ist auch das Urbild f~'[V] abgeschlossen, d.h.

{V C K ist abgeschlossen = f~'[V] = {z € K|f(z) € V'} ist abgeschlossen}.
(VL.30)

Satz VI.10. Sind f : K — K eine auf K stetige Abbildung und K C K kompakt, so ist
auch die Bildmenge f(K) :={f(z)|x € K} von K kompakt.

Korollar VI.11. Sind f : K — R eine auf K stetige Abbildung und K C K kompakt,
50 gibt €S Tmin, Tmax € K, so dass

f(@mn) = f{f(K)}  und f(@max) = sup{f(K)}. (VI.31)

Eine weiterer wichtiger Fakt ist, dass stetige Abbildungen auf Kompakta auch stets
gletchmif$ig stetig sind, wie der folgende Satz belegt.

Satz VI1.12. Sind f : K — KK eine auf K stetige Abbildung und K C IK kompakt, so ist
f auf K auch gleichmdif$ig stetig <

Ve>03>0Vae,2' € K: {\J —2'<d = |f(x)— f(2')] < 5} : (VI.32)
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Bemerkungen und Beispiele.

e Der Unterschied der gleichméfligen Stetigkeit zur (einfachen) Stetigkeit liegt in
der Unabhéangigkeit von 6 > 0 von der auf Stetigkeit zu untersuchenden Stelle
x € K. Kurz gesagt hingt 0 bei einfacher Stetigkeit von ¢ und x ab, wahrend ¢
bei gleichméfiger Stetigkeit nur von € abhéngt.

e Fiir Korollar VI.11 hat sich auch folgende Sprechweise eingebiirgert:
Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum thr Maximum und Minimum
an.

e AuBerdem schreibt man in dem Fall, dass fir A C R auch inf{A} € A bzw.
sup{A} € A gilt,

inf{A} =: min{A} und sup{A} =: max{A}. (VI.33)
e Sind K C K kompakt und f : K — R* stetig auf K, so ist
inf{f(K)} = min{f(K)} > 0. (VI.34)

e Fiir f: RS — R*, f(z) =e™ 7, ist U := R{ nicht kompakt, und daher iiberrascht
es auch nicht, dass

inf{f(U)} = 0 ¢ f(U). (VI.35)
e Fiir a > 0 ist K := [0, a] kompakt, und mit f: K — Ry und f(x) = ™% gilt

inf{f(K)} = min{f(K)} = e € f(K). (VI.36)
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In diesem Kapitel wollen wir den Begriff der Ableitung fiir reelle Funktionen einer reellen
Variablen diskutieren. Der allgemeine Fall einer vektorwertigen Funktion wird spéter
noch ausfiihrlich behandelt.

VIl.1. Differenzierbare Funktionen

Definition VII.1. Seien U C R offen und f : U — R eine Abbildung.
(i) f ist bei 2y € U differenzierbar :&

fl(o) = lim {M} e R (VIL1)
z—0 x — I
existiert. In diesem Fall heifit f'(z¢) Ableitung von f bei xy, und wir schreiben
auch
df (z d
P = L= (1) (VIL2)

Der Quotient (f(z) — f(zo0))/(z — xo), fiir & # z, heiBt Differenzenquotient.
(ii) f ist auf U differenzierbar <

Vaxog€e U : fist bei zq differenzierbar. (VIL.3)

Lemma VIL.2. Seien U C R offen und f : U — R eine Abbildung. Dann gilt folgende
Aquivalenz:

[f ist bet xg € U diﬁerenzierbar] &

{ace]&v5>035>0\7|x—x0|§5: (VILA)

@) = () + - (@ = a0))| < e+ lo =l .
In diesem Fall ist ¢ = f'(xp).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz V1.6 (Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetig-
keit). O

Bemerkungen und Beispiele.
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e Glg. (VIL4) sagt, dass f(xo)+ f'(x)- (z — o) die beste lineare Approximation fiir
f(z) in einer Umgebung von x ist.

Die Gleichung lésst sich auch schreiben als

f(z) — (f(xo) +c- (90—%))

r — Tg

lim
T—T0

‘:0.

Lemma VIIL.3. Seien U C R offen und f : U — R bei xqg € U differenzierbar. Dann
ist fin xg € U stetig.

Beweis. Sei (x,)22; eine Folge in U \ {x¢} mit x,, — 2, n — oo. Dann ist

lim {f(xn)} = lim {(M) (xp, —x9) + f(IL'())}

n—o00 n—00 T, — X
= lim {M} lim {z, — 20} + f(zo)
n—o0 Ty — xo n—o0
= f'(%0) - 0+ f(x0) = f(xo) (VIL)

[]

Satz VII.4. Seien U C R offen, f,g : U — R differenzierbar bei xo € U und o € R.
Dann sind f+ ag, f-g:U — R differenzierbar bei xy, und es gelten

(i) die Linearitit, d.h. es gilt
(f +ag)'(xo) = f'(x0) + ag (x0), (VIL6)
(ii) die Produktregel,
(f - 9)(z0) = f'(z0) - g(z0) + f(0)g (x0), (VILT)

(ii) und, fir g(zo) # 0, die Quotientenregel

(i)}m@ _ S@o)g(ao) = o)y (@) VL)

g 9(x0)?

Beweis. Gleichung (VIL6) folgt aus
i (U= Ubogian} _ oy, ()= S}, f (o) st

T — X

T—TQ
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Fiir den Beweis von (VII.7) benutzen wir die Stetigkeit von f und g bei xy, nach Lem-
ma VIL.3. Damit erhalten wir

(f9)'(wo) = lim {f (2)g (x)x__"; (fo)g <x°)} (VIL10)
- lim {f(fﬁ)[g(l’) _g<x0£t¥(x) - f(xo)]g(xo)}
= o}t {SEZEE - (EE T )

= f(x0)g (wo) + f'(w0) - g(0).
Fiir g(zg) # 0 ist

G)/(xo) = Jim { @ _1930) (g(lx) - g(;)> } (VIL11)
st e

= lim
2= {g(iv)g(wo) T — T

was mit Hilfe der Produktregel iiber 5 =f- é sofort die Quotientenregel (VII.8) impli-
ziert. O

Satz VIL.5 (Kettenregel). Seien U,V C R offen, g : U — V' differenzierbar bei xq € U
und f 'V — R differenzierbar bei g(xo) € V. Dann ist [f o g] : U — R differenzierbar
bei xg € U, und es gilt

(fog)(zo) = ['(g(z0)) - g (). (VIL.12)

Beweis. (Beweisidee) Da g bei xq differenzierbar ist, ist g in xg auch stetig, und mit
T, — o konvergiert auch g(x,) — g(xy). Damit gilt

(fog)(z0) = lim {f (9(x)) — f (g(xo))} (VIL13)

. f (l‘) - f (370) ) — gl\xo
- :Elinxlo {( (gg(l')) — g((.fgo) >) . <g( :Z — i’f) )>}
- ach—g:lo {f(g;fi)) : ,ch((j(f;j())) } . Ih—gclo {W} B f/(g<32'0)) 'gl<x0)‘

Leider bereitet das Dividieren durch g(z) — g(xo) Schwierigkeiten, weil wir a priori nicht
wissen, dass g(z) — g(xg) # 0 gilt. Der volle Beweis ist daher formal etwas aufwéndiger
(aber ohne echte zusitzliche Schwierigkeiten). O

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien U := R und f,(z) := 2", n € Ny. Dann gilt

i) = na™ . (VIL.14)

n
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Um dies einzusehen, betrachten wir zunéichst n = 0,1. fo(x) — fo(zo) =1—1=0,
fiir alle x, xo € R, also gilt

fo =0 (=0-27"). (VIL15)
Weiterhin ist
lim {fl(x)_fl(%)} = lim {x_zo} =1, (VIL16)
T—o T — Xg z=wo (T — T
also
filz) =1 (=1-2). (VIL17)

Gelte nun (VIIL.14) fiir alle n € {0,1,2,..., N}. Dann ist nach der Produktregel
fva@) = (A fn)'(2) = fil@) - n(z) + filz) - fa(z)
=1-2N+2-N-2"!' = (N+1)-2V. (VIL18)
Somit folgt (VII.14) fiir alle n € Ny durch Induktion.
e Seien U := R\ {0} und f,(z) = 2", n € Z. Dann gilt wiederum
fi(x) = na™t. (VIL.19)

Fiir n < 0 folgt dies aus der Quotientenregel,

fue) = (L) @) = g (@) Fale) = B - £L0))

fn fon(®)
_ 1 _ o —n—1 _ n—1
= <0 1-(=n)-z ) =n-a" . (VIL.20)
e Sei U = R, dann gilt
(") = e (VIL21)

Fiir z # x( ist ndmlich

¢ et — % — exo(ex—_:m_l — 1) = exo<6x_$o_1_(x_x0>>

T — X T — Xg T — o
(VIL22)
und
N |x—x0| |z — |2
=T 1 — (x — VII.23
: o] < S EgEE - Sl
T Y et ST S ey
T — o 2% oy = |x—xo|"-€ .
Also ist
T _ LT T—TO __ 1 _ —
lim € ¢ —e™| =¢e" . lim c & xO)’
T—=x0 | T — X T—xo T — o
<e . |x—zo| . )
< xlg? {|lz =z - € } =0 (VIL.24)
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VIl.2. Minima, Maxima und Mittelwertsatz

Definition VII.6. Seien X C K eine Menge und f : X — R eine reelle Funktion auf
X.

(i) Ein Punkt zy € X heifit lokales Minimum von f :&
36 > 0V € Bg(zo,0) N X : fx) > f(xo). (VIL.25)

(ii) Ein Punkt zy € X heifit globales Minimum von f :&
Ve e X : flz) > f(xo). (VIIL.26)

(iii) Ein Punkt zy € X heifit lokales Maximum von f :&

36 > 0 Vz € Bg(xg,0) N X : f(z) < f(xo). (VIL.27)

(iv) Ein Punkt 2y € X heiit globales Maximum von f &

Ve e X : flz) < f(xo). (VIIL.28)

Satz VII.7. Seien X CR, f: X — R, xg ein I.P. von X und f bei xqg € X differen-
zierbar. Dann gilt:

xq ist ein lokales Mazximum oder Mz’nimum] = [f’(xo) = 0] (VIIL.29)

Beweis. Wir beweisen (VII.29) nur im Fall, dass z( ein lokales Minimum ist (die Be-
handlung des Falls eines lokalen Maximums ist analog). Es gibt also ein ¢’ > 0 so, dass

Ve e (vg—8,20+0)NX:  f(x) > f(zo). (VIL.30)

Weil 2y € X ein L.P. ist, konnen wir durch Wahl eines geniigend kleinen 0 < § < ¢
erreichen, dass (xg — 0,29 + J) € X und daher sogar

Ve e (xg—0,x0+9):  f(z) > flxg) (VIL.31)
gilt. Fiir n € N seien nun 25" := zo + 2 definiert, sodass (25520, € [(wo — 6,30+ 6) \

{xo}]N zwei Folgen in (g — &, 20+ 0) \ {zo} sind, die beide gegen xy konvergieren. Somit
sind einerseits

o) = i {£ ) =/ S~ i {2 (e~ slo] | 2 0
—~—

(VIL32)

und andererseits

f(xg) = lim{ 5

n—oo

(VIL33)

was zusammen f’(xg) = 0 ergibt. O
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Eine Anwendung dieses Satzes ist der nun folgende Mittelwertsatz.

Satz VIL.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R, a < b, f :
la,b] = R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es einen Punkt xy €
(a,b), so dass

fb) = fla) _ F (o). (VIL34)

Beweis. Wir setzen g : [a,b] — R,

Vo ela,b: g(z) = wx — f(=). (VIL.35)

Dann ist auch g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b).

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

1. Ist g(z) = ¢ konstant auf [a, b], so gilt

f(b) — f(a)
b—a

— fi(x) = g'(x) =0, (VIL.36)
sogar fiir alle € (a,b). (In diesem Fall ist ndmlich der Graph von f eine Gerade.)

2. Sei g nicht konstant auf [a, b]. Weil [a, b] kompakt und ¢ stetig auf [a, b] sind, nimmt
g in [a, b] sein Minimum und Maximum an, d.h. es gibt Zuyin, Tmax € [a,b], so dass

9(@min) = inf {g([a,b])}, g(Tmax) = sup{g([a,b])}, (VIL37)

und weil g nicht konstant ist, gilt

9(Tmin) < 9(Tmax): (VIL38)
AuBlerdem ist
_ f(b[))_f(a) b— f(b) = g(b). (VIL.39)
Daher muss
entweder: Tmax € (a,b) und  g(Tmin) = g(a) = g(b) < g(Tmax)
(VIL40)
oder: Tmin € (a,b) und  g(Zmn) < g(a) = g(b) = g(Tmax)
(VIL.41)

oder (Sogar): Tmin, Tmax € (aab) und g(mmin> < g(a’) = g<b) < g(xmax)
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gelten.

Gilt etwa (VIL.41), so ist &y ein innerer Punkt von (a,b) und ein lokales Minimum von
g und deshalb nach Satz VIL.7

b) —
0= g/ (xmin) = w - f/ (xmin)a (VII43)
und Ty, ist der gesuchte Punkt in (VIL.34). Analog beweist man (VII.34) fiir (VIL.40)
und (VIL.42). O

Definition VII.9. Seien U C R und f: U — R.

monoton steigend
streng monoton steigend

f heifit monoton fallend in U
streng monoton fallend
951
_ , ;. flx) < f(o
s Ve, elU, x<x @) > fla) (VIIL.44)
flz) > f(@)

Satz VII.10. Seien a,b € R,a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar
in (a,b). Dann gelten

> monoton steigend
> streng monoton steigend
Vo e (a,b): fllz) < 20| = | [fist monoton fallend in |a, b
< streng monoton fallend
= konstant
(VIIL.45)

Beweis. Seien z, 2’ € [a,b] und x < 2’. Dann ist die Einschrankung von f auf [z, 2’| auch
stetig auf [z, 2'] und differenzierbar auf (z,z’). Nach dem Mittelwertsatz VIL5 gibt es
also einen Punkt xy € (z,2'), so dass

f@) = f(z) = (2" =) f(wo). (VIL46)

Somit ist wegen 2’ —x > 0

f' (o) (VILAT)

AV
(e
4
=
&
IV A
:H\
&\

Bemerkungen und Beispiele.

SoSe 2026, Seite 75



Kapitel VII. Differentiation

e Die Umkehrung “<” gilt in (VII.45) im Allgemeinen nicht. So ist beispielsweise
f(x) := 23 auf ganz R streng monoton steigend, aber f’(0) = 0.

e Es gilt aber eine etwas schwichere Aussage als Umkehrung von (VII.45), ndmlich

monoton steigend >
fist ¢ monoton fallend 3in [a,0] | = |Vze(a,b): fl(x)q < 30
konstant =
(VIL48)
VII1.3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor
Definition VII.11. Seien U C R offen, f : U — R eine Abbildung und n € IN.
(i) f ist bei xo € U n-mal differenzierbar.
< Es gibt ein § > 0, so dass fiir alle z € (zg — §, 29 +0):
f ist differenzierbar bei x und f'(x) := % (x),
f'(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := L [f'|(z),
f"(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := L [f"](z),
(VIL49)
f=2(z) ist differenzierbar bei z und f"~Y(z) := L [f"=D](z),
f=V(z) ist differenzierbar bei o und f™ (zg) := L [f"D](x0).
Wir schreiben die k. Ableitung auch als
d* f K
5 (@) = F® (). (VIL50)
(ii) f ist auf U n-mal differenzierbar.
=
Vaxog e U: fist bei g n-mal differenzierbar. (VIL.51)

Satz VII.12 (Taylor). Seien a,b,zo € R mita < xog < b, n € N, und f : (a,b) = R auf
(a,b) (n+ 1)-mal differenzierbar. Dann gibt es zu jedem z € (a,b)\ {0} ein 2’ € (x,x0)
[falls © < xo] bzw. 2" € (xg,x) [falls x > 0], sodass

f(x) = Tn[f7$0;x] + Rn+1[f7 wo;lC], (VII52)
wobel
) . - (x — m)* (k)
Tlfaoia] = Y {2 (Do)} (VIL53)
k=0 ’
= f(wo) + (& — z0) - f'(wo) + % o)+ + (m_nﬂ F (wo)
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das Taylorpolynom n. Ordnung und

_ n+1
Ro[f, zoi2] = %JC("H)@') (VIL.54)

das Taylorsches Restglied (n + 1). Ordnung sind.

Beweis. Wir konnen x > xy annehmen, der Beweis fiir z < g ist analog. Fiir alle
t € [xg, x] setzen wir

p(t) = Z{hﬂf@(mo)}, (VIL55)
k=0 ’
- % (f(x) - p(x)) (VIL56)
und
A

Beachte, dass fiir £ =10,1,2,...,n,

dot) _ 1) Al =] 5~ ) )]
k!

dtt At K dtt-1

Somit ist

)\(t o xo)n+1—€

Oy = fO@r) — — z)™ . I1.
$00 = 100 — SIS - S (VIL59)
Insbesondere sind
9(xo) = f(xo) ——ff,()) +0-0 =0, (VILG60)
9(w0) = o)~ T 00 = o, (VIL61)
9" (20) = f" (o) = f(20) = 0O (VIL62)
und
gmtI(t) = fFED() — A (VIL63)
Nach Wahl von A in (VIL.56) folgt auflerdem g(z) = 0, also
g(xg) = g(x) = 0. (VIL.64)
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Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 21 € (z¢, ), so dass ¢'(z1) = 0. Also gilt
9'(x0) = g'(x1) = 0, (VIL65)

und der Mittelwertsatz impliziert abermals die Existenz eines x5 € (29, 1) mit ¢"(x2) =
0, also

g'(x0) = g"(x2) = 0, (VIL66)
und damit wieder ¢"”(x3) = 0 fiir ein gewisses x3 € (zg,x2) w.s.w. SchlieBlich erhalten
wir ein x,11 € (zo, xn) C (20, Tp-1) C ... C (z9, ) mit
0 = ¢ Napi1) = FO D (2031) =\, (VIL67)
also
fz) = p(z)+ % O (244), (VIL.68)
und ,,41 € (zo, z) ist der gesuchte Punkt a'. O

Bemerkungen und Beispiele.

o Fiir n € Ny und z € R gilt mit f(z) :=€”

Fr @) = fO@) = L= @) = f@) = e (VILG9)

und insbesondere

f0) = f(0) = f(0) = f(0) = 1. (VIL70)
Also ist
. T _ o hadll < . ol
VeeR: |e {1+m+2!+3!+...+n!}' S T e (VILTI)

denn fiir ' € (—x, 2) ist e < el®l.

e Fir x =1 und n = 10 erhalt man

11 1 i
e—{2+5+§+...+1—0!}’ = [e— (2.718281801)| < = < e-0,000002505,
(VIL72)
also
2, 718281801 2, 718281801
0.71827 < =00l S (I8L0080L g ygaqg. VII.
TI82T < 00002505 = ¢ S 0,999907405 = 11829 (VIL73)

e Sei folgende Aufgabe gestellt: Berechne sin(l—lo) mit einer Genauigkeit von mindes-
tens 107°.
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Dazu wenden wir Satz VII.12 von Taylor auf f(z) = sin(z) mit a = —o0, b = 0o
und z( := 0 an und berechnen die Ableitungen von f,

FO®) = sin(), fO(@) = cos(z), fO(2) = —sin(z), fP(x) = —cos(a),

(VIL.74)
u.s.w. Insbesondere sind dann
FO0) =0, M0 =1, fP0) =0, f0) = -1, ... (VILT5)
und wir erhalten
1 -1 1 3 5
Tifsin, 0:a] = 04 o +0+ —ra +0+ —a” +0 = x—‘%+%0 (VILT6)
sowie
, —cos(z')
Ry[sin, 0; 2] = — (VIL77)

Wegen |cos(z’)| < 1 ist nach dem Satz VII.12 von Taylor dann fiir alle z € R,
x # 0,

$3 335 ’ﬂ? |Z"7
i _ - 4 = ] : < — = . .
sin(x) ( 5 + 120)‘ | R7[sin, 0; z]| < o 2040 (VIL.78)
Waéhlen wir x = 10, so erhalten wir
sin(15) — (0,1—0,00016 4 0,000000083) ‘ (VIL.79)
s o1 A 10" —11
= |sin(55) — (0,099833416)| < =005 = 27107

d.h. mit nur drei Termen approximieren wir die Sinusfuktion von 15 sogar mit einer
Genauigkeit von 2 - 10711

e Setzen wir in (VIL.53) n = oo, so erhalten wir f(x) formal aus einer Potenzreihe
um xg, der Taylorreihe,

T i
flz) = Zf (o) (x — x)". (VIL80)

k!
k=0

Fiir viele Funktionen kann man die Konvergenz dieser Reihe durch Abschétzung
der Taylorschen Restglieder in beliebig hoher Ordnung gewinnen. Aus (VIL.71)
sieht man, dass dies z.B. fiir f(z) = e” gelingt, und in der Tat ist die e” definierende
Potenzreihe V.6 gerade die Taylorreihe um xy = 0.

e Es gibt aber auch viele Funktionen, fiir die (VII.80) falsch ist. Betrachten wir z.B.

eV fiirz #0,
flz) = { 0 firs =0 (VILSL)
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so ist f(x) > 0, fur o # 0, aber

VneNy: f™0) = o, (VI1.82)
d.h. die Taylorreihe von f um xy = 0,
o0 (k)
> / k'(()) F =0, (VIL83)
k=0 )

verschwindet identisch. Damit konvergiert die Taylorreihe von f zwar, hat jedoch
mit der Funktion f nichts zu tun!

e Eine Anwendung der Taylorschen Formel (VII.52) ist die Kurvendiskussion.

Ist f: U — R eine differenzierbare Funktion, so verschwindet zwar bei lokalem
Maximum oder Minimum die Ableitung f’, es ist aber noch nicht klar, wie man
entscheiden kann, ob es sich auch wirklich um ein Maximum oder Minimum han-
delt. Dies lésst sich erst bei Betrachtung der hoheren Ableitungen sagen; Dariiber
gibt Satz VII.13 Auskunft.

Satz VII.13. Secien U C R offen, n € N, n > 2, und f : U — R eine auf U n-mal
differenzierbare Abbildung. Sei weiterhin xo € U, und gelte

flxe) = f(wo) = ... =" wg) = 0, f™(x) #0, (VIL84)
und sei f™ stetig in xo. Dann liegt folgende Situation lokal bei xo vor:
- Ist n gerade und f™ (o) > 0, so ist zy ein lokales Minimum;
- Ist n gerade und f™(zy) < 0, so ist zy ein lokales Mazimum,

- Ist n ungerade, so ist xo ein Wendepunkt von f.

Beweis. Wir zeigen nur, dass fiir gerades n = 2k > 2, also k € IN und ¥ (x9) > 0 ein
lokales Minimum vorliegt. Seien = € (xo — d,20+6) und 0 < 6 < 1. Nach dem Satz von
Taylor gibt es ein 2’ mit |2' — x¢| < |z — 0], so dass

_ 2k—1 . 2k
Fa) = )+ o) =) ot T ) 4 o )
2k
= f(wo) + @(Q—kx)‘]') FOR (). (VIL85)
Da f*) in z, stetig ist, gibt es ein &’ > 0, so dass
Vla —ao <8 [~ [ a0)| < o (), (VILS6)
fir |2 — x| < ¢ also
F) 2 [ ) — [f ) — [P ao)| 2 5 /(@) 0. (VILST)
Somit gilt fiir alle z € R mit |2’ — 20| < min{J, §'} auch
. \2k £(2K)
@) 2 flan) + S S ) (VIL8)
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VIl.4. Erganzungen

VIl.4.1. Beweis der Kettenregel

Beweis. (Beweis von Satz VIL.5) Sei o« > 0. Dann gibt es geméf Lemma VIL.2 ein 5 > 0,
so dass, fiir alle y € V mit |y — g(z0)| < S auch

1) = { Fgwo)) + £ (9(x0))(y = g(wo))}| < asly = glao) (VIL89)

gilt. Wir setzen v := min{f, o, 1} > 0. Weiterhin gibt es zu v > 0 ein 7 > 0, so dass, fiir
alle x € U mit |x — 2| < n auch

l9@) = {9(x0) + g'(x0) - (& = 20)}| < 7lo — o (VIL0)

gilt. Wir setzen

7
= _ 0. VII.91
K mln{n,| ’(x0)|+7}> ( )

Dann gilt fiir alle |z — zo| < &:

l9@) = g(wo)| < (19/(x0)| + B)lo — o] < 7, (VIL92)
also auch
| #19e)) = {Flgwo)) + Flg(wo)] - ¢ (wo) - (2 = 50}
s\ — { Floto)) + £ lg0)] - (9(w0) — g}
+.ﬂ¢mﬂ-b@»—w@w+yww@—mwﬁ, (VIL93)
und somit
[ Flota)] = {Flawo)] + £/ (9(w0)lg' (o) (& — o)}

< alg(z) - g(wo)| + Yz x| < |alg(w)| + ay+7] |z -zl
< Oé(!g’(mo)! + 2) |z — @0l (VIL.94)

da v < min{1, a}.

Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wéhlen wir o := e (|¢/(z0)| +2)_1 und anschliefend £, ~,n, und
Kk =:0>0, wie in (VIL.89)—(VIL.91). Somit gilt fiir alle |x — xo| < o:

Flo@)) = {flgtao)) + £ [(g(wo)] - /(o) (x = 20)}| < e-fo—mol-  (VILO)

]
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VIl.4.2. Zwischenwertsatz fiir die Ableitung

Fiir eine differenzierbare Funktion f ist die Ableitung f’ im Allgemeinen nicht stetig, es
gilt aber die folgende Aussage:

Lemma VIIL.14. Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differen-
zierbar auf (a,b). Seien x,x’" € (a,b) mit x < o', und f'(x) < f'(2'). Dann gibt es fir
gedes f'(x) < A< f'(2') einx <t < ', so dass f'(t) = .

Beweis. Wir setzen
Ve<t<az': g(t)=f@Et) -\t (VIL.96)
so dass,
gdx) = flle)y = A <0, J) = fl(a)=X>0. (VIL.97)
Daher gibt es ein 6 > 0, so dass
Vte (r,x+90): g(x) > g(t), (VIL.98)
Vte (2 —9,2'): g(t) < g(2). (VIL.99)
Somit muss g in (x,z’) ein lokales Minimum haben, d.h.
dte (z,2): 0 =4¢@t) = fl(z)— A\ (VIL.100)
[

VIl.4.3. 0/0 und co/oco — Der Satz von L’Hospital

Satz VII.15 (L’Hospital). Seien U C R,z9 € U ein innerer Punkt und f,g : U — R
differenzierbar bei vy € U. Seien weiterhin

f(wo) = g(w9) =0, VO<|z—20[<0: g(w) #0 (VIL.101)
fiir ein gewisses 0 > 0, und ¢'(xo) # 0. Dann lisst sich f(x)/g(x) stetig in xqo fortsetzen
mat

lim {@} _ f{@), (VIL102)
a0 | g(x) g' (o)

Beweis. Fiir jedes a > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle 0 < |z — 2| < ¢
| (2) = f (o) = f'(wo)(z — wo)| < el — ), (VIL.103)
19(x) = g(w0) — g'(wo)(z — m0)| < afz — o], (VIL.104)
Ist 0 < o < $|¢'(z0)], so gilt auch insbesondere

g' (o)
2

9@)] = (Ig' ()| — )z — 2| > x— 0] > 0, (VIL105)
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fiir alle 0 < |z — zo| < d. Damit erhalten wir

‘f(ﬂf) ACHI ‘(f'(xo)JrOéf(x))(w—ﬂfo) f'(20)
glx) g

r) g@)| | (g(0) +ag(@)) (@ —z0)  g'(0)
wobel |af(z)|, |ay(x)| < o sind. Also ist, fiir alle 0 < |z — x| <9,

‘f(x) _ [() f'(@o) + ay(z)  f'(20)
g(z) g

, (VII.106)

0P| |7l v ayle)  leo)
! (o) — ay(x) - f'(z
= Gl I ¢ oyl |70 = le) o)
200 , ,
< o (Il + 17 o)), (VL0

Ist nun € < 0 vorgegeben, so wahlen wir
|9’ (20)”
2(1g'(zo)| + 1 f'(0)])

und beobachten, dass o < |¢'(x)|/2. Also ist,

a = -min{e, 1} > 0, (VIL.108)

V0 < |z — 20| <6 ‘%— ;:Ezss (VIL109)
und somit
C(f@\ _ fla)
xlir?o{g@)} D) (VIL110)
O
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In diesem Kapitel fiithren wir das Riemann-Integral fiir reelle Funktionen einer reellen
Veranderlichen ein. Das Lebesgue-Integral wird in einer spéteren Vorlesung behandelt.

VIll.1. Partitionen, Ober- und Untersummen

Definition VIII.1. Seien a,b € R,a < b.

(i) Eine endliche Teilmenge P = {x1,2,...,21} C (a,b) von (a,b) heifit Partition
von [a,b]. Wir wollen stets annehmen, dass die Punkte in P aufsteigend geordnet
sind, also

a=119g< T <T3<...<xp <41 :=D0 (VIIL.1)
Die Menge der Partitionen von [a, b] bezeichnen wir mit Pla, b].
(ii) Seien P, P' € Pla,b] zwei Partitionen von |[a, b].
P heif}t feiner als P’ & P'CP (VIIIL.2)

Wir sagen auch, dass P eine Verfeinerung von P’ ist.

Bemerkungen und Beispiele.

o Wir bemerken, dass zwei Partitionen nicht immer vergleichbar beziiglich ihrer Fein-
heit sind. Sind ndmlich P\ P’ und P’ \ P beide nicht leer, so ist weder P feiner
als P’ noch P’ feiner als P. Es ldsst sich aber immer eine Partition P” finden, die
sowohl feiner als P als auch feiner als P’ ist, ndmlich

P’ = PUP. (VIIL.3)
Eine Ordnungsrelation mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als partielle Ord-

nung.

Definition VIII.2. Sei f : [a,0] — R eine beschrankte Funktion, also f([a,b]) C
[—R, R], fiir geniigend grofles R < oo. Sei weiterhin P = {xy,29,...,21} C (a,b) eine
Partition.
(i) Wir definieren die Untersumme Z(f; P) und die Obersumme Z(f; P) durch
L

Z(f;P) = Z($j+1 — ;) -inf {f(2) |25 <z < i}, (VIIL.4)
I(f; P) = Z(mj+1 — ;) -sup { f(z) ’ r; <x < Tjp ) (VIIL5)
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(ii) Wir definieren das Unterintegral f: f(z)dx und das Oberintegral f_;f(x) dx
von f durch o

/ f(x)dz = sup{Z(f;P) | P € Pla,b]}, (VIIL6)

/bf(x) dv = inf {Z(f; P) | P € Pla,b]}. (VIIL7)

Lemma VIIL3. Seien a,b € R, a < b, [ : [a,b] — R beschrinkt und P, P" € Pla,b]

zwei Partitionen von [a,b]. Ist P feiner als P, so gilt
Z(f;P) < Z(f; P), und ZI(f;P) > I(f; P). (VIILS)
Beweis. Wir beweisen nur Z(f; P) < Z(f;P'). Sind P = {1, 29,...,21}, a =: xy <
xy < ...<wxp <xpy;:=0b,und y € (a,b) \ P, dann gibt es ein k € {0,1,2,..., L}, so
dass xp <y < xpi1, und es gilt
(Tgr1—x) - inf {f(a:) ’ < ax < ka} (VIIL.9)
= ($k+1 —?J) 'iﬂf{f@) ‘ T S < xk+1} +(y — =) - inf{f(l‘) { T <o < $k+1}
< (241 —y) - inf { f(2) ‘ y <a < appa 4 (y — ) - inf { f(x) ‘ a, <z <y}
Dabher ist
= (y— ) -inf {f(2) | 2 <@ <y} + (zx —y) - inf {f(z) | y <z <appa}

= (w1 — @) - { f(2) [ o S @ S g}
> 0. (VIIL10)

Fir P'\ P = {y1,v2,...,ynm} erhalten wir also in M Schritten
L(£iP) <Z(fiPU{n}) < Z(F:PUn.w})
<. < Z(f;PU{yl,yg,...,yM}) - I(f, P). (VIIL11)
O

Lemma VIII.4. Seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist

/Lb fla)de < ff(x) dz. (VIIL12)

Beweis. Nach Lemma VIIL3 gilt fiir je zwei Partitionen P, P’ € P[a,b] von [a, b], dass

I(f;P) < Z(f;PUP) < I(f;PUP) < I(f;P). (VIIL.13)
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Da P’ eine beliebige Partition ist, folgt daraus auch

VP: ZI(f;P) < inf{Z(f; P)| P' € Pla,b]}, (VIIL.14)

also
S Z(hP)y < b AZ(f, P} (VIIL15)
0

Definition VIII.5. Seien a,b € R mit a < b. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R
heift Riemann-integrierbar auf [a,b]: <

/abf(x) do = £f(x) dr = ff(x) dz. (VIIL16)

In diesem Fall schreiben wir f € Rla, b] und fab f(z) dz heifit (Riemann-)Integral von
f von a nach b.

Lemma VIIL6. Seien a,b € R,a < b und [ : [a,b] — R beschrinkt. Dann gill folgende
Aquivalenz:

[feR[a,b]] & [vg>oape7>[a,b]: I(f;P)—Z(f;P) <e|.  (VIIL1T)

Satz VIIL.7. Seien a,b,a € R,a < b und f,g9 € Rla,b].
(1) Dann ist (f + ag) € Rla,b], und es gilt

b b b
/ (f +ag)(z)de = / flz)dx + a/ g(x)dx. (VIII.18)
(i1) Ist f(x) < g(x), fir alle z € [a,b], so gilt
b b
/ flx)de < / g(x)dx. (VIIIL.19)

(111) Mit f € Rla,b] ist auch |f| € Rla,b], und es gilt

/a o) de

VIIl.2. Riemann-integrierbare Funktionen

< / ' ()| da (VTIL.20)

In diesem Abschnitt wollen wir eine (moglichst grofie) Familie Riemann-integrierbarer
Funktionen identifizieren. Dafiir stellen wir zunéchst fest, dass stetige Funktionen auf
[a, b] Riemann-integrierbar sind.
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Satz VIIL.8. Seien a,b € R,a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b]. Dann ist
f € Rla,b.

Beweis. Den Beweis findet man bei den Ergédnzungen im Anhang VIIIL.5.3. O

Weiterhin beobachten wir, dass ein “Ausreifler” als Funktionswert das Integral nicht
verdndert.

Satz VIIL.9. Seien a,b,c € R,a < ¢ < b und f € Rla,b]. Dann ist f € Rla,c]NR]c,b],
und es gilt

/abf(:c)d:c = /acf(:c)d:z:+/cbf(x)d:c. (VIIL.21)

Sind umgekehrt fq. € Rla,c] und fu € Rle,b], dann ist mit

fac(x) fir x € [a,c),
flz) = beliebig, € R fir = =c, (VIIIL.22)
fer() fir x € (¢, b

auch f € Rla,b] und es gilt
b c b
/ f(x)dx = / Jfac(z) dz + / fon() d. (VIIL.23)

Aus den Satzen VIIL.8 und VIIL.9 ergibt sich durch eine einfache Induktion sofort fol-
gendes Korollar.

Korollar VIII.10. Seien ag,aq,...,apn € R, a; < ajp1, und f : [ag, ap] — R stiickwei-
se stetig, d.h. f ist stetig auf (a;, aj41) und die Grenzwerte limg o, f(2) und lim, ~,, f(z)
existieren fir j =0,1,2,..., M — 1. Dann ist f € Rlag, ap].

Bemerkungen und Beispiele.
e Sei (ay)5%, eine Abzihlung von Q N (0, 1).
e Seien M € IN und fy, : [0,1] — {0, 1},

1, falls z € {0,ay,as,...,an,1},

fu(z) rz{ 0 sonst. (VIIL.24)

Mit einer geeigneten Umordnung ist dann 0 < a;, < a;, < ... < a;,, <1, und fu
ist stiickweise stetig. Nach Korollar VIII.10 ist also fi; € R0, 1] und

/ 1 fu(z)de = 0. (VIIL.25)
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e Die Dirichlet-Funktion f : [0,1] — R ist definiert durch

o 1, falls z € @Q,
Jool) = { 0, falls z € R\ Q. (VIIL.26)

Seien P = {z1,x9,...,2.} € (0,1), g :=0 < 1y < my < ... < xp < xp41 = 1,
eine Partition von [0,1]. Zu jedem k € {0,1,..., L} gibt es zwei Zahlen,

aeQn (xka karl)v B e (R\ Q) N (x/ﬁ karl)' (V11127)

Dies hat zur Folge, dass

0 < inf{fu(2)} < fu(B) =0, (VIIL.28)
1 > SSF{fOO(x)} > foola) = 1. (VIIL.29)

Somit ist, fiir alle P € P[0, 1],

L
T(fai; P) = > (wrp1 — 7)) - sup{fu(2)} = 1, (VIIIL.30)
5:0 g ) zely
=1 =1
L
I(fooi P) = > (thi1 — ) - inf {foc(2)} = 0, (VIIL.31)
k=0 | &,_/
~ =0
also
1 s
/foo(:v) de = 0#1 = /foo(x) dx. (VIIIL.32)
40 0

Die Dirichlet-Funktion ist also nicht Riemann-integrierbar.

e In der Dirichlet-Funktion manifestiert sich die Schwéche des Riemann-Integralbe-
griffs. Nicht, dass der Wert des Integrals dieser pathologischen Funktion irgend
eine Bedeutung hétte. Vielmehr ist f., als Limes von f); anzusehen:

Fiir festes o € [0, 1] betrachten wir die Folge (fa(x))35-; in {0,1}.
(i) Ist z € R\ Q, dann ist fy(z) =0 = fo(x), VM € N.

(ii) Ist umgekehrt x € Q, dann gibt es ein K (x) € IN, so dass © = ak(y). Fiir alle
M > K(z) ist dann fy(z) =1 = foo(x).

Zusammenfassend erhalten wir, dass (fa(z))37-; eine monoton steigende Funk-
tionenfolge ist, fa/(z) < fare1(x), und dass fy; punktweise gegen f, konvergiert,
d.h.

Vael01l]: ]\/llgnoo{fM(x)} = fool). (VIIIL.33)
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Die Folge (far)37-; und ihr Limes f,, bilden also ein Gegenbeispiel fiir die Vermu-

tung, dass
1 1
{ PR foo} N { i /0 sl d = /0 fool) dx}, (VIIL34)
ja sogar, dass
{fM”‘“—“f' foos far € R|O, 1]} = [foo € R0, 1}}, (VIIL.35)

d.h. Aussagen (VIIL.34) und (VIIL.35) sind i.A. beide falsch! Aus diesem Grund
wurden vor iiber 100 Jahren die Mafitheorie und das Lebesgue-Integral entwickelt
— eine sehr fruchtbare Entwicklung, wie sich spéter gezeigt hat.

e Schlieflich beobachten wir, dass sich aus der Dirichlet-Funktion leicht ein Gegen-
beispiel fiir die Umkehrung von Satz VIIL.7 (iii) konstruieren ldsst: Setzen wir
fi=fx— 1 soist|f|=3€R[0,1] aber f ¢ R[0,1].

VIIL.3. Integration und Differentiation
Satz VIIL.11. Seien a,b € R,a <b und f € Rla,b]. Sei F : [a,b] — R definiert durch
Va e (a,b]: F(x) = / f(t)dt, F(a) := 0. (VIIL.36)

Dann gelten folgende Aussagen:
(i) F ist stetig auf [a,b].
(ii) Ist f stetig in xg € (a,b), dann ist F' differenzierbar bei xq, und es gilt

F'(z0) = flao). (VIIL37)

Beweis.
Zu (i): Aus der Riemann-Integrierbarkeit von f folgt auch dessen Beschrénktheit,

IMeRY Vo €la,b]: |f(z)] <M. (VIIL.38)

Damit ist aber nach Satz VIII.7

Va<y<z<b: |F(z)—F(y)| =

/ " dt‘ < M(r—y),  (VII39)

und F' ist (sogar gleichméBig) stetig auf [a, b].
Zu (ii): Sei € > 0. Da f stetig in zg € (a,b) ist, gibt es ein § > 0, so dass

Vit e [zo—0,m0+0]:  |f(t) — flao)] < e (VIIL40)
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Fir zg < o < xo + ¢ gilt also nach Satz VIIL.7 (iii)

\W—f@@ - ’x_—lx"’F(ﬂf)—F(%)—(ﬂf—lEo)'f(-il?o)|
- /f dt—/ lan)dt| = ——- / (#(0) ~ Fao) )
x—:vo!/ f(t) = f(zo)|dt < ‘x_xo‘ /x:dt = ¢ (VIIL41)

Analog zu (VII1.41) erhdlt man dieselbe Ungleichung, falls xy —§ < = < 7 und somit
insgesamt

lim {M} = f(zo). (VIIL.42)

T—x0 Tr — 'TO

]

Satz VIII.12 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung!). Seien a,b € R,
a <b, f € Rlabl und F : [a,b] — R stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b) und
derart, dass

V€ (a,b): F'(z) = f(x). (VIIL.43)

Dann heifft F Stammfunktion von f?, und es gilt

b
/ f@)de = F(b)— Fla). (VIIL44)
Beweis. Sei P = {x1,...,x1} € Pla,b] eine Partition mit xp :=a < 21 < 13 < ... <
xy < xpyq := b. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Satz VII.8, gibt es
zu jedem k € {0,1,2, ..., L} ein yx € (2, Tx11), so dass
Also ist
F(b) = F(a) = Flope) — Fla)
= [F(zp41) — Flap)l + [F(zr) — Fep-1)] + ... + [F(21) — F(20)]
L L
Z £Bk+1 k;)} = Z Lhy1 — l"k; (yk) (VIH46)
=0 k=0
Da
Jnf o {f(@)) < flu) < sup {f(0)}, (VIILAT)
TeSTSTh1 T <T<Tpy1

lengl.: “fundamental theorem of calculus”
2engl.: “integral of f”.
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folgt aus (VII1.46), dass
I(f;P) < F(b) - F(a) < Z(f; P). (VIIL48)

Also ist

b
/a fle)de = s {Z(f:P)} < FO)=Fl) < int {T(7:P)) / f(z) de.
VIH 49

]

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir berechnen I = ff a?dr. Fiir F, f : R — R, mit F(z) := 32 und f(z) :=
sind F' und f stetig und differenzierbar auf R, deswegen ist auch f € R[1,2], und
weiterhin gilt F’ = f auf R. Daher ist

/1 Pdr = /1 f@)de = F(2)— F(1) = 23;13 _ g (VIIL50)

e Wir berechnen J = f05 cos(z)dx. Fur F,f : R — R, mit F(z) := sin(z) und
f(z) := cos(z) sind F' und f stetig und differenzierbar auf R, deswegen ist auch
f € R[0,5], und es gilt F' = f auf R. Daher ist

/0 cos(x / f(z F(5) — F(0) = sin(5) —sin(0) = sin(b).
(VIIL51)

Satz VIII.13 (Partielle Integration). ¢ Seien a,b € R, a < bund F,G : [a,b] — R stetig
auf |a,b], differenzierbar auf (a,b) und F',G" € Rla,b]. Dann sind F'G,G'F € R[a,b],
und es gilt

b b
/ F'(2)G(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(x)G'(z) dz. (VIIL.52)

Beweis. Man sieht leicht, dass mit f,g € R[a,b] auch f-g € R[a,b]. Da F und G stetig
auf [a,b] sind, gilt insbesondere F,G € R[a,b]. Demnach sind also auch F'G,G'F €
Rla, b]. Setzen wir

Ve ela,b: H(x) = F(z) G(x), (VIIL.53)
so folgt (VIIL.52) direkt aus Satz VIII.12 und der Produktregel, Satz VII.4. O

Bemerkungen und Beispiele.

3engl.: “integration by parts” und nicht “partial integration”
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e Wir wollen [ = f12 2? sin(x) dr mit Hilfe der partiellen Integration berechnen. Da-
bei stellt sich zunédchst die Frage, welche Wahl wir fiir F' und G treffen. Definieren
wir F'(z) := 2% und G(z) := sin(z), so sind F(z) = $2° + C und G'(z) = cos(x),
wobei C' € R eine frei wiahlbare Konstante ist, die wir gleich Null wéhlen, also

F(zx) = %a:?’. Damit sind F, F',G,G" alle integrabel auf [1, 2], und

I = /1 QF’(x)G(x)dx - [F(x)c:(x)} - /1 2F(:Jc) G'(z) do

2 1 [2
= [1* sin(@)] - 2 / * cos(z) da, (VIIL54)
1

1
wobei wir wie iiblich [h(x)]z := h(b) — h(a) notieren. Nun ist jedoch das urspriing-
lich zu berechnende Integral I in ein komplizierteres umgewandelt worden. Die
obige Wahl von F' und G ist also offensichtlich ungeeignet.

. . . 2 . . .
o Wir machen einen zweiten Versuch zur Berechnung von I = ;" 2 sin(x) dz mit Hil-

fe der partiellen Integration. Diesmal setzen wir F|(z) := sin(x) und G;(z) := 22,

sodass Fy(z) = —cos(z) + C und G(z) = 2z, wobei C' € R eine frei wahlba-
re Konstante ist, die wir gleich Null wéahlen, also Fij(z) = — cos(x). Damit sind
Fy, F|, Gy, G alle integrabel auf [1,2], und

I = /1 C R () G(a) do = [Fl(x)Gl(x)]i— /1 " Fi(2) G () di
+ 2/2 x cos(x) dz. (VIIL.55)

Der Grad des Monoms ist also um eins reduziert worden. Wir wenden nochmals
partielle Integration an, und zwar mit Fj(x) := cos(x) und Gy(x) := z, sodass
Fy(x) = sin(z) und G4(x) = 1. Damit wird

a 5 2
I =|—2? cos(x)] + 2/ x cos(x) dx
I 1 1

2

2
— 2/ sin(x) dx
1

= — 2% cos(x) + 2x sin(z) + 2cos(:z:)]j
= —2co0s(2) + 4sin(2) — cos(1) — 2sin(1). (VIIL.56)

_ :_ 72 cos(x)]j + 2[91; sin(yc)]1

Satz VIII.14 (Variablensubstitution). Seien a,b € R,a < b und ¢ : [a,b] — R, stetig
auf [a, b, differenzierbar auf (a,b) und strikt monoton steigend, ¢'(t) > 0,Vt € (a,b). Sei
weiterhin f € Rlpa, vu), wobei g, := @(a), vy := @(b). Dann ist (t — (fop)(t) L' (t)) €
Rla,b], und es gilt

/ Flo)] &' (t) dt = / " bs)ds. (VIIL57)

Beweis. Hat f eine Stammfunktion F' (d.h. es gilt F’ = f), dann folgt die Aussage
direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel.
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Einerseits gilt nach dem Hauptsatz
2
[ 1651 ds = Fgn) = Plow) = F(o(8) = Flo(a).
Pa

Andererseits ist
(Fop)(t)=F(p®)¢'(t) = fle)e(t)
und daher

/ fle@®)] ¢ (t) dt =/ (Fop)(t) dt = (Fo)(b) = (Fop)(a) = F(p(b)) — F(p(a)),

was die Behauptung zeigt.

Den ausfiihrlichen Beweis im allgemeinen Fall findet man im Anhang. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass es einen Satz VIII.14 entsprechenden Satz fiir strikt monoton
fallendes ¢ gibt.

e Merkregel: Substituiere s := ¢(t) und “erweitere” mit dt:

[, s = [ s 250 a .

Wir bemerken, dass (VIIL.58) auch im Prinzip fiir nicht-monotone ¢ : [a,b] —
R gilt. Allerdings sind die Voraussetzungen stérker, und man muss auf formale
Manipulation achten.

e Wir berechnen J = 05 11‘?’92. Dazu definieren wir ¢ : (—7/2,7/2) — R, ¢(t) :=

tan(t) = %((g und beobachten, dass
L2 2 L2
, sin”(t) + cos*(t) sin”(t) 5 5
(1) o2 (1) Ty + tan”(t) +¢° (1)
(VIIL59)

Nach Satz VIII.14 ist damit

arctan(5) "(¢) dt arctan(b)
J = / 90(—)2 = / dt = arctan(5). (VIIL60)
arctan(0) 1+ ¥ (t) 0

VIIl.4. Absolute Integrabilitat und
Uneigentliche Integrale
In Kapitel V.2 haben wir gesehen, dass der Begriff der absoluten Konvergenz von Reihen

eine zentrale Bedeutung besitzt; unter anderem wegen des grofien Umordnungsatzes,
Satz V.7. Wir bauen nun analog den entsprechenden Begriff der absolut integrierbaren
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Funktionen auf. Dazu verwenden wir folgende Notation: Sind f : R — R eine Funktion
und A > 0, so definieren wir fy : [\, A] = [=A, A] durch

f)\(l’) = ]l{a; . |f(x)|§>\}($) f(x) - )\]l{x : f(x)<_)\}(x) + )\]l{x . f(x)>/\}($); (VIH.61)

d.h. anschaulich gesprochen setzen wir einen quadratischen, um den Ursprung zentrierten
Rahmen der Kantenldnge 2\ auf den Graphen von f und schneiden alles aulerhalb des
Rahmens ab. Analog zu (VIII.100) sieht man, dass fiir jedes Intervall J C [\, A]

Sl}p {Hh} - ir}f {H} < sgp {f} - iI}f {f} (VIIL.62)
gilt, woraus wiederum
0 < Z(fis P) = Z(f P) < Z(f; P) = Z(f; P) (VIILG3)
fur jede Partition P € P[—A\, A] folgt. Nach Lemma VIIL6 ist also f\ € R[—A, A], falls
feR[-AA.
Definition VIII.15. Eine Funktion f : R — R heit absolut (Riemann-)integrabel

e VA0 f € R[-A N, (VIIL64)
A
sup {/ | /r(2)] dx} < 0. (VIIIL.65)
x>0 L J-a
In diesem Fall heifit
0o A
/ f(z)de = )\lim {/ ) dx} (VIIL.66)
oo —00 Y

uneigentliches Integral von f iiber R.

Satz VIII.16. Seien f,g: R — R absolut integrabel und a,a € R Dann ist auch f+ag
absolut integrabel und es gelten

/_Z (f+ag)(z)dz = /_Z f(z)dx + a/_o;g(x) dx, (VIIL.67)
[ s = i L [ s@ac) < i { g [ s,

(VIIL68)

/_Z flz)dx = /_; f(x)der + /aoo f(x)dx. (VIIIL.69)

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Abbildungen f,g,h: R — R, die durch

1 L 0<z<l1
fla) = o@D _ ! (VIIL70)
N3 0, sonst,
(z) = — (VIIL71)
T = T ‘
1
1 ——, T #0,
h(z) = Ino@) ) e (VIIL72)
Vx| + a2 0, x =0,
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gegeben sind, sind alle absolut integrabel.

Fiir f gilt
1 1
Tz N <xr<l,
H@) = A 0<z< 55, (VIIL.73)
0, sonst.

Also ist fir A > 1

A 1/X2 1 1
fialz)dx = / )\d:c—l—/ —dz. VIIL.74
/_,\ (@) 0 13 VT ( )

Es ist

1/22 U da 1 1 1 1
N — = A=+ 2 = —42(1-= 2
/0 x+/m“/_ A2+[\/E] +( ) - 2,
(VIIL75)

im Limes A — oo.

Zur Untersuchung von g bemerken wir, dass gy(z) = fiir A > 1 und daher

1+2

A
/ gr(x)dx = arctan()) —arctan(—\) — 5 —(=5) = m. (VIIL.76)
-

im Limes A — oo gilt.

1

\/ma

Fiir h ist das Argument etwas aufwéndiger: Fiir |z| < 1 mit x # 0 gilt h(x) <
und fiir || > 1 gilt h(z) <

Insgesamt ist also

= 1+ 1,2
0, z =0,
0 < h(z) < {—F= 0<lz[<1, (VIILTT)
- - VaE]
1
T |zl =L

Fir |x| < 1 argumentieren wir wie fir f, und fiir || > 1 argumentieren wir wie
bei der Untersuchung von g. Ingesamt sehen wir, dass fiir A > 1

A 1/)2 d d
/ ()| da g/ L / * / / xQ, (VIIL78)
~) A 1+ 1/72 \/_

wobei wir f ‘;x) = ( ) dx schreiben. Aus den vorigen Beispielen wissen wir,

dass alle vier ntegrale fur A > 0 beschrédnkt sind und daher folgt die absolute
Integrabilitéit von h. (Beachte: Den Wert des uneigentlichen Integrals [~ h(z) dx
haben wir nicht berechnet, aber wir wissen, dass er existiert und eindeutig ist.)

o Fs ist zwar fiir alle A > 0

A
/ sin(z)dx = 0, (VIIL.79)

-
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da sin(—x) = —sin(z), und daher ist auch
A
lim sin(z)dr = 0, (VIIL.80)
A—00 )

aber dennoch ist x +— sin(z) nicht absolut integrabel, denn fiir jedes k € Z gilt

(k+1)m
/ |sin(z)|dx = 2 (VIIL.81)
km
und daher
A
/ |sin(z)|dz > 2k, (VIIL.82)
-
fir A > kw. Also ist
A 2(A — 1
sup/ |sin(z)|dz > sup{M} = o0. (VIIL.83)
A>0 J - A>0 T

Wir bemerken, dass in diesem Fall auch die beiden Grenzwerte lim,,_, . fi’; sin(x) dx
und limy, o [ sin(z) dz nicht existieren.
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VIIL5. Erganzungen

VII1.5.1. Beweis von Lemma VIII.6

Beweis.
“ < 7: Geméif der rechten Seite in (VIIL.17) gilt

0 < /bf(x)dx—/bf(m) v < T(f:P)—I(f:P) < =, (VIIL84)

ff(x)dx = /Lbf(x)dx (VIII.85)

“ = ”: Nach Definition von Infimum und Supremum gibt es zu jedem ¢ > 0 zwei Parti-
tionen P’, P" € P[a,b|] von [a, b], so dass

fiir jedes € > 0. Also muss

und somit f € Rla,b] sein.

/ ’ €
) > L flz)de =3, (VIIL.86)
I(f: P") < / bf(x) da:—i—g. (VIIL87)

Da f € R|a,b], gilt also fiir die Partition P := P’ U P” von |a, b], dass
0 <ZI(f; P) = Z(f; P) < I(f; P") = Z(f; P

g(/abf( dx+ /f dm—— = . (VIIL88)

[]

VII1.5.2. Monotonie und Linearitdt des Integrals

Beweis von Satz VIIL7. Seien ¢,d € [a,b] mit ¢ < d, sodass J := [c,d] C [a,b] ein Teil-
intervall von [a, b] ist. Wir beobachten zunéchst, dass fiir je zwei beschrankte Funktionen

fi,faila,b] > R
Sgp{fl + fo} < Sl}p{fl} + Sgp{fZ}a (VIIL89)

igf{fl + fo} = if}f{fl} + ir}f{f2} (VIIL.90)

gilt, wobei wir hier und im Weiteren sup;{f} := sup,.;{f(x)} schreiben. Fiir jede
Partition P € Pla, b erhalten wir daraus

I(fi+ fo; P) <Z(f1; P)+Z(fa; P), (VIILO1)
Z(fi+ fo; P) =2 Z(f1; P)+Z(f2 P). (VIIL92)
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Zu (i): Wegen Z(—g, P) = —Z(g, P) ist mit g € R[a, b] auch —g € R[a, b], und es gilt

b b
/ —g(x) d:L‘ = —/ g(:)j) dx (VHIQ3)

Daher reicht es, (VIIL.18) fiir a > 0 zu zeigen.
Sind nun P, P"” € Pla, b| so, dass

— b c _ b
I(f,P) < / f(x)dx+§ und Z(g,P") < /g(x)dx—i— (VIIL.94)

_c
20+ 1)’
so setzen wir P := P'U P”. Lemma VIIL.3 und (VIIL.89) implizieren nun, dass

I(f +ag; P) <I(f; P)+Z(ag; P) = I(f; P)+oZ(g; P) (VIIL.95)
<Z(f; P")+ oZ(g; P") /f d:c+/ g(x)dx + «.

Mit € — 0 folgt

i b b
/f(x) + ag(z)de < / f(x)dx + a/ g(z) d. (VIIL.96)
Analog erhélt man
b b b
/f(x) + ag(z) de > / f(x)dx + a/ g(z) dr, (VIIL.O7)

und somit ().

Zu (11) Glg. (VIII.19) ergibt sich aus (VIII.18) und der Tatsache, dass offensichtlich, fiir
h € Rla,b] mit h(x) > 0, fur = € [a, ], auch

b
/ hz)dz > 0, (VIILOY)

da Z(h; P) > 0, fiir alle P € P[a,b]. Mit (VIIL.18) und (VIII.98) erhalten wir ndmlich

/abg(x)da:—/abf(m)dx _ /(g fz)dz > 0. (VITL99)

u (i1i) Sei J := [¢,d] C [a,b] ein Teilintervall von [a, b] wie oben. Wir zeigen zunéchst,
dass

sgp{f} — H}f{f} > sgp{]f]} — 1rJ1f{]f]} (VIII.100)

gilt. Fiir f > 0 und somit |f| = f auf J ist dies offensichtlich, ebenso fiir f < 0, d.h.
|f| = —f auf J. Sind hingegen inf;{f} < 0 < sup,;{f}, so folgt mit fy :=+f 1[£f >
0] > 0 und

f=fi—f ud |f] = fo+ [, (VIIIL.101)

SoSe 2026, Seite 98



Kapitel VIII. Integration

dass sup,{f} = sup,{f+}, inf;{f} = —sup,{f-} und deshalb
sup {7} — nf {1} = swp{fe} +swp{r} = sp{fit s} = sup{lfl}
J J J J J
> sgp{|f|} - i1}f{|f|}. (VIIL.102)

Somit gilt (VIII.100) allgemein fiir alle f € Rla,b]. Aus (VIIL.100) folgt jedoch unmit-
telbar fiir jede Partition P € Pla, b], dass

0 < Z(f;; P) = Z(Ifl; P) < Z(f;P) —Z(f; P), (VIIL.103)
und Lemma VIIL.6 impliziert sofort, dass auch |f| € R[a,b]. Die Ungleichung (VIII.20)
ist nun eine unmittelbare Konsequenz aus (ii) und |f| > +f. O

VIIL.5.3. Integrabilitat stetiger Funktionen

Beweis von Satz VIIL.8. Da [a,b] kompakt ist, nimmt nach Korollar VI.11 f auf [a, b]
ein Minimum und Maximum an. Mit M := max {|sup f([a, b])|,|inf f([a,b])|} < oo gilt
also

V€ la,b]: f(x) €e[-M,M], (VIII.104)

und f ist beschrankt. Auflerdem ist f gemifl Satz VI.12 sogar gleichmdfiig stetig auf
la, b], das heifit, zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass

Va, o' € la,b], [x —2'| <d:  |f(x)— f(a')] <e. (VIIL.105)

Sei nun ¢ > 0. Dann existiert 6 > 0 wie oben und ohne Einschrénkung nehmen wir
6 < b— a. Dann setzen wir

To:=a, r1:=a+9, ro:=a+26,...,x;:=a+ LS, vy :=Db, (VIII.106)
wobei L € IN so gewéahlt wird, dass
a+Lé<b<a+ (L+1)0. (VIIL.107)

Weiterhin ist f : Iy := [z, 2x41] — R stetig, fiir jedes k& = 0,1,2,..., L, und aus der
Kompaktheit von I folgt die Existenz von 2", 21" € [, sodass

fap™y = inf{f(2)},  f@p™) = sup{f(x)}. (VIIL.108)
el z€l}
Dann ist |2 — 2}**| < § und nach (VIIL.105)
0 < sulp{f(x)} — 1£1]fk{f(x)} = f@P™) — fa™) < e (VIII.109)
z€ly z
Definieren wir durch P := {x1, %9, ..., 21} € Pla,b] eine Partition, so erhalten wir damit
L
0 STUP)~Z(5P) = Y (a0 (swp @)}~ nf (7))
=0 zely z ,
<e
L
<e- Z(xkﬂ —zx) = €-(b—a). (VIIL.110)
k=0
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Also ist

o< [iwar- [H@w < TGP -T5P) < e 00, VL

und dies gilt fiir jedes € > 0. Es folgt also f_abf(:p) dr = fff(m) dz. O

VII1.5.4. Beweis von Satz VIII.9

Beweis von Satz VIII.9. Fiir den Beweis fithren wir etwas neue Notation ein. Ist P €
Pla,b] eine Partition, P = {x1,...,2.} C (a,b), zg := a < x1,9,... < xp < Tp41 = b,
und ist f : [a,b] — R beschrinkt, so schreiben wir

L

TM(f;P) = Z(:vj+1—:vj)- sup  {f(x)}, (VIIL.112)
j=0 i <w<Tii
L

Z(fiP) =) [y — ;) _inf  {f(2)} (VIIL.113)

<
Il
o

Seien € > 0 und P € PJa, b] eine Partition derart, dass
T f;P)—Z%f;P)<e. (VIIL.114)
Dann ist P N (a,¢) € Pla, ¢] eine Partition von [a, ¢, und es gilt
Ii[fiPnla,0] =Z¢[f;PN(a,0)]
<IofiPn(ao] —Zi[fiPN(aq] +Ze[fi PO(e.b)] = Ze[f; P(e,b)]
=Z.[fiPu{c] —Z;[f;PuU{c}]
<STUfiP)-ZUfiP) < e, (VIIL115)
wobei wir
12 [f;PU{e)] = TolfiP(@d] + I8[f PN (eb)] (VITL116)

benutzen. Aus (VIIL.115) folgt aber nach Definition VIIL.5, dass f € Rla,c|. Analog
zeigt man, dass f € R[c,b]. Aus (VIIL.116) erhalten wir auerdem, dass

[t = it (ZUsP)} = it (ZUSPU)

PePlab PePlab

—  inf ]{fg(f;Pﬂ(a,c)) + ZMf;PN(eb)}

PePlab
_ : TcCc(r. : Tb/r.
= pdf {Z:(f;P)} + pduf | {Z%f;P)}

b

_ / fla)de + / f(x) da, (VIIL117)
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und analog zeigt man die Gleichheit der Unterintegrale.

Fiir den Beweis von (VIII.23) bemerken wir zunéichst, dass mit f,., fo und f(c) € R
auch die Funktion f : [a,b] — R in (VII1.22) beschrinkt ist, also |f(z)| < M, fiir ein
gewisses M < oo und alle z € [a, b] gilt.

Seien € > 0 und P’ € Pla,c|, P" € Plc,b] so, dass

Z o (foer P) — / fac(®)dz < Z, (VIIT.118)
—b b g
Ic(fcb,P”)—/ fap(x)dax < 1 (VIII.119)
Waéhlen wir nun 6 > 0 so klein, dass
P'N(a,c—30) = P'N(c+4d,b) = 0, (VIII.120)
so folgt mit (VIIL.117) und
P:=P U{c—4d,c+0}uUP", (VIIL.121)
dass
—b —c—6 =c+d b
If:P) =T (FiP) + T5(1:0) + TP
=T, (fui P') + T55(50) + Toos(fusi P)
< T (fae P') + 66M + T, (fu; P")
c b
< / fac(x) dx —|—/ feo(x)dx + % + 60M. (VII1.122)
Wiihlen wir nun 6 < e/12M, so folgt aus (VIII.122), dass
b —b c b
/ f@)de < I,(f;P) < / fae() dzx +/ feo(@) dz + ¢, (VIIL123)
fiir jedes € > 0. Also ist
) c b
/ flz)dx < / fac(z) dx + / fer(x) dz. (VIII.124)
Genauso zeigt man, dass
b c b
/ F@)de > / fuolz) dz + / F() da, (VIIL125)

und daraus folgt die Behauptung, denn das Unterintegral ist stets kleiner als das Ober-
integral. O

SoSe 2026, Seite 101



Kapitel VIII. Integration

VIII1.5.5. Variablensubstitution — Beweis von Satz VIil.14

Beweis.
(4): Wir nehmen zunéichst an, f wére konstant auf [p,, ¢s), also

Voo <s<wp: f(s) = A, (VIIIL.126)

fiir eine geeignete Konstante A € R. Dann ist die Behauptung sicher richtig, denn nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/abf[SO(t)] H(t)dt = )\/ab<p'(t)dt = Mp(b) — pla)] = / / F(s) ds.

(VIIL.127)

@ . Als Niéchstes beobachten wir, dass sich diese Aussage nach Korollar VIII.10 auf
stiickweise konstante Funktionen iibertréigt. Sind namlich P = {y1,v2,...,yr} € Plpa, @s],

mit yo 1= ¢(a) < y1 < Yo < ... <yr+1 := ¢(b), und

X, falls s € (Yks Yrt),
f(s) = {uk’ T (VIIL128)

mit Ao, Ao, ..., Ar, fo, f1,-- -, fr+1 € R, so gilt nach (VIII.127))

/a o) o Zxk / " wa

o~ (yx)

Z [ “Yrs1)) — 90(<P_1(yk))} = ZAk(yk-&-l — Ur)

Yk+1 $b
=) / f(s)ds = / f(s)ds. (VIIL.129)
k=0 Y Yk Pa
(#i1): Seien nun f € Ry, 5] ohne weitere Zusatzannahmen, e > 0 und P € P|pa, ¢b),
mit P ={yy,...,yr} so, dass yo := v, <y1 < Yo < ... <yr < Yr+1 = ¢p und
Z2(f;P) — Z2(f;P) < e (VIII.130)
Wir definieren nun fy,, fi € Rla,b] durch Ao i= ALyl i= —00, Ay i= App1 = 00,
A\, = su < s)}, falls s € (y,
orls) o= 4 78 T PPues <ua S (5)} (W vir) (VIIL131)
max{Ag_1, Ak}, falls s =y,
und
A, = inf,, < s)}, falls s € (y,
Fuls) = _k‘ 3 :’ﬁcg Syk+1{f( )} (Y Yrt1) (VIIL.132)
min{Ag_1, A}, falls s =y,
Damit sind
Vs e [90(17900] : fkl(s) S f(S) S fgr(s)' (V111133)
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Auflerdem sind

I22(f;P) =Z7 (fo: P) (VIIIL.134)

_ /%fgr(S)ds - / folo(®) (1) dt > / F((t)) o' (1) dt

und analog
Z22(f;P) =22 (fus P) (VIIL135)
Pb b b
= [Tnusras = [ (e < [ fem)ea
¥a a a
Also ist
b 2
[ e < T2 < ZaPve < [ fods e (VIILLY
a Pa

und genauso

/f(@(t))so’(t)dt > I2(f;P) > I (f;P)—¢ > /%f(s)ds—s, (VIIL.137)

fiir jedes € > 0. Mit ¢ — 0 erhalten wir also

Pb

/%f(s)ds < / o) gy dt < / o) () dt < / f(s)ds. (VIIL138)

a

was die Behauptung ergibt. O]

VII1.5.6. Der Satz von Taylor mit Integralrestglied

Wir geben noch eine Formulierung des Satzes von Taylor, in der das Taylorsche Rest-
glied R, 11[f, xo; ] aus Satz VII.12 durch das Taylorsche Integralrestglied R,.1|f,xo; x|
ersetzt wird. Dies hat den Vorteil, dass R,1[f, zo; ] genau quanitifiziert ist, wiahrend

bei R,11(f, xo; x] = (x(jﬁi;f ! f@+1) (2") die durch Anwendung des Mittelwertsatzes resul-

tierende Zwischenstelle ' unbestimmt bleibt.

Allerdings sind in Satz VIII.17 die Voraussetzungen etwas stérker als in Satz VII.12,
denn zusétzlich zur (n + 1)-maligen Differenzierbarkeit von f wird die Stetigkeit der
(n +1). Ableitung f"*1) gefordert.

Satz VIII.17 (Taylor). Seien a,b,xg € R,a < g < byn € N und f : (a,b) — R auf
(a,b) (n+1)-mal differenzierbar und f+Y stetig auf (a,b). Dann ist, fiir alle x € (a,b)

f(@) = Tlfzoi2] + R f,0:2] (VITL139)
- Ll T —x)" ¢ + Ropalf, wo; ], (VIIL.140)
k=0
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wobei das Taylorsche Integralrestglied (n+ 1). Ordnung durch

~ x _ t n
Rolf,xo;x] = / % Fr (@) dt, falls © > xq, bzw. (VIII.141)
o :

— xo t— n
Roalf, zo;x] = / % Fr (@) dt, falls © < xq, (VIII.142)

gegeben ist.

Beweis. Wir beweisen durch Induktion, dass fiir alle m = 0,1,2,...,n

m ) (g
f) = S {

k=0

(z— xo)k} + R (), (VIIL.143)

gilt, wobei wir der Einfachheit halber z > z7 annehmen wollen. (Der Fall x < zq ist
analog, und = = x, ist trivial.) Fiir m = 0 ergibt sich (VIII.143) aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung,

f(x) = f(xo) + f(x) — f(z0) = f(afo)—l-/x F)dt = flzo) + Ry(z). (VIIL.144)

Gilt nun (VIIL.143) fir m =m — 1 € {0,1,2,...,n — 1}, so erhalten wir

foy - 5 (L) (- ) - L208) y

k=0 & m
~ m) o
= Rm(q;) — / 7n(| ) (I — Io)m
_ / g %; j)’;!l (FO(8) = £ (g) dt, (VIIL145)

da f;o (x — )™ Ldt = (x_:;o)m ist. Durch abermalige Anwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung erhalten wir also, dass

fz) - i {f (k;;!xo) (z — mo)k} = /x : % ( / t () ds> dt. (VIIL.146)

k=0 o

Setzen wir nun

F(t) = / t fm(s)ds  und  G(t) = W (VIIL.147)
so folgt dass
F'(t) = @) und  G'(t) = % (VIIL.148)
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und erhalten wir durch partielle Integration, dass

/: (fn;—j)?; (/; FOmtD () ds) dt = /I F(t)G'(t)dt

o

~ Pla) G(x) - Flan) Glao) - / CPW G dt

=0 =0
_ / f<m+1><t>@dt, (VIIL.149)
o m:

]
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IX. Normen und Banachraume

Zur Vorbereitung der Differenzialrechnung fiir vektorwertige Funktionen rufen wir einige
Begriffe aus der Vorlesung zur Linearen Algebra in Erinnerung. Weitere Grundbegriffe
der linearen Algebra, die fiir diese Vorlesung wichtig sind, finden Studienanfinger im
erginzenden Abschnitt IX.3.1. Ebenso wiederholen wir die schon bekannte Definition ei-
ner Norm und ergédnzen diese mit zugehorigen topologischen Begriffen, die uns erlauben,
Konvergenz auch fiir vektorwertige Folgen zu definieren.

Zunéchst erinnern wir an den Begriff des Vektorraums selbst: Fiir d € N und K = R
oder K = C ist

K¢ = _ T1,To,...,2q € K (IX.1)

mit komponentenweise definierten Vektorraumverkniipfungen

1 Y1 1+ ay;
T Y Ty + Qy

1 +a ,2 = ? ‘ ? (IX.2)
Tq Yd T4+ QYq

ein Vektorraum iiber KK der Dimension d ist. Mit Hilfe der kanonischen Basisvektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0 p
et = |. |, ee=1.1, ..., e =1|.] €K (IX.3)
0 0
0 0 1
kann man
T
T2
T = : = T161 + 1969 + ...+ T4€4 (IX.4)
Zq

schreiben. Die Darstellung (IX.4) eines Vektors z € K¢ als Linearkombination z =
Z?Zl x;e; ist eindeutig.
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Auf R? ist durch

T n
< > = ZT1Y1 + ToYs + ... + TaYa (IX5)

La Ya eukl

das euklidsche Skalarprodukt definiert, und es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

[(zly)| < VA{zlz) V(yly) . (IX.6)

IX.1. Normierte Raume und Banachraume

Definition IX.1. Sei X ein K-Vektorraum (I = R oder C).

Eine Abbildung || - || : X — R{ heiit Norm (auf X) :&
(i) VrelX: {lz]| =0 & z=0} (IX.7)
(i1) VexeX, XeK: || = [Nz, (IX.8)
(iti)  Va,ye X: lz+yll < =] + [yl (IX.9)
In diesem Fall bezeichnet man (X, | - ||) als normierten Vektorraum (iiber K).

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist (X, |||) ein normierter Vektorraum iiber K, so definiert die Norm ||-|| : X — R¢
einen Abstandsbegriff auf X. Fiir z,y € X kann némlich ||z — y|| als Abstand von
x und y interpretiert werden. Mit diesem Abstandsbegriff kénnen viele in R? oder
R? angestellten geometrische Uberlegungen auf X iibertragen werden.

e Ist X ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-) : X x X — K, so induziert das
Skalarprodukt durch ||z| := \/(x|z) eine Norm auf X.

o Fiird € Nist (R, || ||euna) beziiglich der euklidschen Norm ||z{|eua = v/ (2]%)eun
ein normierter Vektorraum iiber R

o Fiir d € Nist (€% - [lunit) beziiglich der unitéiren Norm ||z |unit = v/([2)unit
ein normierter Vektorraum iiber C.

1
e Fiir d € Nund 1 < p < oo definiert ||z, := (|z1[P + [22P + ... + |[24P)? eine

Norm auf K% ebenso ||z := max {|z1],|22], ..., |z4|}. Diese Normen sind alle
dquivalent zueinander, d.h. zu 1 < p, ¢ < oo gibt es eine Konstante Cy,, < 00 so,
dass
1
veeX: el < el < Capg-llzlly- (IX.10)
d,p,q

Die durch das euklidsche bzw. unitédre Skalarprodukt induzierte Norm ist ||z||5.

Definition IX.2. Sei (X, || -||) ein normierter Vektorraum iiber K.
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(i) Eine Folge ()%, € X™ heifit konvergent :<
dreX Ve>0 dnge N Vn>ng: |z — z,|| < e (IX.11)
In diesem Fall schreiben wir

lim{z,} = = oder =z, >z, n— oco. (IX.12)

n—oo
(ii) Eine Folge (z,,)%%, € XN heifit Cauchy-Folge :<
Ve>0 dnge N Vm,n >mny: |Tm — 2o < e (IX.13)
(iii) Ein normierter Vektorraum (X, || - ||) heiBt vollstéindig :<

Jede Cauchy-Folge in (X, || - ||) ist konvergent. (IX.14)

Einen vollstdndigen normierten Vektorraum bezeichnet man als Banachraum.

Lemma 1X.3. Seien d € N und (x(n))zoﬂ € K* eine Folge von Vektoren in
(KA - et funis) mit

Ly
()
o= 17 | (IX.15)
2
Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
{(x("))zozl ist konvergent in ]Kd} (IX.16)

& {Vz’ c 7y : (a;z(”))j;l ist konvergent in ]K}

& {Vi VAR (935"))20:1 st eine Cauchy-Folge in ]K}
& {(:E(”))Zozl ist eine Cauchy-Folge in ]Kd} : (IX.17)

und in diesem Fall gilt

limn%oo{xgn)}
lim {zW} = : . (IX.18)
n—0o0

limnﬁoo{xgn)}

Bemerkungen und Beispiele.

e GemiB Lemma IX.3 sind (R?, || - ||ewa) und (C%, || - [|unit) fiir alle d € IN reelle bzw.
komplexe Banachrédume.
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IX.2. Topologie und Stetigkeit in normierten Raumen

Definition IX.4. Seien (X, ] -||) ein normierter Vektorraum iiber K und A C X eine
Teilmenge.

(i) Sind 7 > 0 und = € X, so heifit
B(z,r) = {yeX ||z -yl <r} (IX.19)

offene Kugel um z vom Radius r.
(ii) Ein Punkt x € A heifit innerer Punkt (I.P.)

= dr>0: B(z,r) C A (IX.20)

(iii) Ein Punkt z € X heiit Hiufungspunkt (H.P.) von A

= Vr>0: (B(z,r)nA)\{z}) # 0. (IX.21)

(iv) Eine Teilmenge U C X heifit offen

¢ Jeder Punkt in U ist ein innerer Punkt (IX.22)
& VYeeUdr>0: B(xr) C U (IX.23)

(v) Eine Teilmenge V' C X heifit abgeschlossen

<V enthiélt alle seine Haufungspunkte (IX.24)
= {ac ist HP.von V = z € v}. (IX.25)

(vi) Eine Teilmenge K C X heifit kompakt

= Jede offene Uberdeckung von K enthilt eine endliche offene Uberdeckung

= Ist U eine Familie offener Mengen mit K C U U
Uesl
:>3U1,U27...,Un€ﬂi K CU;uUyU...UU,. (IX26)

Bemerkungen und Beispiele.

o Ist (X, -||) ein normierter Vektorraum so sind die leere Menge ) C X und auch
X C X selbst sowohl offen als auch abgeschlossen.

e Sind (X,| -|) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teilmenge, so ist
x € X genau dann ein Haufungspunkt von A, wenn es eine konvergente Folge
()52, € (A\ {x}H)N gibt mit lim,, o {x,} = z.

e Sind (X, | -|) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teilmenge, so gilt wie
in K folgende Aquivalenz:

{Aist offen} < {A°= X\ A ist abgeschlossen}. (IX.27)
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e Fiirde Nund (X,| ) = (R% ||  [Jewa) oder (X, -])) = (K% || - [Junie) gilt wie
fiir d = 1 folgende, als Satz von Heine-Borel bekannte Aquivalenz:

{K C X ist kompakt} & {K C X ist beschrankt und abgeschlossen}.
(IX.28)

Definition IX.5. Seien (X, ||-|x) und (Y, -[|y) zwei normierte Vektorrsume iiber K
und M C X und N C Y zwei Teilmengen.

(i) Eine Abbildung f : M — N heifit stetig in € € M
= Ve>030>0: f[Bx(z,0)] € By(flz]¢) (IX.29)
& Vex>03F0>0Ve'eM: ||2'—z||lx<d = Hf(x')—f(x)HY <e.

Ist f stetig in x, fiir alle x € M, so nennen wir f stetig.

(ii) Eine Abbildung f : M — N heifit folgenstetig in x € M
e V)2, e MY z=lim{z,} = f(z)=lim{f(z,)}. (IX.30)
n—00 n—00
Ist f folgenstetig in z, fiir alle z € M, so nennen wir f folgenstetig.

Satz IX.6. Seien (X, ||| x) und (Y,|||ly) zwei normierte Vektorrdume dber K, M C X
und N CY zwei Teilmengen, f: M — N und x € M. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) f ist stetig in x < f ist folgenstetig in x. (IX.31)
(i1) f ist stetig < [ ist folgenstetig (IX.32)
& VYUCN: Uistoffen = fYU) ist offen (IX.33)

& VYV CN: V istabgeschlossen = f~'(V) ist abgeschlossen. (IX.34)

(iii) Sind f: M — N stetig und M C X kompakt, so ist auch f(M) CY kompakt.
(i) Sind f: M — R stetig und M C X kompakt, so nimmt f auf M sein Minimum
und Mazximum an, d.h. es existieren Ty, Tmax € M so, dass

Ve M:  f(omn) < S(2) < [(Tma). (IX.35)
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IX.3. Erganzungen

1X.3.1. Vektorrdaume und lineare Abbildungen

Die Lineare Algebra ist die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen, die
strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorrdumen. In diesem Abschnitt fithren
wir einige Begriffe der linearen Algebra ein, ohne die wir die Inhalte aus Analysis 2
nicht formulieren kénnen und die deshalb unabdingbar sind. Wir beschrinken uns hier
auf Vektorrdume iiber die Kérper R der reellen Zahlen und C der komplexen Zahlen,
die wir wie schon in Analysis 1 einheitlich mit K bezeichnen, sofern die sich darauf
beziehende Betrachtung fiir beide Fiélle durchgefiithrt werden kann.

Definition IX.7. Eine Menge X heiit Vektorraum iiber KK oder K-Vektorraum
=

Auf X sind Addition (+) : X x X — X und Multiplikation mit einem Skalar () :
K x X — X definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) Va,b,éeX: a+b=>b+a (@+b)+c = da+(b+c), (IX.36)
() eXVieX: @=a+0 = 0+4a, (IX.37)
(i) Vae X I(—a)e X: d+(-a) = (—a)+a = 0, (IX.38)
. - . a-(@+b) = a-d+p-b,

(w) Va,be X, a,f e K: {(04+B) i— a-d+8-d (IX.39)
(v) VaeX, o,f€eK: 1-ad = a, a(fd) = (ab)a. (IX.40)

Die Elemente von X heifien Vektoren, 0 € X ist der Nullvektor. Eine Teilmenge Z C
X, die selbst ein Vektorraum ist, bezeichnet man als Teilraum oder Unterraum von
X. Vektorrdume iiber R bezeichnet man auch als reelle Vektorrdume, Vektorraume
iiber C als komplexe Vektorriaume.

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichungen (IX.36), (IX.37) und (IX.38) besagen zusammen, dass X beziiglich
der Addition (+) eine abelsche Gruppe bildet.

{0} C X ist der kleinste und X C X der groBte Unterraum von X.

Sind n € N, ay,qs,...,a, € K und #y,75,...,Z, € X Vektoren, so bezeichnet
man Summen der Form o7 + ao®s + ... + o, 7, € X als Linearkombination
der Z; und die Zahlen «; in diesem Zusammenhang als ihre Koeffizienten.

Multiplikation mit einem Skalar und Skalarprodukt ist nicht dasselbe.

K ist ein Vektorraum iiber K. (Dieses Beispiel ist allerdings etwas kiinstlich.)
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e Fir d € IN ist

K= z=1| . T1,2s,..., 24 € K (IX.41)
Zq
beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar,

1 Y1 Y1+ Y1
" + : — : , (IX.42)
Zq Yd YZq + Ya

ein Vektorraum iiber K. Dabei sind

0 T —X
und — | : = : . (IX.43)

o
I

1 0 0
0 1 0
0 0 0
a=1,a=.1.....a=1|1]. (IX.44)
0 0 0
0 0 1
Die Menge {&, €, ..., €} C K bezeichnet man auch als Standardbasis.

e Mit der Standardbasis wird

X1

i) . . .
= 116, + 196 + ... + z4€y. (IX.45)

81
I

Ta

d.h. jeder Vektor kann als Linearkombination der d kanonischen Basisvektoren
&1, ...,¢6; € K% mit seinen Komponenten z1, ..., z4 € K als Koeffizienten geschrie-
ben werden.

e Die Darstellung (IX.45) ist eindeutig in dem Sinne, dass fiir ay, 51, ag, Ba, . . ., g, Bg €
K aus &151 + 04252 + ...+ adgd = ﬁlgl + ngg + ...+ ﬁdgd auch ap = 61, Qg = 62,
., g = [y folgen.
e Fiir d = 1, 2,3 gewinnt man durch Zeichnungen eine gewisse Vorstellung von den
Vektoren in R

e Schrinkt man bei den komplexen Zahlen die Multiplikation auf die reellen Ele-
mente ein, so ist C = R? ein Vektorraum iiber R (der Dimension 2).
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e Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums ist die Menge der reellen Funktionen auf
[&7/8]7 a?/BG]R‘7 o <57

F = {f:|a,f] = R} (IX.46)
Mit f,g € F und v € R wird F durch

Ve el (f+r-9)@) = flz)+7-g(x) (IX.47)
zum Vektorraum (“punktweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar”).
Dabei sind

Ve ela,pl: 0x) := 0, (=f)z) = —f(x). (IX.48)

Fiir diesen Vektorraum F liefert eine Zeichnung eine gewisse Anschauung.

e Das obige Beispiel lisst sich noch wie folgt verallgemeinern. Sind A # () eine Menge
und X ein Vektorraum iiber IK, so wird durch punktweise Addition und punktweise
Multiplikation mit einem Skalar wie in (IX.47) auch der Funktionenraum

Fo={f:A-> X} (IX.49)

zum Vektorraum tiber K.

e Insbesondere ist F' fiir A := Z¢ und X := K' = K gleich (genauer: isomorph zu)
K9,

K = {Z:Z{ > K, v u,}. (IX.50)

e Die Notation fiir Vektoren mit Vektorpfeilen ist etwas schwerfillig, und wir schrei-
ben im Folgenden einfach z, ¥, %) und el statt z, v, &%) und ).

Definition IX.8. Seien X und Y zwei KK-Vektorrdume. Eine Abbildung A : X — Y
heift linear oder (linearer) Operator

S Vr,ye X, aeK: Alar+y) = adAx) + Ay). (IX.51)
Die Menge der linearen Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit £(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Menge £(X;Y) der linearen Abbildungen ist selbst ein KK-Vektorraum beziiglich
punktweiser Operationen, d.h. fir « € K und A, B € L(X;Y) ist («A+ B) €
L(X;Y) definiert durch

VeeX: (aA+ B)(z) := aA(zr)+ B(x). (IX.52)

e Durch vollstandige Induktion erhélt man aus (IX.51) leicht, dass

A( zf: aixi> = zf: a; A(x;), (IX.53)

fiir alle x1,...,zp € X und oy, ..., a4 € K.
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A(0x) = A(0k-0x) = Ok-A(0x) = Oy.
Seien M, N € N und X = KM und Y = K¥. Wir bezeichnen mit

el ()

Y ¥)

C X und el(y),ez , )

(X)
€ S, ey

cCv (IX.54)

die jeweiligen Standardbasen in KM und K¥.

Sei A € L(KM;KY) eine lineare Abbildung. Fiir jeden Vektor z € KM liisst sich
der zugehorige Bildvektor A(z) € KV in eindeutiger Weise als Linearkombination

Ax) = ylel(y)+7262(y)+. ..YNe ](VY) der kanonischen Basisvektoren in KV darstellen.

Insbesondere gibt es N - M eindeutige Zahlen {a, |n € ZY, m € Z}} so, dass

A(el(X)) =a, el(Y) + a1 eQ(Y) +-- 4+ ang e](vy),
A(GQ(X)) = Q12 61(Y) + az2 GQ(Y) + -+ ang GJ(VY) 5
(IX.55)
A(e}j{)) = alMel(Y) + a27M62(Y) + -+ aN,Me](VY)
gelten.
o Fiir
r = xlel(X) + $2€2(X) R xMejff) e X (IX.56)
ist dann
A) = el + el + .+ gnel) e v, (IX.57)
wobei
M
Vnez: vy, = Z A, T, - (IX.58)
m=1
e Die zu A gehorige Zahlentabelle
ayi1 dai2 Qa1,M
M4 = | P M e kM (IX.59)
ani an;2 AN, M

bezeichnet man als Matrix und genauer als Matrixdarstellung von A beziiglich der
Standardbasen in KM und K».

Fir M, N € NN ist die Matrixdarstellung M E(]KM (KN ) — KMN eine lineare
Bijektion zwischen den Vektorrdumen E(]KM (KN ) und KMV D.h. M ist bijektiv
und es gilt M[aA + B] = aM[A] + M|B] fiir alle « € K und A, B € L(K"; K").
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e Konkret bedeutet dies, dass man die Matrixdarstellung als riesigen Spaltenvektor
interpretiert, den man aus Platzmangel in eine Tabelle mit N Zeilen und M Spalten
schreibt. Dann ergibt sich

a ... Q1M bii ... bium
MIA] = , M[B] =
anNi ... aNM bni ... bnwm
aar+bin ... aary +biu
= MaA+ B| = : : . (IX.60)
aany +byy ... aan by

e Obwohl dies aus Sicht der linearen Algebra etwas ungenau ist, werden wir im
Weiteren nicht mehr zwischen £(K*; KV) und KM~ unterscheiden und die lineare
Abbildung A mit ihrer Matrixdarstellung gleichsetzen,

ai arz2 ... Q1M
az Q22 ... Q2M

A = i ] ; . (IX.61)
a1 ang2 ... OGN M

e Sind XY, Z drei K-Vektorrdume und A € L(Y; Z) sowie B € L(X;Y), so ist auch
deren Komposition linear, (Ao B) € L(X; Z).

e Sind M,N,Pe Nund X = KM Y = KV, Z = K”, so ist fiir A € L(Y;Z) und
B € L(X;Y) die Matrixdarstellung von (A o B) € L(X; Z) durch das Matrizpro-
dukt der Matrixdarstellungen von A und B gegeben.

1X.3.2. Inneres und Abschluss von Mengen

Durch Nachpriifen der Definition IX.4 erhalt man leicht folgende Aussage.

Lemma IX.9. Sei (X, | - ||) ein normierter Vektorraum.

(i) Sind I eine Indexmenge und {U;}icr € P(X) eine Familie offener Mengen, so ist
auch deren Vereinigung | J,.; U; offen.

(i7) Sind m € N und Uy, Us, ..., U, € X endlich viele offene Teilmengen von X, so
st auch ihr Durchschnitt Uy N Uy N -+ - N U, offen.

(11t) Sind J eine Indexmenge und {V;};e; C P(X) eine Familie abgeschlossener Men-
gen, so ist auch deren Durchschnitt ﬂjej V; abgeschlossen.

(i) Sindn € N und Vi, Vs, ..., V,, € X endlich viele abgeschlossene Teilmengen von
X, so ist auch ihre Vereinigung V1 U Vo U --- UV, abgeschlossen.

Definition IX.10. Seien (X, | - ||) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teil-
menge.
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(i) Die Vereinigung
A= {U ‘ UCA U offen} (IX.62)

aller offenen Teilmengen von A heifit Inneres von A.

(ii) Der Durchschnitt

A = ﬂ {V ‘ ACVCX, V abgeschlossen} (IX.63)
aller abgeschlossenen Obermengen A heifit Abschluss von A.

Bemerkungen und Beispiele.

e Nach Lemma IX.9 (i) ist das Innere A° einer Teilmenge A C X eines normierten
Vektorraums (X, || - ||) stets offen.

e Analog ist nach Lemma IX.9 (iii) der Abschluss A einer Teilmenge A C X stets
abgeschlossen.

e Das Innere A° einer Teilmenge A C X ist die grofite offene Teilmenge von A, d.h.
fiir jede offene Teilmenge B C A folgt B C A°.

e Auflerdem kann A° als die Menge aller inneren Punkte von A charakterisiert wer-
den,

A° = {z e A| zist LP. von A}. (IX.64)

e Der Abschluss A einer Teilmenge A C X ist die kleinste abgeschlossene Obermenge
von A, d.h. fiir jede abgeschlossene Obermenge C' O A folgt C' O A.

e AuBerdem kann A als die Menge aller Punkte aus A und aller Hiufungspunkte
von A charakterisiert werden,

A = {ze€X|xeAoder zist HP. von A}. (IX.65)
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X. Differentiation vektorwertiger
Funktionen

X.1. Partielle und stetige Differenzierbarkeit

Definition X.1. Seien M € N, U C RM offen, 2 € U, F: U — R und j € ZM.
(i) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell nach x; differenzierbar

F F ) —F
OF(z) = lim { (z+ te;) (z) } existiert, (X.1)
&rj t—0 t
wobei e; = (0,...,0,1,0...,0)" € R™ der j. kanonische Basisvektor ist. In diesem

Fall heift %ﬁ =: 0,,F(r) partielle Ableitung von F nach x; bei x.
(ii) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell differenzierbar

= Vj € Z) . Fist bei x partiell nach z; differenzierbar. (X.2)

In diesem Fall heifit der reelle Vektor
OF ()

OF (x

VF(z) = | % | e RM (X.3)

—

OF (x)
Oz pr

der partiellen Ableitungen Gradient von F bei x.

(iii) Die Funktion F' heifit auf U partiell differenzierbar

& Ve € U: F ist bei x partiell differenzierbar. (X.4)

Bemerkungen und Beispiele.
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e Da U eine offene Menge ist, ist x € U ein innerer Punkt, und es gibt r > 0, sodass
Bewa(x,r) C U. Diese Eigenschaft sichert, dass F'(x +te;) und damit der Differen-
zenquotient in (X.1) fiir ¢t € (—r,r) tiberhaupt definiert ist. Dies unterstreicht die
Bedeutung des topologischen Begriffs der offenen Menge.

e Die partielle Ableitung einer Funktion F' nach einer Variablen x; bedeutet kon-

kret, dass man F(xq, s, ...,%j_1,%;,Tjt1,-..,Tym) Dach x; differenziert und alle
anderen Variablen, x1,...,2;_1,%;41,...,Zn, als Parameter betrachtet.
e Wir betrachten U = R? und F(z) := z; 25 + 10251y, wobei x = (1, o, 73)7.
Dann sind
OF (z) OF (z) OF (z)
8—1‘1 = ZE; 8—1‘2 = 2.131 .Tg‘f‘].oxg, 81’3 = 50$§I’2, (X5)
die partiellen Ableitungen, und der Gradient von F' bei x ist
3
VE(x) == |2z, + 1025 | € R®. (X.6)
50 x§ To

e Wir betrachten U = R? und F(z) := sin(z? — 22), wobei z = (z;,72)". Dann sind

OF (z)
8ZE1

F
= 21, cos(x? — x3), OF(z) = —21y cos(z? — 13), (X.7)

81’2

die partiellen Ableitungen, und der Gradient von F' bei x ist

2z cos(z? — 23
veostrd = o) ) pe (X.8)
—2x9 cos(x} — 13)

VE(z) := (

Definition X.2. Seien M, N € N, U C R™ offen, V C R¥ offen und F' = ([}, Fy, ..., Fy) :
U—-V.

(i) F ist bei x € U partiell differenzierbar

& Vi € ZY . Fjist bei x partiell differenzierbar. (X.9)

(ii) F ist auf U partiell differenzierbar
& Ve e U: F ist bei x partiell differenzierbar. (X.10)

In diesem Fall heifit die reelle N x M-Matrix

OF (x) OF; ()
8$1 e 81‘]\/[
aFN(x) BFN(:Z)
ox1 T oz g

der partiellen Ableitungen Jacobimatrix von F bei x.
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten U = R™ x (—7,7) 2 (r,) und F: U — R?,

FM@)?=<§§n¢U ::(Tm“@>. (X.12)

r, ) r sin(ep)
Dann ist
OFy (r, OF (r, .
Tela) ( ) 320“’)) - (cosm —r smm) x13)
T N ormtng) omme) | T | . .
T f%@ sin(p) 7 cos(p)

Definition X.3. Seien M, N € N, U C R™, V C R” offene Teilmengen und F : U —
V.

(i) F heift stetig differenzierbar auf U :&

OF;
F ist partiell differenzierbar auf U und Vi € ZY, j € Z 2. ist stetig auf U.
l‘ .

J

(X.14)

Die Klasse der auf U stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in V' bezeich-
net man mit

CHU;V) = {F:U — V| F ist stetig differenzierbar auf U}. (X.15)

(ii) Sei k € IN. F heifit k-mal stetig differenzierbar auf U :&

F ist stetig differenzierbar auf U und

oFr
Vi € 7z o ist stetig differenzierbar auf U und (X.16)
J1
0 (0F
Vi1, g0 € ZM 5 ( ) ist stetig differenzierbar auf U und
L ja a‘le
F
Vit ... € ZM 0 ( 0 ( 0 )) ist stetig differenzierbar auf U.
axjkfl asz ale

In diesem Fall bezeichnet

0" F(x) _ 0 { 9 <( 0 F))}(m) (X.17)

Oxj, Oxjy -+ Oz Oxjy, | Oz, _, Oxj,

die k. partielle Ableitung von F nach x;,,...,x;,. Die Klasse der auf U k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in V' bezeichnet man mit

C*U;V) = {F:U — V| F ist k-mal stetig differenzierbar auf U}. (X.18)
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(iii) Die Klasse der unendlich oft (stetig) differenzierbaren oder auch glatten
Funktionen auf U mit Werten in V wird mit

Cx(U;V) = (CHU;V) (X.19)
k=1
bezeichnet, und
CeP(RM; V) == {F € C*(RM; V) | supp(F) ist kompakt } (X.20)
={FeC®R";V)|IR <00 VZ€RY, |Z|> R: F(Z) =0}

sind die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger,
wobei Tréger supp(F) von F die Menge supp(F) := {x € RM | F(x) # 0} be-
zeichnet, auf der F' nicht verschwindet.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten abermals U = R*, N =1, V = R und F(x) := x; 23 + 1023 2o,
wobei x = (x1, T3, 23)T. Dann sind

OF (x O?F (x O?F(x
%2) = 2.171 T9 + 10 fL‘g, axl ax)z = 21’2, 63;18—33(18)3;2 = 0, (X21)
OF (z) ) O*F(z) O*F(z)
= = 92 — = (. X.22
0x; T2 Oxs 011 2 Ox1 09 011 0. )

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Differenzierbarkeit die Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen garantiert.

Satz X.4. Seien M,k € N, k > 2, U C RM und V C R offene Teilmengen und

F € CK(U; V). Seien weiterhin ji, ja, . . ., jx € 23 und sei m € Sy, eine Permutation von
k Elementen. Dann gilt fir jedes x € U dass
OFF oFF
(z) - (z) . (X.23)
85Ej1 893]-2 e a.Tjk &Ejm) 8:17jﬂ<2) e 8.17]'77(16)

Beweis. Wir zeigen (X.23) zunichst fiir & = 2. Seien dazu F € C*(U;V) sowie a, 3 €
7Y mit o < B. Dann ist

OPF(x) _ {l (g_F (24 teo) — 2L (x))}

01,073 t—0 |t \ Oz 0z

= lim lim {it [F (x +teq + sep) — F(x +tey) — F(x + seg) + F(:L’)]}

t—=0 s—=0 | S
= lim lim {G(¢,s)}, (X.24)
t—0 s—0
und mit Vertauschen von o und 8 auch gj;g;{i = lims,0 limy_0 {G(t, s)}, wobei
1
G(t,s) == " F(x +tey + seg) — F(x + seg) — F(x + te,) + F(z)|, (X.25)
s
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fiir festes x € U. Wir definieren weiterhin, fiir festes s # 0,
G(t) == F(z+teq + seg) — F(x + tey), (X.26)

so dass,

l dG(6,t)
s dt

OF
Oiten —
(x + bite, + sep) o

1 r~ ~
Glt,s) = — [G(t) - G(O)] —

s
1 [oF
N 0,
0’F

= D0 (x + Oiteq + 05 sep), (X.27)

nach zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung, wobei 6;, 6, €
(0,1). Gleichung (X.27) zeigt, dass G(t,s) stetig fortsetzbar in (¢, s) bei (0,0) ist, also
gleichzeitig in ¢ — 0 und s — 0 und unabhéngig von der Reihenfolge der Limiten, da
F e C*U;V). Also ist

. (x + bite,)

O2F (z) o . o 0*F(x)
Dradn, lim im{G(t,5)} = o G(t,s) = lim lim{G(t,5)} = D700
(X.28)
Seien nun k > 3, F € C*(U;V) und 1 < ¢ < k — 1. Dann ist
N 8k’—€—1F
F = € CTH U, V) C CHU; V), (X.29)
8sz+2sz+3 e Ly
und damit gilt nach (X.28)
0°F 0*F
_ . (X.30)
(9.%”.%]'”1 a$jz+1xje
Setzen wir F ein, so erhalten wir
okF okF
= , (X.31)
dxj, ...0x;,0x;, ... 0x; Ozj, ...0x;,, 0xj, ... 0x;

also die Giiltigkeit von (X.23) im Fall, dass 7 eine Transposition ist. Da sich jede Per-
mutation als Komposition von Transpositionen schreiben lisst, folgt somit (X.23) auch
fiir den allgemeinen Fall 7 € Sk. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Fir k=2und a, 8 € {1,..., M} behauptet (X.23), dass
OF(x)  0°F(x)
01,015 O0x50T4

(X.32)

e Seien M =k =2und f(z1,72) = 23 xo + 5z1 5. Dann sind
of

P ( Ty, 7)) = T+ 307 73, (X.33)

2 6
r1,%2) = 3xi{T9+ 51,

pr

02 f B 82f(x1,$2).

(z1,72) = 327 +3025 = 901023 (X.34)
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X.2. Totale Differenzierbarkeit

Im Folgenden legen wir stets die euklidsche Norm zugrunde und notieren fiir x =
(11,29, ...,za)T € RM und y = (y1, 99, ..., yn)" € RY mit

lzl|p = yJai+22+...+23, und |y|v = \/yf+y%+...+yfv (X.35)

stets die euklidschen Norm von x bzw. y. Die Indizes geben die Dimension des Raums
an.

Definition X.5. Seien M, N € N, U C RM und V C RY zwei nichtleere offene Teil-
mengen und z € U.

(i) Eine Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar bei z.

o JAeRVM, nm{||F($+Z)_F(m)_AZHN} = 0. (X.36)

=0 121 s

In diesem Fall heifit die Matrix
F'(z) = dF(z) = A (X.37)

totale Ableitung von F' bei .
(ii) Die Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar auf U

&= VYaxeU: Fist differenzierbar bei . (X.38)

In diesem Fall ist F' : U — RN*M|

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir M = N = 1 sind die linearen Abbildungen von R nach R reelle 1 x 1-
Matrizen, also reelle Zahlen. Nach Definition X.5 ist f : R — R somit genau dann
total differenzierbar bei x € R, wenn es eine Zahl f'(z) € R gibt, sodass

py { Lt D= S =) 2l

lim
E

z—0

(Har =1y o

z

= 0,
(X.39)

z—0

da der Betrag | - | : R — R{ gerade die euklidsche Norm auf den reellen Zahlen R
ist. Dies ist aber offensichtlich gleichwertig mit der Existenz von

(@) = lim {f(x tE) - f(‘"”)} ER. (X.40)

z2—0 z

Fir M = N =1 fallt also totale Differenzierbarkeit mit dem {iiblichen Begriff der
Differenzierbarkeit einer reellen Funktion einer reellen Variablen zusammen.
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e Weiterhin bemerken wir, dass die Ableitung einer total differenzierbaren Funktion
eindeutig ist. Gilt nimlich (X.36) sowohl fiir A € R¥*M als auch fiir A € RN*M

so setzen wir B := A — A. Sind nun z € R™ \ {0} und ¢ > 0, so beobachten wir,
dass

1B2ly _ 1BE)y _ . IBE)ly

B Y =0 [tz

(X.41)

da der zweite Ausdruck gar nicht von ¢ abhéngt. Somit ist aber

|w@wN:hm{uA®@wm} (X.42)

121 as =0 [#2] s

_ |F(x+tz) — F(x) — A(t2)||n
< tim { T }
S IF@ ) — Fl@) = At

=0
also ist ||Bz||y = 0, fiir alle z € X, was Bz = 0 und daher B = A — A = 0
impliziert.

e Wir stellen fest, dass die totale Differenzierbarkeit (X.36) von F' : U — V bei
x € U auch dquivalent durch

AF'(z) € B(X;Y), §>0, r,:B(0,0) > Y Vze B(0,0): (X.43)
Flz+z) = F() = Fl(2)z + ra(2) |2l il (2)][y =0,

dargestellt werden kann.

Lemma X.6. Sind M,N € N, U C RM, V C RY nichtleere offene Teilmengen und
F U —V total differenzierbar bei x € U, so ist F' auch stetig in x € U.

Satz X.7 (Kettenregel). Seien M, N,L € N und U C R™, V C RN W C R nichtleere
offene Teilmengen. Seien weiterhin G : U — V total differenzierbar bei x € U und
F:V — W total differenzierbar beiy := G(x) € V. Dann ist auch FoG : U — W total
differenzierbar ber x, und es gilt

(FoG) (z) = F'[G(x)] oG (). (X.44)

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen der partiellen und der totalen Differenzier-
barkeit einer Funktion her. Der folgende Satz zeigt, dass diese Begriffe zusammenfallen,
wenn man zusétzlich die Stetigkeit der Ableitung fordert.

SoSe 2026, Seite 123



Kapitel X. Differentiation vektorwertiger Funktionen

Satz X.8. Seien M, N € N, U C R™ offen, V. C RN offen und F : U — V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

F st total differenzierbar auf U, und F': U — B(R™;RY) ist stetig in U.  (X.45)
& FecCOYU;V), d.h. F ist stetig differenzierbar auf U. (X.46)

Gilt (X.45) oder (X.46), so ist
VeeU: Fl(x) = Jp(z), (X.47)

d.h. die Ableitung F'(x) von F ist gegeben durch die Matriz (Oy, Fi)iczy jezm der parti-
ellen Ableitungen, der Jacobimatriz Jp(zx) von F bei x.

Bemerkungen und Beispiele.

e Satz X.8 zeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammenfallen, sofern
die Ableitungen stetig sind.

e Im Allgemeinen ist jedoch partielle Differenzierbarkeit der schwichere Begriff, und
es gibt Funktionen, die partiell, aber nicht total differenzierbar in einem zu be-
trachtenen Punkt € U sind. Es gilt also nur

F ist total differenzierbar in x € U = F ist partiell differenzierbar in x € U,
(X.48)

aber nicht notwendig die Umkehrung.

Satz X.8 zeigt auch, dass stetige Differenzierbarkeit auch im allgemeinen Kontext das
richtige Konzept ist, und wir definieren:

Definition X.9. Seien (X, |- ||x) und (Y, ||-|ly) zwei Banachrédume iiber I und U C X
und V' C Y zwei nichtleere, offene Teilmengen. Die Menge der stetig auf U differen-
zierbaren Funktionen mit Werten in V ist definiert als

CHU;V) = {F U -V ‘ F ist total differenzierbar auf U und F' € C’[U;B(X;Y)]}.
(X.49)
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X.3. Erganzungen

X.3.1. Beschrankte lineare Operatoren

Definition X.10. Seien (X, || - ||x) und (Y, - ||y) zwei normierte K-Vektorraume. Wir
bezeichnen mit

B(X;Y) == {A: X - Y| Alinear, ||Apxy) < oo} (X.50)
den Raum der beschrinkten linearen Operatoren (von X nach Y), wobei
Ax
Al o= s I = ey s
zeX\{0} ||.13||X zeX,||z||x=1

die Operatornorm von A ist.

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien (X, | - |lx), (Y, - |ly) und (Z,|| - ||z) drei Banachrdume und =z € X, A €
B(X;Y) sowie B € B(Y;Z). Aus der Definition (X.51) der Operatornorm folgt
sofort, dass

[Az]ly < [[Allsoxyy - [l]lx, (X.52)
1BA[sx:z) < || Bllseviz) - [ Allsxiv- (X.53)
e Sind (X, || - ||x) ein normierter Raum und (Y, || - ||y) ein Banachraum, so ist auch

(B(X;Y), || llacx;v)) ein Banachraum.

e Sind (X, [ - [[x) und (Y, || - [|y) zwei Banachréume iiber K und A : X — Y linear,
so gilt folgende Aquivalenz:

{1 Allaxy)y < oo} & {A: X =Y ist stetig }. (X.54)

e Seien M,N € Nund X = K™, Y = K". Wir wihlen auf X und Y jeweils die
¢*-Norm

[ellx = Jaal 4o+ fauls Nylly = ol +- 4w, (X.55)

wobei = (x1,...,2p)" € KM und y = (y1,...,yn)T € K. Sei nun A :
KM — K" eine lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung (A )rezy sezi €
My (K) beziiglich der Standardbasen in KM und KV. Fiir x = (z1,...,2y)" €
KM ist dann

N N M M N
[Azlly = > [(Az)el = D 1> Aweme| < DD Al |2 (X.56)
k=1 k=11 (=1 =1 k=1
N M
< <1érrlna§XM;‘Ak,m’> ;|we| = (12?1\4{;‘14’“”’}) ]| x-
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Also ist

zexvioy U llzllx 1<m<M

Az N
HAHB(X;Y) = sup { ” THY } S max { Z Ak,m‘}- (X57)
k=1

e Insbesondere ist jede lineare Abbildung von IK™ nach KV ein beschrinkter linearer
Operator,

B(KM;KY) = £(KY;KY), (X.58)

und zwar unabhéingig von der auf KM und K" definierten Norm.

X.3.2. Eigenschaften der Operatornorm

Seien (X, || - [|x), (Y, - |ly) und (Z,] - ||z) drei Banachrdume und z € X, A € B(X;Y)
sowie B € B(Y; Z). Wir zeigen folgenden Eigenschaften:

|Az|ly < [|Allacxyy - 2l x, (X.59)
|BA|sx:z) < |Bllaey:z) - | AllBxivy- (X.60)

Um (X.59) zu zeigen, schitzen wir fiir x # 0 wie folgt ab,

[Az]ly Az ]Iy
[Az]ly = lzllx < sup lllx

]l x w20 U [l2']|x

= l[Allseeyy - [l x- (X.61)

Weiterhin gilt fiir x € X \ {0} mit Bz # 0, dass

|ABzlz _ [A(B)llz |Bxly _ {IIAyllz} {HBSBIIY}
= . < up - . Sup -
]| x [Bzlly  llzllx vervioy U llwlly ] wexvioy U llzllx

= [Allsrz) - 1 Bllsexary, (X.62)

was natiirlich auch fiir Bx = 0 richtig ist und somit (X.60) impliziert.

X.3.3. Aquivalenz von Stetigkeit und Beschrinkheit linearer
Operatoren

Wir zeigen, dass fiir zwei Banachraume (X, | - ||x) und (Y, - ||y) und einen linearen
Operator A : X — Y folgende Eigenschaften gleichwertig sind:

{1 Allzxy)y < oo} & {A: X =Y ist stetig }. (X.63)
“=": Wir kiirzen ||A||gx,y) mit a := [|Al|px;y) ab. Wegen

[Az — Aylly = [[Alz —y)lly < a-llz—ylx (X.64)
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ist
A(Bx(z,7)) C By(Az,ar), (X.65)
fiir alle z € X und r > 0. Fiir € > 0 ist mit § := ea~! also
VeeX: A(Bx(z,8)) C By(Az,e). (X.66)

“<": Das Urbild der offenen Kugel By (0,1) := {y € Y| [ly[| <1} um 0 in Y ist wegen
der Stetigkeit von A und A(0x) = Oy eine offene Umgebung U C X von 0 € U. Also
gibt es ein r > 0, so dass Bx(0,7) C U = A7![By(1,0)]. D.h.

A[Bx(0,7)] € By(0,1) & VieX, ||Z|lx <r: [AZ|ly < 1. (X.67)

Ist nun x € X \ {0}, so setzen wir

R — (X.68)

2|l

und beobachten, dass

r

1Zllx = Azl = 5 < (X.69)

2||x[[x

’
2

also & € Bx(0,7). Somit ist ||AZ|ly < 1 gem&B (X.67). Aus der Linearitéit von A erhalten

wir schliefllich

T . A.’,U ~
Azl _ (o) I4ally jaz) _ 2 x70)
lellx — G -lelx — Tl = r

T
|zl x

2

und somit

2
[Allsxyy < - < oo (X.71)

X.3.4. Beweis der Kettenregel

Wir setzen (X.43) sukzessiv ein und erhalten

(FoG)(x+2z)— (FoG)(x)

= F'[G@)](G(z + 2) = G(2)) + rrew G + 2) = G(2)] - [|G(z + 2) = G(2)lly

= (F'[G(2)] o G'(2))(2) + F'[G(2)](re.(2)) - ||2]lx +

rro@ G +2) = G(2)] - |Gz + 2) = G(z) |y

= (F[G()] 0 G'(2))(2) + rroca(2)ll2 x. (X.72)
mit
|Gz + 2) = G(2)ly

121l

rroc(2) = F'[G(x)] (er(z)) +rra@|G(x + 2) — G(2)]

Y

(X.73)
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und es gilt zu zeigen, dass
ilg(l) |lrroc(z, 2)||z = 0. (X.74)
Da F'(G(z)) € B(Y, Z), konnen wir (X.43) anwenden und erhalten
lim || F'[G(2)](re.(2)) ||, < IF'(G(@))llsvz) - lim e (x, 2) [y = 0, (X.T5)

wobei wir die Differenzierbarkeit von G bei x ausnutzen. Abermals wegen der Differen-
zierbarkeit von G bei x gilt

{ 1G(x +2) = G(x)lv
1211 x

Nach Lemma X.6 ist G stetig bei x, und es gilt lim, ,o{G(x + z) — G(z)} = 0. Daher ist

b= 16/ @lsx (X.76)

lim sup
z—0

lin(1) rec@)|G(r+2) — G(x)] = 0, (X.77)
2=

und (X.75)—(X.77) ergeben (X.44).

X.3.5. Aquivalenz stetiger partieller und stetiger totaler
Differenzierbarkeit

Wir beweisen Satz X.8 in diesem Abschnitt.

Beweis. Wir beweisen zunichst (X.46) = (X.45), und zwar fir den Spezialfall N = 1.
Dazu wihlen wir fiir RM wieder die ¢!-Norm, ||(z1,...2x)" || := [#1] + ... + |2u]-

: : M M m .

Wir schreiben = =} >~ wje;, 2 = 3 57 zje; und wy, = 7 zje;, fiir alle 0 <m < M,
_ 9F(z)

— Oxm

wobei e; € RM die kanonischen Basivektoren sind, sowie 0, F(x) :
dass wy; = z und wy = 0. Damit ist

. und beachten,

]F@; 42) - F(x) — Z B, F (z) zm‘
= ){F(SL‘ + ’LU]\,{) - F(IE + U}]\,[_l)} + {F((L’ + w]\,[_l) — F(ZE + w]w_g)}

+...+{F($+w1)—F(x+w0)}—zamF(x)zm‘

< ’i {F(x—l—wm) — F(z + wp—1) — 0 F(2) zm}‘

M
< Z ‘F(J/ + W1 + Zmem) — F(x 4+ wp_1) — O F(x) zm| (X.78)

m=1

Weiterhin sind alle 0,,F auf einer offenen Umgebung U > x stetig, und daher sichert
eine geniigend kleine Wahl von § > 0, dass

Vi<m< M: 0p,F ist stetig auf z + Kj, (X.79)
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wobei K5 := [—0,6]M. Fiir 1 < m < M und z € K; impliziert der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung die Existenz einer Zahl 0 < 4,,, < 1, so dass

F(z+wpn1+ zmem) — F(x + wpn_1) = OnF(x 4+ w1 + Imzmem) - 2m,  (X.80)
und wegen w, 1 + U zmenm € Ky erhalten wir daraus
|F(x + W1 + Zmem) — F(x 4+ wp_1) — O F(x zm’ < Q) |zml, (X.81)
wobei

Q(0) = max max|0,F(z+y) — 0nF(x)| — 0, (X.82)

1<m<M yEKg

fir 6 — 0, wegen der Stetigkeit von 0,,F auf U D x + K. Setzen wir (X.82) in (X.78)
ein, so erhalten wir

! F(x+z)— Z@F

[El

< || ] <Z|zm|> Q@) — 0, (X.83)

fir 6 — 0. Dies beweist dle totale Differenzierbarkeit von F' bei z und F'(x) = Jp(z)
fir N = 1. Letztere Gleichung ergibt auch die Stetigkeit von = — F'(x), da z +— Jp(z)
nach (X.46) stetig ist.

Um (X.46) = (X.45) fiir N > 1 zu beweisen, wenden wir (X.83) auf alle Komponenten
Fy, Fy, ..., Fy an und erhalten

. 1
Damit erhalten wir aber
M
) 1
%{m Fo(a+2) — Fy() —;8an(x) zmHRN} (X.85)

:1;5%{ (R (4 2) — Zap )}:O.

(e e
Dies beweist fiir N > 1 die totale Differenzierbarkeit von F' bei z, F'(z) = Jp(z) und
die Stetigkeit von F’ wie fiir N = 1.

Um (X.45) = (X.46) zu beweisen, wihlen wir j € Z3 und setzen z := te;, sodass

{IIF(w+Z) — Fx) - F'x) - Z”RN}

0 = lim
2| mas

z—0

(1
- %t |F(x+ te;) — Fa) — tF'(x ej||} (X.86)
Daher muss auch, fiir jedes i € ZY

0 = tim { = [Fia +1e,) ~ Fia) ~ (F ()i 1]}

t—0
_ o Fi(z ttey) — Fi(x) /
— iy { HEE - (P, (xX87)
gelten. Also ist F' partiell differenzierbar auf U, die Jacobimatrix Jr = F’ ist gegeben
durch die Ableitung von F, die gemafl (X.45) stetig von = abhéngt. O
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Xl. Richtungsableitung und Extrema

In der Vorlesung iiber Differentiation einer reellen Funktion f einer reellen Verénderli-
chen haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Extrema,
Minima und Maxima gefunden: An einer solchen Stelle gilt notwendig f' = 0, und f” > 0
bzw. f” < 0 sind hinreichend dafiir, dass diese Stelle ein Minimum bzw. Maximum ist.
Ziel dieses Abschnitts ist die Formulierung eines entsprechenden Kriteriums fiir reelle
Funktionen mehrerer reeller Verdanderlicher.

X1.1. Der Satz von Taylor in mehreren Verdanderlichen

Dazu verallgemeinern wir als erstes den Satz von Taylor auf mehrere Variablen.

Satz XI.1 (Taylor). Seien M € N, k € Ny und U C RM eine offene Teilmenge. Seien
weiterhin xg € U und z € RM, so dass

S = {zo+tz|0<t <1} C U, (XL.1)
und sei F'€ C**Y(U;R). Dann gibt es ein 9 € (0,1) so, dass
k M
1 6Z’F(:v0)
F(J/’O‘f'z) :ZH 4 Z W 'Zj1'zj2"'sz (XIQ)
p=0 J1,J2,5--Jp=1 P
M
1 (0}"“F(:1:0 + 'l9z)>
+ 'Z"1'Z'2"'ZU;1:
,7‘1,4..%211 (k+D!'\ Ozj, ...0x; e e
wobei z = (z1,...,2m)" = Zj\il 2i€;.

Beweis. Wir definieren
f(t) == F(xog +tz). (XI.3)

Da U offen ist und {zg +tz |0 < ¢ < 1} enthélt, ist fiir geniigend kleine n > 0 auch
S = {xo+tz|t € I,} CU, wobei I, := (—n, 1+n). Durch Anwendung der Kettenregel,
Satz X.7, auf f := F o GG, wobei

G:I,= U, twxo+tz, (XL.4)
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erhélt man nun leicht, dass
f e C*"(I,;R). (X1.5)

Die Kettenregel sichert ndmlich, dass mit F € C'Y(U;R) und G € C*(I,;U) auch f €
C*(1,;U) mit

f'(s) = F'(zo + s2) - G'(s)

0G1(s)
B ((9F(x0 + s2) OF (zo + sz)> _ Os
(9171 R 8xM 8G1\;[(s)
0s
21
[ OF(x + s2) OF (zo + s2) '\
N 0x; T Ox
M
M
-y w - (XL6)
j1:1 le
Setzen wir nun
M
OF (z)
Fi(z) = Z B, (XL.7)
j1=1
so ist F}; € C*(U;R) und
f'(s) = (F10G)(s). (X1.8)

Abermals erhalten wir dann aus der Kettenregel, dass f* € C'(I,; R) mit

f'(s) = (f’(S))' = Fi(zo +52) - G'(s)

OF(xg + s2) O?F (zo + s2)
Sy My MRSl
J2 J1 J2

Jj2=1 Ji,J2=1

wobei wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen geméafl Satz X.4 verwenden.

Nach (k+1)-maliger Anwendung dieses Arguments erhalten wir dann, dass f € C*1(I,; R)
-wie in (XI.5) behauptet- und dass

M

fP(s) = Z P F(wo + 52) 2yt 2yt 2y (XI.10)

J1 J2
&vjl &le R 8ij

J1:J25-Jp=1

fiir alle p = 0,1,...,k + 1. Nun wenden wir den Satz VII.12 von Taylor auf f an und
erhalten daraus eine Zwischenstelle ¥ € (0, 1), sodass

f1) = 30— 500) + 5 ) (X1)

p=0

gilt, was die Behauptung ergibt. O
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Satz XI.1 besitzt folgende alternative Formulierung:

Korollar XI.2. Seien M € N, k € Ny und U C RM eine offene Teilmenge. Seien
2o €U und z € RM, so dass

S = {zg+tz]|0<t <1} CU, (XI.12)
und sei F' € C**Y(U;R). Dann gibt es ein 9 € (0,1) so, dass

k P
OPF(x 2 A
Fove) =3 Y (o) Gl

..o

. ’“i O F(zo+52)\ 2" 4" 2 (X1.13)
afl"pl aﬂpr | | A .
LS ERN vy, p1t p2! P

p1t+-.+ppr=k+1

Bemerkungen und Beispiele.

Fiir M =2, U := R? und F(x1, z) := cos(x1)+cos(xy) ist offensichtlich F € C*°(R% R).
Der Graph von F' dhnelt einem Eierkarton. Wir wenden nun Satz XI.1 fiir £ = 2 an und
erhalten mit

OF OF
Pl —sinxy, 925 — sin xq, (XI.14)
O*F PF PF OPF
ox? o5&y, 0110, 015011 ’ 03 o8 &2, ( )
PF PFE OF OF
— = sinz;, —5=— =0 = —— = sinxy, XI.16
o3 S 013014 " Ox 023 T 0xd S ( )
dass
F(x 4+ z) = cos(xy) + cos(xg) — 21 - sin(zy) — 22 - sin(z2)
1 1
—5 27 - cos(z1) — 5 25 - cos(za) + Rs - || 2|3, (XI.17)
wobei
2 : :
Ry = l' Z 63F<J/ + U}Z) . ’Z.jl‘ ) ’2.72:‘))' ’273|
3' J1,esj3=1 0x]10:E728T73 HZHQ
1 a1, 2f?
= —|sin(xy +92)| - 7= + =|sin(xe + V29| - 7=
6 el * 6l NEE
1 ‘21‘3+|ZQ‘3 1
g L G R (XL18)
6 lz]3 3

wobei wir noch verwenden, dass |z;|* < (22 + 22)3/2 gilt.
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X1.2. Gradient, Richtungsableitung und Hessesche
Matrix

Definition XI.3. Seien M € IN, U C RM eine nichtleere offene Teilmenge und z € U.
(i) Fiir F' € CY(U;R) bezeichnen wir den Spaltenvektor

OF (x)
ox1
VF():= (F'(x))" = | (XI.19)
OF (x)
oz pp
als Gradient von I’ bei = und
M
OF (x
(FF@ o = 320 (XL.20)
j=t

heifit Richtungsableitung von F bei z in Richtung z, wobei (z|y)eu =
ij‘il z;y; das euklidsche Skalarprodukt auf RM bezeichnet.

(i) Fiir F € C?(U;R) heifit Hess F'(z) € My (R),

O*F(z)
_ " L
(Hess F(:E))” = (F (m))w = Omor, (XI.21)
Hessesche Matrix von F' bei z.
Bemerkungen und Beispiele.
e Wir betrachten nun einen Vektor z = (zy,...,2y) € RM der Linge 1, d.h. 27 +

254 ...+ 22, =1, und bilden fiir F € CY(U;R),U C RM offen und z € U,

lim{F (x+tz) - F (9“")} =S )y = (VR@R). (X122)

t—0 t

Es gilt also
F(z+tz) = F(z)+t[(VF(z)|z) +r(t)], (X1.23)

mit lim; o 7(t) = 0. Die Richtungsableitung gibt also an, wie stark F' an der Stelle
x in Richtung z wichst.

e Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir weiter, dass
(VE()l2)| < (IVF@)] -]z = [VE(2)]. (XI.24)

Andererseits hat aber |VF(x)||~! - VF(z), fiir VF(z) # 0, die Lénge 1, und es
gilt

<VF(x)

VF(z) > _ IVE@)|?

NE@) ~ NE@p -~ VF@I (X1.25)
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Also ist

IVE()| = max{(VF(a:)|z> ‘ 2 eRM, 2| = 1}, (X1.26)

und somit ist die Richtungsableitung maximal, wenn z parallel zum Gradienten
gewihlt wird. Anders ausgedriickt, liegt der Gradient einer Funktion bei x in Rich-
tung des grifstmaoglichen Anstiegs von F.

e AuBlerdem steht der Gradient von F' bei x senkrecht zur zu x gehorigen Niveau-
menge. Ist ndmlich a € C*((a,b); Ng) eine Kurve in

Ng = {#€U|F(x)=E} = F'(E), (XL.27)
so folgt sofort, dass
B i B i . F(z) daj s) do(s)
0= ds (E) = ds [(Foa) Z:: ox; ds <VF($)‘ ds >
(XI.28)

X1.3. Kritische Punkte und Extremalwerte bei mehreren
Veranderlichen

Definition XI.4. Seien (X, ||-||) ein normierter Raum, U C X eine nichtleere Teilmenge
und F': U — R. Dann heifit

xroeU lokales{ Mlm.m um } von F
Maximum

| | { F (o) }
= 30 >0Vx € B(xg,0)NU : . : (XI.29)

(o)

>
F(z) <

Definition XI.5. Seien M € IN, U C R ecine nichtleere offene Teilmenge und F €
CH(U;R). Ein Punkt z € U heifit kritisch (oder extremal)

& VF(zy) = 0. (XI.30)

Satz XI.6. Scien M € N, U C RM eine nichtleere offene Teilmenge und F € C1(U;R).
Dann gelten

(1) (:1;0 € U ist lokales Minimum von F) = <VF(:L'0) = O). (XI.31)

(1) ([L’o e U ist lokales Maximum von F) = (VF(JO) = ()>. (XI1.32)
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Beweis. Wir zeigen nur (i), (ii) ist analog. Seien also z¢ € U ein lokales Minimum von F
und § > 0 wie in (X1.29). Da U C RM offen ist, gibt es ein § > 0, sodass B(xq,d’) C U.
Nach (XI.29) gilt also mit §” := min{d, 0’} > 0, dass

Vz € B(xg,0"): F(xg+ z) — F(xg) > 0. (XI1.33)
Fiir 2 € RM mit ||z][, = 1 und ¢ € (0,0") ist £tz € B(xo,¢"”) und deshalb

F(zg £1tz) — F(x)
)

Y
o

+F'(z0) 2z = %F’(mo)(j:tz) = lim{ (X1.34)

N0

Fiir alle z € RM mit |||/, = 1 muss daher VF (zy) = 0 gelten. Ist nun w € RM™ \ {0},

so setzen wir z,, := ||w||~*w und beobachten, dass ||z,||sr = 1. Deshalb gilt
Vw e RM\ {0} : (VF(z)|w) = ||w|[{VF(x0)|zw) = 0, (XI.35)
was fiir w = 0 trivial richtig ist. m

Bemerkungen und Beispiele.
Wir kommen nun auf das Beispiel (XI.14)—(XI.18)

F:R> =R, (21,75) F(xy,72) = cos(z;) + cos(wy) (X1.36)
zuriick. Die Menge £ der Extremalpunkte von F' ist gegeben durch

— sin(xy)

E = {x = (11,29) € R?

VF(z) = ( ) — 0} = 7Zx7Z.  (XL37)

— sin(xzq)

Dabei sind etwa (0,0) € £ ein lokales Maximum und (7, 7) € £ ein lokales Minimum,
jedoch sind z.B. (0,7), (m,0) € £ weder lokale Minima noch lokale Maxima, sondern
Sattelpunkte.

Wie in der Kurvendiskussion fiir reelle Funktionen einer reellen Verédnderlichen, lassen
sich hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines lokalen Maximums oder Minimums
durch die zweiten (oder hoheren) Ableitungen formulieren.

Sei F' € C*(U;R), wobei U C RM eine offene Teilmenge ist. Dann ist nach Satz X.4
0?F (z) 0*F(z)

(X1.38)

Vrel, i,jE]NiW:

d.h. die Hessesche Matrix von F' ist reell und symmetrisch und somit selbstadjungiert.

Lemma XI.7 (Minimax-Prinzip). Seien M € N und A = AT € M1 (R) eine reelle,
selbstadjungierte Matriz mit Figenwerten A\ < Ao < ... < A\y. Dann gilt

M o= mm{%ﬁ”;) ‘xERM\{O}} < max{%ﬁf) ’xE]RM\{O}} ~ e
(X1.39)

SoSe 2026, Seite 135



Kapitel XI. Richtungsableitung und Extrema

Definition XI.8. Seien M € N und A = AT € M ys. 1 (R) eine selbstadjungierte Matrix
mit Figenwerten Aq,..., Ay € R.

A heift positiv definit <= VaeZY: A, >0; (XT1.40)

A heift positiv semidefinit = VaecZM: A\, >0; (X1.41)
A heifit negativ definit < VacZM: )\, <0; (X1.42)

A heift negativ semidefinit & Va € ZM: A\, <0; (X1.43)
A heiflt indefinit < Ja,€ZY: N\, >0, g <0. (X1.44)

Satz X1.9. Seien M € N, U C RM cine offene und nichtleere Teilmenge, F € C*(U;R)
und xo € U ein Extremalpunkt, VF(x¢) = 0. Dann gelten:

(i) Ist die Hessesche Matriz F"(xq¢) von F bei xq¢ positiv definit, so ist xy ein lokales

(i1) Ist die Hessesche Matriz F"(xo) von F bei xq negativ definit, so ist xq ein lokales
Mazimum.

Beweis. Wir beweisen nur (i), der Beweis fiir (ii) ist analog. Zunéchst bemerken wir, dass
die positive Definitheit von F”(z() und die Stetigkeit von F” in U impliziert, dass auch
F"(x) positiv definit ist, falls ||z — x| gentigend klein ist. Sind 0 < Ay < Ay < ... < Ay
die Eigenwerte von F”(z) und z € RM so gilt ndmlich nach Lemma XI.7
(2| F'(x) z) = (2| F"(wo) 2) + (2] [F"(x) = F"(0)] 2)
> Mlel® = 2] - [|[F"(2) = F"(x0)] 2|
> { M — [[F"(z) = F"(xo) || armony } - 121 (XL1.45)
)

Wiéhlen wir nun § > 0 so klein, dass ||[F"(x) — F"(z0)|| < A /2, fir 2 € Bs(xo), so folgt
dann

Va € B(xg,0) Vz € RM ; (z| F"(z)2) > = |]2||% (XT1.46)

Nun wenden wir den Satz XI.1 von Taylor mit k = 1 auf F' fiir 2y und z € B(0,) an
und erhalten ein ¥ € (0, 1) so, dass

M
1 O*F (zo +V2)
F(ZI?O + Z) — F(:L’()) = <VF(I0) Z> + 5 Z <6I701j> Zi Zj
— <Z

geméf (X1.46), da (zo + Vz) € Bs(xo). O

ig=1

A
F" (29 + 92) z> > Tl > o (XL.47)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass aus (X1.47) ersichtlich ist, dass das Minimum bei xy auch nicht
entartet ist, d.h. dass F(xg + 2z) > F(x¢) fiir alle z € B(zo,9) \ {0} gilt.
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e Betrachten wir abermals F'(x1, z5) = cos(x;) +cos(xs) auf R? mit kritischen Punk-

ten
E = {(nm, nzﬂ') |n1,n2 S Z} (XI48)
Mit
O*F O*F 0*F O*F
- _ = = - = — XI1.4
0r? cos(a1), 0110x9  Ox9014 0 03 cos(wa) 9)
ist dann
y [ —cos(z) 0
F (ZEl,JTg) = ( 0 —COS(Ig)) . (XI50)
Nun ist

—1, falls n € 2Z,

—cos(nm) = (XI.51)
+1, fallsn € 27 + 1.

Also zerfallt £ = 77 x n7Z. in disjunkte Teilmengen,

E = (2nZ x 27Z) U (27Z x 27Z + ) U

(27Z + 7 x 27Z) U (27Z + 7 x 277 + ), (X1.52)
und
positiv definit auf (27Z + 7 X 277 + w),
F" ist { negativ definit auf (277 x 277Z), (X1.53)

indefinit auf (27Z X 277 + ™) U (20Z + 7 X 27Z).

Entsprechend sind
— (0,0) € (27Z x 27Z) ein lokales Maximum, da F”(0,0) negativ definit ist,

— (m,m) € (2nZ+7 x 2nZ+ ) ein lokales Minimum, da F” (7, 7) positiv definit
ist und

— (0,7),(m,0) € (27Z + w X 277Z) U (277 X 277 + 7) sind Sattelpunkte, da
F"(0,7) und F”(r,0) indefinit sind.

e Tatséchlich kann man im Fall, dass zy ein kritischer Punkt mit indefiniter Hes-
seschen Matrix F"(xzq) zeigen, dass die Eigenvektoren {¢,} zu negativen Eigen-
werten die Richtungen angeben, in denen F' lokal maximal ist. Genauso geben die
Eigenvektoren {p,} zu positiven Eigenwerten die Richtungen an, in denen F lokal
minimal ist.

Wegen dieser geometrischen Interpretation bezeichnet man die durch die Eigen-
vektoren Hesseschen Matrix F”(x) definierten Raumrichtungen als Hauptachsen
und die orthogonale Matrix U, die die Hessesche Matrix diagonalisiert, als Haupt-
achsentransformation.
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e Sind U = R? und F(z1,xs) := 2?2 — 23, so ist

oF OF

— =21y, — = —4a3 £=1(0,0 X154
O*F(x) O*F(x)  0*F(x) O*F(x) )
=2 = =0, ——==—-12us. XI.55
03 " 0x10T9 O 014 ’ 013 2 ( )
Somit ist
” (20

F"(0,0) = (0 0) (X1.56)
positiv semidefinit. Der Punkt = = (0,0) ist aber kein lokales Minimum. Wir

sehen an diesem Beispiel, dass sich Satz XI1.9 nicht auf kritische Punkte mit positiv
semidefiniter Hesseschen Matrix verallgemeinern lésst.

Definition XI.10. Seien M € N, U C RM eine offene und nichtleere Teilmenge und
F € C*(U;R). Ein Punkt zy € U heifit Sattelpunkt

&z ist kritisch, VF(zy) = 0, und (XL.57)

36 >0, zs € RM WVt € (—=6,60), t#0: F(ug+tz_) < Fag) < F(zo+tzg).
Bemerkungen und Beispiele.

Ist xy ein Extremalpunkt von F' mit indefiniter Hesseschen Matrix F”(xg), so ist x¢ auch
ein Sattelpunkt von F'.
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X1.4. Ergdnzungen

X1.4.1. Beweis von Korollar XI.2

Korollar XI.2 folgt unmittelbar aus Satz XI.1 und der Identitéit

1 8pF(l') P 1 8PF(33)
ZED VR T Tl Ve ez
Joadp=1 it Y

die wir nun fiir alle x € U und p € {0,1,...,k + 1} durch Induktion in p zeigen
wollen. Offenbar sind beide Seiten in (XI.58) gleich F'(z), fiir p = 0. Gilt nun (XI.58)
fir p € {0,1,...,k}, so erhalten wir

M m
1 8p+1F( ) OPF(x)
P Z Ox;, ...0x;,0x;,,, ];1 Ox; {p' ZJ 0z;, .. .8%]

IR SRR 20
N dz; [, pil.opa! O 02 L OxhY

yeesP =0
p1+.-+ppr=p

Jp+1

T i 1 P (z) }
: piloopul 9t 891:?“ o ORY

j=1* p1, ppr=0
P1+.+PpA =P

PjizPi+1 i/[: [ zp: 1[p; >1] ap+1p<x) }
= Pty =0 (B = DY p! Qaf' ... 0x% . 9ah)y
p1+. 4D+ +ppr=p+1
M D
I . ap+1F
Y | )
=L S mleeptopud! oxy ...8xj ...0xh)
p1+...+ppr=p+1
wobei wir
1[p; >1 1[p;, >1 ;
[p] = ] o [pj = ] _ Pj (XI.60)

B-D -1 p

verwendet haben. Nun vertauschen wir die Summationen und erhalten (XI.58) fiir p+1:

M K+1 ' i1
bi rTF) 1 (XL61)

1
=M DM

j=1 P1,--P N =0

- I§:1 i/[: ap+1F(C(I)
B — pM' a9t

P1s--Ppr=0
pP1t- Py =P+l

v~

=1

Nach Induktion gilt damit (XI.58) fir alle p € {0,1,...,k+ 1}.
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X1.4.2. Das Minimax-Prinzip fiir Matrizen (Lemma XI.7)

Zum Beweis von Lemma XI.7 verwenden wir im Folgenden eine Variante des Spektral-
satzes fiir selbstadjungierte Matrizen, der in der linearen Algebra bewiesen wird. Wir
beschranken uns hier auf den Fall reeller, symmetrischer Matrizen.

Satz XI.11 (Spektralsatz). Seien M € IN und A € My« (R) eine reelle, selbstadjun-
gierte Matriz, A; ; = A;; € R, Vi,j € {1,..., M}. Dann sind alle Figenwerte Ay, Ao, . . .,
A € R reell, und es gibt eine ONB {@a }a=1...:0 € RM aus zugehdirigen Eigenvektoren
von A, so dass

,,,,,

Va=1,...M: Ape = Aaa- (X1.62)

Explizit gilt mit oo = S0 @u(i)e; sogar
M
Vi,j=1,...,M: Aij = ) Aa pali) gali). (X1.63)
a=1
Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass die Eigenwerte Ay, ..., A\j; von A durchaus nicht alle paarweise
verschieden sein miissen.

e Weiterhin bemerken wir, dass die Transformationsmatrix U, die die kanonische
Basis {e1,...,en} mit Ue; = ¢; auf die ONB {1, ..., ¢} aus Eigenvektoren von
A abbildet, orthogonal ist, U € O(M), d.h. UUT = UTU = 1. Wegen

Ui = (1), (U ke = @i(0), (XL.64)

folgt daraus, dass
D ali)pall) = (UU )y = (W)ig = i, (X1.65)
Z%(J’) ps(j) = (UU)ap = (Map = dap. (XL.66)

Wir kommen nun zum Beweis des Minimax-Prinzips (XI.39). Aus (XI1.63) erhalten wir,
mit z = Zf\il i€,

(2| Az) = Z T Ay = Z Z Aa Ti Pa(t) 0alf) (XL.67)

i,}]\';l y a=1 z’2,j1 Ny y 2
— ZAa (Z:cigoa(i)) < AMZ (Zﬁ@a@)
a=1 i=1 a=1 =1
M M M
= Ay Z Li (nga(l) Qpa(])> L = AMZ% = Au ”IHQ
1,7=1 a=1 P i=1
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Genauso beweist man (x| Az) > A\{||x[|?. Somit gilt

min —<$|Ax>
hos { ()

rer\ (0} < max { G140

x € RM\{O}} < Am-
(X1.68)

Die in (XI.39) behaupteten Gleichungen folgen nun durch Einsetzen speziell von z := ¢
bzw. x 1= @.
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XIl. MaBtheoretische Grundbegriffe

XIl.1. Ringe und Figuren

Definition XII.1. Sei €2 eine Menge und P(€2) := {A : A C Q} ihre Potenzmenge. Ein
Mengensystem R C B(Q2) heifit Ring <

0 R, (XI1.1)
ABe?R = A\B € R, (XI1.2)
ABeR = AUB € A (XTI1.3)

Wir bemerken, dass aus (XII.2) mit A, B € R auch
ANB = {weA‘weB} = {weA‘ w¢ (A\B)}
=A\(A\B) € R (XI1.4)

Damit folgt, dass ein Ring mit endlich vielen Mengen auch deren Vereinigung und Durch-
schnitt enthélt,

A Ay Ay e Ro= (A )4 e R (XIL.5)

j=1 j=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Die leere Menge bildet einen Ring, R = {0}.

e Ebenso erhilt man einen Ring, wenn man noch die volle Menge hinzufiigt, R’ =
{0,Q}.

e Natiirlich ist die Potenzmenge B(€2) selbst ein Ring.

e Fiir das nichste Beispiel erinnern wir an die Halbordnung < auf R¢, die fiir a,b €
R¢ gegeben ist durch

a<b:& a <by, ay<by,...,aq9 <by. (XIL.6)
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Definition XII.2. Sei Q = R? und d > 1. Fiir a,b € R? mit a < b heifit
[a,b) := la1,by) X [ag,by) X -+ X [ag, by) (XIL.7)

(nach rechts halboffener) Quader. Die Menge aller Quader bezeichnen wir mit 4. Die
Vereinigung endlich vieler Quader sammeln wir im System der Figuren,

Fq = {ql U---Ugn ‘ qi,G2,-- ., qn € Qgq, N < oo}. (XIL.8)
Lemma XII.3. §; ist ein Ring.

Mit einer Partition analog zur Konstruktion der Quader g in (XII.38) kann man zeigen,
dass sich jede Figur als endliche Vereinigung disjunkter Quader schreiben lésst.

Lemma XII.4.
Sd: {quUQN‘ Q1>Q2;---aQN€Qd>N<OOa V’L<j QquJZQ}a (XIIQ)

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Wir kommen nun zum Begriff des (Raum-)Inhalts.

Definition XII.5. Sei R C PB(Q) ein Ring. Eine Abbildung 4 : 8 — R{ heit (endli-
cher) Inhalt (auf R) ;<

(i) wu(@) = 0.
(ii) Sind A, As, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so ist p additiv,

M(CJA,-) — i u(Ay). (XIL.10)

Im Allgemeinen bezeichnet man Abbildungen p : R — [0, 00] = Ry U {0}, die (i) und
(1) erfiillen, als Inhalte. Ein endlicher Inhalt ist dann ein solcher, bei dem pu(A) < oo
fiir alle A € R gilt. Wir betrachten hier nur endliche Inhalte, deshalb ignorieren wir in
dieser Vorlesung den Unterschied, aber in den Ergénzungen wird zwischen Inhalten und
endlichen Inhalten unterschieden.

Das wichtigste Beispiel fiir Definition XII.5 in unserem Zusammenhang ist das iibliche,
d—dimensionale Volumen: Fiir a,b € R%, mit a < b, ist [a,b) € Qg ein Quader mit
Volumen

d
pa(la,b)) = H(bl’ —ay,). (XII.11)
v=1
Sind weiterhin ¢, qo, . . ., gy € Qg paarweise disjunkte Quader, so setzen wir

N N
Md( U Qi) = pa(q:)- (XIL.12)
i=1 i=1

Nach Lemma XII.4 ist jede Figur darstellbar als eine endliche Vereinigung disjunkter
Quader, und insofern lasst sich jeder Figur durch (XII.12) ein Volumen zuordnen.

Lemma XI1.6. p, ist ein (endlicher) Inhalt auf §4.
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X11.2. Sigma-Algebren und MaBe

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Einfithrung einer Vorstufe von Maflen - den
Pramafien.

Definition XII.7. Seien 2 eine Menge und R C B(2) ein Ring. Eine Abbildung u :
R — [0, 00| heift Pramafl (auf R) :&

(i) w(@) = 0.

(i) Die Abbildung p ist Sigma-additiv, d. h., ist (A,)22, € RN eine Folge paarweise
disjunkter Mengen in R, so dass auch ihre Vereinigung in R liegt, |J,~, A, € R,
so gilt

u( @ An> - i:,u(An). (XIL.13)

Gibt es aulerdem eine Folge (A,,)7° in R mit u(A,) < oo, fir allen € N, und A4,, Q,
d.h. A, C A,y und U:’:l A, = €, so heifit das Pramafl u Sigma-endlich.

Wir sehen, dass jedes Pramaf3 auf R auch einen Inhalt auf R definiert. Der folgende Satz
gibt eine notwendige Bedingung fiir die Umkehrung.

Lemma XIL.8. Seien ) eine Menge, R C P(Q) ein Ring und pi: R — Ry ein Inhalt.
Dann gilt folgende Aquivalenz:

o ist ein Pramafl auf R (XII.14)
& st (-stetig (XII.15)
ce V(A e RN A, N0 lim p(4,) = 0,

n—oo
wobei A, \ 0 bedeutet, dass A, D Apir und (o, An = 0.
Satz XIIL.9. pug ist ein Pramafl auf §gq.
Die entscheidende Einsicht, die den Grundbaustein der Mafitheorie darstellt, ist, dass
der Begriff des Mengenrings (hier: die Figuren §) nicht flexibel genug ist und durch den

der Sigma-Algebra ersetzt werden muss.

Definition XII.10. Sei © eine Menge und B(2) := {A: A C Q} ihre Potenzmenge.
Ein Mengensystem 2 C B(Q2) heift Sigma-Algebra (iiber Q) :&

Q e, (XI1.16)

Aecd = A = 0Q\A e A (XII.17)

(A, 2 = [J4, e (XIL18)
n=1
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass 2 = {0, Q} die kleinstmdgliche und 2 = B(Q) die groBtmogli-
che Sigma-Algebra iiber €2 sind. Der Ausganspunkt der Mafitheorie ist jedoch die
Erkenntnis, dass fiir Q = R? der Ring der Figuren §, zu klein und die Potenzmenge
PB(Q2) zu grof sind.

e Weiterhin bemerken wir, dass jede Sigma-Algebra 2 auch ein Ring ist.

Lemma XII.11. Jeder (endliche, abzihlbare oder auch tberabzihlbare) Durchschnitt
von Sigma-Algebren ist wieder eine Sigma-Algebra.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachpriifen der Eigenschaften (XII1.16)—(XII.18). O
Ist nun & C P(Q) ein System von Teilmengen von 2, so setzen wir
A(E) = m {Ql CP(Q) ’ ECA, Aist eine Sigma—Algebra}. (XII.19)

Nach Lemma XII.11 ist (&) wieder eine Sigma-Algebra, und nach Konstruktion ist sie
die kleinste Sigma-Algebra, die £ enthélt.

Definition XII.12.
(i) Zu & CP(Q) heifit A(E) die von & erzeugte Sigma-Algebra.
(i) Fiir Q = R? heiBt die von den Quadern Q, bzw. den Figuren g, erzeugte Sigma-
Algebra die Sigma-Algebra der Borelmengen,

sBd = Ql(Qd) = Ql(%d) (XHZO)
Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass, wenn 2 bereits eine Sigma-Algebra ist, die von 2A erzeugte
Sigma-Algebra mit 2 iibereinstimmt. Insbesondere ist

AAE)) = A&), (XIL.21)

fiir jedes € C P(0).
e Sind a,b € R mit a < b, so sind ([a,b+ %))20:17 ([a + %,b)):il € QY zwei Folgen
halboffener Intervalle, und daher sind auch

(a.b) = Jla+1b) € By wnd [0,0] = ([a,b+1) € By, (XI1.22)

n=1 n=1

und somit alle offenen und abgeschlossenen Intervalle Elemente der Sigmaalgebra
der Borelmengen ‘B;.
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e Fiir a € R ist auch die einelementige Menge

{a} = ﬁ[a,a—l—%) € By, (XI1.23)

n=1

eine Borelmenge. Ist nun (g,)%, € QF eine Abzdhlung der rationalen Zahlen
zwischen 0 und 1, also {g, |n € N} = Q, so sind somit auch

Q = [J{g} € B wd QN(0,1) € B,. (XIL.24)

n=1

Borelmengen.

Satz XI1.13. Seien Oy C RB(RY) die offenen, Cq C P(R?) die abgeschlossenen und
Ka € B(RY) die kompakten Mengen in RE. Die von ihnen erzeugten Sigma-Algebren
stimmen alle mit den Borelmengen tiberein,

By, = WO, = ACq) = A(Ly). (XII.25)
Definition XII.14. Sei Q2 eine Menge und 2 C () eine Sigma-Algebra. Eine Abbil-
dung p : A — [0, 00] heifit Maf (auf A):&

(i) wu(® = 0.
(ii) Die Abbildung p ist o-additiv, d. h., ist (A,)22, eine Folge paarweise disjunkter
Mengen in 2, so gilt

m (U An> = ) u(Ay). (XI1.26)

Gibt es aulerdem eine Folge (A,,)°, in A mit u(A,) < oo, fiir alle n € N, und A, 7~ Q,
dh. A, C A, und U2, A, = Q, so heifit das MaBl 1 Sigma-endlich.

Ein Ma#f ist also ein Pramafl auf einer Sigma-Algebra. Wir kommen nun zum Hauptre-
sultat dieses Kapitels.

Satz XII.15. Seien Q eine Menge, R C B(Q) ein Ring und p : R — R ein Sigma-
endliches Pramaf$ auf R. Dann besitzt p eine eindeutige Fortsetzung zu einem Sigma-
endlichen Maf$ fi : A(R) — [0, 00], d.h. i(A) = p(A), fir alle A € R.

Korollar XII1.16. Das auf den Figuren §4 definierte Primafs g hat eine eindeutige
Fortsetzung zu einem Sigma-endlichen MafS auf B4, das Lebesgue-Borel-Maj3, das
wir abermals mit pg bezeichnen.

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir a € R ist

m({a}) = w(la,q]) = Jirgoul([a,a—l—%)) = lim 1o 0. (XII.27)

n—oo 1M

Einelementige Borelmengen haben also Mafl null.
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e Aus der Sigmaadditivitdt des Lebesgue-Borelmafles folgt aber auch, dass

m(Q) = m(U{%}) =Y m({am}) =0, (XI1.28)

d.h. die Borelmenge der rationalen Zahlen hat ebenfalls Mafl null.

Definition XII.17. Sind Q2 eine Menge und 2 C B(2) eine Sigma-Algebra, so bezeich-
net man das Paar (Q,2() als Messraum oder messbaren Raum, und die Mengen in
2 heilen messbar. Ist weiterhin g : 2 — [0, 00] ein MaB, so bezeichnet man das Tripel
(Q,2(, 1) als Maflraum.

Insbesondere ist nach Korollar XI1.16 das Tripel (R¢, By, p1q) ein MaBraum.

Wir bemerken noch, dass sich das sogenannte Lebesgue-Mafs vom Lebesgue-Borel-Maf3
in einem wichtigen Punkt unterscheidet: Ist A € B, eine messbare Menge mit Maf}
Null, pq(A) = 0, so gilt wegen der Monotonie des (in den Ergénzungen eingefiihrten)
duBeren Mafles auch p5(A’) = 0, fiir jede Teilmenge A" C A. Trotzdem muss A’ nicht
notwendig messbar sein, und obwohl 0 ein natiirlicher Kandidat fiir p4(A’) ist, wére
dann f4(A’) nicht definiert. Die Beseitigung dieses Nachteils fithrt auf das Lebesgue-
Maj$. Wir verzichten aber hier darauf, da es die Einfiihrung neuer Begriffe erforderlich
macht. Vielmehr ignorieren wir im Folgenden diesen Unterschied und sprechen vom
Lebesgue-Maj, obwohl wir stets das Lebesque-Borel-Mafl meinen.
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XI11.3. Erganzungen

XI11.3.1. Ringe und Figuren

Definition XII.18. Sei 2 eine Menge und B(Q2) := {A : A C Q} ihre Potenzmenge.
Ein Mengensystem R C () heiit Ring <

0 R, (XI1.29)
A B eR = A\B € R, (XI1.30)
ABe?R = AUB € AR (XI1.31)

Wir bemerken, dass aus (XII.30) mit A, B € R auch
ANB ={weAweB} = {wedlwé¢ (4\B)}
=A\(A\B) € A (XI1.32)

Damit folgt, dass ein Ring mit endlich vielen Mengen auch deren Vereinigung und Durch-
schnitt enthélt,

A Ay A e Ro= [ JA )4 e ® (XI1.33)

J=1 J=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Die leere Menge bildet einen Ring, R = {0}.

e Ebenso erhilt man einen Ring, wenn man noch die volle Menge hinzufiigt, R’ =
{0,Q}.
e Natiirlich ist die Potenzmenge B(€2) selbst ein Ring.

e Fiir das nichste Beispiel erinnern wir an die Halbordnung < auf R¢, die fiir a,b €
R¢ gegeben ist durch

a < b & a; < bl, ay < bg, o 0g < bd. (XII34)
Definition XII.19. Sei Q = R¢ und d > 1. Fiir a,b € R? mit a < b heifit
[a, b) = [al,bl) X [CLQ, b2) X X [ad,bd) (XII35)

(nach rechts halboffener) Quader. Die Menge aller Quader bezeichnen wir mit 4. Die
Vereinigung endlich vieler Quader sammeln wir im System der Figuren,

',Sd = {QIUUQN q1,492,---,4N EQda N < OO} (X1136)

Lemma XII.20. §, st ein Ring.
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Beweis. Offensichtlich gelten (XII1.29) und (XII.31) trivialerweise, und die einzig nach-

zuweisende Eigenschaft ist (XII1.30).

Dazu zeigen wir zunéchst, dass die Differenz zweier Quader eine Figur ist. Seien a, b, d’, b €
R? mit a < b und o’ < V. Wir zeigen, dass [a,b) \ [a/,V/) € Fq4. Dazu ordnen wir die

Koordinaten a,,b,,a.,, b, nach der Grofe, d. h., fiir alle v = 1,2,...,d, definieren wir
—o <o’ <. <) < 00, durch {x,(,l), e ,x,(,4)} ={ay,b,,a,, b}, wobei 1l <k, <4,

je nachdem, wie viele Koordinaten doppelt auftreten. Anschliefend setzen wir
K o= {l,....) kg =1} x{1,... ke — 1} x --- x{1,... kg — 1} (XII.37)
und, fir £ := (&,...,&) € K,

&1)

ge = [\, 8D 25 Y s [ g ey, (XIL.38)

4
Fiir £ # ¢ gilt offensichtlich g¢ N g = 0. AuBerdem sind

b)) = U e )= U (XI1.39)

£€K: geNla,b)#0 £€K: geNla’ b )#0D

und insbesondere ist die Differenz der Quader [a,b) und [d/, ) eine Figur,

[a,b)\ [, V) = U g € a (XIL.40)
£ER: gen([a,b)\[a’,b))#0

Seien nun H € §, eine Figur und ¢y, ...,y € Qg so, dass H = Ui\il G-
Sei weiterhin ¢ € Q4. Nach (XI1.40) und (XII.31) ist dann

H\q = (U@z)\q = U(Qz\Q) € Ja, (XI1.41)

i=1 i=1

d.h., die Differenz einer Figur und eines Quaders ist eine Figur. Sind nun f € §y eine
Figur und ¢, ...,qy € Qg so, dass f = Ujvzl qj, dann ist nach (XII.41) auch

-

g = a\(Ua) = (@ \a)\a)\ - \av € Fu (XIL42)

7j=1

]

Mit einer Partition analog zur Konstruktion der Quader ¢¢ in (XII.38) kann man zeigen,
dass sich jede Figur als endliche Vereinigung disjunkter Quader schreiben lésst.

Lemma XII.21.

Fa = {aU--Uav | ¢1.q2,-,av €Qu, N <00, Vi<j: gng =0},
(XI1.43)

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Wir kommen nun zum Begriff des (Raum-)Inhalts.
Definition XII.22. Sei R C P(Q) ein Ring. Eine Abbildung ;2 : R — R{ heifit Inhalt
(auf R) &

(i) w(®) = 0.
(ii) Sind A, As, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so ist p additiv,

u(@Ai) - ﬁ: u(Ay). (XIL44)

Das wichtigste Beispiel fiir Definition XII.22 in unserem Zusammenhang ist das iibliche,
d—dimensionale Volumen: Fiir a,b € RY, mit a < b, ist [a,b) € Qg ein Quader mit
Volumen

d
pa(fab)) = ] —av). (XIL.45)
v=1
Sind weiterhin ¢q, ¢o, ..., qn € Qg paarweise disjunkte Quader, so setzen wir

Md(LNJC]z) = 'N fa(q:)- (XIL.46)

i=1

Nach Lemma XII.21 ist jede Figur darstellbar in eine endliche Vereinigung disjunkter
Quader, und insofern lasst sich jeder Figur durch (XII.46) ein Volumen zuordnen.

Lemma XI1.23. 4 ist ein Inhalt auf §gq.

Beweis. Definition XII1.22(i) und (ii) gelten trivialerweise, falls die Wohldefiniertheit von
ta = Fa — [0, 00] gesichert ist. Dazu ist zu bemerken, dass die Zerlegung einer Figur in
disjunkte Quader keineswegs eindeutig ist. Sind qi,...,qy € Qg und Gq,...,qn € Qq
jeweils paarweise disjunkt, ergeben aber in der Vereinigung dieselbe Menge,

M N
U%’ = U(jj, (XIL.47)
i=1 j=1

so bleibt zu zeigen, dass auch die zugeordneten Volumina gleich sind,
N

iﬂd(%‘) = Md(fj%‘) = Md(Udj) = iﬂd(éj)- (XI1.48)

1= J:l

Dafiir bemerken wir, dass ¢;; :== ¢; N §; € Qq eine Familie disjunkter Quader definiert,
und dass

N M
j=1 i=1
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firallet=1,..., M und alle j =1,..., N gilt. Also ist

M M N M N
> ala) = ZMd( U %) = > > aldyy)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
N N
= Md( U ~ij> = Z 1a(qs), (XIL50)
j=1 i=1 j=1
und g4 ist auf den Figuren wohldefiniert. O]

XI11.3.2. PramaBe

Definition XII.24. Seien 2 eine Menge und 8 C P(Q) ein Ring. Eine Abbildung
R — [0, 00] heiBt Pramaf (auf R) 1<
(i) w(® = o.
(ii) Die Abbildung p ist Sigma-additiv, d. h., ist (4,)%, € RN eine Folge paarweise
disjunkter Mengen in R, so dass auch ihre Vereinigung in R liegt, |J~, A, € R,
so gilt

u(@An) - i,u(An). (XIL51)

Gibt es aulerdem eine Folge (A,,)5° in R mit u(A,) < oo, fir allen € N, und A4,, 7 Q,
d.h. A, C A,41 und Uiozl A, = Q, so heilt das Pramafl p Sigma-endlich.

Wir sehen, dass jedes Pramafl auf R auch einen Inhalt auf R definiert. Der folgende Satz
gibt eine notwendige Bedingung fiir die Umkehrung.

Lemma XII.25. Seien Q eine Menge, R C P(N2) ein Ring und p: R — Ry ein Inhalt.
Dann gilt folgende Aquivalenz:

i ist ein Pramafl auf R (XII.52)
< ist O-stetig (XIL.53)
te V(A2 e RN AN 0 lim p(A,) = 0,
n—o0

wobei A, \ 0 bedeutet, dass A, D Ap1 und (o An = 0.

Bewezs.
(i): Sei (B,)22, eine Folge in R mit B,, \, 0, d.h. B, O B, und [\ —, B, = (. Bilden
wir A, := By, \ Bpny1, s0 ist (A4,,)5%, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R, und

B lasst sich als disjunkte Vereinigung fiir alle N € IN wie folgt darstellen,

N 00
B; = |JA, U Bya = (4. (XIL.54)
n=1 n=1
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Weil p ein Pramaf ist, folgt daraus, dass

5y =1(U

p(B1) —N(

A,) + p(Bya) = Z WA + u(Byy) und (XIL55)

||C2

A) + u(Byn) — fjumn). (XIL56)

||C8

Insbesondere ist die Reihe Y >° | u(A,) konvergent, und deshalb muss

o0

p(Bra) = 0 plA) = 0 (XIL57)

n=N+1

konvergieren, fiir N — oo.

(ii): Sei (A,)22, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R, so dass auch A :=
U2, A, e R Setzen wir By := UYx, 4, und By := U, —n1 An, sosind By und By dis-
junkt und A = By U By. Offensichtlich sind By € R und somit auch By = A\ By € fR.
Da p ein endlicher Inhalt ist, sind

endlich, und die Disjunktheit von By und By impliziert, dass u(A) = u(By) + p(By)
bzw.

VNeN: 1(By) = u(A) — u(By). (XIL.59)

AuBerdem impliziert die Disjunktheit der Mengen A,,, dass By \, ), fiir N — oo, denn
zu jedem z € A gibt es genau ein n(z) € IN, so dass © € A,(;), und somit ist = ¢ By,
fiir alle N > n(z). Aus der (-Stetigkeit und (XIL.59) folgt deshalb

0 = lim p(By) = lim 1(A\ By) (XIL60)
N
= j(4) = Jim p(By) = p(4) = Jim u(|JAl)
n=1

— - ng{l)OZﬂ = p(A) — > u(Ay)

was gerade die Sigma-Additivitét ergibt. m
In dem nun folgenden Satz verwenden wir noch folgende elementare Identitit,

Lemma XII.26. Seien Q eine Menge, R C P(2) ein Ring, 1 : R — [0,00] ein Inhalt
und A, B € R. Dann gilt

WAUB) + w(ANB) = u(A) + u(B). (XIL61)
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Beweis. Wir beobachten, dass in
AUB = AU (B\A) und B = (ANnB) U (B\A) (XI1.62)

auf den rechten Seiten jeweils zwei disjunkte Mengen vereinigt sind. Aus der Additivitéat
des Inhalts folgt damit

pAUB) — p(A) = w(B\A) = u(B) — p(AN B), (XIL.63)
woraus sich sofort Glg. (XII.61) ergibt. O
Satz XII.27. ug ist ein Pramaf$ auf §q.

Beweis. Da wir in Lemma XII.23 bereits gezeigt haben, dass p, einen (offensichtlich
endlichen) Inhalt auf §,; definiert, bleibt nach Lemma XII1.25 nur die (-Stetigkeit von
ta zu zeigen. Sei dazu (A,)2°, eine monoton fallende Folge in §4, d.h. A, O A, 1. Es
reicht zu zeigen, dass

0 = nlgr;(} ua(A,) = égﬂf; pa(An) > 0, (XI1.64)
die Aussage
(A # 0 (XI1.65)
n=1
impliziert, wobei wir o. B. d. A. § < 1 annehmen konnen. Wir fixieren nun n € IN und
wihlen nichtleere, disjunkte Quader ¢V, ..., ¢® in Qy so, dass
L
A, = Jd", (XIL.66)
=1

wobei ¢\ = 20 + [—e® | £®) fiir geeignete 2 € R? und ¥ € (R*)?. AnschlieBend
definieren wir etwas kleinere Quader

527n7178 1/d
(j(e) = l’(z) + <1_Td(q(£))) [—8(6) s 6‘([)) S Dd (XII67)
und setzen
L
B, = |Jg§". (XI1.68)
(=1

L
B, = [Ji® < A, (XIL.69)
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Weiterhin beobachten wir, dass

pa(An) = pa(Ba) = {um“)) - (1——15f;;_(q;)))ud<q<f>>}

52_n_1_g< pa(q") >

1+ pa(q®)

|
M= 1M 11

<) g2t < g (XIL.70)

~
Il

1

Im né#chsten Schritt definieren wir mit Hilfe der Mengen B, € §, eine weitere Folge
(Cn)¥—; von Figuren in §; durch

N
Cy = []Bn. = Cnx_1NBy. (XIL.71)

n=1

Daraus ergibt sich mit (XII.61), dass

1a(Cn) = pa(Cn—1NBy) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(Cn-1UBy).  (XIL72)

Nun ist CN—l Q BN_1 Q AN_1 und auch BN Q AN Q AN—la also ON—I U BN Q AN—l-
Setzen wir dies und (XII.70) in (XII.72) ein, so erhalten wir

1a(Cn) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(An-1)
> p1a(Cn-1) + pa(Ax) — pa(An-1) — 62757 (XIL.73)
woraus wir schlieflen, dass

) =) (XI1.74)
> Md(CN—l) — ,ud(AN_l) _ 5o (N=1)-2
> pa(Cn_2) — pa(An_—2) — 0 (2—(N—1)_2 n 2_(N_2)_2)

N-1
> pa(C) — pa(A) -8 Y27
=1

N-1

= pa(B1) — pa(Ar) — 0 22724
/=1
> -6y 277 = -2
=0

da C1 = By. Wegen pq(Ay) > 0 impliziert dies, dass

VNeN: puy(Cy) > = > 0. (XIL.75)

| S
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was wiederum zur Folge hat, dass Cy # 0, fiir alle N € IN.

Schliefilich stellen wir fest, dass (Cy)¥_, eine monotone Folge nichtleerer, kompakter
Mengen ist, Cy 2 C’N+1_7é (), was nach dem&tz von Heine-Borel impliziert, dass auch
der Durchschnitt aller C'y nichtleer ist. Mit C,, C B,, C A,, folgt also

ﬁAn D ﬁB_n ) ﬁc_n # 0. (XIL.76)
n=1 n=1 n=1

]

XI11.3.3. Sigma-Algebren

Die entscheidende Einsicht, die den Grundbaustein der Mafitheorie darstellt, ist, dass
der Begriff des Mengenrings (hier: die Figuren §7) nicht flexibel genug ist und durch den
der Sigma-Algebra ersetzt werden muss.

Definition XII.28. Sei Q eine Menge und B(2) := {A: A C Q} ihre Potenzmenge.
Ein Mengensystem 2 C B(Q2) heift Sigma-Algebra (iiber Q) :&

Q0 e (XIL.77)

Aecd = A= 0Q\A e A (XII.78)

(A, 2 = [J4, e (XIL79)
n=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass 2 = {0}, Q} die kleinstmogliche und 2 = B(Q2) die groftmogli-
che Sigma-Algebra iiber ) sind. Der Ausganspunkt der Mafltheorie ist jedoch die
Erkenntnis, dass fiir Q = R? der Ring der Figuren §4 zu klein und die Potenzmenge

PB(Q) zu groB sind.

e Weiterhin bemerken wir, dass jede Sigma-Algebra 2l auch ein Ring ist. Denn mit
Q€ Aist auch 0 = Q° € A; fir A, B € A setzen wir 4, = A, A, ;== B und
A, = (), fiir alle n > 2. Dann ist (A,)52, eine Folge in 2, und deshalb ist auch
AUB =J;7, € A. SchlieBlich sind mit A, B € 2 auch A°, B¢ € 2. Dann ist auch
A¢U B € 2 und somit auch

A\B = ANB° = [A°UB|° € & (XII.80)

Lemma XII.29. Jeder (endliche, abzihlbare oder auch tberabzihlbare) Durchschnitt
von Sigma-Algebren ist wieder eine Sigma-Algebra.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachpriifen der Eigenschaften (XII.77)—(XIL.79). O
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Ist nun £ C P(Q) ein System von Teilmengen von €2, so setzen wir
AE) = ﬂ {Ql CPB(N) ‘ ECA, Aist eine Sigma—Algebra}. (XII.81)

Nach Lemma XII.29 ist (&) wieder eine Sigma-Algebra, und nach Konstruktion ist sie
die kleinste Sigma-Algebra, die £ enthalt.

Definition XII.30.
(i) Zu € CP(N) heiBt A(E) die von & erzeugte Sigma-Algebra.
(i) Fiir Q = R? heifit die von den Quadern Qg bzw. den Figuren §, erzeugte Sigma-
Algebra die Sigma-Algebra der Borelmengen,

‘Bd = Ql(ﬂd) == Ql(%d) (XH82)

Wir bemerken, dass, wenn A bereits eine Sigma-Algebra ist, die von 2A erzeugte Sigma-
Algebra mit 2 {ibereinstimmt. Insbesondere ist

ARAE)) = A&), (XI1.83)
fiir jedes £ C PB(Q).

Satz XII.31. Seien Oq C R(RY) die offenen, Cy C P(R?) die abgeschlossenen und
Ka € B(RY) die kompakten Mengen in RE. Die von ihnen erzeugten Sigma-Algebren
stimmen alle mit den Borelmengen tiberein,

By = WO, = AC) = AK). (XII1.84)

Beweis. In R ist eine Menge genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlos-
sen ist; das ist die Aussage des Satzes von Heine-Borel. Also ist Ky C Cg4, und deshalb
auch 2A(K;) C A(Cq). Sind umgekehrt A € C; eine abgeschlossene Menge und B, € Ky
die abgeschlossene Kugel in R? um den Ursprung und mit Radius » € R*, so sind auch
A, = AN B, € Ky, fiir alle n € N, und

A = DAn e AKy). (XI1.85)

n=1

Also ist Cy C A(Ky), und somit gilt nach (XII1.83))
AKa) € ACy) C A(A(Ky)) S AKy). (XI1.86)

Also ist A(ICq) = A(Cy).

Ist A € Cy4 abgeschlossen, so ist A° € Oy offen. Weil 2A(O4) mit A° auch dessen Komple-
ment A enthélt, folgt also, dass Cy C A(O,), was nach (XI1.83) wiederum (Cq) C A(Oy)
nach sich zieht. Dasselbe Argument liefert aber auch 2((O,4) C A(C,), und somit erhalten
wir

AKy) = AC) = AOy). (XIL87)
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Wir zeigen nun noch, dass B, = 2A(O4). Seien dazu a,b € R? mit a < b, d.h. a; <
bi,...,aq < byg. Zu n € N definieren wir

by — by —
A, = <a1+ () ,bl> "X (ad+ 4 bd). (XI1.88)
2n 2n
Dann ist A, € Oy, fiir alle n € IN, und
o, b) = [J A, € A(0). (XIL.89)

n=1
Also ist Q4 C A(Oy4), woraus abermals mit (XI1.83) auch 20(Q,) C A(O,) folgt.

Um die umgekehrte Inklusion 2A(O4) C A(Q4) zu beweisen, betrachten wir eine offene
Menge A € Q4. Da jeder Punkt € A ein innerer Punkt ist, gibt es ein r(z) > 0, so
dass B, (z) € A. Wir wihlen nun p(z) € QF so, dass (2d) 'r(z) < p(z) < d'r(z)
und dann einen Punkt y(z) € Q% mit |ly(z) — z| < (4d)~'r(x). Definieren wir nun
noch e(z) € Q¢ durch ¢,(z) := p(z), fiir alle v = 1,...,d, so beobachten wir dass
|z, —y,(x)] < e,(x) und somit dass

v € [y(x) —e(@), y(@) +e(2)) C Byw(r) € A (XIL.90)
Insbesondere ist
A = UA{I} C Li[y(:r)—e(x),y(m)—l—e(x)) C A, (XIL.91)
- ve v
A = UA[y(x)—s(x) , y(z) +e(x)). (XI1.92)

Die Vereinigung auf der rechten Seite in (XII1.92) ist abzdhlbar, denn die Menge der
Quader [y(z) —e(x) , y(z)+e(x)) € Qg ist mit y(z),e(x) € Q abzihlbar. Es folgt also,
dass Oy C 2A(9,) und somit auch A(Oy) C A(Qy) = By. O

XI11.3.4. Das duBere MaB
Wir fithren nun den auf Caratheodory zuriickgehenden Begriff des dufleren Mafles ein.

Definition XII.32. Seien € eine Menge, R C P(Q) ein Ring und p : R — RJ ein
Pramaf auf R. Fir @ € PB(N2) sei

4@) = {()m | Qc [] A (XI1.93)

wobei (A,,)5; C R eine Folge in R bezeichne. Das duflere Maf} (beziiglich p) ist die
Abbildung p* : P(Q2) — [0, oo, die durch p*(Q) := oo, falls U(Q) = @, und

pH(Q) = inf { 3 () | (A0, € 4@)}, (XIL94)

falls $1(Q) # (), definiert ist.
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Lemma XII1.33. Seien Q eine Menge, R C P(Q) ein Ring und p : R — [0,00] ein
Pramaf$ auf R. Das zugehdrige dufsere Mafs besitzt folgende Eigenschaften:

pt >0, wp(@) =0, (XIL.95)
QiCQy = p(Qr) < p(Qa), (XII.96)
e(Ue) < Sw) (XIL97)

n=1 n=1

Ist A € SR, so gelten weiterhin noch

VQeP): p(Q) =
p(A) =

(Q@NA) + @\ A, (XIL.98)

o
w(A). (X11.99)
Beweis.

Glg. (XI1.95): Die Nichtnegativitidt von p* ist offensichtlich. Mit A, := 0 ist (A,)%°, €
(D) und deshalb 0 < p*(@) < 0.

Glg. (XI1.96): Mit 1 C Q9 ist $(Q1) 2 U(Q2) und daher p*(Q1) < p*(Q2).

Glg. (XIL.97): Seien (@), eine Folge in P(Q2) und Q :=J~, Q,. Sei weiterhin € > 0.
Wir konnen fiir alle n € IN annehmen, dass $4(Q,,) # (), denn anderenfalls ist die rechte
Seite in (XI1.97) unendlich, und (XII.97) ist somit giiltig. Nach Definition von u* gibt
dann es zu jedem @, € P(2) eine Folge (A,,.,)_; € U(Qy), so dass

VneN:  p'(Qu) = > p(Anm) — 27" (XI1.100)

m=1

Da Q. € Up—; Anm, ist auch Q C U, ,—; Anm, dh., die (abzihlbare) Doppelfolge
iiberdeckt @ also (Anm)pe =1 € U(Q). Somit ist

pQ) < Y nlAum) < D {0 Q) +e27) = e+ > w(Qn).  (XIL101)

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, impliziert dies (XI1.97).

Glg. (XI1.98): Seien @ € B(2) und A € R. Setzen wir Q1 := QN A, Q3 :=Q \ A und
Q3 := Q4 :=---:=0, so folgt aus (XIL.95) und (XI1.97), dass

1Q) < pHQNA) + pH(Q\ A). (XIL102)

Es verbleibt also die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Dazu konnen wir wieder $(Q) #
() annehmen, denn anderenfalls gilt u*(QNA)+p*(Q\A) < oo = p*(Q) trivialerweise. Ist
also (A,)%, € U(Q), dann beobachten wir zunéchst, dass pu(A4,) = p(A,NA)+u(A,\A),
weil 4 ein Inhalt ist. Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir

S uAnnA) + ) A\ A) = > p(Ay). (XIL.103)
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AuBerdem sind (A, N A)5°, € QN A) und (A, \ A)5, € U(Q \ A), daher sind
QN A) ZMA NA) und p*(Q\ A) ZMA \ A), (XI1.104)

n=1

woraus mit (XII1.103)
p(QNA) + p(Q\ A Z (XIL.105)
fur alle (A4,)22, € Y4(Q) folgt. Also gilt auch

QDA + u(Q\NA) < inf {Zu Wb = Q. (XIL106)

)02 U@
Glg. (XI1.99): Mit A; := A und Ay := Az :=---:= 0 ist (A,)2, € U(A), und deshalb
ist
p(A) < p(A). (XII.107)

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, verwenden wir, dass p auf R ein Pramafl
und somit (-stetig ist. Wir wissen bereits, dass L(A) > (A, 0,0, ...) nicht leer ist. Seien
also (A,)%, € U(A) beliebig und € > 0. Wir setzen By := A\ (Uﬁ;l A,) € R und
beobachten, dass

N
u(A) = p(Aﬂ UAn) + u(By) Z u(A,) + u(By). (XIL.108)
n=1
Mit N — oo ergibt dies insbesondere

Z (A, + limsup u(By). (XII.109)

N—oo

Nun bemerken wir, dass By \, 0, da A C [ J7, A,,. Weil p (-stetig ist, folgt damit, dass
lim supy_,o, #(By) = limy_o p(By) = 0, und wir haben

< 3 u(A), (XIL110)
n=1
fir alle (A,)22, € U(A), was u(A) < p*(A) nach sich zieht. O

Satz XII.34 (Caratheodory). Seien Q eine Menge, R C B(2) ein Ring, p : R — [0, 00
ein Pramafs auf R und p* : P(Q) — [0, 00] das zugehirige dufere Mafs. Dann ist

W= {ACPOQ|YQERQ): w(Q =p@NA)+ @\ A} (XILILL)
eine Sigma-Algebra, die R umfasst, also

R C AR) C A C P(Q). (X11.112)
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Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass 2* eine Sigma-Algebra ist, denn nach (XII1.98) ist
R C A*. Weiterhin ist trivialerweise €2 € 2*, und auch die Implikation A € A* = A° €
A* gilt trivial, wenn wir @ \ A = @ N A beachten. Es ist also nur nachzuweisen, dass
20* unter abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir zunéchst
A, B € 2*. Dann ist

1 (Q)

p(QNA) + p(QnNA° (XII.113)
p(QNANB) + ' (QNA°“NDB)

+ " (QNANBY) + p(QNANBY

=" (QNANDB) + pu(QNA°“NB)

+ p(Q@NANB) + p(QN[AUBI).

Ersetzen wir in diese Identitét ¢ durch Q@ N[AU B], so féllt der letzte Term heraus, und
die anderen drei bleiben unverandert,

p(QN[AUB]) = (QN[AUBINANB) + u* (QN[AUB]NA°N B)
+ " (Q@N[AUB]INANBY (XI1.114)
= (QNANB) + p (QNA°NB) + W (Q@NANB°).

Ersetzen wir die ersten 3 Terme auf der rechten Seite von (XII.113) durch die linke Seite
von (XII.114), so erhalten wir

p(Q) = w(@N[AUBI) + p(QNIAU BI), (XIL115)

also AU B € 2*. Sind nun A;, Ay € 2* disjunkt, so sind AN Ay =0, A;NAS = A; und
A$ N Ay = Ay, und aus (XI1.114) folgt dann auBlerdem, dass

p(QN[ALUA)]) = QN AY) + p*(QNA,). (XI1.116)

Durch Induktion iibertragen sich (XII.115) und (XII.116) sofort auf endlich viele Men-
gen:
Ist (A,)2, C A* eine Folge paarweise disjunkter Mengen und

N o]
By = |JA, sowie A = []A4, (XI1.117)
n=1 n=1

so folgt, dass By € 2* und

N

p(QNBy) = > p(QNA,). (XI1.118)

n=1
Wegen By C Aist Q\ By 2 @\ A und daher p*(Q\ By) > p*(Q\ A), was mit (XII.118)
und By € 2* zusammen

N

p(Q) = w(QNBy) + p(Q\By) > > p(QNA,) +u(Q\A) (XIL119)

n=1
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ergibt. Im Limes N — oo erhalten wir daraus

pQ) = ) p(QNA,) + pf(Q\A) (XI1.120)

> (QNA) + p (Q\A) > uw(Q),

wobei wir zusétzlich (XI1.97) verwenden. Also muss tatséchlich Gleichheit iiberall in
(XII.120) gelten, und es folgt, dass A € A*. O

XI11.3.5. MaBe

Definition XII.35. Sei 2 eine Menge und 20 C B(€2) eine Sigma-Algebra. Eine Abbil-
dung p : A — [0, o0] heifit Maf (auf A):<

(i) p(@) = 0.

(ii) Die Abbildung p ist o-additiv, d. h., ist (A,)22, eine Folge paarweise disjunkter
Mengen in 2, so gilt

L (G An> = iu(An). (XII.121)

Gibt es auflerdem eine Folge (A,)>2; in 2 mit p(A4,) < oo, fur alle n € N, und A4,, Q,
d.h. A, C A,41 und UZO:1 A, = €2, so heifit das MaBl ;1 Sigma-endlich.

Ein Ma#f ist also ein Pramafl auf einer Sigma-Algebra. Wir kommen nun zum Hauptre-
sultat dieses Kapitels.

Satz XII.36. Seien ) eine Menge, R C B(Q) ein Ring und pu : R — R ein Primaf
auf R. Dann definiert die Restriktion des dufleren Mafes p* : PB(Q) — [0,00] eine
) A(R) — [0,00], so dass also /1|9% = u.
Ist das Pramaf$ p Sigma-endlich, so ist ji die einzige Fortsetzung von u zu einem Mafs

auf A(R).

Beweis. Wie bereits in (XI1.95) bemerkt, gilt x*(()) = 0. Um zu zeigen, dass die Restrik-
tion von p* auf 2A(R) ein MaB definiert, brauchen wir also nur die Sigma-Additivitét von
w* auf A(R) nachzuweisen. Dazu beobachten wir, dass 2A(R) C A*, nach Satz XII.34.
Die Sigma-Additivitéit von p* erhalten wir aus (XI1.120) sogar auf 2*, indem wir @) := A
setzen,

p(A Z,u (ANA,) + p(A\A) Zu (XI1.122)

n=1

Zum Beweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung von p wiirden wir noch die Begriffe der
Dynkin-Systeme bzw. der monotonen Klassen benotigen. Aus Zeitmangel verzichten wir
auf diese Konstruktion und verweisen den interessierten Leser auf die Biicher von Bauer!
und von Lieb und Loss?. O

Y Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Maftheorie, 3. Auflage, de Gruyter 1978.
2 Analysis, AMS Publications, 1997
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Korollar XI1.37. Das auf den Figuren §4 definierte Primaf$ pg hat eine eindeutige
Fortsetzung zu einem Sigma-endlichen Mafl auf B4, das Lebesgue-Borel-Majf3, das
wir abermals mit pg bezeichnen.

Wir bemerken, dass jedes Maf i auf R? auch den Wert ji(R?) festlegen muss, da R? nach
(XIL.77) Element einer jeden Sigma-Algebra iiber R¢ ist. Fiir das Lebesgue-Borel-Maf
muss j4(R?) = oo sein, da pg(R?) > pq([—L, L]*) = 2¢L, fiir jedes L > 0.

Damit ist klar, dass die Zulissigkeit des Wertes “oo” fiir Mafie p : 21 — [0,00] = Ry =
Ry U {oc} eine unabdingbare Forderung ist.

Definition XII.38. Sind Q2 eine Menge und 2 C () eine Sigma-Algebra, so bezeich-
net man das Paar (£2,2) als Messraum oder messbaren Raum, und die Mengen in
2 heiflen messbar. Ist weiterhin g : 2 — [0, 00] ein Ma$, so bezeichnet man das Tripel
(Q,2, 1) als Maflraum.

Insbesondere ist nach Korollar XI1.37 das Tripel (R?, By, 114) ein Mafiraum.

Wir bemerken noch, dass sich das sogenannte Lebesgue-Maf$ vom Lebesgue-Borel-Maf
in einem wichtigen Punkt unterscheidet: Ist A € 8, eine messbare Menge mit Mafi Null,
wa(A) = 0, so gilt wegen der Monotonie des dufleren Mafles auch p(A") = 0, fir jede
Teilmenge A’ C A. Trotzdem muss A’ nicht notwendig messbar sein, und obwohl 0 ein
natiirlicher Kandidat fiir pg(A’) ist, wire dann p4(A’) nicht definiert. Diesen Nachteil
kann man noch beseitigen, indem man zu den Borelmengen noch die Mengen in 21* mit
ausserem Mafl Null hinzufiigt. Genauer gesagt definieren wir die Nullmengen durch

Ny = {4ewE) ) pi(4) =0} (XIL.123)
und anschlieend die Sigma-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen durch
,Qd = Q((%d U‘ﬁd). (X11124)

Da £; C A*(§4), kann man sich leicht iiberzeugen, dass das Lebesgue-Borel-Ma8} auf
B, in eindeutiger Weise zum Lebesgue-Mafl auf £, fortgesetzt werden kann. Wir
ignorieren im Folgenden diesen Unterschied und sprechen vom Lebesgue-Maf$, obwohl
wir stets das Lebesgue-Borel-Maf meinen.

SchlieBlich stellt sich die Frage, ob 2* C PB(Q) eine echte Teilmenge darstellt. Die Ant-
wort auf diese Frage hidngt von €2, dem Ring R und dem darauf definierten Inhalt p ab.
Ist etwa €2 abzédhlbar, und enthélt SR die Elemente von €2 als einelementige Mengen, so
ist sofort A(R) = P(Q2) und somit auch A* = P(N2). Fiir den Ring §,; der Figuren mit
Préamaf pg gilt allerdings

A (Fa) # BRY). (XIL.125)

Die Konstruktion von Mengen in B(R?) \ A4*(F4) ist allerdings anspruchsvoll, unintui-
tiv und fithrt auf alle moglichen (scheinbar) paradoxe Sachverhalte. Eine interessante
Diskussion dieser Mengen findet man bei Oxtoby?.

3 Map und Kategorie Springer-Verlag, 1982.
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Satz XII1.39. Das Lebesque-Maf$ g : By — [0, 00] besitzt die Eigenschaften der dufSe-
ren Regularitdt und der inneren Regularitdt, d.h. fir jedes A € By gilt

pa(A) = inf {pag(U) | U D A, U ist offen} (XI1.126)

= sup {pa(C) | C C A, C ist kompakt}. (XI1.127)
Beweis. Wir zeigen nur (XI1.126)), bemerken aber zuvor, dass R D A offen und ) C A
abgeschlossen sind. Fiir p14(A) = oo gilt (XI1.126) trivialerweise, sei also py(A) < co. Da

ta = p*|z,, wobei p* das zum Ring §4 der Figuren gehorige dulere MaBl notiert, gibt es
geméf (XII.111) zu jedem € > 0 eine Folge (A4,)52, in §4, so dass

A C DA” und pq(A) > (iud(/ln)) —¢. (XII.128)

n=1

Jedes A, ist aber die Vereinigung endlich vieler halboffener und paarweise disjunkter
Quader. Daher gibt es Folgen ()%, (bx)22, in R, mit a; < by, so dass

A Q U[ak,bk) und Hd(A) Z (Zud([ak,bk))) — E. (X11129)
k=1 k=1

Wéhlen wir nun ¢, < a so, dass

ud((ck, bk)) < ,ud([ak, bk]) +e-27F (XI1.130)
so ist
U= (Jb) 2 Jlarbr) 2 A (XI1.131)
k=1 k=1
offen und
pa(A) > (Z {Md((Ck, bk)) —€- 2’“}) —€
k=1
= (Z,u,d((ck, bk))) — 2¢ Z ,ud(U) — 2¢. (X11132)
k=1
Da e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt daraus (XI1.126). O
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XIIl. Integration iiber Mal3e

XI1l.1. Messbare Funktionen und Definition des
Integrals

Wir beginnen dieses Kapitel mit dem Begriff der Messbarkeit, genauer der reellen Mess-
barkeit. Dazu fiigen wir zu den reellen Zahlen noch die Werte “—o00” und “oo” hinzu,
denn wir haben schon im vorigen Kapitel gesehen, dass Male den Wert “co” anneh-
men kénnen, etwa uq(R?) = oo. Wir setzen also R := [~00, 0] := R U {—00, 00} und
B, = A(R).

Definition XIII.1. Sei (£2,2) ein Messraum. Eine Funktion f : @ — R heit reell-
messbar &

VAEDB : fHA) € A (XIII.1)

Die reell-Messbarkeit einer Funktion lésst sich auf ein einfacheres Kriterium zuriickfiihren:
es reicht, in (XIII.1) fiir A halboffene Quader einzusetzen. Es gilt sogar folgende Aussage.

Lemma XIIL.2. Sei (,20) ein Messraum. Eine Funktion f : Q — R ist genau dann
reell-messbar, wenn ihre Niveaumengen A(f,\) := f((A, 00]) = {w € Q } flw) >
)\} e A fir alle N € R in A liegen.

Das folgende Lemma besagt, dass die Menge der reell-messbaren Funktionen unter
abzdhlbaren Supremums- und Infimumsbildungen, sowie Bildungen des Limes Superior
und des Limes Inferior abgeschlossen ist.

Lemma XIII.3. Seien (2,2, u) ein Mafsraum und (fx)32, eine Folge reell-messbarer
Funktionen. Dann sind supy, fr, infy fi, limsup, fi, liminfy fx, und, falls fir alle w € Q2
existent, auch limy fr reell-messbar.

Die Klasse der reell-messbaren Funktionen ist geniigend groff um alle erdenklichen Bei-
spiele miteinzuschlieBen - auch die meisten “pathologischen” Beispiele, wie etwa die
Dirichlet-Funktion. In der Tat ist die Konstruktion konkreter nicht-messbarer Funktio-
nen genauso schwierig wie etwa die Konstruktion von Mengen in S3(R9) \ 21*(F).

Wir definieren nun das Integral fiir nichtnegative Funktionen eines Mafiraums.
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Definition XTIII.4. Seien (2,2, 1) ein Mafiraum und f : Q@ — [0, oo] eine nichtnegative,
reell-messbare Funktion. Fiir A > 0 definieren wir die Niveaumengen von f durch

A(fA) = (A o)) = {we Q] flw) > A} (XIII.2)
Nach Definition XIII.1 ist A(f,\) € 2, und

F(F) = w(AGN) = a7 (0 o) (X1113)
definiert eine Abbildung F(f, -) : RT — [0, oc].

Offensichtlich ist F'(f, \) stets eine in A monoton fallende Funktion, denn fiir A < A ist
(A, 00] D (N, 00], daher auch

A(f,N) = fTH(N o)) 2 (N, 00]) = A(f,N), (XIIL.4)

und somit

F(IA) = p(AUSN) = w(A(fN) = F(FN). (XIIL5)

Das nun folgende Lemma besagt, dass monoton fallende Funktionen RT — RJ stets
Riemann-integrabel sind.

Lemma XIIL.5. Ist ' : Rt — R monoton fallend, so ist F auf [a,b] Riemann-
integrierbar, fir alle 0 < a < b < co. Ist dariber hinaus

b

Ir = sup / F(x)dr < oo, (XIIL.6)
0<a<b<oo Ja

so ist F' auch auf R Riemann-integrierbar, und [° F(x)dx = Ip.

Nach Lemma XIIL5 ist dann F(f,-) auf [a, b] Riemann-integrabel, falls 0 < a < b < o0
so gewéahlt sind, dass F(f,a) < oo

Definition XIII.6. Sei (2,2, 1) ein MaBraum.

(i) Eine reell-messbare Funktion f : Q — [0, 00] heiit (u-)integrabel, falls F(f,-)
auf R Riemann-integrabel ist. In diesem Fall heifit

/f(w)d,u(w) = /OOF(f,)\) d\ (XIIL.7)
Q 0

Integral von f.

(i) Eine reell-messbare Funktion f : © — R heifit (u-)integrabel, falls f, :=
max{f,0} und f_ := max{—f,0} jeweils p-integrabel sind. Das Integral von
f ist dann definiert durch

/ F(w) dpu(w / Fow) dpfe / f(w) dpfe (XIILS)
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(iii) Eine komplexe Funktion f : Q — C heit messbar, falls Re{f} und Im{f} jeweils
reell-messbar sind. Sind dariiber hinaus Re{f} und Im{ f} jeweils pu-integrabel, so
ist f (u-)integrabel, und ihr Integral ist definiert durch

[ 1@ dut) = [ Re(f@)dutw) + i [ @) dutw). (KL
Q Q Q
Bemerkungen und Beispiele.

e Sind M € 2 eine messbare Menge eines Mafiraums (€2, 2, 1) und

1 falls we M,

Ly () = 1w € M] ¢={ 0 falls wg M,

(XII1.10)

so ist, fiir n > 0,

(, falls n>1,

Aly,n) = {weQ|lyw) >n} = { M, falls 0<n<l (XIIL.11)

Somit erhalten wir
F(y,n) = pw(M)-1[0 <n <1] (XII1.12)

und
/Q]IM[w] du(w) = u(M). (XIII.13)

e Insbesondere folgt aus (XIII.13), mit M = {w € Q| f(w) > A}, wobei A > 0 und
f messbar sind, dass

[ A7) > Nautw) = n({f)>2)) = PN, (XIIL14)

e Zur Rechtfertigung von (XIII.7) dient folgende formale “Herleitung”, die eine niitz-
liche Merkhilfe (aber auch nicht mehr als das) darstellt:

| rexan = [ ( JRUCER du(w)) A
= [ ([ 1t > nar) dute
_ /Q ( /0 e d)\> dp(w) — /Q f@)dp(w).  (XIIL15)

(Problematisch ist in (XIII.15) die Vertauschung der Integrationen, d.h. die zweite
Gleichung.)
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XI11.2. Eigenschaften des Integrals

Um die Eigenschaften des Integrals zu formulieren, definieren wir den Begrift fast diberall.

Definition XTII.7. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Eine Eigenschaft £ : Q — {w, f} (w =
wahr, f = falsch) gilt y-fast iiberall :&

ENf) e und p(EN(Sf) =0, (XII1.16)

d.h., die Menge, auf der £ nicht gilt, hat Mafl Null.

Satz XIIL.8. Sei (0,2, 1) ein Mafraum.

(i) Ist f: Q2 — C eine messbare Funktion, dann ist auch |f|: Q — R reell-messbar.
fist genau dann p-integrabel, wenn |f| p-integrabel ist.

(ii) Sind f,g: Q — C p-integrabel und o € C, so ist auch f+ag: Q — C p-integrabel,
und es gilt

| rran@ane) = [ r@au) +a [ o). XL

Der nun folgende Satz zeigt, dass das Lebesgue-Integral auf R wirklich eine Verallgemei-
nerung des Riemann-Integrals ist.

Satz XIIL.9. Ist f € R(R;Ry) eine nichtnegative Riemann-integrable Funktion, so gibt
es eine reell-messbare und Lebesque-integrable Funktion f: R — R{, die uy-fast iberall
mit [ auf R dbereinstimmt und fir die gilt, dass

/_00 flz)dx = /]Rf(x)dul(a:). (XIII.18)

Riemann—Integral Lebesgue—Integral

Um zu sehen, dass das Lebesgue-Integral eine echte Fortsetzung des Riemann-Integrals
ist, stellen wir als Néchstes die Konvergenzsétze vor.

XI111.3. Die Konvergenzsitze

Der grofie Vorteil der Definition XIII.6 des Integrals liegt in der Giiltigkeit der Konver-
genzsiitze fiir Integrale, die in der Analysis von iiberaus grofier Bedeutung sind!. Der
erste Konvergenzsatz ist der Satz iber monotone Konvergenz.

Satz XIII.10 (Monotone Konvergenz). Seien (Q,21, 1) ein Mafsraum und (f)32, eine
monoton steigende Folge nichtnegativer, p-integrabler Funktionen, d.h., fi : Q — [0, o0],

Lieb und Loss schreiben in Analysis (AMS Publications, 1997): “...convergence theorems for integrals,
whose importance can hardly be overrated.”
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fre < fri1, und fﬂ fr(w)dp(w) < oo, fir alle k € N. Dann ist f := limy fr, = supy, fx
reell-messbar und genau dann p-integrabel, wenn

klgrolo/gfk(w) du(w) < oo, (XIII.19)
und in diesem Fall gilt
/f(w)du(w) = klim/fk(w)du(w). (XIII.20)
Q —>Ja

Der Beweis des Satzes XIII.10 iiber monotone Konvergenz ist mit unserer Definition des
Integrals erstaunlich einfach und beruht im Wesentlichen auf Lemma XIII.14, das eine
elementare Aussage iiber Riemann-Integrale ist. Lemma XIII.14 und sein Beweis findet
man in den Ergédnzungen.

Der zweite Konvergenzsatz, Fatous Lemma, baut auf dem Satz iiber monotone Konver-
genz auf.

Lemma XIII.11 (Fatous Lemma). Seien (2,2, 1) ein Mafraum und (fi)7, eine Folge
nichtnegativer, p-integrabler Funktionen, d.h., f : @ — [0, 00] und [, fr(w) dp(w) < oo,
fiir alle k € IN. Ist dariiber hinaus iminfy . [, fe(w) dp(w) < oo, so st f := liminfy f;
reell-messbar, p-integrabel, und es gilt

lim inf/ fr(w)dp(w) > / f(w) du(w). (XIII.21)
Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Séatze der Analysis iiberhaupt, dem Satz tber
magorisierte Konvergenz®.

Satz XIII.12 (Majorisierte Konvergenz). Seien (Q,2, 1) ein Mafraum und (fx)72,
eine punktweise, p-fast tiberall konvergente Folge komplexer, p-integrabler Funktionen,
die durch eine p-integrable Funktion g : Q@ — [0, 00] majorisiert wird, d.h. fy : Q@ — C,
f(w) == limy, fy(w) € C, p-fast iberall, | fi| < g, fir alle k € N, und [, g(w) dp(w) < oo.
Dann ist f p-integrabel, und es gilt

[ s@rin) = pim [ i) duteo) (XIIL22)

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Beweis des Satzes XIII.12 iiber majorisierte Konvergenz beruht auf dem Satz XIII1.10
iiber monotone Konvergenz und Fatous Lemma, Lemma XIII.11.

e Die Monotonievoraussetzungen im Satz XIII.10 iiber monotone Konvergenz sind
stark und in vielen Anwendungen nicht erfiillt. Dafiir ist aber auch die Aussage
stark, namlich eine Aquivalenz und nicht nur eine Implikation: Mit f, 7 f ist die
Grenzfunktion f genau dann integrabel, wenn supy, [ fi du < oo.

2engl.: dominated convergence
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e Der Satz XIII.12 iiber majorisierte Konvergenz setzt im Gegensatz dazu nur die
punktweise Konvergenz f = limy, fj, der Funktionenfolge (fi)52; und die Existenz
einer integrablen Majorante g voraus - eine Monotonie der Funktionenfolge wie in
Satz XIII.10 ist nicht notwendig. Allerdings kann man etwa aus einer erfolglosen
Suche nach einer integrablen Majoranten nicht schlieen, dass die Grenzfunktion
nicht integrabel ist.

e Wir betrachten die Dirichlet-Funktion fo : R — R,

1 falls =z €Q,

Joo(@) = 1g(z) = {o falls 7eR\Q, (XII1.23)

von der wir schon wissen, dass sie nicht Riemann-integrabel ist. Wir nehmen nun
an, dass (¢,)>>, € QN eine Abzihlung der rationalen Zahlen ist, d.h. {q1, ¢2,q3, ...} =
Q. Wir definieren f, : R — R fiir n € IN durch

L 1 falls xG{Q1>Q2aC]37---Qn}7
falz) == {O falls =z € R\ {q1,¢2,q3,---an}, (KIL24)

und beobachten, dass f,, ' fo punktweise monoton gegen f., konvergiert, genauer
dass

VeeR: falx) < foni(z) = folz), n— 0. (XIII.25)

e Fiir n € IN ist f,, eine stiickweise stetige Funktion mit endlich vielen Sprungstellen
bei q1, qa, - . ., ¢, und daher Riemann-integrabel, f, € R(R). Nehmen wir 0.B.d.A.
an, dass alle ¢; verschieden sind, so gibt es eine Permutation m € §,,, sodass
Ir(1) < qr2) < --- < Gr(n), und wir erhalten

/ Ful) dpn / fula

dr(1) dr(2) 97 (n) 0
= / folz)dz + / folx)de + ... + / fo(z)de + fol(z) dx

—00 dr(1) dr(n—1) 97 (n)

—040+...40+0 = 0, (XI11.26)

da f, nur bei ¢; von Null verschieden ist. Nach Satz XIII.10 {iber monotone Kon-
vergenz ist demnach auch f,, = lim,_, f, Lebesgue-integrabel, und es gilt

[ <@ dm@) = Jm [ fio)due) = o) = 0. (xiL2n
R R

e Wir illustrieren die Anwendung von Satz XIII.12 iiber majorisierte Konvergenz.
Dazu nehmen wir an, dass f : R — C eine p;-integrable Funktion ist, d.h. dass f
messbar und |f| : R — Ry p-integrabel ist (s. Satz XIIL.8). AuBlerdem soll auch
x + x f(z) integrabel sein. Wir definieren die Fouriertransformierte H :=
Ff] : R — C von f durch

VeeR:  H(E) = /R e f(z) é“;)(ﬁl. (XII1.28)
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Dabei verwenden wir, dass x — e~ %% f(x) als Produkt der messbaren Funktionen
T+ e % und z — f(z) selbst messbar und wegen |e~%* f(x)| = |f(z)| auch
integrabel ist.

Ziel ist nun die Berechnung der Ableitung H’' von H. Wir erwarten, dass

s - [ () o

— / e 1 f(z) ?;;)(5)2’ (XIIL.29)

da auch z — x - f(z) integrabel ist. Die Rechnung (XIII.29) ist jedoch rein formal
und kein Beweis, da sowohl das Integral wir auch die Ableitung Operationen sind,
die Grenzprozesse involvieren, deren Vertauschbarkeit (“Ableitung unters Integral
ziehen”) unklar ist und fiir jeden Einzelfall {iberpriift werden muss.

In Erwartung des Ergebnisses (XII1.29) fixieren wir £ € R und berechnen fiir h # 0

h (2m)1/2
_ / (ei(&hi_eigz +ojenite x) f(z) EZ‘“(‘”) (XIIL.30)

P o e 1 d d
:/6§< h )f( Ml /fh Mll/Qa

wobei (fiir festes £ € R)

fulz) = e—iém( e h”””’) f(x). (XIIL.31)

Nach dem Satz von Taylor (1. Ordnung und Entwicklungspunkt Null sowie 2. Ord-
nung und Entwicklungspunkt Null) gibt es 11,95 € (0,1), sodass

a[e—ism]

e”hT =1 4+ h = 1 — ihpe 1he (XII1.32)
Js  |o—gyn
) 2 82 —1sx h2 2 )
e =1 — iha + —Q =1 — ihx — —xe_mm, (XIII.33)
2 08 | _yn 2
und wegen (XII1.33) ist
e~ — 1 +ihx h z?
= . XIII1.34
- 5 ( )

Damit konvergiert f, — 0 punktweise, fiir A — 0, da fiir festes z € R

lim | (2)] = %{%hﬁf(x)} _ (XTIL35)
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AuBerdem ist |z||f(z)| eine integrable Majorante an f;(z), denn

e~ _ 1 4 jhx

@) = -

[f(@)] = |e7™t = 1] |z]|f(z)|] < 2]z[|f(2)].
(XII1.36)

Nach dem Satz XIII.12 iiber majorisierte Konvergenz erhalten wir also

lim Re(h) = lim / o dzﬂ; 9 - / {1im fu()} 212’:)(1“2 — 0 (XIIL37)

h—0 h—0

und damit die behauptete Gleichung (XIII1.29), die abgekiirzt besagt, dass

d%(;m) = Fl-izf]. (XTT1.38)
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XIM1.4. Erganzungen

XIM1.4.1. Riemann-Integrabilitat monotoner Funktionen

Zu Beginn dieses Kapitels beweisen wir zwei wichtige Lemmata iiber das Riemann-
Integral monotoner Funktionen auf R*. Dazu rufen wir in Erinnerung, dass, fiir a,b € R
mit a < b, die Menge der Partitionen des Intervalls (a,b) gegeben ist durch

(@

Pla,b] = {(mo,xl,xg,...,x]v) a=12T0<T1 < <TN_1 <IN = b}.

2
Il

1

(XIIL39)

Fiir eine beschrinkte Funktion F : [a,b] — R und P = (z,,)Y_, € P[a, b] sind dann

IIF,P] == Y (2n—2n) swp {F(x)}, (XII1.40)
I[F, P] = i(xn—xn_l) inf  {F(z)}, (XIIL.41)

Tn—1<x<p

3
Il
_

und Obersumme und Untersumme berechnen sich aus
b _ b
/ F = inf TZ[F,P] und / F = sup Z[F,P]. (XIIL.42)
a PEePla,b] a PcPla,b]

Stimmen Ober- und Untersumme iiberein, so heifit die beschrankte Funktion F' : [a,b] —
R Riemann-integrierbar, F' € R[a,b], und die Obersumme heifit das Integral von F,

/a bF(x) dv = 7}7 = K F (XII1.43)

Das uneigentliche Integral, fiir a = —o00, b = oo oder unbeschrianktes F', ist durch einen
geeigneten Grenzprozess definiert.

Wir wollen hier die spezielle Situation studieren, dass F' : RT — R{ monoton fallend
ist. Dann ist die Einschrénkung von F auf [a, b] beschrankt, fiir alle 0 < a < b < oc.

Lemma XIII.13. Ist F : RT™ — RS monoton fallend, so ist F auf [a,b] Riemann-
integrierbar, fir alle 0 < a < b < co. Ist dariber hinaus

b

Irp == sup / F(x)dr < oo, (XII1.44)
0<a<b<oo Ja

so ist F' auch auf [0,00) Riemann-integrierbar, und [;° F(x)dx = Ip.

Beweis. Seien 0 < a < b < oo, dann ist F' : [a,b] — [0, F(a)] beschrénkt. Fiir N € N,

2o = a, xy :=bund P = (z,)0"}' € Pla,b] sind

sup  {F(z)} = F(z,-1) und inf  {F(z)} = F(z,) (XII1.45)

Tp—1<x<Tp Tn—1<x<Tp
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Wiéhlen wir speziell z,, := a + (b — a), fiir n = 0,1,..., N, so folgt damit, dass

b —_—

0< (| F- [ F <IFP| — I|F,P] (XII1.46)

_—
S~

a

Cb-a [ a _ (b—a)[F(a) — F(b)]
= (ZF(xn_l) - ZF(%)) — N — 0,

n=1 n=1

fir N — oo. Somit ist F' auf [a,b] Riemann-integrabel. Da F' > 0, gilt auflerdem
b b
Vo<d <a<b<l: / F(z)dr < / F(x)dx. (XTIL.47)

/

Dabher ist die Folge (I ¢)75—;, wobei
¢
ey = / F(z) de, (XTIT.48)
1

monoton wachsend in k£ und ¢, und es gilt

Ip = lim lim L, = lim lim I,. (XIIL.49)

k—00 £—00 L—00 k—00

]

Das néchste Lemma zeigt, dass fiir monotone Funktionen nicht nur die Riemann-Inte-
grabilitat leicht zu zeigen ist, sondern dass auch die Vertauschung des Integrals mit dem
Grenzwert fiir monotone Folgen monotoner Funktionen unproblematisch ist.

Lemma XIII.14. Sei (F;)32, eine monoton wachsende, punktweise konvergente Folge
nichtnegativer, monoton fallender, Riemann-integrierbarer Funktionen auf RY, deren
Integrale konvergieren, d.h. Fy, : RY — RJ besitze folgende Eigenschaften:

Voi<z<a <oo: Fy ()

v

Fu(#) > 0, (XIIL50)
VreR": Fi(z) < Frp(x) < F(z) == lim Fi(x) < oo.

k—o0

(XIIL51)

Dann gelten

(i) Die Funktion F := limy_, F), : RT — R(T 1st genau dann Riemann-integrierbar
auf R*, wenn

oo

lim Fi(z)dr < oc. (XII1.52)

k—oo 0

(i1) Gilt (XIIL.52), so stimmen auch die Integrale tiberein,

o0

/ T P de = / N (hm Fk(:c)> dv = lim [ Fy(z)de.  (XIIL53)

k—o0 k—o0 0
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Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass mit F), auch ' monoton fallend ist. Sind namlich
0<z<a <oo,soist Fp(x) > Fi(z'), und deshalb gilt

F(z) = lim Fy(z) > lim Fi(2') = F(a'). (XTIIL.54)
k—o0 k—o0

Daher ist F : [a,b] — [0, F(a)], fiir 0 < a < b < 00, beschrankt, monoton fallend und

nach Lemma XIII.13 auch Riemann-integrabel. Wéhlen wir wieder N € N, zy := a,

zy = b und die Partition P = (z,))=" € Pla,b] mit z, := a + &(b— a), fir n =

n=1

0,1,..., N, so folgt, fiir alle k € IN, dass

) b
0 s/F - /F < T(F,P| - Z[F, P

_ b]_va S {F(wn1) — Fulza)} (XII1.55)
_ b]‘va (Z{F(zn_l) — Flza)} + > {F(zn) — Fk(wn>})
(b—a)[F(a) —

FOL 4~ a) max {F(a) — Fulaa)}.

- N 1<n<N
Ist nun € > 0, dann wéhlen wir erst N € IN so grof3, dass

(b—a) [F(a) = F(b)]

£
N < 5 (XIII.56)
und anschlieSfend wéhlen wir ky € IN so grof3, dass
Vkzko:  (b—a) max {F(r.) ~ Fe)} < % (XIIL57)
Zu jedem € > 0 gibt es also ein kg € IN, so dass
b b
VEk>ky: 0 < /F - /Fk < e. (XIII.58)

Da Fy, < F auf [a,b], folgt aus (XIIL.58) insbesondere, dass F' auf [a,b] Riemann-
integrabel ist und dass

b b
/F(w)d:z: = lim [ Fg(z)dx, (XIII.59)

fiir alle 0 <a < b < o0.
Existiert nun limy,_ [;° Fi(2) dz < o0, so folgt aus (XII1.59), dass

b o0
/F(x)dac < lim Fy(z)dz, (XIII.60)

k—oo 0
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fiir alle 0 < a < b < o0, also

o) b o
/ F(z)dx = sup / F(z)dr < lim Fi(z)dr < oo, (XIIL.61)
0 a

0<a<b<oo k—oo Jo

und F ist auf R™ Riemann-integrabel. Ist umgekehrt F' ist auf R™ Riemann-integrabel,
so folgt sofort aus Fy 7 F, dass

(e o]

im [ Fy(z)de < / Flz)de < oo (XIIL62)
0

k—o0 0

und limg oo f;° Fi(2) dz < co. Aus (XII1.61)-(XIIL62) ergibt sich unmittelbar die Aqui-
valenz (i) und die Identitat (ii). O

XI111.4.2. Messbare Funktionen

Nach diesen vorbereitenden Lemmata iiber Riemann-Integrale monotoner Funktionen
kommen wir nun zur Definition des Messbarkeitsbegriffs.

Definition XIII.15. Seien (€2,2() und (€', A") zwei Messraume. Eine Abbildung f :
2 — Q' heifit messbar :&

vA e A el (XII1.63)

Ist speziell (€, 2') = (R, B,), wobei wir vereinbaren, dass R := RU{—00, 00} und B, =
A(B1 U {{—00},{oc}}), so heift eine messbare Abbildung 2 — R reell-messbar.

Wir werden in dieser Vorlesung nur reell-messbare Funktionen behandeln, es wird also
stets (2, 2A') = (R, B;) sein. Das folgende, wichtige Lemma besagt, dass die Menge der
reell-messbaren Funktionen unter abzéahlbaren Supremums- und Infimumsbildung, sowie
den Limes Superior und Limes Inferior abgeschlossen ist.

Lemma XIII.16. Seien (2,2, n) ein Mafsraum und (fi)72, eine Folge reell-messbarer
Funktionen. Dann sind supy, fir, infy fi, limsup, fx, liminfy fx, und, falls fir alle w € Q
existent, auch limy fr reell-messbar.

Beweis. Wir beweisen nur exemplarisch, dass f := sup,, fix reell-messbar ist, und dazu
schreiben wir f~1(A) = {w € Q|f(w) € A} = {f(w) € A} u. s. w. Fiir b € R ist

FH([~00,b)) = {s%pfk(w)<b} = [ {felw) <b}. (XIII.64)

Da f, reell-messbar ist, ist {fx(w) < b} € 2A. Weil 2 unter Differenzbildung und abz&hl-
barer Durchschnittsbildung abgeschlossen ist, ist also auch ffl( [—oo,b)) € 2. Somit
ist auch

f_l([a,b)) = f_l([—oo,b)) \ f_l([—oo,a)) e A (XIIIL.65)
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fiir alle a < b. Ebenso ist
F({o0}) = FH([0.00]) \ | £ (0,m) € 2, (XIII.66)

und analog f~!({—o0}) € 2. Wir definieren nun
¢ = {A € P(R) ‘ FYA) e QL} (XIIL67)
und erhalten also aus (XIIL.65) und (XIIL.66), dass

Q1 U {{oc}, {~x}} C €. (XIIL.68)

Weiterhin beobachten wir, dass €; eine Sigma-Algebra ist, weil dies auf 2 zutrifft und
das Urbild f~! mit mengentheoretischen Operationen vertauscht. Da die halboffenen
Intervalle ; zusammen mit {oo} und {—oo} die Sigma-Algebra B, erzeugen, folgt also
B, C C;. O

Die Klasse der reell-messbaren Funktionen ist geniigend grofi um alle erdenklichen Bei-
spiele miteinzuschliefen — auch die meisten “pathologischen” Beispiele, wie etwa die
Dirichlet-Funktion. In der Tat ist die Konstruktion konkreter nicht-messbarer Funktio-
nen genauso schwierig wie etwa die Konstruktion von Mengen in B(R?) \ 20*(F4).

Wir wollen nun das Integral fiir nichtnegative Funktionen eines Mafiraums definieren.

Definition XIII.17. Seien (€,2( ) ein Mafiraum und f : Q@ — [0,00] eine reell-
messbare Funktion. Fiir A > 0 definieren wir die Niveaumengen von f durch

A(f,A) = (N o)) = {we Q] flw) > A} (XII1.69)
Nach Definition XITI.15 ist A(f,\) € 2, und
F(f.0) = p(A(f,N) = nlf7 (A oq))] (XIIL.70)
definiert eine Abbildung F(f, -): Rt — [0, o0].

Offensichtlich ist F'(f, \) stets eine in A monoton fallende Funktion, denn fir A < A ist
(A, 00] D (N, 00], daher auch

A(F,A) = [TH(No0]) 2 FH(N,x]) = A(f,N), (XIIL.71)
und somit
F(f,2) = u(A(f,N) = w(A(f,N) = F(f,N). (XIIL.72)

Nach Lemma XIII.13 ist dann F(f,-) auf [a, b] Riemann-integrabel, falls 0 < a < b < 0o
so gewahlt sind, dass F'(f,a) < oo.

Definition XIII.18. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum.
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(i) Eine reell-messbare Funktion f : Q — [0, oo] heifit (u-)integrabel, falls F'(f,-) auf
R* Riemann-integrabel ist. In diesem Fall heift

/ flw)dp(w) = /00 F(f,\)dA (XIIL.73)
Q 0

Integral von f.

(i) Eine reell-messbare Funktion f : Q — R heifit (u-)integrabel, falls f, := max{f,0}
und f_ := max{—f,0} jeweils p-integrabel sind. Das Integral von f ist dann de-
finiert durch

/ fw) dp(w / fi(w) dp(w / Fo(w) dplw (XII1.74)

(iii) Eine komplexe Funktion f : 2 — C heifit messbar, falls Re{f} und Im{f} jeweils
reell-messbar sind. Sind dartiber hinaus Re{f} und Im{f} jeweils pu-integrabel, so
ist f (u-)integrabel, und ihr Integral ist definiert durch

[ s@dn) = [ Re(f@}dn) + i [ mm{fe)}du). (s
Bemerkungen und Beispiele.

e Sind M € 2 eine messbare Menge eines Mafiraums (€, 2, 1) und

o 1 falls we M,
Ty(w)=1we M| = { 0 falls wd M, (XIII.76)

so ist, fiir n > 0,

(, falls n>1,
Ay, N) = {we Q| ly(w) >n} = M, falls 0<n<1 (XIIL.77)

Somit erhalten wir
F(1y,N) = p(M)-1[0 <n < 1] (XIII.78)

und
/Q]IM[oJ] du(w) = pu(M). (XIIL.79)

e Insbesondere folgt aus (XIII.79), mit M = {w € Q| f(w) > A}, wobei A > 0 und
f messbar sind, dass

[ A7) > Nautw) = n({f)>2)) = PN, (XIIL80)
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e Zur Rechtfertigung von (XIII.73) dient folgende formale “Herleitung”, die eine
niitzliche Merkhilfe (aber auch nicht mehr als das) darstellt:

[T ranan = [7( [ 1) > Ndue) ) an
= [( [ 10 > Nar) aue
_ /Q ( /0 e d>\> dp(w) — /Q f@)dp(w).  (XIIL81)

(Problematisch ist in (XIII.81) die Vertauschung der Integrationen, d.h. die zweite
Gleichung.)

XI11.4.3. Die Konvergenzsitze

Der grofie Vorteil der Definition XIII.18 liegt aber in der Miihelosigkeit, mit der wir mit
ihrer Hilfe die Konvergenzsditze beweisen kénnen. Das ist der Gegenstand der folgenden
Untersuchungen. Dafiir definieren wir noch zuvor den Begriff “fast {iberall”.

Definition XIII.19. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Eine Eigenschaft £ : Q@ — {w, f} (w
= wahr, f = falsch) gilt u-fast iiberall :&

ENf)eA und p(EN(Sf) =0, (XII1.82)
d.h., die Menge, auf der &£ nicht gilt, hat Mafl Null.

Wir kommen zum ersten Konvergenzsatz.

Satz XIII.20 (Monotone Konvergenz). Seien (Q,21, 1) ein Mafsraum und (fi)32, eine
monoton steigende Folge nichtnegativer, p-integrabler Funktionen, d.h., fi, : Q — [0, o0],
fo < frgr, und [, fu(w) du(w) < oo, fir alle k € N. Dann ist f = limy, f, = supy, fi
reell-messbar und genau dann p-integrabel, wenn

kh—{go/gfk(w) du(w) < oo, (XIII.83)
und in diesem Fall gilt
/f(w)du(w) = klim/fk(w)du(w). (XIIL.84)
Q —°Ja

Beweis. Die Reell-Messbarkeit von f haben wir bereits in Lemma XIII.16 bewiesen. Sei
nun A > 0. Aus der Monotonie von (f;)72, folgt sofort, dass {fx > A} C {fry1 > A} C
{f > A}. Sei andererseits w € {f > A}, was gleichwertig ist mit sup, fx(w) > A. Dann
gibt es aber ein ky = ko(w) € N, so dass fi,(w) > A, und damit w € {fy, > A}. Also ist

G {fi >A € {f>A} C G {fi > A}, (XIIL85)
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und es muss tatséchlich Gleichheit tiberall in (XIII.85) gelten. Schreiben wir nun

= {fi > A} \ O{fj > AL, (XIII.86)

J=1

so ist (Bg)p2, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2, und es gilt

F(fiu N = n(1fi>2}) = u(LkJBj), (XIIL8T)

F(f, \) = u({f > A}) - M(DB]). (XIIL8S)

Somit folgt aus der Sigma-Additivitat von p, dass

k

Fe(\) = F(fi, ) = > _u(B;) /" Zu F(f, A) = F(\), (XIIL89)

Jj=1

fir k& — oco. Damit ist (Fj)2, eine monoton steigende Folge nichtnegativer, monoton
fallender Funktionen auf R* mit punktweisen Limes F' = lim;, F),. Im Fall, dass F' < oo
auf RT, folgt nun die Behauptung direkt aus Lemma XIII.14. Gibt es umgekehrt ein
Ao > 0, so dass F'()\g) = 00, so sind beide Seiten der behaupteten Gleichung (XIII.84))
unendlich, und die Behauptung gilt trivialerweise. O

Lemma XIII.21 (Lemma von Fatou). Seien (2,2, 1) ein Mafraum und (f)52, eine
Folge nichtnegativer, p-integrabler Funktionen, d.h., fi, : Q@ — [0, 00] und [, fr(w) dp(w) <
0o, fir alle k € N. Ist dariber hinaus liminfy . [ fu(w)dp(w) < oo, so ist f =
liminf, fi reell-messbar, p-integrabel, und es gilt

liminf/f;C ) dp(w /f ) dp(w (XII1.90)

k—o00

Beweis. Definieren wir fi,(w) := inf ;> fi(w), so ist (f1)22, eine monoton steigende Folge
reell-messbarer Funktionen mit limy o fi(w) = liminfy o fr(w) = f(w). AuBerdem ist
fr p-integrabel, da fi < fr. Nach Satz XIII.20 der monotonen Konvergenz gilt deshalb

/f(w) dp(w) = lim [ fi(w)dp = hmmf/fk ) dp(w
Q k—oo Jq
< liminf/fk(w) du(w), (XIII.91)
k—o0 Q
wobei letztere Ungleichung abermals aus fi, < f folgt. m

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sétze der Analysis, dem Satz {iber majori-

sierte Konvergenz?.

3engl.: dominated convergence
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Satz XIII.22 (Majorisierte Konvergenz). Seien (2,2, p) ein Mafraum und (fx)32,
eine punktweise, u-fast tiberall konvergente Folge komplexer, p-integrabler Funktionen,
die durch eine p-integrable Funktion g : Q@ — [0, 00] majorisiert wird, d.h. fy : Q@ — C,
f(w) :=limy, fy(w) € C, p-fast aberall, | fi| < g, fir alle k € N, und [, g(w) dp(w) < oo.
Dann st f p-integrabel, und es gilt

/Q fw)du(w) = lim /Q fre(w) dp(w). (XII1.92)

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir nichtnegative f; zu zeigen, denn wir konnen stets
fr = (Refr)yr — (Refr)— +i(Imfr)y —i(Imfy)_ zerlegen, wobei jeder der vier Terme auf
der rechten Seite aus einer nichtnegativen Funktion resultiert.

Sei also fi nichtnegativ, konvergent, fi — f, u-fast iiberall, und majorisiert durch g, d. h.
fr < g. Die Nullmenge, auf der f; nicht konvergiert, beeinflusst das Integral nicht, und
wir konnen das Lemma von Fatou auf (fx)52; und f = limy fi = liminf fj, anwenden.
Damit ist f integrabel, und wir erhalten

/f(w)du(w < llmlnf/fk ) dp(w (XIIL.93)
Q

Anschliefend koénnen wir das Lemma von Fatou auf (¢ — fx)p2, und g — f = limg(g —
fr) = liminf,(g — fx) anwenden, da g — f; dieselben Voraussetzungen wie fj, erfiillt.
Beachten wir noch die Linearitét (XII1.100) des Integrals (fiir deren Beweis wir zwar den
Satz XIII.20 {iber die monotone Konvergenz brauchen, aber nicht die hier zu beweisende
majorisierte Konvergenz), so erhalten wir

/Q F() dulw) = / 9(w) dufw) — / [9(w) — 1)} dp(w)
> [ atw)dute) = timine / {9(0) — filw)} dp(w)

= limsup/ fr(w) dp(w (XII1.94)

k—o00

Somit miissen lim inf_, [, fi(w) dp(w) und limsupy_, o [, fiu(w) dp(w) mit [, f(w) dp(w)
iibereinstimmen. Dies impliziert aber die Konvergenz von [, fi(w) du(w) gegen fQ w) dp(w).
[

XI11.4.4. Eigenschaften des Integrals

Es gibt verschiedene Wege zur Einfithrung des Integrals fQ ) dpu(w) einer reel-messbaren
Funktion f : Q — R, der hier vorgestellte folgt Lieb und Loss Ein anderer Weg zum In-
tegral fithrt iiber Treppenfunktionen, d.h. Funktionen, die auf {2 nur endlich viele Werte
annehmen. Das folgende Lemma zeigt, dass sich in der Tat jede (nichtnegative) messbare
Funktion als (monotoner) Limes von Treppenfunktionen darstellen lésst.

Lemma XIII.23. Seien (Q,2() ein messbarer Raum und f : Q@ — [0, 00] reell-messbar.
Dann gibt es eine Folge (f1)3>, reell-messbarer Funktionen fr : Q — RJ mit den
folgenden Eigenschaften:

4 Analysis, AMS Publications, 1997.
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(i) Zu jedem L € IN gibt es nichtnegative Zahlen oz(Ll), oz(Lz), e ,oz(L22L) € Ry und paar-
L
weise disjunkte Mengen A(Ll), A(L2), e ,A(L22 ) ¢ 2, so dass
1 2 220
fo=al Lo + o Ly + .+ af >]1A(L22L). (XII1.95)

Funktionen dieser Form heiffen Treppenfunktionen.

(i1) Fir alle w € Q gilt fr(w) < fr41(w) & f(w), im Limes L — oo.

Beweis. Fiir L € N setzen wir

92L

fulw) = Z(€_1> -1[5_1 < fw) < L | 42t 1[fw) > 28, (XIILo6)

2L 2L 2L
=1

Dann ist f; offensichtlich eine Treppenfunktion und es gilt f; < f.

Seien w € Q so, dass f(w) < oo und k € N und 7 € {0,1} so, dass 27L71(2k — 7 — 1) <
flw) < 271712k — 7). Dann ist f(w) < 2%k und somit

k—1 k—1i(1+7) 2k —7—1
filw) € = < —Er—— = Topr— = fin(). (XTI1.97)

Da offensichtlich f7(w) = 2L < 281 = f7 4 (w) gilt, falls f(w) = oo, folgt, dass
fo < fro (XIIL9S)

Ist f(w) = oo, soist fr(w) =2L A oo, fiir L — co. Ist hingegen f(w) < oo, so gilt fiir
L > log,|f(w)], dass

filw) < flw) < folw)+27F, (XII1.99)
und somit gilt auch in diesem Fall f(w) 7 f(w). O

Satz XII1.24. Sei (2,2, 1) ein Mafraum.

(i) Ist f: Q — C eine messbare Funktion, dann ist auch |f| : Q — R{ reell-messbar.
fist genau dann p-integrabel, wenn |f| p-integrabel ist.

(ii) Sind f,g: Q — C p-integrabel und o € C, so ist auch f+ag: Q — C p-integrabel,
und es gilt

/Q (f + ag) () du(w) = /Q (@) du(w) + a /Q (@) dp(w).  (XITL100)

Beweis. Wir beweisen nur (ii) und auch dies nur fiir « = 1 und fiir f,g: Q — R{. Dazu
beweisen wir (ii) zunéchst fiir zwei Treppenfunktionen

M N
F=> als, §:=> B, (XIII.101)
i=1 j=1
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mit 0417"-7O4M761;---7ﬁN €R+ und Al;---;AMa Bl,...,BN € 2 mit M(Al)a ,LL(B]) <
oo und Ay N A, = B, N B, =0, fiir k # ¢. Setzen wir

und Cj; := A; N By, so sind auch die Mengen C;; € A paarweise disjunkt, und es gelten

N M N M N
- ZZ%MJ, g = ZZﬁi,jﬂqj, (XTIT.103)

i=1 j=1 =1 j=1

und

M N
F+ = Y (ai;+8i)1c, (XIIL.104)

_ iiﬂ[%,j > M u(Cy). (XIIL.105)

Also ist

= iiu(%) (/Oa dA) = ii%-u(cﬁ). (XII1.106)

Genauso folgen

/Q glw)dplw) = 33 Bigm(Cy (XIIL.107)
/ (f+3)(w) du(w) = ZZ aij+ Biy) 1(Ci), (XIIL.108)
und daher auch
[ Gra)@inte) = [ e du) + [ 36 dutw), (XIIL109)
Q Q Q

Sind nun f,g : © — R{ beliebige, u-integrable Funktionen, so gibt es gemif Lem-
ma XII1.23 Folgen (f;)72; und (g)32; von Treppenfunktionen mit f;, ~ f und g, " g,
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p-fast tiberall. Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz und mit (XII1.109) folgt somit,
dass

L—o0

= pn{ [ i) + [ aeao)

_ / Fw) dp(w) + / 9(w) du(w). (XIIL110)
Q Q
=

[+ o du) = i { [ (et o)) dut)}

Der nun folgende Satz zeigt, dass das Lebesgue-Integral auf R wirklich eine Verallgemei-
nerung des Riemann-Integrals ist.

Satz XII1.25. Ist f € R(R;Ry) eine nichtnegative Riemann-integrable Funktion, so
gibt es eine reell-messbare und Lebesque-integrable Funktion f : R — R{, die py-fast
tiberall mit f auf R tbereinstimmt und fiir die gilt, dass

/ [z /f ) dps (v (XIIL.111)

Rlemann Integral Lebesgue Integral

Beweis. Wir beweisen Satz XIII.25 nur fiir den Fall, dass supp(f) C (a, b), fiir geeignete
—00 < a < b < oogilt, d.h. dass f € Ra,b]. Dann gibt es zu jedem k € IN eine Partition

}A)k € Pla,b] von (a,b), so dass

— . A ~ 1
I(f, Pe) = L(f, Be) < 7. (XII1.112)
Setzen wir P, := 161 U ﬁg U---J ﬁk, so gilt
- 1
I(f, Py) — L(f, P) < z und P, C Py, (XTII1.113)

fir jedes k € IN. Wir schreiben nun P, =: {xg =a < 21 < -+ < 2, < xp41 = b} und
bilden nun zwei Funktionenfolgen auf [a, ) durch

L L
= Z Qy ]le fk = Z Bg ]le (X111114)
=1

(=1

ap == min {f(z)}, Be = max {f(x)}, Qo = |1, x0).

xl—lgxgl’l zz_lgachg

Offensichtlich sind f, und f, Treppenfunktionen, fiir die nach (XII1.106) Lebesgue-
Integral und Riemann—lntegral iibereinstimmen; genauer gelten sogar

L
/ fk d,u1 Z Oy b1 Qg = Z Qyp ($g - 13471) = l(f, Pk), (X111115)
(=1

L
/ Folir) dyos (o Zﬁzm Q) = S B —w) = I(f.B).  (XITL116)
/=1
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Weiterhin sind

fla) = Jim f (z) = Sgpik(ﬂf) < f(=), (XIIL.117)
flz) = ,}ggofk(l') = i%ffk(x) > f(x), (XIIL.118)

fiir alle = € [a,b). Nach Lemma XII1.16 sind f und f auf R reell-messbar, und der Satz
tiber monotone Konvergenz sowie (XII1.112) und (XIII.115) implizieren, dass

[f@dme) = i { [ Awda@} = g 1r) = | ),

k—o0 k—o0
(XTIL119)
[F@ame) = i { [ Awanw} = ey = [ e
' (XTIL.120)
Insbesondere ist
[ 47@) - F)} ) = o, (Xt 121)

was wegen~f — f > 0auch f = f fast iiberall nach sich zieht. Da f < f < f, gilt somit
auch f = f fast iiberall. O
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