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Aufgabe 3.1 (2+2+2 Punkte)

Es sei RY der R-Vektorraum der reellen N-tupel.

(a) Es sei N > 2. Zeigen oder widerlegen Sie jeweils, dass die folgenden Mengen

Unterrdume von RY definieren.
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(b) Gegeben seien die Vektoren
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Zeigen Sie, dass die Menge {7,v,Z} C R? linear abhiingig ist. Zeigen Sie wei-
terhin, dass die Mengen {7, ¢}, {Z, 2} und {Z, ¢} linear unabhéngig sind.

(c) Es sei die Menge
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gegeben. Bestimmen Sie eine linear unabhéngige Teilmenge M’ C M mit
span(M’) = span(M).



Aufgabe 3.2 (343 Punkte)

Es sei CV der C-Vektorraum der komplexen N-tupel.

(a) Es sei @ € CV. Zeigen oder widerlegen Sie jeweils, dass die folgenden Mengen
Unterrdume von CV definieren.
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(b) Gegeben sei die linear unabhéngige Menge
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Bestimmen Sie eine weitere linear unabhingige Menge L' mit L C L' und
span(L') = C*.

Aufgabe 3.3 (343 Punkte)

Es seien N € N und Il die Menge der komplexen Polynome vom Grad kleiner

gleich N, d.h.
N
Iy = {P(Z) = Zakzk o € (C} )
k=0

(a) Zeigen Sie, dass 11y, beziiglich der punktweisen Addition und Multiplikation
mit einem Skalar, einen C-Vektorraum definiert.

(b) Sei n € N und seien Py,..., P, € Iy Polynome mit P; # 0 und
V1<i<j<n: Grad(F;) < Grad(F;).

Zeigen Sie, dass die Menge { Py, ... P,} linear unabhéngig ist.

Aufgabe 3.4 (6 Punkte)

Es sei X ein K-Vektorraum. Weiter sei X' = {Z1,75,...,%,} C X eine nicht-leere
endliche Teilmenge. Fiir einen Vektor ¥ € X bezeichne

Anz(X';7) = {d € K" |an@1 + aoZa + -+ + T, = T}

die Anzahl der verschiedenen Linearkombinationen der Vektoren in X', die ¥ dar-
stellen. Zeigen Sie, dass

Ve X: Anz(X';7) €{0,1,00}.
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Aufgabe 3.5 (4 Bonuspunkte) Linearkombination

Affine Achsensysteme: Die analytische Beschreibung der Struktur und Geometrie
eines Kristalls geschieht mit Hilfe von Koordinaten und Vektoren in einem Koordi-
natensystem, das durch geeignete Wahl der Achsen dem Kristall _angepasst ist.
Affine Basis: Im dreidimensionalen Raum bilden drei Vektoren bl, bg, b3 ein linear
unabhéngiges System der Ordnung 3, wenn die drei Vektoren bl, bg, b3 nicht in einer
Ebene liegen.

Kubisches Gitter: Basisvektoren sind die kartesischen Einheitsvektoren 51, I;Q, 53 =
€x, €y, €, = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Monoklines Gitter: Basisvektoren sind by, by, by = (1,0,0), (0,1,0), (0,1,/3).

a) Zeigen Sie, dass die Basisvektoren fiir ein kubisches Gitter linear unabhéngig
sind.

b) Die Atome sind im kubischen Gitter flichenzentriert angeordnet und deren
Lage sind durch 3 Vektoren beschrieben (k, k,0), (k, 0, k), (0, k, k). Bitte zeigen

Sie fiir ein Atom, dass dieses in einer Fléche liegt.

c) Zeigen Sie, dass die Basisvektoren fiir das monokline Gitter linear unabhéngig
sind.

d) Zeigen Sie, dass fiir ein raumzentriertes Gitter das Atom mit dem Ortsvektor
(1,1,+/3) nicht in der Fliche liegt, die von by, by aufgespannt wird.
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Abbildung 1: Beispielhafte Linearkombination im kartesischen Koordinatensystem



