Kapitel IV. Vektorraume

IVV. Vektorraume

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der allgemeinen Definition eines Vektorraums. Wir
notieren im Folgenden mit K den Koérper R der reellen Zahlen oder den Kérper C der

komplexen Zahlen, d.h. es ist (durchgehend) K = R oder (durchgehend) K = C.

Die Theorie der Vektorrdume lésst sich weitgehend auch genauso fiir einen allgemeinen
Korper I entwickeln. Beispielsweise wiirden wir mit ' = @ auch Vektorrdume {iber den
rationalen Zahlen oder mit I = Z,, Vektorrdume iiber den Restklassenring 7, erhalten,
falls p € IN eine Primzahl und somit Z, ein Korper sind.

IV.1. Definition eines Vektorraums

Definition IV.1. Eine Menge X heifit Vektorraum iiber KK oder K-Vektorraum
=

Auf X sind Addition + : X x X — X und Multiplikation mit einem Skalar (-) : Kx X —
X definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) VabéeX: a+b =b+d  (@+b)+¢é = a+(b+0), (IV.1)
(i) WeXVvieX: @ =ada+0 = 0+aq, (IV.2)
(i) Ve X I(—ad)e X: d+(—d) = (-a)+ad = 0, (IV.3)
v) Ya,be X K. | @ (@+b) =a-dta-b V.4
() Va,be X, a,f € {< 4 8)-d = a-d+p-d, (IV.4)
(v) VaieX, a,feK: 1-a = a, a(fa) = (af)d. (IV.5)

Die Elemente von X heifen Vektoren, 0 € X ist der Nullvektor. Vektorriume iiber
R bezeichnet man auch als reelle Vektorrdume, Vektorrdume iiber C als komplexe
Vektorraume.

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichungen (IV.1), (IV.2) und (IV.3) besagen zusammen, dass X beziiglich der
Addition + eine abelsche Gruppe bildet.
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o Multiplikation mit einem Skalar und Skalarprodukt ist nicht dasselbe.

e IK ist ein Vektorraum iiber K. (Dieses Beispiel ist allerdings etwas kiinstlich.)
e Sei N € IN. Schreiben wir

AY = AxAx.. . xA, (IV.6)

J/

TV
N Faktoren

fir die Menge aller N-Tupel in A [s. (I.51)], so wird

€

X
KY = dz=| 2| 21,20,....2n € K (IV.7)

TN
beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar,
x (1 YT+
o B + : = : (IV.8)
TN YN VTN + YN
zu einem Vektorraum iiber K. Dabei sind

0 T -
und — | = : : (IV.9)
0 TN —IN

=1
Il

e Fiir N =1,2,3 gewinnt man durch Zeichnungen eine gewisse Vorstellung von den
Vektoren in RY.

e Schrinkt man bei den komplexen Zahlen die Multiplikation auf die reellen Ele-
mente ein, so ist C = R? ein Vektorraum iiber R (mit Dimension 2, s.u.).

e Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums ist die Menge der reellen Funktionen auf
[&7/8]7&7/8€]R’7a</87

F = A{f:]o,8] = R}. (IV.10)
Mit f,g € F und v € R wird F durch
Vo ela,pl: (f+7v-9)(@) = fz)+7-9(z) (IV.11)

zum reellen Vektorraum. Diese Festlegung wird auch als punktweise Addition und
Multiplikation mit einem Skalar bezeichnet. Dabei sind

Veela,f]: 0g(x) = Og, (—f)(x) = —f(x). (IV.12)
Fiir diesen Vektorraum F liefert eine Zeichnung eine gewisse Anschauung.

e Das obige Beispiel ldsst sich noch wie folgt verallgemeinern. Sind A # () eine Menge
und X ein Vektorraum iiber K, so wird durch punktweise Addition und punktweise
Multiplikation mit einem Skalar wie in (IV.11) auch der Funktionenraum

Fo={f:A-> X} (IV.13)

zum Vektorraum iiber K.
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e Insbesondere ist F’ fiir A := Z und X := K! = K gleich (genauer: isomorph zu)
KV,

KY = {f:7Z) — K}. (IV.14)

1IV.2. Unterraume

Definition IV.2. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge Y C X, die selbst ein
K-Vektorraum ist, heifit Unterraum oder Teilraum.

Lemma IV.3 (Unterraumkriterium). Seien X ein K-Vektorraum und Y C X eine
Teilmenge. Dann gilt folgende Aquivalenz:

{Y st ein Unterraum von X} (IV.15)
& 0€Y und {VaeMVf,geY: (7 + af) eY}.

Beweis.
=: ist trivial.

<: Setzen wir a = 1, so folgt mit Z,7 € Y auch Z+ ¢ € Y. Wegen 0 € Y ist
weiterhin mit o € K und ¥ € Y auch az = 0+ ax € Y. Schlielich ist mit ¥ € YV
auch —% = (—1)Z € Y. Die anderen Vektorraumeigenschaften iibertragen sich von X
auf Y. 0

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist X ein K-Vektorraum, so sind {0} € X und X selbst Unterriume von X, die
man als triviale Unterrdume bezeichnet.

e Sind X ein K-Vektorraum und 7 € X, so definiert

K -7 := {aZ|acK} (IV.16)
einen Unterraum von X.
e Sind K ein Kérper und @ := (ay,...,ax)’ € K, so definiert
Yz = {f: (z1,9,...,25)" € KY ’ 171 + oy + ...+ aNTy :O} c KV
(IV.17)

einen Unterraum. Dabel notieren wir fiir
T
T2
(z1,29,...,25)" = . (IV.18)

TN

den zum Spaltenvektor jeweils gehorigen Zeilenvektor. (Der Superskript “T” be-
deutet Transposition, was spater noch eingefithrt wird.)
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e Sei F = {f: [a,8] — R} der in (IV.10) definierte R-Vektorraum der reellen
Funktionen auf [«, 5], dann bilden die Mengen der auf [« 5] stetigen Funktionen
oder der auf [, 5] stetigen und auf («, §) differenzierbaren Funktionen in F jeweils
einen Unterraum.

Lemma IV.4. Sei X ein K-Vektorraum.

(i) Sind I # 0 eine Indexmenge und {Y;}ie; eine Familie von Unterrdumen von X,
so ist auch ihr Durchschnitt (., Y; wieder ein Unterraum von X.

(ii) Sind N € N und {Y,}_, eine endliche Familie von Unterrdiumen von X, so ist
auch thre Summe

Yi+Yo+...+ Yy = (IV.19)
{§1+52+...+5N gleYl,ggeYz,...,gNeYN}
wieder ein Unterraum von X.

Beweis. Das Lemma ist eine einfache Folgerung aus dem Unterraumkriterium. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Sind @y, d,...,dy € KN mit @; := (a;1,a:9,...,a;n5)", so definiert
Yal ..... iy Y;;l N...N Y;;M (IVQO)
nach Lemma IV.4 (i) einen Unterraum in K%, der durch die Lésungen
T = (x1,...,2x)T des Gleichungssystems
a117 + 1,22 + ...+ A1 NTN = 0,
(2101 + Q222 + ... +asayry = 0,
(IV.21)

apa®y +apxs + ... +aynry =0

gegeben ist.

e Sind X ein IK-Vektorraum und 5, ..., 2y € X, so definiert
Kfl++KfM = {alfl+...+aMfM ‘ A, ..., 0\ E]K} (IV22)

nach Lemma IV.4 (i) einen Unterraum in X.

Definition IV.5. Sei X ein K-Vektorraum.
(i) Ist S C X eine Teilmenge in X, so heifit der durch

span(S) = ﬂ {y ’ S CY C X, Y ist ein Unterraum } (IV.23)

definierte Unterraum lineare Hiille von S oder der von S erzeugte Unter-
raum.
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(ii) Sind Y C X ein Unterraum, S C X eine Teilmenge in X und Y = span(S), so
heifit S Erzeugendensystem von Y.

Bemerkungen und Beispiele.

e span(S) C X ist der kleinste Unterraum in X, der S enthélt. D.h. ist Y C X ein
Unterraum mit Y O S, so ist auch Y D span(.S).

e Sind X ein K-Vektorraum und 7y, ..., Zy € X, so ist

span({fl,...,:?M}> = K- +...+ K- Zy. (IV.24)

IV.3. Lineare Unabhdngigkeit und Basen

Definition IV.6. Seien X ein K-Vektorraum und {Z,...,Zy} C X eine endliche
Teilmenge.

(i) Sind ay,...,ay € K, so heifit die Summe a7 + . .. + ap @y € X Linearkombi-
nation (der Vektoren ¥y, ..., Zys). Speziell bezeichnet man 0-2 +...4+0 -2 =0
als triviale Linearkombination.

(ii) Die endliche Teilmenge {#1,..., 7y} C X heifit linear unabhingig <

Der Nullvektor lésst sich nur als triviale Linearkombination der y,...,Z); dar-
stellen, d.h.
Val,...,aME]K: {alfl+...+onfM = 6} == {alz...:aM:0}.
(IV.25)

Die leere Menge () definieren wir als linear unabhéingig.

(iii) Eine (nicht notwendig endliche) Teilmenge S C X heifit linear unabhéngig
<= Jede endliche Teilmenge von S ist linear unabhéangig.

(iv) Ist {Z,..., @y} nicht linear unabhéngig, so sagt man, die Menge {Z1,..., 7y}
oder die Vektoren ¥y,..., ¥, seien linear abhingig.

Bemerkungen und Beispiele.

e Die lineare Abhéngigkeit zweier Vektoren 7,7, € X ist gleichwertig mit ihrer
Parallelitéit, d.h. es gibt ein o € KK, so dass 1 = ai’s oder dass ¥y = ax; gilt.

e Die lineare Abhéngigkeit dreier Vektoren ¥y, ¥y, 73 € X ist gleichwertig mit ihrer
Planaritdt, d.h. es gibt Zahlen o, € K, so dass 7y = aZy + (3, dass 7y =
a3 + By oder dass 73 = ax + [T gilt.

o Ist {Zy,...,Zy} linear unabhingig, so gilt 7; # 0, fiir alle ¢ = 1,..., M. Wire
namlich z.B. Z; = 0, dann gélte o177 + ... + ayZy = 0 mit a; = 1 und o =

...:ai_lzai_i_l:...:aM:O.
e Sei X = R?. Es soll festgestellt werden, ob die Vektoren
1 1 0
fl = 0 ; fg - 2 5 _»3 = 1 (IV26)
0 1 1
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linear unabhéingig sind. Ist a7 +ao@s + 3@, = 0 eine Darstellung des Nullvektors
als Linearkombination dieser Vektoren, so muss

1 1 0 aq + 9 0
(075] O + Q9 2 + Q3 1 = 20[2 + 3 = 0 = 0 (IV27)
0 1 1 Qg + 3 0

gelten, d.h. es miissen

(1) : o+ as =0 (17) — (di1) :  az =0
(17) : 200+ a3 =0 » = (1) g =—ay (IV.28)
(’lZ’l) . g + (xg = 0 (Z’ll) L Q3 = —Qg

gelten. Also sind oy = s = a3 = 0, und damit ist {7, 75, ¥3} linear unabhéngig.

e Mit {#,...,Z} sind auch alle ihre Teilmengen linear unabhéngig. Sind z.B. 1 <
k< M und o177 + ... + o = 0, so ist mit agyq = ... := ayp; := 0 auch
a1y + ...+ aydy =0, und daraus folgt dann oy = ... = a; = 0.

e Sei ¥ € span{#,..., @y} C X. Dann lésst sich # als Linearkombination

r = Oélfl + ...+ OéMfM (IV29)
darstellen. Ist {Z1, ..., ¥y} linear unabhéngig, so sind die Koeffizienten a; eindeu-
tig. Ist ndmlich ¥ = S177 + ... + By T, so folgt aus

(a1 — 51) ZZ"l + ...+ (OzM — BM) _)M == 6, (IV30)
dass ay = P, a2 = Ba,...,an = Py

o Ist {7y,...,Z} linear abhingig, so gibt es in (IV.29) mehrere verschiedene Line-

arkombinationen, die I darstellen.

e Es gilt folgende Aquivalenz:
{Z1, ..., 2} ist linear abhéngig (IV.31)
& FieZM B, ..., Bi1, Bist, - Bar:
T = P+ ...+ BiaZior + BiyiZi + .o+ BuZu
e Aus dieser Aquivalenz ergibt sich unmittelbar die folgende Aquivalenz:

{Zy,..., %)} ist linear abhingig < (IV.32)
Ji € 7 span({fl, ey T, Ty 1y e ,fM}) = span({fl, . ,fM}).

Definition IV.7. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S C X heifit Basis von
X

i< S ist linear unabhingig und X = span(S).

Satz IV.8. Seien X ein K-Vektorraum und Y = span(S) C X ein endlich erzeugter
Unterraum, |S| < co. Dann gibt es eine Teilmenge S C S, die eine Basis von'Y bildet.
Jede andere Basis von'Y hat dieselbe Elementzahl.
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Beweis. Nach dem Ergénzungssatz IV.12 kann M = () mit Vektoren aus S zu einer Basis
S von Y ergénzt werden.

Ist T eine andere Basis von Y, so folgt wegen YV = span(f) nach Satz IV.13, dass
|T'| > |S|. Genauso folgt natiirlich umgekehrt |S| > |T'|, also

7| = |S]. (IV.33)

O

IV.4. Dimension

Definition IV.9. Seien X ein K-Vektorraum und Y C X ein Unterraum.

(i) Sind Y endlich erzeugt und S eine Basis von Y, so setzen wir
dim(Y) = |S] < oc. (IV.34)
(ii) Ist Y nicht endlich erzeugt, so setzen wir
dim(Y) = oc. (IV.35)
Die Zahl dim(Y") bezeichnet man als Dimension von Y (iiber K).

Bemerkungen und Beispiele.

e Es ist span(()) der Durchschnitt aller Unterrdume, die () enthalten.
Also ist span()) = {0}, und somit

dim ({0}) = o. (IV.36)
e Dic kanonischen Basisvektoren ¢, ...,éy € KV,
1 0 0
0 1 0
51 = . s gg = . g ey gN = . y (IV37)
0 0 1
bilden eine Basis in K¥, die so genannte Standardbasis £y := {é1,...,éx}. Also
ist
dim (KV) = N. (IV.38)

e Der Vektorraum F der reellen Funktionen auf [a, b] ist unendlichdimensional,
dim F = oo. (IV.39)

So sind z.B. mit fi(z) =1, fo(z) := 2!, f3(z) := 2%, fi(z) := 2%, ... die Mengen
{fi,..., fx } linear unabhéngig fiir jedes (noch so grofie) K € IN.
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Seien Y'Y C X zwei endlich erzeugte Unterraume eines K-Vektorraums X und
Y’ CY. Aus dem Ergianzungssatz folgt sofort, dass

dim(Y’) < dim(Y). (IV.40)
e Gelten hingegen Y’ C Y und dim(Y”’) = dim(Y") < oo, so folgt umgekehrt
Y = V. (IV.41)

e Sind Y = span(S) endlich erzeugt und |[S| > dim(Y’), so ist S linear abhéngig.

e Ist umgekehrt S C Y eine linear unabhéngige Teilmenge und |S| = dim(Y"), so ist
S eine Basis von Y.

e Ist dim(X) = oo, so gibt es in X linear unabhéngige Teilmengen mit beliebig
grofler Elementzahl.

e Sind dim(X) = oo und S C X eine Basis, so ist
X = {&1fl+"'+OéNfN|NE]N,O(1,...,O(N€]K, fl,...,fNGS}. (IV42)

D.h. X enthélt alle (endlichen) Linearkombinationen von Vektoren aus S. Unend-
liche Linearkombinationen sind (zunéchst) nicht definiert.

Satz IV.10. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
Beweis. Anwendung des Zornschen Lemmas bzw. des Auswahlaxioms. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Satz IV.10 gilt auch fiir Vektorrdume, die nicht endlich erzeugt sind.

Satz IV.11 (Dimensionsformel). SeienY,Y’ C X zwei Unterrdume eines IK-Vektorraums
X. Dann gilt die Dimensionsformel

dim(Y) +dim(Y’) = dim(Y NY’) + dim(Y + 7). (IV.43)

(Wobei auf beiden Seiten oo steht, falls dim(Y') = oo oder dim(Y”') = c0.)
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IV.5. Ergdanzungen

IV.5.1. Erganzungssatz und Austauschsatz von Steinitz

Der Beweis von Satz IV.8 benutzt die beiden folgenden wichtigen Aussagen:

Lemma IV.12 (Ergdnzungssatz). Seien IK ein Korper, X ein K-Vektorraum und Y C
X ein Unterraum. Seien weiterhin M = {Z1,..., %} C Y eine endliche, linear un-
abhingige (mdglicherweise leere) Teilmenge und S = {y1,...,y.} C Y ein endliches
Erzeugendensystem, Y = span(S). Dann gibt es eine Teilmenge S C S, so dass M U S
eine Basis von'Y bildet.

Bewers. Betrachte das System von Teilmengen
T = {TCMUS|T2M, Y =span(T)}. (IV.44)

Wegen M US € T ist T # (). Weiterhin gilt offensichtlich & < |T| < k + n fiir jedes
T € T.Sei nun T' € T eine Menge mit minimaler Elementzahl. Dann erzeugt T den
Unterraum Y. Zeigen wir nun noch, dass 7T linear unabhéngig ist, so bildet 7" eine Basis
von Y. Seien also #,...,4s € S so, dass T = {&,..., Tk, U1, .., Yr}. Seien weiterhin
a1, ..., B, ..., Be € K, so dass

ondy ... Ty + P+ ...+ Bee = 0. (IV.45)

Wiire etwa 3; # 0, so lieBe sich ¢, als Linearkombination der Vektoren in T := T \ {7}
darstellen. Dann wire aber span(7) = span(T) = Y und somit T € 7. Andererseits
wire dann |T| < |T), und weil die Zahl der Elemente von 7' minimal ist, folgte auch
IT| > |T|. Widerspruch. Es folgt also, dass

b1 =P = ... = [ =0, (IV.46)
was dann
i+ ... +apTn = 0 (IV.47)
impliziert. Aus der linearen Unabhéngigkeit von M erhalten wir dann auch noch
ap =y = ... = ap = 0. (IV.48)
Somit ist 7" linear unabhéngig. O

Satz IV.13 (Austauschsatz von Steinitz). Seien K ein Korper, X ein K-Vektorraum
und Y C X ein Unterraum mit Basis {Z1,...,Zx} C Y. Sei weiterhin S C Y ein
Erzeugendensystem von Y = span(S). Dann gibt es einen Vektor § € S, so dass auch
{Y, 2, ..., %k} eine Basis von'Y bildet.

Beweis. Setzen wir M := {Zs,...,Zx}, so ist M C Y linear unabhingig und kann
nach Lemma IV.12 mit S C S zu einer Basis erginzt werden. Dabei ist S # (), da
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71 ¢ span(M). Nehmen wir an, S enthielte mindestens zwei Vektoren 7,7 # 0, 7 # 7.

Weil {7, ..., 7} eine Basis in Y ist, gidbe es eindeutige «; und 3; so, dass
g = fl + e + e l_"k, (IV49)
2 =07 + ... + BT (IV.50)

Da v, 2 ¢ span(M), wiren «q, 51 # 0. Damit wére

_6137 + O415 + (ﬁlOQ - 04162>52 + ...+ (ﬁ10ék — Oélﬁk)fk = 6, (IV51)
und aus der linearen Unabhéngigkeit von {v, 2, @, ..., )} folgte, dass alle Koeffizienten
verschwinden und insbesondere auch 8, = a; = 0 gilte, was in Widerspruch zu a, 5 #0
stiinde. Also enthélt S genau ein Element. O

IV.5.2. Beweis der Dimensionsformel
Bewers. In dieser Ergénzung fithren wir den Beweis von Satz IV.11, d.h. wir beweisen die

Dimensionsformel (IV.43). Dazu kénnen wir 0.B.d.A. dim(Y"), dim(Y”’) < oo annehmen.
Dann sind auch

dim(Y NY’) < dim(Y) < oo, (IV.52)
dim(Y +Y’) < dim (span({YUY’})) < dim(Y) +dim(Y’) < oo. (IV.53)

Sei nun {7y,...,7,.} eine Basis von Y NY’. Nach dem Erginzungssatz IV.12 gibt es

Vektoren 4y, ..., 4, € Y und 23,...,2, € Y/ so dass {Z1,..., %, Y1,...,Yn} eine Basis
von Y und {#y,...,%,, 21, ..., 2,} eine Basis von Y’ bilden. Offenbar ist dann auch
Y 4+Y' = span{Z1, ..., T, Ti,. .- Gms Z1s- -0 20 ) (IV.54)
Wir zeigen, dass diese Menge linear unabhéngig ist. Seien aq,...,a,., B1,...,0n € K,
sowie 71, ...,7, € K, so dass
T+ .. T+ B+ B 121+ 2, = 0, (IV.55)
bzw.
@ = =B+ ..+ Bulin) = Tr1+ ...+ T+ NA+ .+ Yadn (IV.56)

Aus der ersten Gleichung in (IV.56) folgt, dass @ € Y, und aus der zweiten, dass @ € Y.
Also ist W = — (191 + ... + Bn¥m) € Y NY’ und kann als Linearkombination der 7;
dargestellt werden, d.h. es gibt aq,...,a, € K, so dass

Biifh + .+ Bl + 01T + ...+ &%, = 0. (IV.57)

Da {#1,...,Ym, T1,...,Z,} eine Basis in Y ist, folgt daraus jedoch, dass &; = --- =
&, = 0 und insbesondere

pr=02="=pn=0 (IV.58)
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sowie
0 =@ = B +...+ T +7Z1 4 ...+ VnZa. (IV.59)
Da aber {#1,...,Z,, 21, ..., 2, } eine Basis von Y’ bilden, folgt daraus, dass auch
=y = =, =7 =7 = =7, = 0. (IV.60)

Also ist {Z1, ..., Zr, Y1, Yms Z1,-- -, 2n ) €ine Basis von Y +Y” und (IV.43) ergibt sich
nun durch Abzéhlen aus

dim(Y NY') = r, dim(Y +Y’) = r+m+n, (IV.61)
dim(Y) = r+m, dim(Y') = r+n. (IV.62)
U
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