Einfiihrung zur Vorlesung

Lineare Algebra fiir Elektrotechnik

Prof. Dr. Volker Bach

Technische Universitdt Braunschweig
Wintersemester 2026/27



Vorwort

In diesen Tagen besuchen Sie die ersten Vorlesungen IThres Studierendenlebens. Ich hoffe,
dass Ihnen die kommenden Wochen in positiver Erinnerung bleiben. Vielleicht machen
Sie — wie auch ich bei meinem Studienbeginn vor vielen Jahren — folgende Erfahrungen:

Die Lehrveranstaltungen an der Universitét sind grundsétzlich verschieden vom
Schulunterricht: Vorlesungen sind Frontalunterricht, und nur in den Ubungen ha-
ben Sie die Gelegenheit, aktiv am Unterricht teilzunehmen.

Das Material, das in der Vorlesung abgedeckt wird, ist ein Vielfaches dessen, was
in derselben Zeit im Schulunterricht behandelt wird.

Der Abstraktionsgrad ist ebenfalls viel grofier als in der Schule.

Sie sind fiir alles, was Sie lernen oder nicht lernen selbst verantwortlich. Das gibt
Ihnen eine vollig neue Freiheit, aber es erfordert auch ein hohes Mafl an Selbstdis-
ziplin.

Sie haben das Gefiihl, noch nie soviel neue, interessante Dinge in so kurzer Zeit
gelernt zu haben. Es erdffnet sich geradezu eine neue, bisher unbekannte Welt fiir

Sie.

Ich mochte Thnen deshalb ein paar persénliche Ratschlige mit auf den Weg geben:

Thr Zeitaufwand fiir die (4+2+2)-stiindige Vorlesung Lineare Algebra fir Elektro-
technik ist enorm, wenn Sie den Anspruch haben, auch wirklich zu verstehen, was
Sie lernen. Sollten Sie merken, dass Sie den Aufwand aller Threr Veranstaltun-
gen nicht mehr schaffen, dann empfehle ich Thnen, lieber Vorlesungen aus ihrem
Stundenplan zu streichen, als viele Dinge nur oberflachlich zu machen.

Suchen Sie sich Kommilitonen /innen, mit denen Sie gemeinsam Ubungsaufgaben
und deren Losungen vor deren Abgabe besprechen.

Erklaren Sie sich gegenseitig den Vorlesungsstoff — nur das, was Sie jemandem
iiberzeugend erkldren konnen, haben Sie selbst auch gut verstanden.

Kommen Sie zur Vorlesung statt zu “schwénzen” und sich darauf zu verlassen, in
den Semesterferien alles nacharbeiten zu kénnen.

Kaufen Sie kein Buch ohne nicht vorher damit gearbeitet zu haben, denn Buch-
auswahl ist Geschmacksache — auch bei Mathematikbiichern. Deshalb mochte ich
eigentlich keine konkreten Lehrbiicher nennen. Da ich aber ohnehin danach gefragt
werde, nenne ich drei:

— Ansorge, Oberle, Rothe, Sonar: Mathematik fir Ingenieure 1+2 (Wiley),
— Riessenberger: Mathematik fiir Ingenieure (Springer),
— Wiist: Mathematik fir Physiker 1+2 (de Gruyter),

Trauen Sie sich ruhig, in Vorlesungen und Ubungen dazwischenzufragen, wenn Sie
etwas nicht verstehen. Meistens sind Sie nicht allein, und die anderen sind dankbar
fiir Thre kldarende Frage.

Versuchen Sie herauszufinden, ob Sie durch das Schreibtempo in der Vorlesung
“abgehéngt” werden. Falls ja, kopieren Sie sich eine Mitschrift eines Kommilitionen



oder wechseln Sie sich mit dem Schreiben ab. Kommen Sie aber auf jeden Fall zur
Vorlesung]!

e Der Erfolg Thres Studiums héngt in entscheidender Weise von Threr Begeisterung
fiir das von Thnen gewéhlten Fach ab — unabhéngig vom Fach. Bewahren Sie sich
diese Begeisterung und versuchen Sie sich auf die Faszination einzulassen, die von
den in der Lehre behandelten Inhalten ausgeht, statt auf ein maximal 6konomisches
Studium (= viele gute Noten mit minimalem Aufwand) zu zielen!
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Vorwissen aus der Schule

Es ist eine immer wieder beklagte Tatsache, dass nicht alle Studienanfanger der MINT-
Fécher dasselbe oder auch nur ein vergleichbares mathematisches Vorwissen besitzen.
Defizite entstehen einerseits durch individuelle Lernschwéchen und Abwéhlen von Ma-
thematik als Schulfach, aber auch durch eigenwillige Interpretationen des Lehrplans. Es
stellt sich daher die Frage, welche mathematischen Vorkenntnisse ich Thnen in der Lehr-
veranstaltung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik verbindlich unterstelle. Selbstverstiand-
lich lautet die korrekte Antwort auf diese Frage, dass ich von der Beherrschung aller im
Lehrplan bis zum Abitur vorgesehen Inhalte ausgehe. Diese Antwort hat fiir Sie vermut-
lich nur einen sehr begrenzten praktischen Nutzen.

Einen konkreten Mindestanforderungskatalog, den die Baden-Wiirttembergische COSH -
Gruppe formuliert hat, findet man zum Herunterladen unter

https://cosh-mathe.de/materialien/
Dort finden Sie auch einen Hinweis auf das Buch
So viel Mathe muss sein/,

das Mitglieder der COSH-Gruppe verfasst haben und in dem sie die im Mindestanfor-
derungskatalog genannten mathematischen Inhalte zur Vorbereitung auf ein WiMINT-
Studium detailliert darlegen.

Einen umfangreicheren Katalog des gewiinschten Vorwissens bietet das Buch Schulwissen
Mathematik von Winfried Scharlau (Vieweg Verlag, 3. Auflage, 2001).

Weiterhin empfehle ich [hnen den Online-Mathematik-Briickenkurs @ TU Braun-
schweig, zu dem Sie sich unter

https://www.ombplus.de/

anmelden konnen. Wenn Sie den Kurs erfolgreich absolvieren und das zugehorige Zer-
tifikat bis zum 31.12.2022 per E-Mail an v.bach@tu-bs.de senden, werden Ihnen
48 zusitzliche Hausaufgabenpunkte gutgeschrieben! (Dies entspricht der Punkte-
zahl zweier Hausaufgabenblétter.)
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Hier gebe ich Thnen zusétzlich eine (unvollstdndige) Liste mathematischer Gegensténde,
deren sichere Beherrschung von IThnen erwartet wird:

Zahlenbegriffe der natiirliche Zahlen IN, ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q,
irrationale Zahlen, wie \/5, und reelle Zahlen R.

Elementare Umformungen von Gleichungen: Wenn man auf beide Seiten einer
Gleichung dieselbe Operation durchfiihrt, erhdlt man wieder eine Gleichung. Aber
Vorsicht! Obwohl diese Umformungen in der Schule hiufig als “Aquivalenzumfor-
mungen” bezeichnet werden, ist die neue Gleichung nicht immer dquivalent zur
alten. Beispielsweise erhélt man a - b = 0 aus a = 0, aber a = 0 folgt aus a - b =0
nur, wenn man auflerdem weif, dass b # 0.

Auflésen von Gleichungen, wie zum Beispiel

3z +4 d 3x24+4x+5
oder = -
5 + 6 y 502 4+6x+ 7’

y =
nach = (durch elementare Umformungen). Dazu muss man manchmal Fallunter-
scheidungen machen, was fiir Schiiler:innen ungewohnt ist.
Die p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen.
Die binomischen Formeln.
Geometrische Grundbegriffe:

— Die Flacheninhalte von Kreis, Rechteck, Parallelogramm, Dreieck.

— Die Volumina von Kugel, Quader, Zylinder, Prisma.

— Den Satz von Pythargoras.

— Vektorrechnung, Geradengleichungen in R? und R?, Ebenengleichungen in
R3.
Elementare Funktionen:

— Die trigonometrische Funktionen sin, cos, tan, cot, ihre Umkehrfunktio-
nen arcsin, arccos, arctan, arccos. (Auch die Graphen dieser Funktionen!)

— Die Exponentialfunktion e” = exp|z]| und der Logarithmus In[z]. (Auch
die Graphen dieser Funktionen!)

Die Stetigkeit einer Funktion.

Die Ableitung einer Funktion, ihre Interpretation als Steigung der Tangente,
Anwendung auf Minimierungs- und Maximierungsaufgaben, Kurvendiskussion.

Das Integral einer Funktion, seine Interpretation als Flache unter der Kurve, den
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

In der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik werden viele dieser Begriffe -etwa
die Differenzial-, Integral- und Vektorrechnung- neu und griindlich aufgebaut. Man sollte
sich aber nicht dariiber hinwegtduschen, dass dieser Aufbau ohne ein Grundverstdndnis
dieser Dinge misslingt.
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. Grundlagen, Konventionen und
Notationen

Dieses Kapitel stellt eine Ubersicht iiber in der Mathematik haufig gebrauchte Begriffe,
Konventionen und Notationen dar. Der Inhalt dieses Kapitels wird den Leser(inne)n
grofitenteils aus dem Schulunterricht geldufig sein. Die wenigen neu hinzukommenden
Begriffe sind so leicht zu lernen, dass es den Leser(inne)n iiberlassen ist, sich im Laufe
der ersten Woche diese anzueignen. In der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik
wird dieses Kapitel nur schlaglichtartig beleuchtet und wir! werden seinen Inhalt ohne
weitere Erkldrung benutzen.

I.1. Quantoren und Logik

e Fine Aussage im mathematischen Sinne ist ein Wortgebilde, dem man entweder
den Wert wahr (w) oder falsch (f) zuordnen kann.

— , Es regnet jetzt®,  Braunschweig ist die schinste Stadt Deutschlands® oder
,1-1=4"sind jeweils Aussagen,

— ,,Grin®, ,, Finfzehn Mann auf des toten Mannes Kiste -Johoo, johoo, johoo-
und 'ne Buddel mit Rum!“ oder ,,15x 4 Ty sind jeweils keine Aussagen.

Dabei geht es nur um die prinzipielle Zuordnung von w und f und weder um die
praktische Nachpriifbarkeit der Aussage als Fakt noch um deren Objektivitiat noch
um die Frage, ob sie eine Wertung beinhaltet.

e Das Zeichen = bedeutet Gleichheit und ist in seiner Bedeutung evident. Das Zei-
chen := bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte definiert wird, das Zeichen
=: bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte (im Sinn einer Namensgebung)
abgekiirzt wird.

Beispiel:
a = f(0), f(1) =: b (L.1)
bedeutet

a wird als Wert der Funktion f bei 0 definiert, der Wert

der Funktion f bei 1 wird hingegen mit b bezeichnet. (1.2)

e Das Zeichen V bedeutet fiir alle (umgedrehtes A wie Alle).

n mathematischen Texten wird meistens die 1. Person Plural verwendet — selbst wenn es sich nur
um einen Autor handelt.
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Beispiel:
Ve,y>0: z-y>0 (1.3)
bedeutet
Fiir alle x > 0 und y > 0 gilt x -y > 0. (L.4)

e Das Zeichen 3 bedeutet es existiert (umgedrehtes E wie Existiert).
Beispiel:
Ve>03dy<0: z4+y =0 (L5)
bedeutet

Fiir jedes x groffer Null existiert ein y kleiner Null, so

dass x +y = 0 gilt. (Das gesuchte y ist natiirlich —zx.) (L.6)

e Man beachte, dass Quantoren im Allgemeinen nicht vertauscht werden diirfen.
Dazu betrachten wir folgende Beispiele:

VnelNdmeIN: m>n
bedeutet

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl
m so, dass m grofSer als n ist. (Diese Aussage ist wahr).

(L7)

dmelNVnelN: m>n
bedeutet

Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass alle natirlichen
Zahlen n kleiner sind als m. (Diese Aussage ist falsch).

(L.8)

e Das Zeichen = bedeutet impliziert.
Beispiel:
A= B (1.9)
bedeutet

Aussage A impliziert Aussage B, d.h.: Ist A wahr, (L.10)
so ist auch B wahr. .

e Wie oben gesagt, kann eine mathematische Aussage A ein Satz, eine Bedingung
oder auch eine Behauptung sein. In jedem Fall ist sie aber wahr oder falsch, A €

{w, f}.
Beispiel:

A := FEsregnet., B := Die Erde wird nass. (I.11)
Dann gilt die Implikation A = B, was gelesen werden muss als

(A=w) = (B=w).
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Dieses Beispiel wirkt etwas kiinstlich. Darum geben wir ein weiteres Beispiel, in
dem die Aussagen von Platzhaltern abhéngen:

) w, falls z > 5, J w, fallsy > 7, _J w, falls z > 33,
Alz) = { f, falls z < 5, Bly) = { f, falls y < 7, Cla) = { f, falls z < 33,

dann gilt die folgende Implikation (s. (I.18)—(1.19)):

(1.12)
A(z) AN B(y) = C(x-y).

e Das Zeichen <= bedeutet ist gleichwertig mit oder ist dquivalent zu, d.h.

A<= B (1.13)
bedeutet
A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist. (I.14)

e Das Zeichen V ist ein logisches oder, d.h.

AV B (I.15)
ist wahr, falls A oder B oder beide wahr sind und falsch, (116
falls A und (gleichzeitig auch) B falsch sind. 16)
Beispiel:
{z-y=0} <= {(@@=0)V (y=0)}. (1.17)
e Das Zeichen A ist ein logisches und, d.h.
ANB (1.18)
ist wahr, falls A und (gleichzeitig auch) B wahr sind und
(1.19)
sonst falsch.
Beispiel 1:
{(@=0A(y=0} = {z+y=0} (1.20)
Beispiel 2:
A<= B ist gleichwertig mit (A= B)A (B = A) (I.21)
d.h. (um die Verwirrung komplett zu machen)
(A — B) — [(A = B) A (B = A)] (I1.22)
e Die logische Negation wird mit — bezeichnet, also
- A (1.23)
ist wahr, falls A falsch ist und falsch, falls A wahr ist. (1.24)
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e Fine wichtige Beobachtung ist die Kontraposition, d.h. dass
(A= B) <= (—~B=-A4). (1.25)
Dies versteht man intuitiv sofort an folgendem Beispiel:

Es regnet. = Die Erde wird nass.
ist gleichwertig mit

Die Erde ist nicht nass. = Es regnet nicht. (1.26)

e Es ist niitzlich, sich die Werte der Aussagen A, B, A= B, A< B, AVB, A\NB
und —A, in einer Wertetabelle zu verdeutlichen:

A B [ASB|[ASB|AVB|[AAB] -4 |

w w w w w w f

w f f f w f f (1.27)
f w w f w f w

f f w w f f w

Wir sehen, dass [A = B] & —[AV (=B)] & [-(A A (=B))] gilt, da die Werte
von A = B und —[AV (=B)] fir alle vier moglichen Werte des Paars (A, B) €
{(w, w), (w, ), (f, w), (£, f)} ibereinstimmen.

e Fiir logische Verkniipfungen gelten

das Kommutativgesetz: (1.28)
AV B = BVA,
ANB = BAA,

das Assoziativgesetz: (1.29)

Av(BVvC) = (AVB)VvC,
AN(BAC) = (AANB)AC,
das Distributivgesetz: (1.30)
AV (BAC) = (AVB)A(AVC),
AN(BVC) = (AANB)V (ANC).
sowie: (1.31)
~(AV B) = (=4) A (=B),
~(A A B) = (=A) V (=B).

1.2. Mengen

Mengen sind (endliche, abzdhlbare oder sogar iiberabzidhlbare) Sammlungen mathema-
tischer Objekte.
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{1,5,9} ist die Menge, die die Zahlen 1,5 und 9 enthélt,

{r € N | x < 5} enthélt alle natiirlichen Zahlen, die kleiner als 5 sind
(also {z € N|z <5} = {1,2,3,4}).

Jedes Element einer Menge wird nur einmal aufgefiihrt, beispielsweise ist
{1,5,9,9,5} = {1,5,9}.

x € M heifit x ist Element der Menge M.
x & M heifit x ist nicht in der Menge M enthalten.

Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit |M| oder auch #[M] be-
zeichnet. Beispielsweise ist |[{1,5,9}| = 3.

A C B bedeutet, dass die Menge A in der Menge B enthalten ist, also dass A
Teilmenge von B ist. Umgekehrt heifit A O B, dass die Menge A die Menge B
enthélt:

(ACB) <= (B2 A) < (rc€cA=>=z€B). (1.32)

) = { } ist die leere Menge, die kein Element enthélt.

Gleichheit von Mengen bedeutet elementweise Ubereinstimmung,

(A=B) <= (zreA<==z€eB). (1.33)

{z | E(z)} und {z}pg) bezeichnen die Menge aller x, die die Eigenschaft E(x)
besitzen.

Beispiel:
U :={n|3keN: n=2k-1} (1.34)
ist

die Menge aller n, fiir die es eine natiirliche Zahl k gibt,

so dassn =2k —1 gilt ) (1.35)
d.h.
U={2%-1|keN} = 2N—1 (1.36)

ist die Menge aller ungeraden Zahlen.

Die Eigenschaft F(z) kann auch durch eine Indexmenge 7 charakterisiert sein.
Beispiel: Mit Z := {1, 3,5, 7} ist

{z; 1€} = {xitiex = {71, 23,25, 27} (1.37)

Haben wir mehrere Mengen, etwa A;, Ay und As, so bildet M = {A;, Ay, A3}
wieder eine Menge — eine Menge von Mengen. Dies kann man so fortsetzen und
kommt zu Mengen von Mengen von Mengen u.s.w. Der Ubersichtlichkeit halber
hat sich deshalb im Sprachgebrauch bewéhrt, die iibergeordnete Menge M als

Familie, System, Kollektion oder auch Klasse zu bezeichnen. Somit ist M die
Familie der Mengen Ay, Ay und As.
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e Die Familie aller Teilmengen einer Menge M bezeichnet man als ihre Potenzmen-
ge P(M). Dabei zihlen auch die leere Menge () und M selbst als Teilmenge von
M. Fiir |M| < oo ist [B(M)| = 2HMH . (Warum?)

Beispiel:

M:={1,2,3} = PM)= {(Z),{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}&. |
.38

e Die Vereinigung, der Durchschnitt und die Differenz zweier Mengen A, B
werden wie folgt bezeichnet:

Vereinigung;: AUB = {z|(z € A)V (z € B)}, (1.39)
Durchschnitt: ANB = {z|(x € A)A(z € B)}, (1.40)
Differenz: A\ B = {z|(zr € A) N (z & B)}. (I.41)

e Ist A eine Teilmenge einer Obermenge M, d.h. A C M, so bezeichnet
A¢ = M\ A (1.42)

das Komplement von A beziiglich M. (Vorsicht, der Notation A¢ fiir das
Komplement sieht man die Grundmenge M, auf die sie sich bezieht nicht mehr
an!)

Beispiel: Seien A = {1,2,3}, B ={3,4,5}, M ={1,2,...,10}. Dann sind
AUB = {1,2,3,4,5}, AN B = {3}, (1.43)
A\B = {1,2}, A°={4,5,6,7,8,9,10}. (L44)

e Vereinigungen und Durchschnitte konnen auch iiber Familien {4;};cz von Mengen
A; gebildet werden, wobei i eine Indexmenge Z durchlauft.

Beispiel:

UAZ- = {l“ﬂiGZ: x €A}, (1.45)
i€z

ist
die Vereinigung der Mengen A;, d.h. die x, die in (min- (1.46)
destens) einer Menge A; mit i € T enthalten sind; )
(A = {z|Viel: ze€A}, (1.47)
i€T

ist
der Durchschnitt der Mengen A;, d.h. die x, die in allen (1.48)

Mengen A; mit i € T enthalten sind.

e Fiir Vereinigung, Durchschnitt und Komplementbildung von Mengen gelten Kom-
mutativ-, Assoziativ-, und Distributionsgesetze, analog zu den entsprechenden Ge-
setzen fiir die logischen Verkniipfungen V, A und —.
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e Sind A und B zwei nichtleere Mengen, so bezeichnet

AxB = {(a,b) |a€ A, be B} (1.49)
das kartesische Produkt von A und B, d.h. die Men-
ge aller Paare (a, b), die sich mit Elementen a aus A und (1.50)

b aus B bilden lasst.

Allgemeiner ist
Ap x Ay x oo x Ay = {(a1,as,.. ., a,) | a1 € Ay, L a, € Ay (L51)

das  (n-fache) kartesische Produkt der Mengen
Ay, Ay, A, dh.  die Menge aller n-Tupel
(ay,as,...,a,), die sich mit Elementen a; aus A;,
fir i € {1,2,...,n} bilden ldsst.

(L52)

Vorsicht! Oft wird A; x Ay x --- x A, mit Ay UA,U---UA, verwechselt.
Der Unterschied wird aber schon deutlich, wenn man die Zahl der Elemente
fur A := A; = A, betrachtet:

|Ax Al =|A]?, (1.53)
AU A| = |A|. (1.54)
e Sind ay, as, as, ... Zahlen, so bezeichnen wir (a,),en als Zahlenfolge. Man beachte
auch hier den Unterschied zwischen dem Tupel (a,)nen und der Menge {a, }nen-
So ist beispielsweise fiir die Zahlenfolge a; = a3 = a3 = ... = 1, die konstant gleich

eins ist,
(an)nelN == (1, 1, g oo .), (155)

aber

{adwen = {1,1,1,...} = {1}. (1.56)

e Hiufig wiederkehrende Mengen haben in der Mathematik eine eigene Bezeichnung
bekommen. Wir listen die Symbole fiir die wichtigsten Zahlenmengen auf:

die natiirlichen Zahlen: W := {1,23,...}, (1.57)
die natiirlichen Zahlen mit Null: N, := {0,1,2,3,...}, (1.58)
die ganzen Zahlen: Z := {0,1,—1,2,-2,3,-3,...}, (1.59)

die rationalen Zahlen: Q := { b ‘ pEZ, q€ ]N}, (1.60)
q

die reellen Zahlen: R (I.61)

die komplexen Zahlen: C (1.62)

Die prézise Definition der reellen oder gar der komplexen Zahlen geht iiber den
ublichen Schulstoff hinaus. Wir werden dies in den kommenden Wochen in der
Vorlesung behandeln.
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e Weiterhin fithren wir fiir m,n € INy mit m < n noch die Bezeichnung
zZ: = {mm+1,m+2 ... ,n} (1.63)

fiir die natiirlichen Zahlen zwischen m und n ein.

1.3. Ordnungsrelationen

Die Zeichen <, >, <, > haben wir in verschiedenen Beispielen in den vorigen Abschnitten
wie selbstverstdandlich benutzt.

e a < b heiflt a ist kleiner als oder gleich b.
e a > b heifit a ist grofler als oder gleich b.

a < b heif}t a ist kleiner als b. Zur Unterscheidung dieser Relation von
a < b sagt man auch a ist echt kleiner als b oder a ist strikt kleiner als b.

a > b heiBt a ist (echt, strikt) gréfer als b.

e Offenbar gilt
a<b < b>a, (1.64)
a<b < (a<b)V(a=0D), (1.65)
a>b < (a>b)V(a=0D). (1.66)

Die Ordnungsrelation < ldsst sich aber auch auf andere Mengen, als den uns vertrau-
ten Zahlen iibertragen. Deshalb ist es zweckméfig, den Begriff einer geordneten Menge
prézise zu definieren.

Definition I.1. Eine Menge S # () heifst (total) geordnet beziiglich “<” &

Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen

a<b, a=0bodera>b. (L.67)

(i)
(i) Sind a,b,c € S, und gilt a < b und b < ¢, dann gilt auch (1.68)

a < c.

Das Symbol “<” heifit Ordnungsrelation auf S.

Beispiele fiir total geordnete Mengen sind IN, Z, Q und R. Auf den komplexen Zahlen
gibt es keine (mit den Verkniipfungen vertrigliche) Ordnungsrelation. Ebenso gibt es
keine (mit den Verkniipfungen vertrigliche) Ordnungsrelation auf den Vektoren in R3.

Mit Hilfe der Ordnungsrelation kann man Intervalle in R definieren. Seien a,b € R und
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a < b. Dann heiflen

(@, b) = {reR|a<z<b} (1.69)
das offene Intervall von a nach b,

[a, b] = {zeR|a<z<b} (1.70)
das abgeschlossene Intervall von a nach b,

[a,b) = {reR|a<xz<b} (L.71)
das rechts halboffene Intervall von a nach b,

(a,b] = {zeR|a<z<b} (L.72)

das links halboffene Intervall von a nach b
und insbesondere

Rt = {zeR|z>0}, R = {z€eR]|z<0}, (1.73)
Ry = {zeR| x>0}, R, = {xeR |z <0} (1.74)

1.4. Funktionen

Funktionen, auch Abbildungen genannt, sind die wichtigsten Objekte der Mathema-
tik. Eine Funktion f ordnet jedem Element z seiner Definitionsmenge D genau ein
Element f(z) seiner Wertemenge W zu. Die symbolische Schreibweise dafiir ist

f:D—=>W, z— f(x). (1.75)

Dabei ist die Definitionsmenge zwar voll ausgeschopft, denn f(x) ist fiir jedes © € D
definiert. Fiir die Wertemenge muss das aber nicht der Fall sein. Sind D' € D und
W' C W Teilmengen von D bzw. W, so bezeichnen wir mit

f(D) = {fx)eW|zeD} (1.76)
die Bildmenge (oder das Bild) von D" und

W) = {zeD| flz) e W'} (L.77)
die Urbildmenge (oder das Urbild) von W' .
Es kann also f(D) C W durchaus eine echte Teilmenge des Wertebereichs sein. (Wir
sollten hier aber erwéhnen, dass diese Konvention nicht einheitlich akzeptiert ist. Manche

Autoren verlangen, dass fiir f : D — W auch stets f(D) = W gilt, andere fordern noch
nicht einmal, dass f~*(W) =D.)

Definition I1.2. Seien D,W # () und f : D — W eine Abbildung.

[ heifst surjektiv & f(D) = W, (1.78)
[ heift injektiv & Va2’ € D: (f(z) = f(2) = (z=2'), (1.79)
f heifit bigektiv < f ist surjektiv und ingektiv. (1.80)
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Bemerkungen und Beispiele.
e exp: R — R, x> €” ist nicht surjektiv, (wegen e* > 0) aber injektiv (wegen der
strengen Monotonie der Exponentialfunktion).

e sin: R — [—1,1], > sina ist surjektiv aber nicht injektiv.

o tan: (—7/2, 7/2) = R, x> tanz ist bijektiv.

Definition 1.3. Fiirg: A — B und f : g(A) — C ist die Verkettung oder Kompo-
sition oder auch Hintereinanderschaltung f o g von g und f wie folgt definiert:

fog: A—C, 1:»—>f(g(x)) (1.81)

Satz 1.4. Seieng: A— B und f: B — C.
(i) Sind f und g surjektiv, so ist auch fog: A — C surjektiv.
(ii) Sind f und g injektiv, so ist auch fog: A — C injektiv.
(11i) Sind f und g bijektiv, so ist auch fog: A — C bijektiv.

Beweis.
Zu (i): Sei ¢ € C. Weil f surjektiv ist, gibt es ein b € B mit f(b) = c. Weil g surjektiv
ist, gibt es ein a € A mit g(a) = b. Also gilt (f o g)(a) = c.

Zu (ii): Seien a,a’ € A mit (f o g)(a) = (fo)(a’). Weil f injektiv ist, folgt g(a) = g(a’).
Weil g injektiv ist, folgt dann auch a = d’.

Zu (iii): Folgt aus (i) und (i1). O
Wichtig ist also zu beachten, dass der Definitionsbereich von f mit dem Bildbereich von
g ibereinstimmt. Man beachte auch die Reihenfolge: obwohl die Komposition fog heif3t,
wird erst g auf © € A angewandt und danach f auf das Ergebnis g(z) € B.

Eine wichtige Klasse von Funktionen ist die der charakteristischen Funktionen, auch
Indikatorfunktionen genannt. Ist D eine nichtleere Menge und A C D eine Teilmenge,
so ist die charakteristische Funktion von A gegeben als

1 fallsz € A,

0 falls = ¢ A. (1.82)

14 : D — {01}, :17#—){

Mit anderen Worten: 1 4[x] ist genau dann gleich 1, wenn z in A liegt und anderenfalls
gleich 0.

1.5. Beweistechniken

1.5.1. Volistandige Induktion

Eine haufig verwendete Beweistechnik ist die vollstindige Induktion. Zunéchst stellen
wir das Verfahren abstrakt vor. Nehmen wir an, wir wollten Aussagen A(1), A(2), A(3),. ..
beweisen. Dann kénnen wir folgende Tatsache verwenden.
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Satz 1.5. Gibt es ein ng € N, so dass A(ng) wahr ist, und gilt die Implikation
An) = An+1), (1.83)
fir jedes n > ng, n € N, so ist A(m) wahr, fir jedes m > ng, m € N.
Beweis. Wendet man (1.83) (m — ng)-mal an, so erhilt man
Alng) = Ang+1) = Ang+2)=--- = A(m —1) = A(m). (1.84)
O

Der Beweis durch vollstédndige Induktion wird an einem Beispiel am deutlichsten. Wir
wollen fiir n € IN die Summe

F(n)=14+24---4n (1.85)

berechnen, und wir haben die Vermutung, dass F(n) = G(n), wobei

G(n) := @ (1.86)
Nun gilt es, die Aussage
An) = w & F(n)=G(n) (1.87)
fiir alle n € IN zu beweisen.
e Induktionsanfang: Wahle ng := 1. Dann ist
F(ng) = F(1) = 1 = 1<12+ Y _ ¢1) = Gny). (1.88)

und A(ng) = A(1) = w.
e Induktionsannahme: Seien n > 1 und gelte A(n) = w, also F(n) = G(n).

e Induktionsschritt: Wir zeigen, dass aus A(n) = w auch A(n+1) = w folgt. Dazu
beobachten wir, dass unter Verwendung von F'(n) = G(n) auch

n(n+1)

Fn+1) =n+14+F(n) = n+1+Gn) = n+1+ 5
- DO G ) (1.89)

gilt, dass somit also A(n + 1) = w richtig ist.
Nach Satz 1.5 ist damit A(n) = w fiir alle n € IN bewiesen.
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1.5.2. Beweis durch Kontraposition

Neben der vollstiandigen Induktion ist auch der Beweis durch Kontraposition eine haufig
verwendete Methode, die auf (1.25) beruht,

(A= B) & (-B=-A). (1.90)

Wir illustrieren dies wieder mit einem Beispiel: Seien die Aussagen A und B definiert
durch

A =w & V2 eQq, (1.91)

B = w & Ip,qeN, ggT(p,q)=1: 2¢* = p (1.92)
wobei ggT'(a,b) € N den grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlichen Zahlen a,b € IN
bezeichne.

Ist nun A = w, so gibt es Zahlen p/, ¢ € IN so, dass V2 = zi: gilt. Enthalten p’ und ¢’

einen gemeinsamen ganzzahligen Faktor r € IN, sodass also p’ = pr und ¢’ = ¢r gelten,

so konnen wir r herauskiirzen und erhalten /2 = § mit teilerfremden p und ¢, d.h.

geT(p,q) = 1. Damit ist auch B = w, und wir erhalten
A= B. (1.93)

Die Aussage B ist jedoch stets falsch, weil dann der Primfaktor 2 in 2¢® in ungerader
Anzahl und in p? in gerader Anzahl auftreten miisste.

(B=f}={-B=wt={~A=w}={V2 ¢ Q}. (1.94)

Wir bemerken, dass der Beweis durch Kontraposition sehr dhnlich zur Methode des
Widerspruchsbeweises ist, letzterer beruht auf [A = B] = (-A) V B = =[A A (=B)].

1.6. Notationen

Seien m,n € Z mit m < n und

A = {am, Gmy1, Gy, -5 Qn ) (1.95)

eine Menge von Zahlen. Dann ist das Summenzeichen wie folgt definiert,

n
Z A; = G+ Qi1 + Qgo + ...+ Q. (1.96)
i=m
Wir bemerken, dass der Summationsinder ¢ durch irgend einen anderen Buchstaben
auler m oder n ersetzt werden kann,

n

Zai = Zak = Zaj. (1.97)
=m k=m

Jj=m

Fir m >n wird Y a; := 0 definiert.

Mit Z := {m,m+1,...,n} und A wird die Summe auch oft noch anders geschrieben:
Z a; = Z a; = Z a. (1.98)
i=m i€T acA
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1.7. Erganzungen

1.7.1. Aquivalenzrelationen

Héufig lasst sich eine Menge in eine Familie disjunkter Teilmengen zerlegen, deren Ele-
mente jeweils dhnliche Eigenschaften haben. Beispiel:
Wir zerlegen Z in Z. = Ay U A; U Ay, wobei

Ay:=3Z = {3k|keZ}, (1.99)
Ay :=32+1 = {3k+ 1|k eZ}, (1.100)
Ay:=3Z+2 = {3k+2|keZ}. (I.101)
Offensichtlich sind AgN Ay = A3 N Ay = Ag N Ay = (. Die Elemente in A; (7 =0,1,2)

lassen sich dadurch charakterisieren, dass sie einen Rest j beim Teilen durch 3 ergeben.

Wir formalisieren nun diese Uberlegungen.

Definition 1.6. Sei A eine Menge. Eine Abbildung R : Ax A — {w, f} heifit Relation
auf A. Fir R(a,b) = w schreiben wir auch a ~ b.

Definition 1.7. Eine Relation R : A x A — {w, f} auf einer Menge A, mit R(a,b) =
w < a ~ b heifit Aquivalenzrelation, falls folgende drei Figenschaften gelten:

Reflexivitit YVae A: a~a, (1.102)
Symmetrie Va,be A: a~bsb~a, (1.103)
Transitivitit Ya,b,ce A: (a~bAb~c)= (a~c). (L.104)

Satz 1.8. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A bewirkt eine Zerlequng von A in
disjunkte Teilmengen. Dabei sind zwei Elemente aus A genau dann dquivalent, wenn sie
derselben Teilmenge angehdren.

Beweis. Zu a € A definieren wir

la]. ={r € Ala~z}. (1.105)

Wegen a € [a].. ist [a]~ nicht leer. Wir zeigen nun fiir a,b € A, dass
entweder [a]l. N [b]. = 0 (1.106)
oder la]. = [b]~ (L.107)

gilt. (Wegen [a]. # 0 kénnen (1.106) und (I1.107) nicht gleichzeitig gelten.)

Sei [a]. N [b]~ # 0. Dann gibt es also ein gemeinsames Element ¢ € [a]. , ¢ € [b]. . Damit
gelten a ~ cund ¢ ~ b, also auch a ~ b. Ist nun = € [a]., dann gilt © ~ ¢ und mit a ~ b
auch = ~ b, also = € [b].. Es folgt, dass [a]. C [b].. Genauso erhdlt man [b]. C [a].,
also [a]. = [b]~. Damit ist (1.106)—(1.107) gezeigt.

Schreiben wir jetzt

A=l (1.108)

folgt die Aussage unmittelbar durch Zusammenfassen gleicher [a]... O
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[?eﬁnition 1.9. Die Teilmengen [a].. heiffen A quivalenzklassen. Die Familie der
Aquivalenzklassen bezeichnet man mit

A/~ (sprich: " A modulo ~"). (1.109)
Liegt a in einer Aquivalenzklasse, so heifit a Reprdsentant der Klasse.
Bemerkungen und Beispiele. Sind A := 7. die ganzen Zahlen und p € IN eine
natirliche Zahl, so sind
m~n &= dkeZ: m—n = kp. (I.110)
= 7Z = [0 U[l].U...Ulp—1], (I.111)
Ule = {kp+j|keZ}. (L.112)

7] ~ bezeichnet man auch mit Z/pZ oder Z, und [j]~ =: [j] mod p-

Definition 1.10. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Eine Teilmenge
S C A heifit ein vollstindiges Reprdsentantensystem zu ~, falls folgende zwei
Figenschaften gelten:

(i) Jedes Element aus A ist zu einem Element aus S dquivalent.

(i) Die Elemente aus S sind paarweise nicht dquivalent.

Bemerkungen und Beispiele.

A= {gCR ‘ g ist eine Gerade}, (I.113)

g1~ go &= g1 und gy sind parallel.

= S = {ge Al gn{0} = {0}} (1.114)
st ein vollstindiges Reprisentantensystem. (I.115)

1.7.2. Das griechische Alphabet

Das griechische Alphabet wird in der Mathematik hdufig verwendet. Zum Abschluss ge-
ben wir noch eine Liste der gebrauchlichsten griechischen Buchstaben:

KLEIN

a alpha 5 beta v gamma | 0 delta € epsilon

¢ epsilon | ( zeta n eta 6 theta ¥ theta

L jota k kappa | A lambda | © mii v ni

¢ xi 0o o T pi ¢ phi p rtho

o rho o sigma | ¢ sigma T tau v upsilon

¢ phi ¢ phi x chi Y psi w omega
GROSS

I' Gamma | A Delta | © Theta | A Lambda | = Xi

IT Pi > Sigma | T Upsilon | ® Phi U Psi

2 Omega
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