Il. GauBscher Satz und Stokesscher
Satz

I.1. Normalenvektoren und Orientierung

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine eingebettete Mannigfaltigkeit M C R? der
Dimension m = d — 1 mit Karte ¢ = (U, ). Die Basis {vi(p,®),...,va-1(p, @)} des
Tangentialraumes 7T, = span{vi(p, ®),...,v4s_1(p,¢)} wollen wir fiir p € U zu einer
Basis von R? erginzen. Offensichtlich ist

dim 7T, = 1, (IL.1)
und wir brauchen nur einen einzigen Vektor b(p, ¢) € R?\ {0} zu bestimmen, so dass

VaoeZ{ s (b(p,¢) | valp,9)) = 0. (I1.2)

Die folgende Definition gibt eine explizite Konstruktion von b(p, ¢). Dazu verwenden wir
hier und im Folgenden die Notation
_ (=)

Va e Z{ ezt v (p, @) = o (I1.3)
@ lz=p(p)

fiir die j. Komponente des Tangentialvektors v, (p, ¢).

Definition II.1. Seien d € IN und M C R? ecine eingebettete Mannigfaltigkeit der
Dimension m = d — 1 mit Karte ¢ = (U, ) und zugehorigen Tangentialvektoren
{vi(p, @), ..., va_1(p, #)} mit Komponenten v/ = d;(z)/0x,, wobei ¢ := ¢! und
p = ¥(x). Der zu ¢ am Punkt p gehorige Normalenvektor b(p, ¢) := (by,...,b;)" € R?
ist definiert durch

b= (ST (A (ngz(x))...(%ﬂdin(%

0x4-
TESy:m(d)=j =1

— T (d—
= (=) Z (=1) 01(1) " 'Ud£1 v (1L.4)

meSy:m(d)=j

Den entsprechenden normierten Vektor 7i(p, @) := |[b(p, ¢)||~' b(p, ¢) bezeichnet man als
Normaleneinheitsvektor.

Bemerkungen und Beispiele.
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Kapitel II. Gaufischer Satz und Stokesscher Satz

o Fiir k € Z4 ist b, = (—1)%71 det[]i(pk)], wobei die d x d-Matrix Jék) = (U1, ..., V41, €k)
aus der Jacobimatrix J,(x) von ¢ bei x = ¢(p) durch Anfiigen des kanonischen Basis-
vektors ey als letzte Spalte hervorgeht,

b, = (=1)" det (vl,...,vd_l,ek) = det (ek,vl,...,vd_l) = det (ek,J¢(x)).
(IL5)

Das folgende Lemma zeigt, dass der in (I1.4) definierte Normalenvektor die gewiinschten
Orthogonalititseigenschaften hat und auflerdem noch richtig normiert ist

Lemma II1.2. Seien d € N und M C RY eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimensi-
onm = d—1mit Karte ¢ = (U, ¢), zugehorigen Tangentialvektoren {vy(p, @), ..., va_1(p, @)}
und Normalenvektor b(p, ¢) := (by,...,bq)T € RL Dann gelten folgende Aussagen:

Vo€ ZE: (b(p, d) | valp, 9)) = 0, (I1.6)
[b(p, o)l = Va(p. @), (IL.7)
T) = span{b(p,¢)}. (IL.8)

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass (I1.8) trivial aus der Dimensionsformel, (I1.6) und
(IL.7) resultiert, da letztere Gleichung auch insbesondere b(p, ¢) # 0 impliziert. Den
Beweis von (I1.7) findet man im Abschnitt I1.5.1. Zum Beweis von (I1.6) wihlen wir
o € 797" und berechnen

d d
<b|’Ua> _ Zvéb d—1 Z Z (_1)7r UT—(l) Ud(d 1), w(d)
Jj=1 J=1 meSgn(d)=j
_ (_l)d—l Z(_l)w vﬂ(l) ,Ug(a) ;T(dl 1) v;r(d)
TESY
= (—=1)** det [vl, R R (I va] = 0, (I1.9)
da zwei Spalten in der Determinante in der letzten Zeile in (1.38) gleich sind. O

Lemma II1.3. Seien d € IN und M C Rd eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimen-
sionm=d—1und ¢ = (U, ), p= (U, ) zwei vertréigliche Karten mit p € U=UnU
und zugehorigen Normalenvektoren b(p, ¢), b(p, <;5) € RY. Dann ist

b(p,¢) = det [Jpop1(0(p))] b(p, @) . (IL.10)

Beweis. Seien ) = (qz‘7j)iezdjezd L= Jy(2) Q= ((jz‘j)lezd jezd1 = J;(2) die Jacobi-
matrizen von ¢ = @' bei x = ¢(p) bzw. ¥ = @' bei & = @(p) und A = (aj,k)jkezd—l =
Jzoy(x) die Jacobimatrix von ¢ o1 bei x = p(p). Aus der Kettenregel folgt

Q = Julx) = J5(#) Joplz) = QA (IL11)
bzw.
q11 - q1,d-1 Gig o qid—1 ayy; v ay,d—1
: = | : : : . (IL12)
qda1 c ddd—1 (jd,1 ce (jd,dq Ad—1,1 0 Ad—1,d-1
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Fiigen wir fiir festes k € Z‘f zu () und zu @ jeweils den Spaltenvektor e, = (51,k, 02ky- -, 5d7k)T €
R? hinzu, so erhalten wir daraus

- - 1 0 e 0
51,k 11 q1d-1 51,k 11 1d-1
) ) : ) : : arp o Ald-1
. = . b
Oak Qa1 - Qdd—1 dak Gin - Qdd—1 0
ad—1,1 - Ad—1,d—1

(11.13)

bzw. kiirzer formuliert, dass

(00) = (@) (5 4)- (1114)

Damit erhalten wir aus (IL.5) fiir alle k € Z{, dass

by, = det (ek,Q> = (ek,@> - det <(1) 91) = Ek-det[A]. (I1.15)
O
Bemerkungen und Beispiele.
e Seien d = 2 und m = 1, dann sind die Permutationen gegeben durch
(reS|n@ =1} = {m = @ ?) } (~1)7 = -1, (11.16)
1 2 .
{re&|n(2)=2} = {7‘(‘1 = <1 2) }, (—1)™ = +1. (IL.17)
Daher ist
) _3¢82(U1) a%Zg(ul)
b(p, ¢) = 1) = (=1)*! = . 1118
:0) (bz . (1) () L)
Ouq Ouy
e Seien d = 3 und m = 2, dann sind die Permutationen gegeben durch
1 2 3 1 2 3
{resS|n(B3) =1} = {”1: <2 3 1)’ = <3 2 1)}
(=)™ =1, (=1)™ = —1; (I1.19)
1 2 3 1 2 3
{reS|n(3)=2} = {7?32 <3 1 2)’ Ma= <1 3 2)}
(=)™ =1, (=1)™ = —1; (11.20)
1 2 3 1 2 3
{7T633|7T(3):3} = {7?5: <1 5 3), Tg = <2 ) 3)},
(=)™ =1, (=1)™ = —1. (I1.21)
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Wegen (—1)>~! =1 ist daher

Oy Ovs _ O3  Oun

by Our  Oug Oui  Oug
bp,¢) = |ba| = Z—;ﬁf : Z—;ﬁ; — g—:ﬂ . g—ﬁ = vi(p, @) X va(p,9), (11.22)
b QU1 Dua _ s | 01

Oui  Ous Our  Ouz

wobei das Vektorprodukt x : R* x R* — R? definiert ist durch

[¢5) b3 — das b2
axb = as b1 — a1 b3 . (1123)
aq bg — a3 bl

e Der Normalenvektor b(p, ¢) und der Normaleneinheitsvektor 7i(p, ¢) sind absicht-
lich nicht mit beliebigem Vorzeichen definiert worden. Ist die betrachtete Flache
Teil der Berandung eines Gebiets, so konnen diese Vektoren in das Gebiet hinein
oder aus dem Gebiet heraus zeigen.

e Diese Uberlegung fiihrt auf den Begriff der Orientierung einer Mannigfaltigkeit:
Zwei vertriigliche Karten ¢ = (U,¢) und ¢ = (U, @) einer Mannigfaltigkeit M
(nicht notwendig eingebettet in R¢ und auch nicht notwendig (d — 1)- dimensional)

heiflen orientierungsiquivalent, <;5~¢ falls det[Jzop-1] > 0 auf U N U gilt.

e Orientierungsiquivalenz ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation, wie man leicht nach-
priift.

e Sind M eine (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit und zwei vertrégliche Karten
¢ und ¢ von M orientierungsiquivalent, ¢~¢, so gilt n(p, ¢) = n(p, @).

e Ein Atlas A von M, dessen Karten alle paarweise orientierungsiquivalent sind,
heifit orientiert.

e Nicht alle m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten besitzen einen orientierten Atlas;
das Mébiusband in R3 ist ein Beispiel dafiir. Sind jedoch M eine m-dimensionale
Mannigfaltigkeit, und existiert ein orientierter Atlas von M, so heifit M orien-
tierbar.

e Fiir eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit I', d.h. fiir einen Weg, geben die beiden
Orientierungsiquivalenzklassen anschaulich gerade die beiden Durchlaufrichtungen
des Weges an.

e Der Wechsel eines rechthiindigen in ein linkshiindiges Koordinatensystem in R3
ist eine Permutation 7 € S3 der Koordinaten mit (—1)™ = —1. Dazu betrachten
wir R? als Mannigfaltigkeit mit Atlanten {(R? id)} und {¢ = (R? ¢)}, wobei
id : (p1,p2.ps)" = (p1.p2,p3)" und ¢ = (p1,p2,ps)" — (pﬂ(1)7p7r(2)7p7r(3))T- Dann
ist det[Jgoiq-1] = —1 < 0, und ¢ wechselt die Orientierung von R? (als Mannigfal-
tigkeit der Dimension 3).

Satz I1.4. Sind d € N und M C R? eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension
d—1, so ist M C R? genau dann orientierbar, wenn auf M ein stetiges Normalenein-
heitsvektorfeld (p — n,) € C(M;S$%!) existiert.
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Beweis. Sind A ein orientierter Atlas von M und ¢ = (U, ) € A eine Karte daraus,
so ist mit n(p,®) := b(p,d)/||b(p, d)|| das zu ¢ gehorige Normaleneinheitsvektorfeld
offensichtlich stetig auf U, d.h. (p — n(p,¢)) € C(U;$*!). Sind nun o= (U,3) €A
eine weitere Karte und p € U N U im Uberschneidungsbereich von ¢ und ¢, so ist
det[Jzop1](¢(p)) > 0, da A orientiert ist. Nach Lemma I1.3 ist dann n(p, @) = n(p, @),
und p — n(p, ¢) kann zu einer stetigen Abbildung auf ganz M fortgesetzt werden.

Sind umgekehrt (p — n,) € C(M;S$%!) ein stetiges Normaleneinheitsvektorfeld auf
M, A ein Atlas von M und ¢ = (U,¢) € A eine Karte daraus, so gilt entweder

n(p,¢) = n, oder n(p,¢) = —n,, fir alle p € U. Im Fall n(p,$) = n, setzen wir
¢ = ¢, und im Fall n(p,¢) = —n, invertieren wir das Vorzeichen der ersten Ko-
ordinate in der Parametrisierung und definieren ¢ = (U,¢) durch ¢; = —¢; und

P2 1= Qa, ..., Pa—1 = Pq—1. In beiden Féllen gilt dann n(p, ¢) = n,, fiir alle p € U. Offen-
sichtlich ist A := {QZ3|¢ c A} einAmit M vertréglicher Atlas von M, und fiir je zwei Karten
gZA>1 = (Uy, ¢1), ngﬁg = (U, p2) € Amit p € Uy NUs istAdann n(p, gzgl) =n, = n(p, Qgg) Nach
Lemma I1.3 gilt also det[J, ,.—1](¢1(p)) > 0, und A ist orientiert, d.h. M besitzt einen

P20P,
orientierbaren Atlas und ist somit orientierbar. O

11.2. Mannigfaltigkeiten mit Rand

Seien m € IN und

H™ = R x R™ = {(xl,xg, L an)T € R™ ) 7 > 0} (11.24)

OH™ = {0} x R™ = {(o,xz, . xm)T € R™ ’ gy, T € R}. (11.25)

Definition II.5. Seien d,m € N, M C R? eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Di-
mension m mit Atlas A = {¢; = ( @) | i€ I} und 3;(U;) =: V; C R™, fiir i € I. Fiir
1 € I setzen wir

Ui = ¢ (VinH™), ¢ = ¢ Vi = o(U) = V,nH™, (11.26)

U

und

M = Ju. (I1.27)

(i) Die Familie A := {¢; = (U;, ;) | i € I} bezeichnen wir als berandeten Atlas

von M.
(i) Seien B := {y; = (W;,¢;) |j € J} ein anderer berandeter Atlas von M, wobei
sziﬁfl(ZJﬂHm)ﬂ/}j:%‘Wja j w]( ) CRm llIldB _{w] ( jawj)‘je

J} ein Atlas von M.

A und B heiflen vertriglich
< A und B sind vertriglich. (I1.28)
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(iii) Die Vertréglichkeit (I1.28) definiert eine Aquiyalenzrelation auf der Familie aller
berandeter Atlanten von M. Eine zugehorige Aquivalenzklasse bezeichnen wir als
Mannigfaltigkeit mit Rand.

(iv) Die Menge
oM = g (VinoH™) C RY (11.29)
el
bezeichnen wir als Rand von M.

Lemma II.6. Seien d,m € IN und M eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension
m € Z% mit Rand. Dann ist 9M eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand) der Dimension m— 1.

Beweis. Sei A= {¢; = (U, ;) | i € I} ein berandeter Atlas von M. Setzen wir

~ ~

Vi =V, noHm = {(:cl,...,:cm)TEVi :1:120}, (11.30)

U =¢'(V) = {peu| (am), =0}, (IL.31)
G = @}a’ (I11.32)

so ist ¢; == (U;, @;) eine Karte von M, denn @ N (w) = ;7 10, 2), fiir z € R™!, und
fiir p € U; NUj, (also p = ¢; (0, 20)) = (0, 21)), fiir geeignete 2, 20) € R™1) gilt

$i00: (@) = ¢;(071(0,27)) = j0;1(0,29), (11.33)

was Vertriglichkeit von ¢; und ggj impliziert. O

Lemma IL.7. Sind d € N, d > 2, und M C R? eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit Rand, so ist M orientierbar.

11.3. Der GauBsche Satz

Definition II.8. Seien d € IN und M C R? eine eingebettete, (d — 1)-dimensionale,
zusammenhéngende, orientierbare Mannigfaltigkeit mit stetigen Normaleneinheitsvek-
torfeld M — $9°1 p ~ n,. Seien weiterhin ¢ > 0, M(e) := M + B(0,¢) C R? und
F € C(M;R%) ein stetiges Vektorfeld. Dann heifit

/ (F(y)lny) do(y) (IL.34)
M
Fluss des Feldes F durch M.

Definition I1.9. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet. Sein Rand G = G \ G° heift
zuléssig, falls es N € N orientierte, eingebettete, (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkei-
ten (My, Ay),...,(My, Ay) so gibt, dass

N
oG < |JMm;. (I1.35)
j=1
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Zeigen dariiber hinaus die Normalenvektoren von M; aus G heraus, d. h. gilt fiir p €
OGN M; und 6 > 0 geniigend klein, dass

on,+p ¢ G und —dn,+p € G, (I1.36)

so heifit dG nach auflen orientiert.

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien d = 3, v; € CH(R3; R?) ein Geschwindigkeitsfeld und p; € CH(R?* R7) die
Teilchendichte (Teilchen pro Volumen). Dann ist j; := p; - v; € CY(R?* R?) die
Teilchenstromdichte. Ist M eine 2-dimensionale parametrisierte Hyperfliche, so ist

Joi= [ Gt n) doty (11.37)

die durch M flielende Teilchenzahl pro Zeiteinheit.

e Seien a,b € R, a < b und Q = (ay,by) X -+ X (aq, bg) ein offener Quader in R%.
Dann ist () durch seine Deckelflichen

90 = QUG U LEl UQY gy
begrenzt, wobei
g”) = {a1} x [ag,by] x - -+ X [ag, bl
Q" = {b} X [as, by] X -+ X [ag, ba,
: (11.39)
gi) = lay,by] X -+ X [ag_1,bq_1] X {aq},
ge) = [a1,b1] X -+ X [ag_1,b4-1] x {ba}.

Wihlt man die kartesischen Koordinaten selbst zur Parametrisierung dieser De-
ckelflichen geeignet, so ist auf Q%m das Normalenvektorfeld durch b = —e,, und
auf QU durch b = +e, gegeben.

e Ein weiterer Typ leicht zu beschreibender zuléssiger Gebiete ist der des Polytops.
Seien dazu ai,...,ay € RY und ny,...,ny € $971. Fiir n € ZY beschreibt die
Menge

G ={peR"| (p—ann,) <0} (I1.40)

den Halbraum aller Punkte auf einer Seite der Hyperebene E,,, auf der n,, senkrecht
steht und die a,, enthalt. Dabei weist n,, aus diesem Halbraum heraus. Ein endlicher
Schnitt

solcher Halbraume bezeichnen wir als Polytop. Der Rand des Polytops ist gegeben
durch

0G = 0G1 UG, U ---UJGy, (11.42)
wobei 0G,, = E,, NG.
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e Die Definition I1.9 eines zuldssigen Gebiets ist vom Beispiel des Polytops abstra-
hiert. Im Allgemeinen lésst sich der Rand eines Gebietes nicht so einfach als “De-
formation” eines Polytops charakterisieren. Beispielsweise kann ein Gebiet auch
Einschliisse (d = 3, Schweizer Kése) oder Locher (D = 2, 3) haben.

Definition I1.10. Sei G C R? ein Gebiet und g € C'(G; R?) ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Wir definieren die Divergenz V - g € C(G;R) von g durch
4 50,
Vg = divlg) = Y . (11.43)
= O

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Gaufischen Satzes:
/ (9(p)|ny) do(p) = / V- g(p) dp. (I1.44)
G G

Dabei ist G C R? ein Gebiet mit zulissigem, nach auBen orientiertem Rand 0G.
Wir beweisen diesen Satz zunéchst exemplarisch fiir einen beliebigen Quader Q.
Lemma II.11. Seien a,b € R%, a < b, Q := (ay,b1) X --- X (aq,bg) ein offener, nach

auBen orientierter Quader in R und Q(¢) := Q + B(0, ¢) die offene e-Umgebung von Q.
Sei weiterhin € > 0 und g € C*(Q(¢); R?). Dann ist

/ (9(p)|np) do(p) = / V- g(p) dp. (11.45)
aQ Q

Beweis. Der Rand 8Q von @ ist gemé$ (11.39) durch die Deckelfliichen Q') U Q" U
U QU U QU gegeben. Wiihlt man die kartesischen Koordinaten selbst zur Para-

metrisierung dieser Deckelflichen geeignet, so ist auf le) das Normalenvektorfeld durch
b= —e, und auf Q' durch b = +e, gegeben. Also ist

/8 . <g(p) ‘ np> do(p) (11.46)

Fiir n = 1, beispielsweise, ist
ap)d™p — [ gilp)dTp (11.47)
Qi Q"

- / {g1(b1,p2,...,pa) — gi(ar,p2,...,pa)} dp2- - dpa
[az,b2]%...x[aq,bq]

0
= / a—gl<p17p2u---7pd) dpy dps - - - dpq.
[a1,b1] % [a2,b2] X ...x [ag,bg] IP1
Entsprechende Gleichungen gelten fiir n = 2, ..., d. Summieren wir die Ergebnisse auf,
so erhalten wir (I1.45). O
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Als néchste Vorbereitung beweisen wir den Gaufischen Satz fiir ein beliebiges Polytop

G.

Lemma I1.12. Seien N € N, ay,...,ay € R¥und ny,...,ny € $¢°1. Seien damit G,, :=
{p € RY(p—an|n,) <0}, fiirn € Z{, und G = G N---NGy sowie G(g) := G+ B(0,¢)
die offene e-Umgebung von G. Ist g € C1(G(g); R?) von beschrinktem Triger, d.h. fiir
einen geniigend groflien Quader () verschwindet g auf Q°, so ist

/ (9(p)[ny) do(p) = / V- g(p) d’p. (I1.48)
oG G
Beweis. Wir definieren f € C*°(R) durch
1
A) = . 11.49
e (1L19)
Beachte, dass
0, falls A >0,
lim f(A\/d) = < 4, fallsA=0, (I11.50)
6—0
1, falls A <0,
und dass
oy = = =2 /OO POV AN = —1: (1151)
S Trer T fon(F ) -t |

letzteres nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Fiir 6 > 0, n € ZY
und p € R? setzen wir nun

Fsn(p) = f(fl(p—anlnn)), Fs5(p) = Fs1(p) - Fsa(p)--- Fsn(p),  (11.52)

und beobachten, dass wegen (I1.50)

—0

1
(lsimF(;,n = ]lGn + 5]1]3”, (II53)

und daher mit majorisierter Konvergenz
[ = [ gwas = [ (lmFi) Vo)

= lim [ Fy(p) V- g(p) dp. (IL54)
—YJQ

Nun wenden wir Lemma I1.11 auf das Vektorfeld Fj- g und den Quader @ an. Da Fj- g
auflerhalb von @) und auf 0@ verschwindet, gibt (I11.45), dass

0 — / (Fs-g)|my) do) = [ V- (Fs-g)(p) dp
oQ Q

= / (VFs(p)|g(p)) d’p + / F5(p) (V- 9)(p) d%p. (IL55)
Q Q
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Somit ist
[ st =~ [(VE@]o0) d'. (1L56)
G —0
Aus der Produktregel und der Kettenregel erhalten wir
N N
VF, = VFEs, Fs, = = 07 Hp — an|nn Fs,(p) (IL57)
) = 3 57<p>g5,<p> n:15f( | )ga
und somit
iy
d, r{ s—1 d
[ Rl a =325 [1( 0 wln) TT ) Gl '

(11.58)

Im n. Integral verschieben wir durch p — y := p — a,, nun den Ursprung in den Punkt
a, und drehen y +— 2 := RTy das Koordinatensystem mit Hilfe einer Drehmatrix R,, €
SO(d) so, dass RTn,, = e; und insbesondere

(p—anlnn) = (Ylnn) = (Ruzlng) = (2|RIn,) = (zler) = 2. (IL.59)
Setzen wir nun

Gsn(2) = H Fs(an + Ry2) (nn|g(an + Ry2)) (I1.60)
v#n

und beachten, dass

lim gs.n(2) = { IT (1e. + ! ]1En)} (nnlg(an + Rn2)), (11.61)

2
v#n

so folgt abermals mit majorisierter Konvergenz, dass

0)
hm/<VF5 }g >ddp = Zlﬂo/f Zl/ 2’1,227"'7Zd)dzld2’2"'d2d

N
Z lim / T'(21) Gon(0Z1, 20, .., 24) dZ1 dzg - - - dzg (I1.62)

6—0

N
Z </f Z dzl) </8Hdlan(én_an)<nn\g(an + R,z)) dzo - - .dzd),

wobei én =G1N...NG,_1 NG, NGy. Daher erhalten wir nach Riicktransformation
z—p:=a,+ R,z, dass

/G’ Z/mn (nnlg(p)) do(p) = /80<nn\g(p)) do(p). (11.63)

O
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Wir kommen nun zum Gauflschen Satz:

Satz I1.13 (GauBscher Satz). Sei G C R? ein beschriinktes Gebiet, so dass G eine
zuléssige, nach auflen orientierte parametrisierte Hyperfliche der Dimension d — 1 ist.
Sei e > 0 und g € CY(G(e); R?). Dann ist

/ (9(p)|np) do(p) = / V- g(p) dp. (11.64)
oG g

Beweis. Den Beweis des Gaufischen Satzes fiihren wir hier nicht, sondern skizzieren nur
die Beweisschritte:

e Zunichst wihlen wir zu € > 0 endlich viele Punkte p,...py € G so, dass es zu
jedem Punkt p € 9G ein ¢ € ZE gibt, mit ||p — p|| < . Nun approximieren wir
O0G durch kleine Hyperebenenstiicke, die durch die Punkte py, ..., p; aufgespannt
werden.

e Das Gebiet G ersetzen wir durch das innere, den Normalenvektoren abgewandte
Gebiet G, das durch diese Hyperebenenstiicke G, eingeschlossen wird. Im Limes
¢ — 0 kann man in (I1.64) G durch G. und 9G durch 0G. ersetzen.

e Das Gebiet G, zerlegen wir nun durch geeignete Schnitte in endlich viele paarweise
disjunkte konvexe Polytope PV P dn G.=PPu--u P und PP 0
PY =0, fiir i # ;.

e Auf jedes dieser Polytope wenden wir Lemma I1.12 an und beachten, dass sich die

Integrale [, ) (g(p)|ny) do(p) fiir gemeinsame Randflsichen benachbarter Polyto-
pe gerade wegheben.

e So erhalten wir in Summe die Behauptung fiir das Gebiet G und im Limes ¢ — 0
auch fiir G.

O

11.4. Stokesscher Satz in R? und R?

Fiir die Formulierung des Stokeschen Satzes brauchen wir eine Verschirfung des Begriffs
einer zusammenhéangenden Menge.

Definition I1.14. Ein topologischer Raum (M, ) heifit einfach zusammenhingend,
falls sich jeder geschlossene Weg n € C([O, 1; M ) in M, nyg = n, stetig zu einem Punkt

zusammenziehen ldsst, d.h. es existiert eine Schar (fy(“)) geschlossener Wege fy(()) €

a€(0,1] .

C([O, 1] x [0, 1]; M), sodass
vte[0,1]: 1Y = n, (11.65)
Vae0,1]: Y =AY =, (IL.66)
vie[0,1]: 4V = n. (IL.67)
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Satz I1.15 (Stokesscher Satz in R?). Seien G C R? ein beschriinktes, zuldssiges, einfach
zusammenhingendes Gebiet mit Rand G C R? und € > 0 sowie G(¢g) := G + B(0,¢).
Seien g € C'(G(e); R?) ein Feld und

0 0
V Ag(p) = rotg(p) = a—ij - 8—]‘2 (I1.68)

Dann ist

/VAg(p) d’p = / 9(p) - do(p). (IL.69)
G oG

Beweis. Wir definieren fiir g(p) = (g1(p), gz(p))T

o 92(p)
flp) = (_91@)). (I1.70)

Dann ist f € C'(G(e); R?) und auBerdem ist

dfi dfa g o
V- = — 4+ == = — — — = VAgy. I1.71
/ 8,’01 6p2 apl 8,’02 J ( )

Weiterhin ist OG orientiert, und zwar mit unserer Konvention gegen den Uhrzeigersinn.
Dariiber hinaus nehmen wir an, dass v € C* ([O, 1]; ]RQ) eine geschlossene, doppelpunkts-
freie Parametrisierung von 9G ist, d.h. v(0) = (1) € 0G, v injektiv und v([0, 1]) = IG.
(Hier geht ein, dass G einfach zusammenhéngend ist und keine “Locher” in G weitere
Komponenten des Randes von G erzeugen.) Fiir ¢ € [0, 1] ist dann

Ya(t)
o () i

Wenden wir nun den Gaufischen Satz auf f an, so erhalten wir

/GVAg(p)d2p /Gv f(p / (Fp)|ny) do(p) /0 W>dt
- | l{gzh(t)]%(t)+gl[’y(t)]"h( o}ar = [ (b \fy )) de

- / o(p) - doto) (1173)

O

Bemerkungen und Beispiele.

e In R? ist V A g kein Vektor, sondern eine Zahl. Den Zusammenhang zwischen
V Agfiir g: R? — R? und V A g fiir g : R* — R? kann man eigentlich nur mit
Differentialformen verstehen. Als Differentialform ist V A g ndmlich eine 2-Form,
unabhéngig von der Dimension D.
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e Der Satz von Stokes in R? ist also eine einfache Folgerung aus dem Satz von Gauf
in R2.

e Die Annahme im Beweis, dass es mit v € C* ([O, 1]; IRQ) eine geschlossene, doppel-
punktsfreie Parametrisierung von 0G gibt, fufit auf der Annahme, dass G einfach
zusammenhéngend ist und keine “Locher” in G weitere Komponenten des Randes
von (G erzeugen.

Fiir die erste Anwendung des Stokesschen Satzes in der Physik erinnern wir nochmals
an die Definition eines konservativen Kraftfeldes

Definition I1.16. Ein Vektorfeld g € C'(R?; R?) heiit konservativ

& vy € O (101, R2), 7(0) = (1), [ > 0 /([Omg<p>-do—<p>=o. (IL74)

Insbesondere sind Potentialfelder, also Vektorfelder, die sich als Gradient g = V¢ einer
reellwertigen Funktion ¢ schreiben lassen, konservativ. Wir wollen nun zeigen, dass diese
Eigenschaft dquivalent zur Wirbelfreiheit V A g = 0 des Vektorfeldes g ist.

Satz I1.17. Sei g € C''(R?* R?). Folgende Aussagen sind dquivalent:

g ist konservativ (I1.75)
& JpeC*(R%R): g = Vo (11.76)
& g ist wirbelfrei, d.h. Vp € R*: V A g(p) = 0. (I1.77)

Beweis.
(I1.76) = (I1.75): Ist v € C*([0; 1], R?), mit (0) = (1), |7]| > 0 und T" := ~([0, 1]) ein
geschlossener Weg, so ist

[ow-ao) = [ (stionfo)ar = [ (onlfico) a

und ¢ ist konservativ.

(I1.75) = (IL.77): Sei p € R? irgendein vorgegebener Punkt und G := B(p, §) die Kugel
um p vom Radius § > 0. Nach dem Stokesschen Satz gilt

0 = /{)Gg(y)-da(y) = /GV/\g(y) d?y, (IL.79)

da g konservativ ist. Nun ist ¢ € C*, und V A g ist somit stetig in p, daher gilt

§—0

VAglp) = lim{ % /GV/\g(y) de} = 0. (I1.80)
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Da p € R? beliebig war, ist somit g wirbelfrei.

(I1.77) = (I1.76): Sei g wirbelfrei, dann gilt also fiir 7, k € {1,2}:

Ogr(p) _ 9g;(p) (11.81)

5193‘ Opx,

Wir wihlen z € R? beliebig, aber fest, und setzen (unter der Vorgabe, dass ¢(z) = 0
sein soll)

o = [ (oGritp-2)|w-2)ar (182

Nun berechnen wir Vo(p) (mit d = 2),

/:é{@m z+t(p—z))‘(p—z)>}dt
/ (zd: agj (z+tp—2)) ’t(pj—zj)>} + gk(z+t(p_z))> dt

= Opr.

/ (t % Ag(z +t(p — z))} + ge(z+tlp— z))) dt (11.83)

1
=), Galeate o) = e o], - oo
Also ist V¢ = g. Da g € C*, ist auch ¢ € C*. ]

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist G C RR? ein nicht notwendig einfach zusammenhingendes Gebiet, g € ! (G ; ]R3)
wirbelfrei (d.h. V A g(p) = 0, fiir alle p € G), so ist g auch nicht notwendig kon-
servativ.

e Dies illustrieren wir an folgendem Beispiel: Sind G := R? \ {0} und g(p) := ( —
palp| 1, p1|p|*1), fiir p € G. Dann ist, fiir alle p € G,

o 092 dg o 0 D1 0 P2
Vagp) =2 - 2 = 2 () 2 (2
Op1 Ip2 Op1 \/p%—i- p% Ip2 \/p%+ p%

__ 1 P, ! 3
- B 3 - 3
VPIEDPS PP+t VPP PR+ Pl

Der Rand 0D von D = {z : 0 < |z| < 1} wird parametrisiert durch v €

c=([0,27]; G),
= (o) = () 159

= 0. (IL84)
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und dem Punkt 0, d.h. D = ~([0,2x]) U {0}. Der Punkt 0 liefert aber keinen
Beitrag zu den Integralen, deshalb ist

fyste = Lot = [{() | () )

2w
- / 1dt = 27 # 0 = / V A g(p) dp. (11.86)
t D\{0}

=0

e Als Niachstes erinnern wir an die Definition der Rotation eines Vektorfeldes im
d = 2 Dimensionen:

0 0
Vg e C'(R%RY) 1 VAg(p) = 0hga(p) — Oagi(p) = 9:(p) _ 99:(p)
Ip1 Op2

(11.87)

Es ist also V A g € C°(R*% R).

e Im Gegensatz dazu ist in drei Dimensionen die Rotation von g wie folgt definiert:

D293 — 0392
Vg e C*R*R?) : VAglp) := | Osg1 —0igs | - (11.88)
192 — Oagn

Es ist dann also V A g € C°(R?; R3). Wir bemerken hier, dass auch fiir d = 3 gilt:

dg; Oy,

g wirbelfrei &= VAg =0 & Vij: o = Op
j i

(11.89)

Wir kénnen nun auch die Folgerung iiber konservative Kraftfelder auf den 3-dimensionalen
Fall iibertragen:

Satz I1.18. Seien G C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und g € C'(G; R?)
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

g ist konservativ; (I1.90)

& Jpc C*R%R): g = Vo, (I1.91)

& g ist wirbelfrei. (I1.92)

Beweis. Analog zu Satz 11.17. O

Auch die Verallgemeinerung des Stokesschen Satzes in R? auf 2-dimensionale, in R3
eingebettete Mannigfaltigkeiten M C R? gilt nur unter der Annahme, dass M einfach
zusammenhéngend ist. Weniger wichtig ist hingegen, dass der Rand M selbst eine
Mannigfaltigkeit ist; der Stokessche Satz in R?® lisst sich auch auf Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern, die sich selbst oder deren Rand sich aus endlich vielen C2-Stiicken
zusammensetzt.
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Satz I1.19 (Stokesscher Satz im R3). Sind M C R3 eine beschrinkte, eingebettete,
einfach zusammenhéngende, orientierte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand 0M
und g € C'(R?; R?) ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so ist

/M (VAgp)|ny) do(p) = /aMg(p) -d'o(p). (I1.93)
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11.5. Erganzungen

11.5.1. Norm des Normalenvektors und Gramsche Determinante

Beweis von (I1.7) Wir bemerken zunéchst, dass

gou) = detlG.w)] = 3 (=) (uslor) -~ ot o) (11.94)

0ES 1
_ J1 R A | Jd—1
= E : E : o(1) o' Ys(d—1) Vd—1 -
J1yeesdd—1=10E€S4_1

Tatséchlich tragen nur Terme zur letzten Summe in (11.94) bei, fiir die alle jy, ..., ja_1
paarweise verschieden sind. Ist ndmlich z. B. j; = js =: k, so ist

— _1\o g Jr g1 g2 g2 93 g3 Jd-1 Jd—1
X = Z (—=1) Up(1) V1’ Uga) V2" Ugys) U Usai1) Vi
c€S 1
_ _ 1\ .,k kK k o Jd-1 Jd—1
= § (=1) Ugp(1) V1 Vg (2) V2 v (3) Us Ys(d—1) Yd—1
o€S4_1
_ _1\0 ..k k .k k 73 o Jd-1 Jd 1
= E (—1) Uo(2) V1 Us(1) V2 Vy(3) “3 Vo(d—1) Yd—1
c€S 1
_ o .k k .k k ,J3 J3 Jd—1 Jd—1
= E (—1) Yoor(1) V1 Yoor(2) V2 Vgor(3) V3 """ Vsor(d—1) Vd—1
c€S 1
_ E: __q\oor , k kE k k 73 g3 .. ,Jd-1 Jd—1
- ( 1) Usor(1) V1 Vsor(2) V2 UJOT(?)) U3 vO’OT(d 1) Yd—1
o€S 1
= -X =0, (11.95)

wobei 7 : (1,2,3,...,d — 1) — (2,1,3,...,d — 1) die Transposition der ersten bei-
den Elemente notiert. Wir kénnen die Summation in (I1.94) also auf die d — 1-Tupel
(j1, .-, j4-1) restringieren, die eine d — 1-elementige Teilmenge von Z¢ sind. Sind aber
J1,--.,Jja_1 festgelegt, dann ist auch das iibrigbleibende Element in Z¢\ {ji,..., 541}
determiniert. Wir konnen daher die Summation iiber ji,...,j; 1 als Summation iiber
alle Permutationen in S; auffassen und erhalten

o’ w(1l) w(1 w(d—1) w(d—1
9(p.0) = Z Z (1) opt Uaéd—l)) o (11.96)

TeESy 0€S 1

d
o o m(1) w(1) w(d—1) w(d—1)
=>. > Yoy Y1 7 Yo(d—1) Va1

j:l m,oESy
w(d)=j,o(d)=d
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1

Mit der Variablensubstitution x := 7 o ¢~ und unter Beachtung, dass damit (—1)7 =

(=1)™ - (=1)" gilt, ergibt sich schliefllich

d
T k m(1) k(1 m(d—1) k(d—1
ap.d) =D > (=) (=1 ep e Y Y

j=1 mo0€eSy
m(d)=r(d)=j

= > biby = (b0 4. 0) (1L97)

und somit (I1.7).

11.5.2. Beweis des Stokesschen Satzes in R?

Lemma I1.20. Wir definieren das total antisymmetrische Symbol ¢ : Z3 x Z3 x
73 — 7, durch

(1 falls {4, 5, k) = {1,2,3)
und (1,2,3) — (4, j, k) eine gerade Permutation ist,

cigr = § —1 falls {i,j, k} = {1,2,3} (11.98)
und (1,2,3) — (4,7, k) eine ungerade Permutation ist,

0 fallsi=j oder j =k oder i = k gilt.

Dann gelten

3
VA = (a'i,j)ij:l € Ms3(R) - Z €ijk Q15025 03k , (I1.99)
i,5,k=1
3
Vi,j, f, m & Z? : Z €k €0mk = (1 — 51'7]‘) (52‘7( 5j,m — 5i,m 53‘74). (11100)
k=1

Beweis. Glg. (I11.99) folgt trivial aus dem Leibnizschen Entwicklungssatz.

(I1.100): Dazu beobachten wir, dass € ;€ myr 7# 0 bedingt, dass i # j, { # m und
{i,j} =723\ {k} = {¢,m} gelten. Also gibt es zwei Félle:
e Sind ¢ = ¢ und j = m, s0 ist €k €, mr = ik =1 Die Summation iiber 7 liefert
diesen Beitrag genau einmal, ndmlich wenn k: e Z3\ {i,j}.

e Sind ¢ =mund j =/, so ist € j €pm i = —1. Auch liefert die Summation iiber k
diesen Beitrag genau einmal, nimlich wenn k € 73 \ {i,j}.

0

Beweis von Satz II.19: Wir nehmen vereinfachend an, dass M durch eine einzige
Parametrisierung ¢ € C?(G;R3) gegeben ist, wobei G C R? offen und einfach zusam-
menéingend ist und M = ¢(G), also dass {¢ = (M,y1)} ein Atlas von M ist. Wir

schreiben v, (z) == v, (¥(2), ¢).
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Wir definieren f € C'(G;R?) durch
fla) = <<g[w($)]’v1§x§>> , (I1.101)

also, fiir z € G und a € 72,

fale) = Yo alte) S, (11102)

und beobachten, dass

o

{
~ i (agi[wx)]) (awm oi(x) i) awxx))

= Oz, 0xo o0xy o0xy 0xo
= Z (09500(2)) — 036:102))) vi(x) wia). (I1.103)

Fir 2 = ¢(x) € M, v = (v1,79)7 € G sind dann andererseits der Normalenvektor
b(p, d) = (b1, b2, b3)T € R? und die Rotation von g gegeben durch

3
be(p, @) = > €iju vil(x) v(), (11.104)
ij=1
3
(VADE®) = D €omn Oegm(D)- (I1.105)
l,m=1

Nach (I1.100) ist dann also

Moo

(A 90 b(o, ) (Z . k)azgm@) vi(z) vi(a)

I
A

l 1

=

b,J

P>
3 s

Moo

] m 5i,m 5]',6) 8ng<p) Ui('l’) ’U% (.T)

I
A

l 1

=

b,J

(1= 0i;) (9ig;(p) — B;0:(p)) vi(x) vi() (11.106)

N
&
Il

—

M- 5=

(9i9i(p) — 0;9:(p)) vi(w) v3(x) = VA f(x).

-

<
Il
—
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Damit erhalten wir zusammen mit dem Satz I1.15 von Stokes in R?, dass

/M (V A g(p)|ny) Po(p) = /G (V A glb(@)]|be(x), 9)) dPa = /G VA f(z) o

— [ @ dot@) = [ (rh@li@)ar  Lion
oG 0

wobei v € C* ([O, 1]; ]RZ) mit fy( [0, 1]) = 0G eine geeignete Parametrisierung des Randes
OG von G ist. Nun ist aber

2 3 2

UhO1H0) = Y Lb010 = Y a@ho) 3 2 s 0
= (s orl0) | (1w or100) ), (1.108)

und ¢ oy € C([0, 1]; R*) mit [0 0 7]([0, 1]) = OM ist eine zuléissige Parametrisierung
des Randes OM von M. Daher ist

[ bl = [ {aon) | & (werle))a = [ o) o)
(11.109)
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