. Mannigfaltigkeiten

I.1. Topologische Raume, Homéomorphismen und
Mannigfaltigkeiten

Definition I.1. Sei M eine Menge. Ein Teilsystem ¥ C (M) ihrer Potenzmenge heift
Topologie &

(i) O0,M € %, (1.1)
(i) 4CT= |JUE€T (1.2)
Ueld
N
(iii)  UpUs,....Uy € T = (U, € T. (1.3)
n=1

In diesem Fall heit (M, T) (oder auch nur M) topologischer Raum, und die Elemente
von ¥ bezeichnet man als offene Mengen.

Bemerkungen und Beispiele.

e Eine weniger abstrakte Form von (ii) in Definition I.1 ist wie folgt: Ist J # () eine
nichtleere Indexmenge und {U;};c; C T eine Familie offener Mengen, so ist auch
ihre Vereinigung (., U; € T offen.

e Fiir jede Menge M ist (M, B(M)) stets ein topologischer Raum.

e Jeder metrische Raum (X, p) ist ein topologischer Raum beziiglich der iiblichen
metrischen Topologie; die offenen Mengen sind die Teilmengen U von X, die nur
innere Punkte enthalten, d.h. zu jedem p € U gibt es ein » > 0, sodass auch

B,(p.p) ={y € X|ply,p) <7} CU.

o Ist d € IN, so ist also insbesondere R? ein topologischer Raum beziiglich der eu-
klidschen Topologie, die von der euklidschen Metrik

et (D, y) = /(p1r —y1)? + .. + (pa — ya)? induziert wird.
e Sind d € N und M C R?, so bildet das System

T = {MNU|UCR? U offen} C P(M) (1.4)

der relativ zu M offenen Mengen eine Topologie, und (M, ¥) wird zum topo-
logischen Raum.
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Definition I.2. Seien (M, ¥),) und (N, Ty) zwei topologische Raume. Eine Abbildung
f M — N heifit stetig : &

vV € ‘ZN . fﬁl(V) € TM (15)

Ist f auBerdem eine Bijektion M — N mit stetiger Inversen f~': N — M, so heiflen f
Homoéomorphismus, und M und N zueinander homdomorph.

Definition I.3. Sei (M, T) ein topologischer Raum.
(i) Eine offene Menge A € T heifit zusammenhingend :&

VB,Ce€T, BUC=A BNC=0: (B=AANC=0)V (B=0AC=A).

(1.6)
Eine zusammenhéngende offene Menge bezeichnen wir als Gebiet.
(ii) Eine offene Menge A € T heifit wegzusammenhingend :<
Vp,q e A3y e C([0,1; M) : ~(0) =p, v(1) =q, 7([0,1]) C A. (L.7)

Definition I.4. Sei (M,T) ein zusammenhéingender topologischer Raum.

(i) Sind U € T, V C R™ ein Gebiet und ¢ : U — V ein Homéomorphismus, so
bezeichnet man das Paar ¢ := (U, ) als Karte von M und m =: m(¢) € IN als
Dimension von U.

(ii) Zwei Karten ¢y = (U, 1), ¢2 = (Ua, pa) von M heiflen vertréglich, falls entweder
Upp := U NUy = () oder Uz # 0 und m(¢y) = m(¢z) und

2007t € C®(p1(Ur2); p2(Ur2)) und 109" € C(p2(Ura); ¢1(Ur2))
(L8)

gelten.
(iii) Eine Familie A = {¢; [ € I} von Karten ¢; = (U;, ;) von M heiit Atlas von

M, falls M C J,c; U; und ¢ und ¢ fiir alle ¢, ¢ € A vertréglich sind.

(iv) Zwei Atlanten A, A von M heiflen vertriglich, falls ¢ und ¢ fiir alle ¢ € A und
¢ € A vertriglich sind.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass in metrischen Rdumen offene Mengen genau dann zusam-
menhingend sind, wenn sie wegzusammenhéngend sind. In allen uns in dieser Vor-
lesung interessierenden Féllen brauchen wir also zwischen diesen Begriffen nicht
zu unterscheiden.

e Weiterhin bemerken wir, dass m := m(¢) € IN fiir alle Karten eines Atlas’ A und
alle Karten von mit A vertriaglichen Atlanten denselben Wert annimmt und somit
konstant ist.

Lemma I.5. Seien (M,T) ein topologischer Raum und m € IN die Dimension der
Bildbereiche der Karten von M. Die Vertréglichkeit von Atlanten von M ist eine Aqui-
valenzrelation (s. Satz 1.16).
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Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind trivial. Nur bei der Transitivitdt gibt es etwas
zu beweisen. Seien A;, A, und Aj drei Atlanten von M, wobei A; und A, einerseits
und A, und Az andererseits vertriglich sind. Seien weiterhin ¢; = (U, 1) € A; und
03 = (Us, p3) € Asz zwei Karten und p € Uy N Us. Weil A, ein Atlas ist, gibt es eine
Karte ¢g = (Us, ¢2) € Ay mit p € Uy. Somit ist Uyas := Uy N Uy N Us eine offene Menge
in M, die p enthilt. Fiir alle x € ¢;(Uja3) gilt dann

(pzopi") (@) = (p3093") 0 (paopi!)(z). (1.9)

Nach Voraussetzung sind aber (3 o ¢, ' und ¢, 0 ¢ und deshalb auch @30 ;' glatt.
Genauso folgt die Glattheit von ¢; o 3 *. Also sind auch ¢; und ¢5 vertriglich. U

Definition I.6. Seien (M, ¥) ein topologischer Raum, m € IN die Dimension der Bild-
bereiche der Karten von M und A ein Atlas von M. Die Aquivalenzklasse der mit A
vertriaglichen Atlanten bezeichnen wir als (differenzierbare) Mannigfaltigkeit der
Dimension m und schreiben dafiir (M, A) (oder auch nur kurz M).

1.2. Parametrisierungen und eingebettete
Mannigfaltigkeiten

Definition 1.7. Seien d € IN und M C RY. Betrachte M als topologischen Raum bzgl.
der relativen Topologie (s. Glg. (1.4)).

(i) Sei ¢ = (U, ) eine Karte von M mit V = ¢(U) C R™. Die Umkehrabbildung
Y= ' :V — U heifit Parametrisierung von U :&

e C®(V;U) und VrzeV: dimRanJy(x) = m, (I.10)
— 9y
T Oza
(ii) Ist (M,.A) eine Mannigfaltigkeit der Dimension m, so dass jede Karte in A die

Inverse einer Parametrisierung ist, so heiit (M, A) eingebettet (in RY) oder
parametrisierte Hyperflache.

wobei (Jy)ia die Jacobimatrix von ¢ notiert.

Bemerkungen und Beispiele.

e Glg. (I.10) impliziert, dass m < d gilt.
e Dass eine (a priori abstrakte) Mannigfaltigkeit M in R eingebettet ist, deuten wir

zukiinftig durch M C R? an und lassen das Wort ,.eingebettet® weg.

e Seien m < d, V. C R™ offen und ¢ € C°(V; R?) injektiv und mit dim Ran.J, = m
auf V. Dann ist U := (V) C R? mit Atlas {(U,v"1)} eine eingebettete dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m oder auch eine parametrisierte
Hyperfldche der Dimension m.

e Seien

$' = {p=(p1.p2)" €R*||plliua =pi +p5 =1}, (1.11)
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U:=$"\ {(0,1)"} und

2py
I —po

e(p) = (1.12)

die stereografische Projektion. Dann ist ¢ = (U, ) eine Karte von $' mit
p(U) = R.

e Fiir |z| > 2 zum Beispiel sind

0o = o7) = (g -y ) ) = (4, 2,

x2+4 x2+4
dipy(z)  —A(x?—4)  dis(x) 8z
de (22 +4)2° de 2 (22 +4)% (1.13)

Fiir 22 7é4lst% # 0, undfurxzith%() = 14 £ 0. Also ist
dim RanJy(z) = 1, fir alle x € R mit |z| > 2. Analog zeigt man dleselbe Aussage

fir |z] < 2.
e Sind U := $' N (R")2 und 3(p) := arccos( Z;ZF 2), so ist ¢ := (U, @) auch eine
piTP3

Karte von §! mit V := @(U) = (0,7/2).

e ¢ und ¢ sind vertriiglich. Es ist namlich UNU = U, und z.B. ist 3 : (0,7/2) = U
gegeben durch ¢ (a) = (cos(w), sin(a))T, also ist

(gpog5’1>(oz) = 2007,8(0[) = pogp ! e C°°<(O,7r/2);(2,oo)), (1.14)

1 — sin(a)
wobei p(U) = (2, 00).

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Graph einer Funktion f : G — R, G C R4}, ist in natiirlicher Weise eine in
R? eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension d — 1. Seien G C R4! ein Gebiet
und f € C°°(G; R). Definieren wir v : G — R¢ durch

1/)(.1’1, NP ,.I‘dfl) = (1’1, e Xg_q, f(.iL’l, NP ,.I‘dfl)), (Il5)

so sind mit M := U := ¢(G) € R? und ¢ := ¢! das Paar ¢ = (U, ) eine Karte
und {¢} ein Atlas von M. Offensichtlich ist ¢ injektiv und

ou . ow L0 0
Ox1 Orqg_1 0 1 :
Iy = | e O (1.16)
g, g
Oz Org_1 or L..o_of
81'1 8md,1
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Aus
1 0 0 u
0 1 . .1
al ol +al ]+ +a ] 0 = a: = 0 (L17)
0 0 1 at
of of of Sy @i gt
8:131 8:)32 8$d_1
folgt a1 = as = ... = aq—1 =0, also ist dim Ran J;, = d — 1.

e Sei FF € C®(R%LGRET™) mit F71(0) # () und dimRanJp(p) = d — m, fiir alle
p € F71(0). Sei weiterhin

M = {peR| F(p)=0} = FY(0). (1.18)

Nach dem Satz iiber lokale Auflésbarkeit gibt es zu jedem Punkt p(y € M eine Per-

mutation 7 € Sy, so dass F'(p) = 0lokal um p(gy nach (pr(1y; - - -, Pr(m)) auflosbar ist.

D.h. also, fiir r > 0 geniigend klein und p € B(p(q), ) gibt es h € C*°(R™; R*™),
so dass

peEM & F(p)=0

Pr(m+1) = hl (pw(l)u cee 7p7r(m))7
& : (L.19)
Pr(@) = Naem (D) - - Prim))-
Daher ist mit @(p1,...,pq) = (pﬂ(l),...,pw(m)) die Abbildung ¢,, = (M N
B(p(o),'r),ap) eine Karte von M. Weiterhin ist A := {(bp(o) ‘p(o) € M} ein At-
las von M. In dieser Weise definieren Niveaumengen F~!(0) in natiirlicher Weise

Mannigfaltigkeiten. Allerdings muss man die Frage, ob F~!(0) zusammenhiingend
ist, separat untersuchen.

e Definieren wir durch
S = {peR?|pl+...+p)=1} (I.20)

die d — 1-dimensionale Einheitssphére (Oberfliche der d-dimensionalen Einheits-
kugel), so konnen wir mit F : R? — R, F(p) := p? — 1 auch

§i-t = F~40) (1.21)
schreiben. Dann ist
oF OF
J = (=—,...,— ) = 2 0, [.22
fir alle p € S%°1, fiir die ja p* = 1 gilt. Also ist $¢°! eine (d — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit.
e Definieren wir die stereografischen Projektionen
i STIN\{(0,...,0,£1)} = Us — R, (1.23)
2 T
o = ey Pd— [.24
Sp:lz(pla 7pd) 1 T pa <p17 » Pd 1) ’ ( )

so sind ¢4 = (Ux, p1) Karten und {¢,,¢_} ein Atlas von $9-1.
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e Definieren wir Kugelkoordinaten auf $? mit vertauschten Achsen, so ergeben die
zugehorigen Karten ¢y = (U, ¢1), ¢ = (Us, ¢2) einen mit A = {¢.,, ¢_} vertragli-
chen Atlas A = {¢1, ¢2}.

e Seien vy, ..., v, € R? linear unabhingig, y € R? und v : R™ — RY,
V(xy, .. Ty = y+invi. (1.25)
i=1

Dann sind Jy = (v1,...,0) € Mixm(R) und somit dim RanJ, = m. Also ist
¢ := 1)~ ! eine Kartenabbildung fiir die Mannigfaltigkeit

M = {y + i T;0;
i=1

(21, 2m)T € Rm}. (1.26)

1.3. Tangentialraum und Gramsche Determinante

Definition I.8. Seien m,d € N, m < d und M C R? eine m-dimensionale eingebettete
Mannigfaltigkeit mit Atlas A = {¢;|i € I}. Seien p € M und ¢ = (U, ¢) € A so, dass
peU.

(i) Die Tangentialvektoren v (p, @), ..., v (p, ) € R? werden durch die partiellen
Ableitungen von ! definiert; setzen wir V := ¢(U), z := ¢(p) und ¢ := ¢!, so
sind

(Gwl(w) 3¢d($)>T_ (1.27)

Va € 27 0 wva(p, @) = R

(ii) Der Tangentialraum an M im Punkt p € M ist durch

T, = span{vl(p, ®)y ooy Un(p, gb)} (1.28)

gegeben.

(iii) Die Gramsche Matrix G(p, ¢) == (Gas(p, ?))0 s=1 € Mmxm(R) und
die Gramsche Determinante g(p, ¢) von ¢ an p sind durch

Va,B € Z1 1 Gap(p,d) = (valp,@)|vs(p,¢)) und g(p,¢) = det[G(z(?,cb)])
1.29

definiert.

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Tangentialvektoren v1(p, @), ..., vm(p,¢) € R? sind linear unabhiingig, denn
wegen Jy = (010, ), .., vm(p, 6)) i58

dim 7, = dim RanJy(z) = m. (1.30)
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Speziell fir m = 1 ist vi(p, ¢)/||v1(p, ¢)|| eine von ¢ nur in der Orientierung
abhéngige ONB von T,,.

Die Matrixelemente von Jy,(z) sind (J¢(a:))k7a = (Vo (p, )i, fiir k € Z¢ und a €

77 und ¢ (x) = p. Insbesondere ist (Jg(x)Jw(x))Gﬁ — 22:1(%(17, Ni(vs(p, &) =
(Va(p, @)|vs(p, ¢)). Es gilt also

G(p.¢) = Jj(x) Jy(w). (L.31)

Die Gramsche Matrix G(p,¢) = G(p,¢)* = G(p,¢)T ist reell, symmetrisch und
somit auch selbstadjungiert.

AuBlerdem ist G(p, ¢) positiv definit. Ist nimlich ¢ = (¢, ..., %) € R™\ {0},
so gilt

(|G )Y = D Yo (0a(p,d)|vs(p, 0))pga Vs

a7ﬁ:1

_ <zm:% Va(p, @) ’ iW vs (P, ¢)>Rd
a=1 p=1

- Hiwava(p,qﬁ) > 0, (1.32)

2
R4

da die Tangentialvektoren linear unabhéngig sind.

e Da G(p, ¢) positiv definit ist, sind alle Eigenwerte von G(p, ¢) strikt positiv und
insbesondere ist stets g(p, ¢) > 0.

Lemma L.9. Seien m,d € N,;m < dund M C R¢ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit,
¢ = (U,p) und ¢ = (U, p) zwei miteinander vertrigliche Karten von M und p € U :=
UNU. Dann gilt

Va ez w(po) = X [H@)] s (1.33)
=1 ’

wobei 2 := ¢(p) und Jp die Jacobimatrix der Bijektion 6 := @ o ! € C®(p(U): @((7))
sind.

o~ o~ o~

Beweis. Seien V = o(U), V := 3(U), x := ¢(p), 7 := 4(p), ¥ = ¢~ und ¢ := p~. Es
ist ¥ =1 0 0, und aus der Kettenregel folgt
O, () Oy (7) 96 (x)
/A S A 1.34
8% Z 8:2’5 8$a ’ ( 3 )
B=1 7=0(x)
fiir alle v € Z7 und alle j € Z4. O

Korollar 1.10. Seien m,d € IN, m < d und M C R¢ eine m-dimensionale Mannigfaltig-
keit, dann ist der Tangentialraum 7}, wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der zu Grunde
gelegten Karte.
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Beweis. Aus Lemma 1.9 folgt sofort, dass

Span{vl(p, ¢)7 ceey Um p7 } - Span{vl p7 7 R Um(p7 (Z;)} (135)

Genauso zeigt man die umgekehrte Inklusion. O

Korollar I.11. Seien m,d € N, m < d und M C R? eine m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, ¢ = (U, ) und ¢ = (U, @) zwei miteinander vertrigliche Karten von M und
pe U :=UnNU. Dann gilt

Gp.¢) = Ji (x) G(p,9) Jo(x), (1.36)

wobei x := ¢(p) und Jy die Jacobimatrix der Bijektion § := ¢ o ¢t € O (gp((/}), @((7))
sind.

Beweis. Sind J, 5 := 0(0)(x)/0xs die Matrixelemente von Jy(z), so lautet (1.33)

Va €Z7: walpd) = Y Jaa va(p,d). (1.37)
a=1
Also ist
Ga,ﬁ(pa ¢) - <v04(p7 ¢)}Uﬁ(p7 Z 0‘0‘<UO‘ p’ }Uﬁ(p’ QE)>JB75
= D> Jaa Gapp9) T (1.38)
a,f=1
woraus sich sofort (1.36) ergibt. O

1.4. Integrale iiber parametrisierte Hyperflachen

Definition 1.12. Seien m,d € IN, m < d und M C R? eine eingebettete m-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit abzihlbarem Atlas A = {¢x}~_,, wobei K € IN oder K = co. Seien
(U,p) € A,V := o(U) C R™, und v := ¢!, Fiir eine Funktion f : U — C, fiir die
(fo):V — C messbar ist und (f o ¥)\/g(v(:),¢) € LY(V,d™x) gilt, definieren wir
das Integral von f iiber U durch

/ fly)do(y / Flv(@)] Ve (x), ¢) d"x (1.39)

Seien 1, = go,zl : Vi — U, und Uk C U so, dass Vk = cp(ﬁk) C (Ug) =: V} fir
alle k € ZX messbar ist und dass M = Ule Uy sowie U; NU; = 0, fiir i # j gilt.
Fiir eine Funktion f : M — C und k € ZK setzen wir fi(y) := f(y) - 15 (y). Sind

(fr o) : Vi = C messbar und (fx o ¥3)\/9(¥r, dx) € L (Vi,, d™x), fiir alle k € ZK, so

definieren wir das Integral von f iiber M durch

/ fly)do(y Z o(y). (.40)
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Nun gilt es, diesen Integralbegriff zu rechtfertigen, d.h. dessen Wohldefiniertheit nach-
zZuweisen.

Satz I.13. Seien m,d € N, m < d und M C R¢ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit,
o= (Uv), o= (U, gp) zwei miteinander vertréigliche Karten von M und U:=UnU # 0.

Seien V := o(U), V := ¢(U), ¥ = ¢ " und ¥ := &1 Fiir jede Funktion f : U — C,
fiir die f o4 (und somit auch f o)) messbar ist, gilt
(o) Vg(b().9) € L'(V.d™z) &  (fod)y/g((-),0) € L'(V,d"7). (141)

Ist f integrabel im Sinne von Glg. (1.41), so gilt dariiber hinaus auch
| w@VaG@ e = [ e@new@.o e

Beweis. Seien p = h(x) = (7)€ U und 0 := 3o ¢! = 3o1p. Nach Korollar 1.11 ist
G(p,¢) = J] (2)G(p,d)Jo(x) und deshalb auch
9(p,¢) = det [G(p,0)] = det [Jy(x)]” det [G(p,d)] = det [Jo(x)]" g(p,d). (143)

Wegen ¢(p, ¢), g(p, @) # 0 ist auch det [Jg(x)] # 0, und die Bijektion 6 := @ o o}

definiert eine Koordinatentransformation von V nach V. Damit ist Satz [.13 eine direkte
Konsequenz aus der Transformationsformel fiir Integrale,

/ FE@]o0(3).9) " = S O@)]- |det (Jo())| -/ 9(0(6(x)). 9) d"x
- / Flé()] Va0 (@).9) " (L44)
]

Der vorige Satz .13 sichert, dass das Integral (1.40) einer Funktion auf einer zusammen-
hingenden, m-dimensionalen Mannigfaltigkeit A/ C R? unabhiingig ist von dem zu
Grunde liegenden Atlas A = {¢x}, von M. Der folgende Satz, den wir ohne Be-
weis formulieren, sichert andererseits, dass das Integral (1.40) auch unseren anschaulich-
geometrischen Vorstellungen entspricht.

Satz I.14. Seien m,d € N, m < d und M C R? eine eingebettete m-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit abzihlbarem Atlas A = {¢p}X_|. Seien weiterhin

M(e) == M + B.(0) = {peR?|dist(p, M) < e} (1.45)

die offene e-Umgebung von M, wobei ¢ > 0. Ist f € C(M(1);C) eine stetige Funktion
auf M(1), so gilt

[ = imo=o [ soren] (L16)

wobei Vi, (g) = f‘z‘ _.d* ™z das Volumen der (d — m)-dimensionalen (euklidschen)

Kugel vom Radius € bezeichnet.
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Bemerkungen und Beispiele.
e Ist in Satz [.14 speziell m = d — 1, so ist

[ e = mm{ [ o) (147)

o Mit f =1 auf R? ist

/M do(y) = %{Vdjﬂ B /M . ddp} =: Vol,,(M) (1.48)

das m-dimensionale Volumen von M.

e Sei fiir a € (0,1) ein Kegelstumpf K, C R? gegeben durch

% 2 cos(a)

K, = Szsin(a) || 0<a<2m, a<z<1;. (1.49)

z

Dann ist K, bis auf eine Nullmenge (in R?) parametrisiert durch ¢ : G — U C K,,,
mit G := (a,1) x (0,27) und

P(z,a) == | izsin(a)| € U (1.50)

Die Karte fiir U ist dann ¢ = (U,4~!). Die beiden Tangentialvektoren sind (mit
x1 =: z und xy =: )

1 .
ouza) _ (150 ouza) _ (L3I
vo= = %51?(04) , vp = e = | 3 coOs(a) , (1.51)
daher [|v[|? =2, ||loo]? = %, (v1|ve) = 0 und somit
20
1
d.h.
>
\/9(¥(z a) = 4/2 = \/;z. (1.53)
Also ist

VOIQ(KG) - VOIQ(U

(1.54)
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Im Limes a — 0 erhalten wir die Mantelfliche eines Kegels der Héhe h = 1 und
Radius R = 2

29

5 (1— a2
lim Volo(K,) = Vor(l=a®) _ h e (L55)

a—0 4

e Sei v € C([0,1]; R?) ein glatter Weg von a = v(0) nach b = (1) mit §(t) # 0,
fiir alle t € (0,1). Betrachten wir ' := ~((0,1)) C R als 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit Atlas {¢ = (I',7" 1)}, so ist g(y(t),¢) = [|v(¢)||* und deshalb nach
(1.39)

/F f(y) doly) = / SO VIO D), 6) dt = / SR IA@) d (156)

das Integral von f léings des Wegs I' C R¢.
e Sei I': RY — R? ein Vektorfeld. Setzen wir speziell

= (7| ) (L57)

e Il

so ist f bis auf sein Vorzeichen von der Parametrisierung v unabhéngig, und in
(I.56) ergibt sich

[F6)dot) = [swaot) = [ (Fhwl]sw)a a5

das Wegintegral von F ldngs I C R9.
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1.5. Erganzungen

1.5.1. Aquivalenzrelationen

Héufig lasst sich eine Menge in eine Familie disjunkter Teilmengen zerlegen, deren Ele-
mente jeweils dhnliche Eigenschaften haben.

Definition I.15. Eine Relation R : A x A — {w, f} auf einer Menge A, mit R(a,b) =
w < a ~ b heift Aquivalenzrelation, falls folgende drei Eigenschaften gelten:

Reflexivitdat Va e A: an~ a, (1.59)
Symmetrie Va,b€ A: a~bsb~a, (1.60)
Transitivitit Va,b,c€ A: (a~bAb~c)= (a~c). (I.61)

Satz 1.16. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A bewirkt eine Zerlegung von A in
disjunkte Teilmengen. Dabei sind zwei Elemente aus A genau dann dquivalent, wenn sie
derselben Teilmenge angehoren.

Beweis. Zu a € A definieren wir
[a. = {zeA|a~uz}. (1.62)
Wegen a € [al., ist [a]~ nicht leer. Wir zeigen nun fiir a,b € A, dass
entweder [a]. N [b]l. = 0 (1.63)
oder [a]. = [b]~ (1.64)

gilt. (Wegen [a]. # 0 kénnen (1.63) und (I1.64) nicht gleichzeitig gelten.)

Sei [a] N[b]~ # 0. Dann gibt es also ein gemeinsames Element ¢ € [a]. , ¢ € [b]. . Damit
gelten a ~ cund ¢ ~ b, also auch a ~ b. Ist nun z € [a]. , dann gilt  ~ ¢ und mit a ~ b
auch = ~ b, also = € [b].. Es folgt, dass [a]. C [b].. Genauso erhilt man [b]. C [a].,
also [a]. = [b]~. Damit ist (I.59)—(1.61) gezeigt.

Schreiben wir jetzt

A = Jlal, (1.65)

acA

folgt die Aussage unmittelbar durch Zusammenfassen gleicher [a].. O

Definition I.17. Die Teilmengen [a]. heifien Aquivalenzklassen. Die Familie der
Aquivalenzklassen bezeichnet man mit

A/~ (sprich: " A modulo ~"). (1.66)

Liegt a in einer Aquivalenzklasse, so heifit « Reprisentant der Klasse.
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Bemerkungen und Beispiele.

A =17, peN, (1.67)

m~n:e dkeZ: m—n = kp. (1.68)
— Z = [0]~U[l].U...U[p—1]., (1.69)
[l = {kp+j|kez}. (L70)

7/ ~ bezeichnet man auch mit Z/pZ oder Z, und [j]~ =: [j] mod p-

Definition I.18. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Eine Teilmenge
S C A heifit ein vollstindiges Reprisentantensystem zu ~, falls folgende zwei
Eigenschaften gelten:

(i) Jedes Element aus A ist zu einem Element aus S dquivalent.

(ii) Die Elemente aus S sind paarweise nicht dquivalent.

Bemerkungen und Beispiele.

Ist
A:={gCR ‘ g ist eine Gerade}, (1.71)
g1 ~ g2 < g1 und g5 sind parallel, (1.72)
so ist
§ = {geAlgn{o}={0}} (173)

ein vollsténdiges Reprisentantensystem.
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