VI. Die Zweite Quantisierung

Der Ubergang von der Schrodingerschen Quantenmechanik zur Quantenfeldtheorie geschieht
durch Einfithrung der Zweiten Quantisierung. Zunichst bedeutet dies, den Fockraum sowie
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einzufiihren.

VI.1. Fock-Raume: allgemein, bosonisch und fermionisch

Definition VI.1. Sei h ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum.

(i) Der Vakuumsektor ist der eindimensionale Hilbert-Raum

500 = &) = F(0) = C-Q, (VL1)
wobei () ein Einheitsvektor ist, (€2[€2)z0) ;) = 1, und als Vakuumvektor bezeichnet wird.

(ii) Fiir n € N ist der n-Teilchen-Hilbert-Raum (3™ (h), (-|)zm () durch

= )b (VI.2)

und stetige und sesquilineare Fortsetzung von

(1@ @Pn |t ® -+ @ Vn)zmpy = (P1|Y1)s - {Pnl¥n)y (VL3)

definiert.
(iti) Der Fock-Raum iiber § ist der Hilbert-Raum (F(h), (-|-)g@)) mit

= DFI0). (@ [ (1)) = D@ [ (VIA)
n=0 n=0

(iv) Der bosonische Fock-Raum iiber § ist der durch

n

~ P = S[EH)] < FO), F0) = W[5 \/ha
n=0 (VI.5)

definierte Unterraum §,(h) C F(h) des Fock-Raums iiber b. Dabei ist S := @°°,S™ =
S§? = 8 € B[§(h)] die orthogonale Projektion auf die total symmetrischen Vektoren
in F(h), und S® = [SM]2 = [SM]* € B[F™(h)] sind fiir n € Ny die orthogonalen
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Projektionen auf die symmetrischen Vektoren, die durch lineare und stetige Fortsetzung
von

n 1
Vr,....,on €b: S()[QO1®...®(,0”] = Ezww(l)(@---@@ﬂ(n) (VL6)
" TESH
auf §™(h) definiert sind.

(v) Der fermionische Fock-Raum iiber b ist der durch

§rh) = P30 = AM)] < 30, F0) = AV[FE®)] = Ab.

k=1

(VL7)

definierte Unterraum §(h) C F(h) des Fock-Raums iiber . Dabei ist A := @°° , A =
A% = A* € B[F(h)] die orthogonale Projektion auf die total antisymmetrischen Vektoren
in §(h), und A™ = [AM]2 = [AM]* € B[F™(h)] sind fiir n € Ny die orthogonalen Pro-
jektionen auf die antisymmetrischen Vektoren, die durch lineare und stetige Fortsetzung

von
Vool APp e 0] = % > (1) ey @+ @ Prgy  (VL8)
TESR
auf ™ (h) definiert sind.
Bemerkungen und Beispiele.
e Es sind
50 = 50 = 50 = b, (VL9)

und deshalb bezeichnet man h als 1-Teilchen-Hilbert-Raum.
o Ist {pr}e2, C b eine ONB in b, so ist

(o) @ .. @ ry | K1), ... k(n) € N} C F(p) (VL.10)

eine ONB in ™ (h).
o Mit
(=D~
\/m (pﬂ(l)

PN Ny = VAl A1 ® ... 0 pn) =

7T€Sn

® . @ Pay (VLIL)

ist
{ovy Ak A Aory | 1<) <k(2) <...<k(n)} € F(H) (VI.12)

eine ONB in S}")(b)
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VI. Die Zweite Quantisierung

o Ist n = (ny,n9,n3,...) € NJ eine Folge nichtnegativer ganzer Zahlen mit Y ope g =1,
so sind nur hochstens m < n dieser Zahlen ny), ni), - - ., ) € IN ungleich null, wobei
0B.dA. 1<E(l) <k(2) <...<k(m) gilt. Dann ist

®ng (1) N (m)
S| g E ) e NN gy e ) = 1 QS(n)(fJ)
(oo Jag ) | ent ma e b
(VI.13)
cine ONB in 3\ ().
Definition VI.2. Seien f ein Hilbert-Raum und
Dy = {cp = ("), €F(h) | Y _n?[6™)* < oo}. (VL.14)
n=0

Dann ist der Teilchenzahloperator (N, Dy) € £[F(h)] definiert durch

VO = (o), €Dy NO = (no™)>,. (VL15)

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Teilchenzahloperator N agiert also auf dem dichten Definitionsbereich Dy C F(b)
als reeller Multiplikationsoperator. Da Dy der natiirliche Definitionsbereich fiir N ist,
folgt daraus die Selbstadjungiertheit von (N, Dyy).

e Es sind o(N) = Ny, caisc(N) = {0} und oes(N) = IN.

e Bezeichnen wir mit P™ := 1y (W) fiir n € INg die Projektionen auf die invarianten
Unterrdume zu den Eigenwerten des Teilchenzahloperators, so sind ™ (h) = P™[F(h)],

3(5) = P™[F,(0)] und 3 (h) = PO [F,(H)].

VI.2. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Definition VI.3. Seien § ein Hilbert-Raum und ¢ € b.
(i) Wir definieren Af(¢) € B[F?(h); §V(h)] durch

AP)IQ) = ¢. (V1.16)
(ii) Fiir n € IN definieren wir Af (¢) € B[F™ (h); "V (h)] durch
Vol e 3 Al(p)[p"] = Vit Tlee™. (VL17)
(ili) Wir definieren den Erzeugungsoperator (zu ¢) (A'(¢), D ) € £[F(h)] durch
Al (60, 60, 6,..)] = (0, AL, A", Al ).
(VL.18)

wobei D7 == {® = (¢M)22, € F(h)| Tnrynl[¢™|*> < co}. In diesem Zusammenhang
bezeichnet man ¢ € h auch als Orbital.
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VI. Die Zweite Quantisierung

(iv) Wir definieren Ao(y) € B[V (h); §(h)] durch
Vo eb: Adp)Y] = (ely)-Q. (VL.19)
(v) Fiir n € N definieren wir A, () € B[g"*V(h); F™(h)] durch
A(@)[t1 @ ... @ 1] = v+ 1{plh) Y2 ® ... @ hpp (V1.20)

und stetige und lineare Fortsetzung.

(vi) Wir definieren den Vernichtungsoperator (zu ¢) (A(¢),D ) € £[§(h)] durch
A, 60, 60...)] = (A@)V], 4] A, ...). (VL)

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir p € $ sind AT(¢) und A(p) dicht definiert, abgeschlossen und relativ beschrinkt zu
VN .

e Fiir p € § sind AT(¢) und A(p) zueinander adjungiert:
(Alp))" = Ale),  (AN(9)" = Alo). (V1.22)

e Die Abbildung h > ¢ — Af(p) € L[F(h)] ist linear, die Abbildung h > ¢ — A(p) €
L£[F(h)] hingegen antilinear (nicht zu verwechseln mit der Linearitdt von A(p) als Opera-
tor).

e Es ist bequem, zum Fock-Raum §(h) Unterrdume endlicher Vektoren einzufiihren. Ist
0 C h ein dichter Teilraum, so definieren wir durch

Sf(i?(b) = span{gol R Q@p | P1,.--,¥Yn € 0} , (VI1.23)
30 = span{(¢<0>, oM, . 6™ 0,0..) ’ (VI.24)
N=1

6 € FO®m), 6® e VW), ... 6™ € %(N)(b)},

den Unterraum §qn(0) endlicher Vektoren tiber 0.

e Offensichtlich ist §x,(0) C F(h) ein dichter Teilraum, der nicht abgeschlossen ist und fiir
den §an(0) € Dy C Dy gilt.

Definition VI.4. Seien § ein Hilbert-Raum und ¢ € b.

(i) Wir definieren den bosonischen Erzeugungsoperator (a*(¢),D x) € £[F:(h)] und
den bosonischen Vernichtungsoperator (a(p), D ) € £[35(h)] durch

a'(p) == SoAl(p)oS, a(p) = SoA(p)oS. (VI.25)

(ii) Wir definieren den fermionischen Erzeugungsoperator (c*(¢), D ) € £[§5(h)] und
den fermionischen Vernichtungsoperator (c(¢), D, x) € £[Fs(h)] durch

cf(p) == Ao Al(p)o A, c(p) = AoA(p)o A. (VI.26)
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VI. Die Zweite Quantisierung

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir ¢ € 9 sind a'(p), a(p), ¢'(¢) und c(p) dicht definiert, abgeschlossen, relativ be-
schrinkt zu v und zueinander adjungiert,

(a(@)” = aig), (@) = c(v). (VL.27)
wir benutzen deshalb von nun an nur noch a* und ¢* statt af und ¢f.
e Sind d := dim[h] € IN oder d = co und {1, ..., 04} C b eine ONB, so ist
Pr) N ANk = (Pr) - (Prm) (VI.28)
fir jedes n € Nund 1 < k(1) < k(2) < ... < k(n) <d, d.h.
{c"(ora)) - (orm) | n€Ng, 1 <k(1) <...<k(n) <d} C Fy(b) (VI.29)
ist eine ONB in §(h).

e Ist der 1-Teilchen-Hilbert-Raum § endlich-dimensional, dim[h] = d < oo, so ist auch der
fermionische Fock-Raum iiber b endlich-dimensional, ndmlich dim[F(h)] = 2%.

e Seien d := dim[h] € IN oder d = oo und {¢1,...,ps} C b eine ONB. Seien weiterhin

n=(niy,ng,...,ng) € NI mit EZ:1 ny, < oo. Dann sind
S(ef™ @0 ™) = @) (0D (VL30)
und
a* nLLLLg* nd()
[l | g €Nk < o) € ) (VI
ny! ng! - ny!

eine ONB in F,(h).

e Der bosonische Fock-Raum {iiber § ist stets unendlich-dimensional. Sind beispielsweise
d=1und h = C-pmit ||¢]| =1, soist {(n))"2a*(p)"Q}>, C Fs(h) eine ONB in F,(h).

VI1.3. Kanonische Vertauschungsrelationen: CCR und CAR

Wir kommen nun zu den wichtigen kanonischen Vertauschungsrelationen (CCR) und den ka-
nonischen Anti-Vertauschungsrelationen (CAR), mit deren Hilfe sich viele Rechnungen und
Abschitzungen auf dem bosonischen Fockraum §,(h) bzw. dem fermionischen Fockraum §(bh)
substanziell vereinfachen lassen.

Satz VI.5 (CCR). Die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfillen die
kanonischen Vertauschungsrelationen (CCR), d.h. fir alle ¢,v € b gelten

[0 (), a* ()] = lale), a(¥)] = 0, lal),a"(¥)] = {pl) -1, (V1.32)

auf Dy N Fp(h), wobei [a,b] := ab — ba. Auflerdem sind die bosonischen Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren eine Fock-Darstellung der CCR, da sie

a(lp)? = 0, (VI.33)
fiir alle p € b erfiillen.
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VI. Die Zweite Quantisierung

Satz VI.6 (CAR). Die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfillen die
kanonischen Anti- Vertauschungsrelationen (CAR), d.h. fir alle p,v € b gelten

{C*<90)7 C*<7vb>} = {C<90)7 0(1/1)} =0, {6(90%0*(1/})} = <90‘7vb> -1, (V134>

auf Dy N §¢(h), wobei {a,b} := ab + ba. Auferdem sind die fermionischen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren eine Fock-Darstellung der CAR, da sie

c(p)Q = 0, (VL.35)
fiir alle p € b erfiillen.

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist U € B[Fu(h)] ein unitéirer Operator, U~! = U*, so erfiillen mit b*(p) := Ua*()U*
auch h 3 ¢ — b*(p), b(¢) die kanonischen Vertauschungsrelationen. Allerdings ist dies im
Allgemeinen keine Fock-Darstellung, da b(¢)[U€?] = 0 fiir alle ¢ € b und nicht b(¢)Q2 =0
gilt.

o Ist f € b, so erfiillen mit d*(¢) := a* () +(f|e) auch h 3 ¢ — d*(¢), d(y) die kanonischen
Vertauschungsrelationen. Auch dies ist fiir f # 0 keine Fock-Darstellung, da d(¢)Q) =

(0l f)2# 0 fiir alle o € h\ (C- f)*.

e Die bosonischen Erzeugungsoperatoren a*(¢) und Vernichtungsoperatoren a(y) sind auf
Sb(h) unbeschriankt, aber die fermionischen Erzeugungsoperatoren ¢*(¢) und Vernich-
tungsoperatoren c(y) sind auf §;(h) beschrankt, und zwar ist

" (@)llop = lle(@llop = el (VI.36)

wie man leicht aus den CAR gewinnt.

e Eine besondere Rolle in der Quantenfeldtheorie spielen die Bogolubov-Tranformationen.
Bosonische Bogolubov- Tranformationen sind unitire Transformationen U € B[§,(h)], die
affin linear in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind, d.h. fiir die es beschrankte
Operatoren u € B(h) und v € L2(h) und ein f € b so gibt, dass

Ua*(p)U" = a’(up) +al(jlog]) + (fle), (VL37)
fiir alle p € b gilt, wobei j : h — b eine antilineare Involution ist, j2 = 1.

e Fermionische Bogolubov- Tranformationen sind unitére Transformationen U € B[F(h)],
die affin in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind, d.h. fiir die es beschrinkte
Operatoren u € B(h) und v € L2(h) so gibt, dass

Uc(p)U* = c"(up) + c(jlve]) (VL.38)

fiir alle p € b gilt, wobei j : h — b abermals eine antilineare Involution ist, j2 = 1.

VI1.4. Die Zweite Quantisierung von 1-Teilchen-Operatoren

Definition VI1.7. Seien h ein Hilbert-Raum und (w,?) € £[h] ein dicht definierter, abgeschlos-
sener linearer Operator auf .

o8



VI. Die Zweite Quantisierung

(i) Wir definieren dI'?(w)Q = 0 und (dF(k) (w), gfl) 0]), (T™(w), Sg;) 0]) € £[F®(h)] fiir
k € IN durch lineare Fortsetzung von

k

AP @ @] =) @1 ® ;1@ wp] O ®-- gy, (VL39)
j=1

TPW[er1® @ @] =wo] @ ® [Mepy]. (VL.40)

(ii) Wir definieren die Zweite Quantisierung
(dT(w) , Fanl0]), (T(w), Fan[0]) € L[F(h)] von (w,?) durch

dl(w) = édl“(”)(w), (VL41)
Mw) = éf‘(")(w). (V1.42)

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Zweite Quantisierungen dI' und I' erhalten die Teilchenzahl und lassen den bosoni-
schen und den fermionischen Fock-Raum -als Unterraum des Fock-Raums- jeweils invari-
ant, d.h. fiir jeden Operator (w,d) gilt auf §4,(0)

Al (w) N = Ndl'(w), F(w)N = NT(w), (VI1.43)
dM(w)S = SdI'(w), MNw)S = ST (w), (VI1.44)
dl'w) A = Adl'(w), 'w)A = ATl'(w). (VI.45)

e Sind a, b € B[h] beschrinkte Operatoren, so gelten
[dT(a), dT(b)] = dT([a,b]), (VL.46)
['(a)T(b) =T(ab), (V1.47)

auf Dyr, d.h. die Zweite Quantisierung dI' erhélt Kommutatoren und die Zweite Quanti-
sierung [' erhélt Produkte.

e Inwieweit sich (VI.48) oder (VI.49) auf unbeschrénkte Operatoren a und b iibertragen
lassen, ist stark kontextabhéngig und schwer allgemein zu formulieren.

e Wir haben in Kapitel III bereits Schrodinger-Operatoren h = —A + V(x) auf Dy, C b :=
L?*(R%) auf Selbstadjungiertheit untersucht und festgestellt, dass diese unter geeigneten
Annahmen an V : RY — R ein Standardspektrum der Form o(h) = 0gisc(h)Uoess(h)
mit isolierten, nach unten beschriankten, negativen Eigenwerten {eg,eq,es,...} C R~
jeweils endlicher Multiplizitit und essentiellem Spektrum oe(h) = Ry auf der nichtne-
gativen Halbachse besitzen. Diese Schrodinger-Operatoren sind die Erzeuger der durch
die Schrodinger-Gleichung

Vt c R : ’iaﬂpt - hlpt, ’l/}t‘t:O — lpo (VI48)
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VI. Die Zweite Quantisierung

gegebenen Dynamik
VteR: by = exp[—ith]iy (VI1.49)

eines (n = 1) nichtrelativistischen quantenmechanischen Teilchens in R¢, das sich im
Potenzialfeld V in R? bewegt.

Betrachten wir nun ein System n > 2 gleiche solcher Teilchen, so werden ihre quantenme-
chanischen Zusténde durch normierte Vektoren im Tensorproduktraum g™ (h) = h&" =
L*(R*¥) dargestellt. Stehen die Teilchen nicht in Wechselwirkung miteinander, so sind

ihre Bewegungen unabhéingig voneinander. Bezeichnet @Z)én) € F™(h) einen normierten
Anfangsvektor, so wird die Dynamik nun durch den Schrodinger-Gleichung

VieR: 0™ (x1,...,20) = K™ (2, .. 2n), o =0 (VL50)

auf §™(h) bestimmt. Dabei ist der Schrédinger-Operator (™ (w), () VD)) € £F™(h)]
durch

Rt = Y 18U @ h @ 190) (VL51)

Jj=1

definiert, d.h. konkret durch

3

[R™ ™) (24, ..., 2, — Ay, + V(@)™ (2, 2). (VL.52)

J=1

Die n-Teilchen-Schrodinger-Gleichung (VI.50) wird durch
vieR: o = exp[—ith™] " = (®exp[—ith]> g (VL53)
j=1

gelost.

Ein wesentlicher konzeptioneller Unterschied der Quantenmechanik zur klassischen Me-
chanik ist die Tatsache, dass quantenmechanische Zustdnde auch Superpositionen von
Vektoren zulassen — insbesondere auch solche zu verschiedenen Teilchenzahlen. Im Allge-
meinen wird deshalb ein System (unbestimmt) vieler gleicher Teilchen durch normierte
Vektoren ¥, = (1/1,5"))30:0 € §(h) beschrieben, die der Schrodinger-Gleichung

VteR: 9,0, = dl(W)¥, = (h"y"™)™ (VI.54)
und der Vorgabe eines Anfangswerts beschrieben, wobei (dI'(h), §an[Ds)) die Zweite

Quantisierung von h ist. Die Losung der Vielteilchen-Schrédinger-Gleichung erhélt man
durch den anderen Teil (T'(e™"), Fgn[Dp]) der Zweiten Quantisierung, namlich

VieR: W, = exp[—itdT(h)] ¥y = T(e7™) Wy, (VL55)
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e Die Notation dT'(h) und T'(e~#") geht auf Nelson zuriick. Glg. (VI.55) spiegelt sehr schon
die urspriingliche Intention fiir die Namensgebung wider: ¢ — I'(e~%") ist eine stark stetige
unitdre Gruppe auf §(h) und dI'(h) ihr (infinitesimaler) Erzeuger, was auch durch das
,d“ in ,dI'* angedeutet wird.

Diese Beobachtung des Zusammenhangs zwischen dI' und T' fithrt auch auf den Beweis des
folgenden Lemmas

Satz VI.8. Seien b ein Hilbert-Raum und (w,0) € £[h] ein wesentlich selbstadjungierter Ope-
rator auf b. Dann ist auch seine Zweite Quantisierung (dT'(w), Fan[d]) € L[F(h)] wesentlich
selbstadjungiert.

Beweis. Wir verwenden den Satz [.8 von Stone, demgeméaf die wesentliche Selbstadjungiertheit
eines dicht definierten, abschlieBbaren Operators (A, D) € £[$] gleichwertig mit der Aussage

ist, dass sein Abschluss (4, D) D (A, D) eine Cy-Gruppe {e #4},cg unitéirer Operatoren auf )
erzeugt.

Da o C b dicht ist, ist auch Fs,[0] C F(h) dicht, s. (VI.23)(VI.24). Folglich sind (w,?) € £[b]
und (dI'(w), aa[d]) € £[F(h)] beide dicht definiert.

Da (w,0) wesentlich selbstadjungiert ist, ist (w,?) symmetrisch. Die impliziert sofort die Sym-
metrie von (dI'(w), §n[0]) und daraus folgt nach Lemma 1.5 (v) auch dessen AbschlieBbarkeit.

Sei nun {v; := e}, g C B[h] die vom Abschluss (0,0) 2 (w,d) von (w,d) erzeugte Co-
Gruppe unitarer Operatoren auf h. Wir definieren durch U; := I'(v;) eine Familie {U;}yer C
B[F(h)] beschrankter Operatoren auf §(h). Man priift leicht nach, dass I'(a)* = I'(a*) fiir jeden
beschrénkten Operator a € B[] gilt. Also gilt auch U} = I'(v;)* = I'(v]), was zusammen mit
(VI.49) auf

fithrt. Analog erhélt man U,U; = Tz und damit dann die Unitaritét von U;.

Sei ¥ € §(h). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Vg, € Fan[0] s0, dass ||V — Wgy ||z < €. Nach
Definition von Fg,[0] gibt es ein L € IN und 11, ..., %y € 0 sowie Koeffizienten ¢™ : (ZF)" —
D¢(0, L) fiir n € Z§ so, dass

L L
U = > > AR, k)] Vi) ® - © Yk (VL57)

L L
= Z Z ™ [k(1),...,Kk(n)] V) @+ @ Yrn) = Yhn - (VL58)
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Wir erhalten daraus und aus der Unitaritdt von U; sowie der Dreiecksungleichung, dass

t—0

limsup |U, W — V|| < 2{|U — Vg, + limsup || UV, — Vgl < 2¢, (VIL.59)
t—0

und im Limes ¢ — 0 auch lim;_,o U; ¥ = ¥, also die starke Stetigkeit von ¢ — U, bei t = 0 und
vermoge der Gruppeneigenschaft damit auch fiir alle ¢ € R.

Es folgt, dass {U;ier C B[F(h)] eine Co-Gruppe unitidrer Operatoren auf F(h) ist, dessen

Erzeuger (H,Dy) € L£[F(h)] nach Satz 1.7 von Stone selbstadjungiert ist. Ist ¥g, € Fqn[0] wie
in (VL.57), so erhalten wir dhnlich wie in (VI.58) zunéchst

Ut\:[jﬁn - \I/ﬁn = (VIGO)

Z Z k), . k)] (k) @ -+ © (vthrm) — V) @+ @ Piny |

lim {% [(vetk) @ -+ @ (Vi) — Vi) @+ @ V() }

VeWk(n) — Vk(n)

= h_{% {(%%(1)) ® - @ (VePr(j-1)) ® ( ) ® Yr(j+1) ® -+ ® %(@}

t t
=1
=) k) © - QUi ® (— 1w Piin)) ® Pi(ia1) @ -+ ® Pir) (VIL.61)
j=1

wobei wir die starke Stetigkeit von v;, den Satz von Stone, angewandt auf v;, und die Selbstad-

jungiertheit von @ auf ? und die Ubereinstimmung von @ und w auf d 3 1 verwenden. Setzen
wir (VI.61) in (VI.60) ein, so erhalten wir

Vg — Ugy .
nm{Utﬁ%} = —id[(w) Vg, . (V1.62)

t—0

Aus (VI1.62) folgt, dass Vg, € Dy und HWg, = dI'(w) Wy, gilt. Da Vg, € Fan(0) beliebig gewihlt
werden kann, folgt, dass (H,Dy) eine selbstadjungierte Fortsetzung von (dI'(w), §an(0)) und
letzterer Operator damit wesentlich selbstadjungiert ist. O

Die Operatoren dI'(h) und I'(e~*") lassen zwar jeweils die n-Teilchen-Hilbert-Réaume ™ ()
invariant, trotzdem ist es bequem und auch aus analytischen Griinden vorteilhaft (aber eben
nicht zwingend notwendig), die Erzeuger dI'(h) durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
auszudriicken.

Satz VI.9. Seien by ein Hilbert-Raum, (w,0) € £[h] ein wesentlich selbstadjungierter Operator
auf by und b = {pr}72, C 0 eine ONB in b.

(i) Dann geniigt die Zweite Quantisierung (dI'(w) , S(Fan[0])) € L£[Tu(h)] der Gleichung

[e o]

Arw) = 3 {erlwee) a*(pr) alpr) (VL63)

k=1
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(it) Dann geniigt die Zweite Quantisierung (dU'(w) , A(Fm[0])) € L[F1(h)] der Gleichung

o0

dl'(w) = Z(@HWPD () cleoe) - (VL64)
k=1

Beweis. Wir zeigen nur (VI.64), und dafiir reicht es, diese Identitéit fiir jedes n € IN auf Vek-
toren der Form @pq)y A -+ A @y fiir ©ray, ..., k@) € b zu zeigen. O.B.d.A. konnen wir
der Einfachheit halber k(1) = 1,...,k(n) = n annehmen. Auflerdem verwenden wir, dass

1A AN pc (1) -+ - (o) gilt.
Zunécht beobachten wir, dass geméfl der CAR und mit ¢(p,)Q2 =0

c*(pr) clir) (1) ¢ (p2) *(3) -+ - ™ (0n) 2 (VI1.65)

= c"(¢r) c(pe)c(p1) *(pa) (p3) - ()2 — (1) (p2) *(03) - -+ (o) () c(pe) 2

= D c(p1) - pim) [ o) eler) s (93)] € (1) - (0n)Q

=1

<.
S

(el i) (1) -+ (05-1) € (pr) € (@j41) - ()2

=1

<.

Also ist
Z (0| wee) () e(e) ¢ (1) -+ ()2 (VL66)
Z (e lorm) (3 o ol wen (alen ) o) - (2.

Andererseits folgt aus der Linearitéit der Abbildung ¢ +— ¢*(¢), dass

> en) (ol w o) {pels) = C*< > " lor | wpe) (pelps) ¢ ) <Z ol we) @ )
k=1 k=1 k=1
= c"(wypy), (VL.67)
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d.h.

o0

3" (ol wepe) & (@n) elie) € (1) - (0n)02

=) 1)) C(weg) € (pi4) - - (o)

j=1

:A(")<Z<P1®"-®s0j—1®(w%)®%+1®“'®s@n)
=1

_ <d1"(") W ®-- 8 %]) (VLGS)
= A A )| = @),

wobei wir im vorletzten Schritt verwenden, dass dI'™ (w) gemiB (VI.43)-(V1.45) die Teilchen-
zahl erhélt und mit der Projektion A™ vertauscht. O

Besitzt der Operator w aus Satz VI.9 eine ONB b = {p;}32, C 0 aus Eigenvektoren, so
nimmt die Zweite Quantisierung (VI.63) bzw. (V1.64) eine besonders einfache Gestalt an. Dies
formulieren wir im folgenden Korollar.

Korollar VI.10. Seien § ein Hilbert-Raum, (w,0) € £[h] ein selbstadjungierter Operator auf
h. Ezistiert eine ONB b = {@;}32, C 0 in b aus Eigenvektoren von w, sodass wer = Ak, SO
gelten

dT(w) = > Aea*(er) aler), (VI.69)
fir (AT (w), S(Faa[0])) € £[F(h)] und
dl(w) = D e (i) clen) (VL.70)

fiir (AT (w) , A(Faal0])) € L[F7(h)].

VI1.5. Punktweise Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Fiir viele physikalische Systeme ist der 1-Teilchen-Hilbert-Raum der Raum b = L?(R%) kom-
plexer quadratintegrabler Funktionen iiber dem Konfigurationsraum R?, und die wichtigs-
ten Operatoren sind Multiplikationsoperatoren wie Potenziale V, die fiir ¢ € L?*(R¢) durch

64



VI. Die Zweite Quantisierung

[V](x) := V(x)(x) definiert sind, und Differenzialoperatoren wie —A, die als Multiplika-
tionsoperator in der Fourierdarstellung wirken, F[—Av](p) = p*F[](p). Diese fiir die An-
wendung zentralen Operatoren besitzen keine ONB aus Eigenvektoren, sondern nur soge-
nannte uneigentliche Eigenvektoren, wie 1 (x) = (27)~%2e~* die zwar die Eigenwertglei-
chung [—Ay](z) = k*ix(x) punktweise erfiillen, aber nicht quadratintegrabel und somit keine
Hilbert-Raum-Elemente sind.

Ignoriert man diesen Punkt, so wird man von (VI.69) auf
dl(—A) = / k2 a; a dk (VL.71)
Rd
fiir die bosonische Zweite Quantisierung von (— A, C°(R?)) € £[L*(RY)] gefiihrt. [Eine ent-

sprechende Gleichung gilt auch im fermionischen Fall.] Die Wirkung von ay, fiir festes k € R?
auf n + 1-Teilchen-Vektoren muss dann durch

n+1
1 A dy
Ao (nt1) — ik-y 1 (n) A A 7
[akw ](xl,...,xn) = E /e Y@, T, Y, Ty, X)) 7
n+14 (27)d/
(VI.72)

festgelegt werden. Man sieht sofort, dass die rechte Seite fiir geniigend regulére Funktionen defi-
niert ist; so ist offensichtlich ay, : S[Fan(Sa(RY))] — S[Fsn(Sa(R?))] auf endlichen Vektoren, de-
ren Komponenten Schwartzsche Testfunktionen Sy(R?) sind, dicht definiert und bildet diese in
sich ab. Das zentrale Problem mit dieser Definition von ay ist jedoch, dass (ay, S[Fan(Sa(R%))]) €
£[8»(L?*(RY))] nicht abschlieBbar ist, s. Ubungsaufgabe 01.2. Dies hat nach Lemma I.5 zur Folge,
dass der adjungierte Operator (d’,;, dom[d};]) nicht dicht definiert ist. Hier gilt gemafl (VI.72)

1 ntl —ik-x;

~ n € n
[ak@/)( )}@17 s Tpg1) = mz (2m)d/2 @Z)( )(xh T, Tty Tag1),  (VLT3)
j=1

und weil die rechte Seite nie quadratintegrabel ist sogar konkret dom[a;] = {0} — egal, wie
regulir man 1™ wihlt! Dass die Definition von a;, nur unter starken Regularititsannahmen und
die Definition von aj, sogar unmdoglich ist, ist besonders drgerlich, da diese in der theoretischen
Physik iiberall verwendet werden. Es gibt zahlreiche alternative Konstruktionen, die jedoch alle
kompliziert und umsténdlich sind.

Wir wihlen hier die Interpretation von a, und a als operatorwertige Distribution, d.h.
wir definieren die Familien {a, },crs und {a}},crae durch

Vo eSiRY: alp) =: /}Rdmax dz | a*(p) =: /Rd o(x)a’ dx (VL.74)

also als formale operatorwertige Distributionskerne. Mit ihnen werden die CCR, auf dem Fock-
Raum zu

Vz,yeRe: laz,a)] = [ai,a)] = 0, [az,a)] = 0(z—y), a;2=0, (VL.75)

)y Yy
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wobei diese Gleichungen formal und so zu verstehen sind, dass sie erst durch Integration iiber
quadratintegrable oder noch regulidre Funktionen zu sinnvollen mathematischen Aussagen wer-
den. Ist man sich dieser Einschriankung bewusst und iiberinterpretiert sie nicht, so sind die
Identitéten (VI.75) fiir praktische Berechnungen iiberaus niitzlich.

Fiir eine Schwartzsche Testfunktion ist p(z) = (27)~%2 [ ¢** $(k) d?k, und wir erhalten aus

dk diz
5(k)ar dk = a* = d*z // ek T ar = VI.76
| etk = a) = [ el 5 G (VL)

(nur formal, da Fubini hier nicht anwendbar ist) dass

Ak ik-x % ddx *
ap, = [ e""a; 2m)i2 = Fla(,l(=k), (VL.77)

wobei F die (formale) Fourier-Transformation notiert. Weiterhin durch formales Adjungieren

i = (e a, T Pk VL78
k — € Gy (27T)d/2 - [CL()]( )7 ( . )

in Ubereinstimmung mit

/@@@wk:aw:3/¢ T a dla
R4 R4

Die bosonischen und fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ermoglichen es,
die Struktur des bosonischen Fock-Raums §,(h) und des fermionischen Fock-Raums §;(h) mit

ik, AR
Bt " 2

(VL79)

ihren unterliegenden n-Teilchen-Hilbert-Raumen 31()")(1‘)) bzw. S;")(b) vollig zu vergessen und
alle Rechnungen nur auf der totalen Menge

v = {a" (1) a(a)2 | n € No, 91,0, 00 € b} Q S h) baw. (VI.80)

durchzufiihren und anschlieBend mit linearer und dann stetiger Fortsetzung zu argumentieren.

Im Fall, dass h = L?(R?) ist man in der theoretischen Physik wenig zimperlich, iibertrigt
(VI.80) [und analog auch (VI.81), wir beschrinken uns jetzt im Weiteren aber auf den bosoni-
schen Fall] auf die punktweisen Erzeugungsoperatoren af und a; und berechnet die Wirkung
von Operatoren nur auf Vektoren der Form

) = {a* ~-~a*(n)Q | n € Ny, z(1),...,2(n) € R’} und

k

D= {aga) a2 | ne No, k(1),..., k(n) € RY}. (VI1.82)
Dabei wird aufler acht gelassen, dass a;(l) R UM Q und a Ay -dz(n)Q gar keine Elemente des

Fock-Raums §;(L?(R?)) sind.

Es gibt jedoch eine mathematisch sinnvolle Interpretation von (VI.82), die wir jetzt skizzieren.
Dazu rufen wir nochmals die Konstruktion des Fock-Raums §;(h) speziell im Fall h = L?(IR%)
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in Erinnerung: Fiir n = 0 ist %l()o)(LQ(]Rd)) =C-Q, und fir n > 1 ist
M (LX(RY)) = {ww e L2[(RY)"] ook € RY: (VL83)

’l/}(n) (kw(1)7 R kw(n)) = ’l/}(n) (klu SRR kn)}

mit Skalarprodukt

(8 ) s sauay = [ PO k) ik (VL84)
wobei wir die neue Notation
kM = (ky,... ky) € (RY)™ und /f(k:(”)) dk™ = / fky, ..o ky) dky - dk,
o (VL.85)
verwenden. Der bosonische Fock-Raum §,(L?(R?)) ist der Hilbert-Raum der Folgen
SIARY) = {@i= ()7, [ VneNo: o e §, (W), pamn <00},  (VLSO)
wobei das Skalarprodukt auf §,(L?(R?)) fiir ® := ((p(”))n und ¥ := (™ ) durch

(V)5 L2may = Z<<P(")W(")>5gn>(L2(Rd)) (V1.87)
definiert ist. Seien nun
O = (900, oV, oM 0,0, 0 = O gD . p™ 00,..)  (VLSS)
zwei endliche Vektoren in S[Fsn(L?(R?))] und weiterhin

Z / on \/":T ) gm . Z / 50 ()

A>l<

) dk™ | (V1.89)

wobei
a* (k™) = a; a; ,---a;, und a(k"™) = ag ag, --ap, - (VL.90)
Fiir m > n berechnen wir mit Hilfe der CCR, dass
aj, - ag, @y a0 Z 5 a, - "&ém_lfizn"'M"'&le
v(l)=
= Z Z Sty m(z) 0 — ku2)) 6(km — k(1)) (VI.91)
v(2)=1v(1)=1

ag, -+~ aj,, ., ay, - % / - ay, €

n

=% % (T o) (TLths b)) s, a5, 0

v(n)=1 (H=1 “1<i<j<n

n

= Z (H 5<l~€m*j+1 - k”(j))) &/;1 o .d’;mfnle’

veS, ~j=1
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wobei 5L =1- 5i,j und wir im letzten Schritt verwenden, dass die paarweise verschiedenen
n-Tupel 1/( )s...,v(n) € Z7} gerade die Permutationen v : Z} — Z} sind. Fiir m > n folgt
daraus

(a* (K™ Qla* (k™)Q) = (Qla(k™)a* (k™)) = 0, (V1.92)

was sich analog auch fiir m < n ergibt. Also ist

@ (U ()0 = b Y (Ha =) = o 3 (TL00 o)

veSy = €S, Nj=1

Dies setzen wir in (ApQ|ApS2) ein und erhalten

M+N

(A9 A0) = 3 / ("\L/i(m w(n\/(ﬁ(")<a*(k<m>)g|a*(k<n>)g> A6 g

m,n=0
MAN
= Z Z/w W) - e Kor)) O (K Ky) R
'wesn
MAN
= Z Z/go(” (k1. k) 0™ (ky, . k) dETY (V1.94)
TESH

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie von ™ unter Permutationen der Argumente be-
nutzen. Also ist

MAN

(ApQ|AgQ) Z/ ky, o k) 0 (ko k) dE™ = (D)D) (V1.95)

d.h. wir konnen ® mit A2 und ¥ mit Ay identifizieren, etwa
?/} a* (n)
= AyQ = Z (k"HQ di™ (VL.96)

Im Sinne solcher Integrale, wie (VI.96), konnen wir {d*(l{;("))Q‘n € No, k™ € [R7"} als totale
Menge im bosonischen Fock-Raum §j(L?*(R?)) betrachten und Operatoren allein durch ihre
Wirkung auf * (k™) zu studieren.

Wir iiberpriifen nun (VI.71) in etwas allgemeinerer Form, d.h. fiir Fouriermultplikatoren w. Ist
U = (@Z)(O)Q, O ™ 0,0, ) € S[Fan(Sq)], so ist

dL(w)¥ = (O, $O, ... o™ 0,0,...), (VLI7)
mit
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Andererseits sind mit
dl'(w) = / w(k) a; ap dk (VI1.99)

und den CCR auch

_ (zn: / w(k;y)) af el = w(k™) et (k)0 (V1.100)

v=1

was nach Multiplikation mit (n!)~'/2¢)™ (k™) Integration iiber £ und anschlieBender Sum-
mation auf (VI.97) und (VI.98) fiihrt.
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