IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

IV.1. Operatorwertige holomorphe Funktionen

Sie ) C C eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen. Die klassische Funktionentheorie hat
die Untersuchung holomorpher Funktionen f : 2 — C zum Gegenstand, also auf {2 komplex
differenzierbarer Funktionen mit Werten in C. Eine einfache, aber wichtige Beobachtung in
der Funktionalanalysis ist die Ubertragbarkeit eines grofien Teils der Funktionentheorie bis
einschlieBlich der Cauchyschen Integralformel auf Funktionen f : {2 — X mit Werten in einem
komplexen Banach-Raum (X, || - | x). Besonders einfach wird die Situation, falls X = B(Y)
der Raum der beschriankten linearen Operatoren auf einem komplexen Banach-Raum ist, denn
die dann mafigebliche Operatornorm ist submultiplikativ, [[AB|sy) < ||Allsw) - | Bllsp), und
die Ubertragung der Beweise vom C-wertigen Fall der klassischen Funktionentheorie auf den
B(Y)-wertigen Fall erfolgt fast ausnahmslos durch Ersetzung von Betrégen komplexer Zahlen
durch die Norm || - || 5y

Wir werden uns hier auf den letzteren Fall beschrinken, und zwar mit Y = §), wobei $ wieder
ein separabler komplexer Hilbert-Raum ist. Wir geben keine Beweise der zugehorigen Sétze.
Fiir den folgenden Satz erinnern wir zuvor an den Begriff des rektifizierbaren Wegs: Sind {2 C C
offen und nichtleer und a,b € R, mit a < b, so heif3t ein Weg v € C' ([a, b); Q) rektifizierbar, falls

L(y) = sup { Z }7(tk) —v(tk_l)’ NeN a=t)<t; < ---<ty:= b} < o0. (IV1)

In diesem Fall nennt man L(v) die Lange des Weges .

Satz IV.1. Seien $ ein Hilbert-Raum, a,b € R, mit a < b, 2 C C offen und nichtleer,
v E C([a, bl; (D) ein rektifizierbarer Weg in Q und f € C(Q; B(S’J)) eine stetige Funktion auf €2.

(i) Dann ezistiert das Integral

n—00
k=0

[reas hm{z_ h@m)—v(tkﬂfwtk)]} e B®) (V)

von f entlang des Weges v als normkonvergente Reihe, wobei ty := a+ (b — a)27"k.

(ii) Ist e >0, so gibt es ein § > 0 so, dass

i

fir alle N € N und a =: sp < 51 < 59 < -+ < sy_1 < sy = b, die sj11 < s; 40, fiir
§ €z erfiillen.

< €, (IV.3)

[ - S [rsinn) — ()] £v(s)]

k=0

op
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

1) Ist n ~ v ein zu vy dquivalenter Weg (d.h. ist n eine Umparametrisierung von ), so ist
n n
/f(z) dz = /f(z) dz. (IV.4)
gl "

(iv) Isty € C'([a,b]; Q) zusdtzlich stetig differenzierbar, so ist (fo~)-% € C([a,b]; B(H)) auf
la,b] Riemann-integrabel und es gilt

/ f(2)dz = / v () de (IV 5)

(v) Fiir alle ¢,v € $ ist

(¢ ' ( e i) ) - [l s as. (1V.6)

Definition IV.2. Seien §) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum, €2 C C offen und nichtleer
und f: Q — B($) eine Abbildung.

(i) f heifit analytisch auf Q

& f ist lokal in Potenzreihen entwickelbar

e Vo €Q Fan), € [BH)IN, R :=limsup {/||ap|lop < 00 V2 € D(20, R) :

k—o00

o0

fz) =D ap(z—z)". (IV.7)

k=0

(ii) f heiBt holomorph in €2

= Vzo € Q: f ist komplex differenzierbar in z. (IV.8)
= VzeQ If(z)€eB($): lim HORrICON f'(20) =0,
2320 z— 2 op

und in diesem Fall heifit f': Q — B($)) Ableitung von f auf €.

Mit diesem Holomorphiebegriff gilt der Cauchysche Integralsatz und auch die Cauchysche In-
tegralformel sowie deren Aquivalenz zu Holomorphie und Analytizitét.

Satz IV.3 (Cauchysche Integralsatz). Sind $) ein Hilbert-Raum, Q2 C C nichtleer, offen und
einfach zusammenhdngend, f : Q — B($) holomorph in Q, a,b € R mit a < b und v €
C([a, bl; Q) ein geschlossener, rektifizierbarer Weg in ), so gilt

/f(z) dz = 0. (IV.9)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

Satz IV.4. Seien $ ein Hilbert-Raum, €2 C C nichtleer, offen und einfach zusammenhdingend
und f : Q — C stetig in Q. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig, (i) < (i1) < (iii):

(i) [ ist analytisch auf €);

(ii) f ist holomorph in Q;

(iii) [ erfillt die Cauchysche Integralformel, d.h. fir jeden Punkt zy € Q und jeden

rektifizierbaren, geschlossenen, doppelpunktsfreien Weg v € C([a, b); Q) in Q, der zy nicht
beriihrt und zy in mathematisch positiver Richtung umlduft, gilt

flz0) = zim sz_i)j;. (IV.10)

Wir kommen nun zum fiir uns wichtigsten Beispiel fiir die holomorphe Funktion f, ndmlich
flz)=(A=2)7"

Lemma IV.5. Seien $ ein Hilbert-Raum und (A, Ds) € L£[9] ein dicht definierter, abge-
schlossener Operator auf $). Dann ist die Resolventenmenge p(A) C C wvon A offen, und
p(A) 2 2 (A—2)"1 € B(§) ist analytisch auf p(A).

Beweis. Die Behauptung ist trivial richtig, falls p(A) = 0 leer ist. Ist zp € p(A), so ist

A — zy invertibel mit beschrénkter Inverser H(A — zo)*lHop =: m~! < oo. Die Neumann-
Reihenentwicklung

(A—2)' =D a(0—2)", a = (A=2)"" € B®), llagllop < m™*", (IV.11)
k=0

zeigt, dass diese Reihe fiir z € D(zp, m) normkonvergent ist. Somit ist auch D(zg,m) C p(A),
und p(A) ist offen. Dariiber hinaus folgt aus (IV.11) die behauptete Analytizitét. O

IV.2. Spektralprojektionen aus Dunford-Cauchy-Integralen

Die im vorigen Abschnitt skizzierte Theorie der operatorwertigen komplexen Analysis hat
vielfdltige Anwendungen, da sich mit ihr ein Funkionalkalkiill A — F(A) entwickeln ldsst,
der iiber die einsetzbaren Operatoren A nur sehr schwache Annahmen fordert.

Wir vertiefen dies hier nicht in allgemeiner Form, sondern konzentrieren uns auf Projektionen,
wie in [?]. Dabei wollen wir fiir zy € C und r > 0 mit dD(zo,7) den Weg v : [0, 27] — C, v(¢) :=
r - e + 29, entlang des Randes der Kreisscheibe D(zy,r) bezeichnen, der z, in mathematisch
positiver Richtung umlauft.

Satz IV.6. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, D) € L£[9] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator auf $ und A € o(A) ein isolierter Spektralpunkt, d.h. ¢ := dist[A, o(A) \ {\}] > 0.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fir jedes 0 < r < ¢ existiert
—1 dz

Pi= o A7 © B($), (IV.12)

st beschrdankt und unabhdngig von r.
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

(11) P ist eine Projektion, d.h. es gilt P?> = P. Ist (A, D,) dariiber hinaus selbstadjungiert, so
ist P orthogonal, d.h. P = P* € B($)) ist auch selbstadjungiert.

(iii) Der Kern Ker(P) C $ und das Bild Ran(P) C § von P sind abgeschlossene komple-
mentdre Unterrdume, d.h. es gilt

$H = Ran(P) + Ker(P) und Ran(P)NKer(P) = {0}, (IV.13)

Ist (A,Da) dariber hinaus selbstadjungiert, so sind Kern und Bild von P zueinander
orthogonal, Ker(P) L Ran(P).

(iv) Das Bild Ran(P) C Dy liegt im Definitionsbereich von A und ist ein invarianter Unter-
raum, A[Ran(P)] C Ran(P).
(v) Es sind Ker(P) N D4 dicht in Ker(P) und AKer(P)ND,] C Ker(P).
(vi) Sind dim Ran(P) =n < oo, so ist (A — \)" =0 fiir jedes 1) € Ran(P).
(vii) Fiir jedes 0 <r < e und w € D(A\,7r/2) ist A —w : Ker(P) N Da — Ker(P) beschrinkt
invertibel mit Resolvente R(w) : Ker(P) — Ker(P) N Dy,

Rw) = — L& ¢ B, (IV.14)

2 Japoy w—2 A==z

die der Normabschitzung || R(w)||op < 2 max),—x = [|[(A — 2) 7 |op geniigt.

Beweis.

zu (i): Nach Voraussetzung ist die punktierte Kreisscheibe D(\, €) := D(, &)\ {\} C p(A) Teil
der Resolventenmenge von A und z — (A—z)~! analytisch auf D(), £) nach Lemma IV.5. Damit
sind die Existenz des Integrals (IV.12) und seine Unabhéngigkeit von r € (0, ) Konsequenzen
aus Satz IV.1 und dem Cauchyschen Integralsatz, Satz IV.3. Die Beschrinktheit von P erhalten
wir aus der Dreieckungleichung und der Tatsache, dass z — ||(A — 2)!||op — als stetige Funktion
auf dem Kompaktum 90D(A,r) — beschriankt ist, ndmlich

1 [ .
IPllop < —/ (A=X—re) | rdt < rM, (IV.15)
21 Jo op
mit
M = max (A-2=Q)7'| < oo (IV.16)
=r op

zu (ii): Wir wihlen 0 < r < R < € und beobachten, dass gemé8 der 1. Resolventengleichung

1 1 1 1
- (Z_w)A—w

A—z A—w A—z

(IV.17)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

fir z € 9D(\, R) und w € 8D()\, r) gilt. Somit ist

2
7dzdw
27” /zeaDAR /weBDAr)A_z A—w

B )2/ / ( 1 )dzdw
27” opoR) Jopoy \A—2  A-—w) z—w

—1 d d
- { / - } - (IV.18)
27” 2€0D(\,R) 2mi wedD(\r) # — W A—2z

-1 {—1 / dz } dw
2 wedD(A,r) 271 2€0D(\,R) s —w A —w .

Nun liegt jeder Punkt z € 0D(\, R) wegen R > r aufierhalb der Kontur 0D(\, r), und deshalb
ist

1 d
— i (IV.19)
2mi weID(A,r) <—w

Umgekehrt ist jeder Punkt w € dD(A,r) wegen r < R innerhalb der Kontur dD(\, R), und
deshalb ist

—1 d
— T (IV.20)
21 J.cop(\p) Z — W
Setzen wir (IV.19) und (IV.20) in (IV.18) ein, so folgt
—1 d
o —— / Y _ p, (IV.21)
210 Jweop(ny A —w
Fiir selbstadjungiertes A sind dann A € R und
1 d -1 d
pPr— — GE—— * - p, (IV.22)
21 J.eoppngyy A — 2 2mi Jseopory A— 2

da mit z = A+ die konjugierte Variable z = A +¢e~% dieselbe Kontur 9D(\, r) in umgekehrter
Richtung durchléduft.

zu (44): Zuniichst beobachten wir, dass mit P auch 1 — P eine Projektion ist, da (1 — P)? =
1—2P+ P? = 1— P ist. Da P nach (i) und somit auch 1 — P beschrinkt sind, sind Ker(P) C $
und Ran(P) = Ker(1 — P) C $ abgeschlossene Unterrdume.

Ist weiterhin ¢ € Ran(P), so gibt es ein ) € $ mit ¢ = Pnund dann gilt (1—P)p = Pn—P*n =
Pn—Pn =0, also ist ¢ € Ker(1 — P). Ist umgekehrt ¢ € Ker(1 — P), so ist ¢ = Py € Ran(P).
Wiederholen wir dieses Argument mit P durch 1 — P ersetzt, so erhalten wir

Ran(P) = Ker(1 —P) und Ran(l —P) = Ker(P). (Iv.23)

Insbesondere kénnen wir jedes ¥ € $) schreiben als ¢ = P + (1 — P) und beobachten,
dass Py € Ran(P) und (1 — P)yp € Ran(1 — P) = Ker(P), nach (IV.23). Also ist $ =
Ran(P) + Ker(P).
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

Aus ¢ = Pn € Ran(P) folgt Py = P?ny = Pn = 1. Ist aufierdem 1) € Ker(P), so folgt damit
1 = P =0, also Ran(P) N Ker(P) = {0}.

zu (1v): Wir erinnern zuerst an die Definition (IV.2) des Wegintegrals, dergemafl P = lim,,,o{ P, }
in Norm ist, wobei

2" —1

TR k)
V.24
Z A—)\— er (IV.24)

mit 7,, ;= exp[2mi - 27"] sind.

Fiir jedes k € Z3 ' ist A+ r7% € p(A) und somit (A — X — r7¥)71[H] C Dy. Da Dy C § ein
Teilraum ist, folgt damit Ran(P,) C D,. AuBlerdem definiert AP, einen beschrénkten Operator
auf 9 mit

IAP,|lop < 7|70 — 1|27 maXHAA A=2)H|,, £ 2 [T+ (A +7)M] < oo, (IV.25)

|z|=r
da |1, — 1] = 2|sin(27 - 27")| < 27 - 27" und
JAA=A =271 < 1+ (A+n)(A=x=2)7", <1+ (AN+r)M  (IV.26)

fir |z| = r gelten.

Ist nun 1 < m < n, so gibt es fiir jedes k € Z3 ~' eindeutige ¢ € Z2" ' und j € Z2" "' so,

dass k = £- 2™ + j. AuBlerdem sind dann 7, = 72" " und
A e = R A (Iv.27)
Eingesetzt in (IV.24) ergibt dies
om_1 gn-m_1 i — 1
-> > P Tl 1) (IV.28)
—r Tﬁl T
Wir beobachten weiter, dass
gn—m_1
it =1l = (T Z T (T = 71), (IV.29)
7=0

woraus wir

2m—1 2m_1 2n=m_1

Tl — r7t (1, — 1)
ZA )\—TTE. Z Z A— )\—TTE (IV.30)

erhalten, was zusammen mit (IV.28)

2m—1 2n—m—1

PooPo =3 Y il _1){(;1_)\—7»7,’:’,”3)—1 _ (A—)\—TTf;L)—l}

=0 7=0
2m—1 2771 2202 1) (r_ 1

_ " m TZ(’; ) (7 )g (IV.31)
= = (A=X=r7t ) (A= X—r1t)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

ergibt. Aus (IV.31) folgen mit (IV.16), (IV.26) und |72 — 1| = 2|sin(27p - 27"71)| < 27 p27™,
fiir p =1 und p = 5 < 2" ™ die Normabschétzungen

P, = Pullop <72 M? |7, — 1| |77 —1]2m2"™ < (27r)2 M?27™, (IV.32)
[AP, = APplloy < v M [1+ (X + 1) M] |7 — 1] 7] — 1] 272

< (2mr)’ M [1+ (A +7)M]27™. (IV.33)

Damit sind (P,)32, als auch (AP,)%2, Cauchy-Folgen in B($)), und in der Tat wussten wir dies

fiir (P,)°, schon, da P, — P, fiir n — oo.

Ist nun ¢ = P1) € Ran(P), so setzen wir v, := P,1 € D4 und beobachten, dass ||, — ¢|| =
(P, — P)Y|| — 0, fiir n — oco. AuBlerdem ist auch (A1,)>2; € HN eine Cauchy-Folge, weil
[ A — At = (AP, — AP < [|AP, — APyl 9] Also ist auch (Ad,)2, € HY
konvergent, d.h. ¢ := lim,, ,{AY,} € $H. Da (A, D,4) abgeschlossen ist, folgt nun 1) € D4 und
Ay = lim,, o { A1, }. Schlieflich ist

A¢ = lim {AP¢} = lim {P,AY} = PAY € Ran(P). (IV.34)

M.a.W. lisst sich (PA,D,) € £[$)] zu einem beschréinkten Operator PA € B(§) fortsetzen,
und es gilt PA = AP. (Die Faktoren P und A koénnen in PA nicht mehr getrennt werden).
zu (v): Sei ¢ € Ker(P). Da Dy C § dicht liegt, gibt es zu jedem 6 > 0 ein @ € Dy so, dass
| — @] < 6. Wir setzen ¢ := (1 — P)@ € Ran(1 — P) = Ker(P). Wegen Ran(P) C Dy ist mit
@ auch p = @ — Pp € Dy, also ist p € Ker(P)NDy. Da

o —¢l = [[1 =Py - (1 -P)g| < |1-Pllop =&l < Q+rM)s  (IV.35)

im Limes § — 0 beliebig klein wird, ist Ker(P) N D, in Ker(P) dicht.
Da AP = PA auf Ran(P) gilt, ist P[Ap| = A[Py] = 0, fiir jedes ¢ € Ker(P)N D4, und es folgt

A[Ker(P)ND4] C Ker(P). (IV.36)

zu (vi): Seien {41, ..., ¥, } C Ran(P) eine Basis. Da A[Ran(P)] C Ran(P) diesen n-dimensionalen
Teilraum invariant ldsst, ist A = PAP auf Ran(P). daher kann die Wirkung von A — X\ auf
Ran(P) durch die Matrix (a; ;)7 ;= € Mpxn(C) dargestellt werden. Sei nun ¢ € Dy ein Eigen-
vektor von A zum Eigenwert p € C\ {\}. Dann ist

—1 dz

T JoD(Ar)y B — 2

Somit ist A der einzige Eigenwert von A auf Ran(P). Die Jordansche Normalform von (a; )7,
ist also von der Form A - 1,4, + D, wobei alle nichtverschwindenden Matrixelemente von D
oberhalb der Diagonalen liegen und D somit eine nilpotente Matrix mit D™ = 0 ist.

zu (vii): Zu w € OD(\, r/2) definieren wir R(w) durch (IV.14) und beobachten, dass wegen
lw—z| >r/2

3 -1
|R(w)]lop < 226%21(5/\(’7”)”(/1—2) Hop = 2M < 0. (IV.38)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

Wir fiithren nun zwei zu (IV.18) dhnliche Berechnungen durch. Einerseits ist

1 1 1
R(w) P = / / dzdz
27” 2€0D(\r) Jze0D(\r/3) W — 2 A—z A—-zZ

B / / ( 1 ) dzdz
27” 2€dD(A,r) J 2€0D(A,r/3) -z A=z) (w—2)(z—2)

-1 dz d
- { / - } - (IV.39)
2mi seapuR) 2T Jzcoponeysy 2 — 2 ) (w—2)(A = 2)
—1 { —1 / dz } dz
210 Jzeopours) L 270 Jeeoppry (W —2)(2 = 2) J A—=Z~
Da z ¢ D(A,r/3), verschwindet feaD (Ar/3) 3 £ und da w,Z € D(A,r) beide im Inneren der

Kontur dD(X, ) liegen, verschwindet auch | . Es folgt, dass

€dD(A\,r) (w— z)(z %)

PRw) = Rw)P = 0. (IV.40)

Andererseits ist

- = -1 1 A
Afitw) = w4 = (%) /zeaD(A,r) w—z A=z *
-1 -1 _
_ <_> / dz (_) / z  dz V.a)
T/ J.cop(rr) W — 2 2w/ J.coppr) W — 2 A—z

_ (—_1> / dz (—_1> / z_ . (—_1> / w o _dz
21/ Jocop(ay) W — 2 2w/ J.eoponey A— 2 2/ Joecopryw — 2z A—z

=1 - P + wR(w),

\]

woraus wir

(A-w)R(w) = Rw)(A—w) = 1-P (IV.42)

gewinnen. Also ist R(w) = (1 — P)R(w)(1 — P) die Inverse der Restriktion von A — w auf
Ker(P)ND. O

IV.3. Analytische Familien und Stérungstheorie isolierter,
einfacher Eigenwerte

Wir fiihren zunéchst den Begriff der analytischen Familie vom Typ A ein und zeigen seinen
engen Zusammenhang mit der relativen Beschrénkheit.

Definition IV.7. Seien 2 C C eine offene, zusammenhédngende Umgebung von 0 € 2 und
nichtleer, $) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum und D C §) ein dichter Unterraum. Eine
Abbildung (7, D) : Q@ — £[$] heiit analytische Familie vom Typ A :&
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

(i) Fiir alle 8 € Q ist T abgeschlossen.
(i) T : Q — B(D;$) ist analytisch, wobei der Hilbert-Raum (D, (-|-)p) durch das Graph-
skalarprodukt (p|)p = (Towp|Tow) + (p|) gegeben ist.

Lemma IV.8. Seien § ein Hilbert-Raum, (T, D) € £[$)] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator und (V, D) € £[9]. Dann gilt folgende Aquivalenz:

(i) (V,D) ist relativ T-beschrinkt;
(i) Co =T =T+ pV € B(D;$) ist eine analytische Familie vom Typ A.
Beweis. Sind (3, By € C, mit 8 # By, so ist
T =T,
B —fo
(1) = (ii): Ist (V, D) ist relativ T-beschrinkt mit ||V || < al|T%|| + b||¢]|, so ist

= V. (IV.43)

Vel < allTy| + bl < V2 max(a,b) TY + [0 = v2 max(a,0) [¢llo, (IV.44)

fiir alle 9 € D und daher V € B(D;$) mit ||V||pp;s)-

(1) <= (éi): Ist B — T + BV eine analytische Familie vom Typ A, so ist die Ableitung ein
beschrénkter Operator D — $, d.h. fiir alle ¢ € D ist

VIl < [IVIsow 1¢llo < IVIs@s VITEIR + 1912 = VIisos (1T + II@é)II)- |
V.45

O

Zur Vorbereitung des Beweises der Hauptaussage dieses Abschnitts beweisen wir noch folgendes
Lemma

Lemma IV.9. Seien ) ein Hilbert-Raum und P, Q € B($)) zwei Projektionen. Ist | P —Q|op <
1, so ist dim Ran(P) = dim Ran(Q) (wobei auch beide Seiten unendlich sein kinnen).

Beweis. Wir setzen X := Ran(P) C $ und Y := Ran(Q) C $ und zeigen, dass dim(X) #
dim(Y") die Normschranke ||P — Q||op > 1 nach sich zieht. Dazu kénnen wir 0.B.d.A. dim(X) >
dim(Y") annehmen. Insbesondere sind dann dim(Y’) < co und dim(X) > dim(Y’) + 1.

Wir bezeichnen weiterhin mit Q := Q‘ « € B(X;$) die Einschréinkung von @ auf X. Gemif

~ ~

eines Lemmas der elementaren linearen Algebra gilt dim Ker(Q) + dim Ran(@) = dim(X) und

~

wegen dim Ran(Q)) C Y auch
dimKer(Q) = dim(X) — dimRan(Q) > dim(X) — dim(Y) > 1. (IV.46)
Andererseits ist

Ker(Q) = {p€ X | Qp=0} = Ran(P) N Ker(Q), (IV.47)
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und zusammen mit (IV.46) erhalten wir die Existenz eines normierten Vektors ¢ € Ran(P) N
Ker(Q), fiir den dann entsprechend

(P =Q)¢ll = l[Pell = llell =1 (IV.48)

gilt. Somit ist dann ||P — Q||op > 1. O

Satz IV.10. Seien $ ein Hilbert-Raum, (Ty, D) € £[9)] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator, (V,D) € £[9)] relativ Ty-beschrinkt und Ty = Ty + BV fir € C. Sei auflerdem
Xo € o(Ty) ein einfacher, isolierter Eigenwert von Ty mit normiertem Eigenvektor vy € D.
Dann gibt es r,p > 0 so, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Fir g € D(0,p) besitzt Ty einen einfachen und isolierten Eigenwert \g € D(Xo,7), und
dies ist der einzige Spektralwert in der Kreisscheibe, o(Ts) N D (Ao, 1) = {Ag}.

(i1) D(0,p) 3 B +— Ag € D(No,7) ist analytisch.
(i1i) Bezeichnet Ps die durch das Dunford-Cauchy-Integral (IV.12) definierte Projektion auf
Ag, so ist auch D(0,p) > B — Ps € B($) analytisch.

Beweis. Da V relativ Ty-beschrinkt ist, gibt es Konstanten a,b > 0 so, dass ||V || < a||Toy|| +
bllv||, fir alle ¢» € D gilt. Weiterhin schliefen wir aus der Annahme, dass Ao ein isolierter
Eigenwert von Ty ist, dass D(\g,3r) = D(Xo,3r) \ {\o} C p(Tp), fiir 7 > 0 geniigend klein, ist.
Analog zu (IV.16) erhalten wir

-1

< 0. (IV.49)

op

M := max
[¢|=2r

(To — X0 —¢)

Auflerdem folgt aus (IV.49) und der relativen Ty-Beschrénktheit von V', dass fiir alle |(| = 2r
und alle ¢ € $

IA

IV (To =2 =7 |l <al|To(To =20 =)l + b[[(To =20 = 7' (IV.50)

< al[T+ o =T =X =) | lell + [[(To = 20 = 7|, el

und damit

VICl=2r: |[V(To =X =) < L= a(1+4 (Ao +2r) M) + bM.  (IV.51)

op — Qﬁ
Damit ist fiir |(| = 2r und || < p die Neumann-Reihe

o

Rs(¢) == (Ts—=X—0)" = D (To— 2= ' [(=BV) (To — X — )" (IV.52)

n=0
normkonvergent und insbesondere T — Ay — ¢ invertibel mit

IRsOllop = [|(Ts= 20— 07|, < 2M. (1V.53)

[e.e]

IV Rs(Ollop < Z

n=0

(IV.54)

bzl*—‘
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

AuBerdem erhalten wir fiir 3, 8 € D(0, p), B+ 8, dass

Rﬁ“ﬁ? “I) L ROV RAQ) = — [RQ) — RV Ral() (1V.55)

= (B = B) R5(C) V Rs(¢) V Rs(() ,

was
| mov | < Hia-a (1v.56)
nach sich zieht. Somit ist D(0, p) 2 8 — Rp(() € B($) fiir jedes ¢ € dD(0,2r) holomorph mit
d
) RV Ralc). (v.57)

Analog zeigt man, dass fiir festes 8 € D(0, p) auch ¢ — R3(() in einem kleinen offenen Annulus
D(0,2r +¢€)\ D(0,2r —¢), der D(0,2r) enthélt, holomorph ist mit

dRs(C)
d¢

zu (iii): Insbesondere ist ( — Rg(() entlang des Kreises ¢ € D(0, 2r) stetig und das Dunford-
Cauchy-Integral

= —Ry(0)2. (IV.58)

-1 dz -1
’ 210 Jop(rg,2r) Ip — 2 21 Jap(o,2r) o(0) ®) ( )

ist wohldefiniert, beschréinkt in Norm und eine Projektion, Pg = Pj3. Sind weiterhin 3.8 e
D(0, p) mit 3 # 3, so folgt aus (IV.56), dass

S S ROV RO = B8 RA(Q)V Rs(Q)V RalC) dC
/B — /B 27TZ 8D(0,2r) g B 27TZ 0D(0,2r) b o g
(IV.60)
Dies impliziert die Holomorphie der Abbildung D(0, p) > 5 +— Ps € B($)) mit
dPB 1 dPB 2r M
il A Rs(()V Rg(¢)d¢ und sup ||—— < —. IV.61
dp 211 2D (0,2r) 5() s(¢) BED(0,5) P ( )

zu (i) und (ii): Da D(0, p) zusammenhéingend ist, kénnen je zwei Punkte 3, 8 € D(0, p) durch

einen stetigen Weg verbunden werden, und da D(0, ) sogar konvex ist, konnen wir B und 3 # B
auch etwa durch das Geradensegment v : [0,1] — D(0,p), 5(t) := t5 + (1 — t)§ verbinden.
Dann sind Py = Pg(0), P53 = Pp(1) und

2r M| — |

18ty = Pasllop < (2= 5) F < 2rM(t-s) < 1, (IV.62)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

fiir s,¢ € [0,1] mit 0 < ¢t —s < (2rM)~'. Aus Lemma IV.9 folgt nun, dass dim Ran[Psg)] =
dim Ran[Pg(y)], damit auch dim Ran[P3] = dim Ran[Pg], fiir alle 3, 8 € D(0, p) und schliefilich

V3 e D(0,p): dimRan[Ps] = 1. (IV.63)

Weiterhin ist mit Py auch Fj eine Projektion derselben Dimension dim Ran(FP;) = dim Ran(F)) =
1 und Norm, und wir notieren

Yy = Py € Ran(Fy). (IV.64)

<1/13W0> = <P5¢0|1/10> = <1/10‘P0¢0> = <1/10|1/10>=1, (IV-65)

sind ¢ # 0 und deshalb Ran(P}) = C - ¢§. Wir beobachten nun, dass Pyi)y = 1y und mit
(IV.61) deshalb

, . o Ml 8 _ 1
651 Pad] = 1+ (05 (P = o] = 1= 2RI > 20 v
2r M g 1
1Pswoll = 1] <1185 = Rl < T35 < 5 (V.67
gilt, falls 8 € D(0, p) mit
p p
= < —. IV.68
F S a MR 2 (Iv.68)
Dank (IV.66) existiert fiir § € D(0, p) der Rayleigh-Quotient
{5 | Ts Psibo)
Ag 1= Lo llp T5Y0) (IV.69)
T W] Pat)
und der Vektor
Vg = Psibo (IV.70)
erfiillt mit (IV.67) die Normschranke
1 3
5 < < = Iv.71
L < sl < av.7)

und spannt damit Ran(Ps) = C - 43 C D auf. AuBerdem folgt aus |(¢5|Pstho)| > % und der
Analytizitat von 8 +— Pg und 8 +— T auch die Analytizitdt von 8 — Ag.

Wie in Satz IV.6 (iii)-(v) sind Ran(Ps) und Ker(Ps) komplementire, abgeschlossene und unter
T invariante Unterrdume

Ran(Ps) + Ker(Psz) = $, Ran(Pz) NKer(Ps) = {0}, (IV.72)
Ts[Ran(Pg)] C Ran(Ps), Ts[Ker(Ps) ND] C Ker(Pp). (IV.73)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

Insbesondere folgt, dass es eine komplexe Zahl i € C so gibt, dass Tg = pPg. Setzen wir dies
ein, so erhalten wir

pAvolvs) = (WolTss) = A (Yolths) (IV.74)

und wegen (¥5]¢5) = (¥G|Tstho) # 0 auch p = Ag, d.h. Tehs = Astg.
Analog zu (IV.14) definieren wir

_ -1 1 dn
Rs(¢) = — ) IV.75
o(¢) 20 Jpcopoory C =N Tp—Xo—n ( )
fir ¢ € D(A\g,7) und B € D(0, p) und beobachten, dass wegen | —n| > r auch
IRs(Ollop < 2 max [|Bs(n)flop < AM < 00, (IV.76)
Wie in (IV.39)-(IV.42) folgt nun, dass
Py Rs(C) = Rs(¢) Py = 0 (IV.77)
(Ts = 2o — Q) Rs(Q) = Rs(Q) (T —Xo—C) = 1~ Pp, (IV.78)
d.h. Rs(¢) = (1—P5)Rs(¢)(1—Pg) ist die Inverse der Restriktion von Tg—\g—¢ auf Ker(Ps)ND.
Fiir alle 8 € D(0, p) ist damit aber A\g der einzige Spektralpunkt in D (Ao, 7). O

Im vorigen Satz IV.10 wurde bewiesen, dass der gestorte isolierte einfache Eigenwert Az der
Operators T = T + BV durch den Rayleigh-Quotienten (IV.69)

N = W01 Ts Fsvo) (IV.79)

(V5 | Pstbo)

gegeben und eine analytische Funktion  — Ag fiir kleine || ist. Insbesondere kann Ag fiir
kleine || in eine konvergente Potenzreihe

A = > a,p" (IV.80)
n=0

entwickelt werden. Wir wollen nun kurz beleuchten, wie man die Koeffizienten a,,, die durch
Division zweier Potenreihen resultieren, berechnet. Die Projektion Pj erhalten wir fir |5] < p
durch die normkonvergente Neumann-Reihe

= (‘Dkﬂ k k
P, = Ro(O) [V Ro()]F dc ) B*, V.81
: Z( /MW () [V Ro(©)] C)B (IV.81)

271
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

und damit auch die Reihe fiir T3 Pg, ndmlich

=, (=D

= £ (R [, e nar 4)

k=0

o0 <(_1)k+1

271

[ mR© W R(O) dg) i
aD(0,2r)

k=

o0 1)k+1
VR k+1 d ) k+1
! kz: ( 2 /ap(o,zr) VRO dC )

0

= Ty Ro(C) d¢ (1V.82)
™ aD(o 2r)

k+1

+ Z ( o /617(0727»)()\0 +¢) Ro(€) [V Ro()]* dC) B

k+1

~TyR + Z( [ Qe ORIV RO ) 5

Wir berechnen nun exemplarisch a;. Dazu beobachten wir, dass es eine Konstante C' < oo gibt,
sodass

(Wil Pao) =1 + (i. /a o 0 B ROV (€ 0) dg) B+ 7

271

_ 1 dc 2
- (27Ti /aD(o,Qr) CQ) Wol FoV'wo) B + s
=1+ 3-8, (IV.83)

und

(65| Ty Pato) = do + (i, / oo+ O 0| ARV o) ¢o>d<) B + 85 0

271

1 Ao d¢ dg) ,
=\ — — PV 0
s (/ap(o,zr) ¢? - /8D(O,2r) ¢ Wol BoV'0) B + 09 5
=X + (W5 | Vo) B + 8587, (IV.84)

mit supg <, {|vsl + 05|} < C, wobei wir (13]p) = (10| Pop) verwenden, was fiir jedes ¢ € $
richtig ist. Also ist

Vo Aot (WVe) B+ ds 57
o 1+ 7 6

(IV.85)

* 2
— )\0+<1/}8|V1/}0>6+ (55 . ()\0+<¢0|V@/}0>5+5ﬁﬁ )’75) ﬁQ,

14 ys 52
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

woraus wir

ar = (Yo | Vo) = (ol BoV Py) (IV.86)

gewinnen.
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