I1l. Kato-Storungstheorie

Wir definieren zuerst den fiir unbeschrinkte Operatoren zentralen Begriff der relativen Be-
schrinktheit.

Definition III.1. Seien (), (-|-)) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum und (A, D,), (B, Dp) €
L£]9] zwei dicht definierte (lineare) Operatoren auf §).

(i) (B,Dp) heifit relativ A-beschrinkt <
Dp D Dy, und es gibt a, b € RT, so dass
VoeDa: |Bell < a-[|Apl|+b]lol- (IIL.1)

In diesem Fall heifit a relative Schranke.
(ii) (B,Dp) heifit infinitesimale Stérung von (A, D,) <
Dp D Dy, und fiir alle a > 0 gibt es ein b = b(a) < oo so, dass

VoeDa: Bl < a-[[Apl +blel- (I1.2)

(iii) (A, Da) heiBt halbbeschrinkt (nach unten beschrinkt) <-:
AM > —c0 Yo €Da: (plAp) > M |p|?. (I11.3)
In diesem Fall heiffit M untere Schranke von A, und wir schreiben A > M.

111.1. Der Satz von Kato-Rellich

Mit diesen Begriffen kénnen wir das erste Hauptresultat dieses Kapitels —den Satz von Kato-
Rellich— formulieren.

Satz III.2 (Kato-Rellich). Seien (9, (:|-)) ein Hilbert-Raum, (A, D) € £[9] symmetrisch und
dicht definiert, (B,Dg) € L£[9] symmetrisch und relativ A-beschrdankt mit relativer Schranke
a < 1. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Ist (A, Dy) € £[9] selbstadjungiert, so ist auch (A+ B,Da) € L£]9)] selbstadjungiert;

(i) Ist (A, D,) € L[] wesentlich selbstadjungiert, so ist auch (A+ B, D) € L£[$] wesentlich
selbstadjungiert,

(iii) Ist (A, Da) wesentlich selbstadjungiert und halbbeschrankt mit unterer Schranke M >
—00, so ist auch (A + B,Da) wesentlich selbstadjungiert und halbbeschrinkt, und zwar
mit unterer Schranke

A+ B > M—max{fba, |M|}. (111.4)
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I1I. Kato-Stérungstheorie

Beweis. Seien (A, D4) € £[9)] selbstadjungiert und z = A + ip mit A, € R und g # 0. Dann
ist A — 2 invertibel, und (A — 2)7 1) € Dy, fiir alle ¢ € $H. Mit (II1.1) und (1.39) erhalten wir

1BA=27] < aflAA =27l + b][(A -2y

< (o2
a
- A—z op

< T
= | a sup
T€a(A) T —Z
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+bH
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Zu (i): Somit ist fir A :=0

HB(A—Z)_lH <a sup , )+ b sup ‘ , )
op rea(A) T — 1t rea(A) T — 1

< T2 )1/2 b < 1 >1/2
=a sup |———— sup | ———=
T+ rea() \T? + 12

TET(A)
+ b (111.6)
= Qa —_— . .
[l
Wir wihlen [p| ;= & < 0o und erhalten mit
1— 1
Q = —B(A—ip)™", dass ||Qllop < a+ i ¢ = ;a < 1. (I11.7)
Wir beobachten nun, dass
A+B—ip = (1-Q)(A—iun) (I11.8)
gilt, wobei 1 — @) invertibel ist, da die Neumann-Reihe
(1-Q)" =) Q" € B (I11.9)
n=0

wegen (II1.7) normkonvergent ist.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit von (A + B, D4). Sei dazu (¢,,)02, € Dy mit b, —
und (A + B)y, — ¢, fiir n — oco. Dann ist nach (II1.8)

Ay =ipth, + (A—ip)y, = ipth, + (1— Q) "(A+ B — i),

=ip[l — (1-Q) 'vn + (1 - Q)" (A+ By, (I11.10)
also
Ay = ip[p = (1-Q) 7] + (1-Q)'p. (IIL.11)
Da (A, D) abgeschlossen ist, folgt 1 € D4 und
Ay =i — (1 - Q)7 + (1-Q) 'y, (LIL.12)

20



I1I. Kato-Stérungstheorie

was mit (II1.8) auch

p = (1=Q)A—ip)Y +iup = (A+B)Y (IL.13)

impliziert. Somit ist (A 4+ B, D,4) abgeschlossen. Wegen Dp O D, ist (A 4+ B, D4) auch sym-
metrisch. SchlieBlich ist (A —iu)Ds = Ran(A —ip) = $ und deshalb auch

(A+ B—ip)Dy = (1-Q)H = 9, (I11.14)
da (1 — @) invertibel ist. Insbesondere sind

Ran(A+ B+i2) = Ran(A+ B —i) = 9, (II1.15)

T-a
und (A + B, D) ist selbstadjungiert.
Zu (ii): Analog zu (i).
Zu (iii): Aus (II1.5) folgt mit =0 und A < M, dass wegen o(A) C [M, c0)

M+r b
B(A-N7Y| < ! b -
BN, < o sp | Ts| v | ] = wsp| B
M| +r b | M| b
< _ — = 1 . I1.1
—ailzlg{M—Aw M7= Wk L vV | Gy Vg (1L.16)
Fiir A < M geniigend klein gilt
b
M-\ > max{\M\, 1—}, (II1.17)
—a
was
—1
[BA=NT, < a7 <1 (I11.18)
nach sich zieht. Somit beweist eine Neumann-Reihenentwicklung, dass
(A+B=X) = [1+BA-N""(A=-)) (I11.19)
invertibel ist. Insbesondere ist
b
info(A+ B) > M—max{|M|,1—}. (IIL.20)
—a

0

Lemma II1.3. Seien § ein Hilbert-Raum, (A, Da) ein selbstadjungierter, halbbeschrinkter
Operator, (B, Dg) € £[9] mit Dg O Dy, und gelte B(A+ E)~' € B($), fir E < oo geniigend
grof$, mit

lim [|[B(A+E)| = 0. (IIL.21)

E—oo

Dann ist (B,Dg) eine infinitesimale Storung von (A, Dy).
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Beweis. Fiir ¢ € Dy und E > 1 folgt
|By| < [|BA+E)Y|, [[(A+ B)y| (I11.22)
< [|BA+E)7|,, |Av]] + ElBA+E)|,, [[4]]-

Fiir jedes a > 0 gibt es ein Fy; < 0, so dass HB(A + Ea)_lHop < a, und mit b, := E, a folgt
dann || By|| < a||AY|| + b.||?|| aus (I11.21). O

I11.2. Selbstadjungiertheit von Schrodinger-Operatoren

Wir wollen nun den Satz I11.2 von Kato-Rellich auf A = —A und B = V(z) anwenden und so
in Raumdimensionen d < 3 die Selbstadjungiertheit von Schrodinger-Operatoren —A + V()
beweisen. Solche Schrédinger-Operatoren sind die Standard-Hamilton-Operatoren der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik.

Lemma II1.4. Seien d < 3 und V € L*(R%). Dann ist der Multiplikationsoperator (V)(z) :=
V(x)(x) definiert auf H*(RY), und es gilt

Jim [[V(=A+E)7Y| = 0. (111.23)

Beweis. Sei f € L*(R?), so dass auch f € L*(R%), und sei ¢» € L*(R%). Dann ist

2
d*z

Vol = [VEPR| [ fa-2 v i

< [wer( [ire-apee) ([lewp ) e

= VI3 1£172 10017 = IVIZ2 /172 1]17a - (111.24)
Wir wiihlen nun f(z) := (—A + E)~(z), d.h. f(p) = - und berechnen
. ddp ddp o0 Sd_lds
2, = 7<2/7:20/ S5 as
7 = [ i <2 Giver = 29, are
o ds QCd 4
<20 = prd I11.25
= d/O (s+EYd — 4—d ( )
Also ist
-1 2Cd _24d E—co
[V(EA+B)T| < Ve BT = o (I11.26)
]

Satz IIL.5. Sei V € L? + L®(R% R) mit d < 3. Dann ist (— A, — V(z), H*(R?)) selbstadjun-
giert.
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Beweis. Da V€ L? + L>(R% R) ist, gibt es Vo € L?*(R% R) und eine beschrinkte Funktion
Ve :R— Rso,dass V =V, + V. Fiir £ > 0 ist dann
HV(_A + E)_lHop < H‘/Q(_A + E)_lHop + HVOO(_A + E)_lHop

[Vaclloe

< HVQ(_A+E)—1HOP + = (I11.27)
Also ist
Jim V(A + B = Jim [Va(-A+E)7H| = 0, (IIL.28)

gemif Lemma II1.4. Da V reell ist, ist V auch symmetrisch auf Dy D D_x = H?*(R?), und aus
dem Satz I11.2 von Kato-Rellich folgt die Selbstadjungiertheit von (—A — V, H?(RY)). O

Bemerkungen und Beispiele.
e Sind V(z) = ||~ und a > 0, so schreiben wir V' = V5 4+ V,, mit

Vo(z) == 1(Jz] <1) - |z~ und Vi(z) = 1(|z[ > 1) - |z[7*. (I11.29)

Dann ist offensichtlich |V (z)| < 1, und

diz !
/Vg(:zc)2 dlr = / = Cy / 5172 s < o0, (IIL.30)
\ 0

z|<1 ||

genau dann, wenn o < g.

e Die Bedingung a < g ist nicht optimal, sichert jedoch die Selbstadjungiertheit von eines
wasserstoffihnlichen Atoms, das fiir Kernladung Z > 0 durch den Hamilton-Operator
(-A- %, H?(R?; C?)) représentiert wird.

e Mit etwas groBlerem technischen Aufwand kann man die maximale Familie von Potenzia-
len, die auf selbstadjungierte Operatoren fiihren, fast ganz bestimmen. Dies fiihrt auf die

Stummel-Klassen Sy fiir Potenziale V', s. [?].

I11.3. Essenzielles Spektrum von Schrodinger-Operatoren

Fiir Schrodinger-Operatoren des Typs —A + V(z) kann man fiir viele Potenziale V' mit dem
Beweis seiner Selbstadjungiertheit in einem Zug auch sein essenzielles Spektrum bestimmen,
nimlich oe[—A + V(x)] = RZ. Der Schliissel dafiir ist der Begriff der relativen Kompaktheit.

Definition III.6. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D,4) € £[$)] ein selbstadjungierter linearer
Operator. Ein Operator (B, Dp) € £[$] heiit relativ kompakt zu (A, D,)

& Dp 2 Da und Jze€p(A): B(A-2)""' e Com(8). (I11.31)
Lemma II1.7. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, Da) € £[9)] ein selbstadjungierter linearer Ope-

rator und (B,Dp) € £(B) relativ kompakt zu (A, Da). Dann ist (B,Dp) eine infinitesimale
Storung von (A, Da).
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Beweis. Wie in Lemma II1.3 kann man sehen, dass es reicht,

lim |[B(A—iE)™| =0 (111.32)

E—oco

zu zeigen. Zum Beweis von (I11.32) wihlen wir ¢ > 0 und z € p(A) so, dass B(A — 2)™! €
Com($)). Da B(A — 2)~! durch Operatoren endlichen Ranges approximiert werden kann, gibt
es ein ONS {p,}Y | C Dy, N € N, und Koeffizienten a;; € C, so dass

N

|B(A=z2)"" = M|l , wobei M = > ayle:){pl. (I11.33)
ij=1
Ist weiterhin R < oo geniigend grof3, so ist
M 1(|Al > R)|,, < Z lag;| [|[L(JA] > R)g;| < e, (I11.34)
ij=1
da limp_, [|1(|A] > R)y|| = 0 fiir alle ¢ € $ gilt. Somit erhalten wir fir alle £ > 0
|BA—iB)™Y| = HB(A— 2)! j__i; )
< [foa-or -} Az« fors(am) Az
A
HM]l 1A < R) — Z';
< 2 j__i; ) HM 1 4] < R) j ZfE (I11.35)
Wiéhlen wir R > 0 geniigend grof}, so ist
H( aijlpi) cp]|) 1[|A| > R] < e. (111.36)
ij=1 op

Ist weiterhin F > 0 geniigend grof}, so sind

[, = ml=l = m{- m) -e se au
und
A—=z r—z R+ |z
H“(‘A' <) (1) LS TR S PR
Damit erhalten wir aus (I11.35), dass
|B(A=iB),, < 6s+ (|BA=2)7]|,,+¢) <. (IT1.39)
und (II1.32) folgt im Limes ¢ — 0. O
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Satz IIL.8. Seien $ ein Hilbert-Raum, (A,D4) € L[] ein selbstadjungierter und halbbe-
schrankter linearer Operator und (B, Dp) € £[9)] symmetrisch und relativ kompakt zu (A, Da).
Dann ist (A+ B, Da) € £[9] ein selbstadjungierter und halbbeschrinkter linearer Operator und
es gilt

ess(A+ B) = 0ess(A). (I11.40)

Beweis. Nach Lemma II1.7 ist (B, D) eine infinitesimale Stérung von (A, D,), und mit A ist
auch A+ B auf D4 selbstadjungiert und halbbeschrinkt. Es bleibt Glg. (I11.40) zu zeigen. Aus
der Halbbeschréanktheit von sowohl A als auch A + B folgt die Existenz einer Zahl Ey > —oc,
sodas A > Fygund A+ B > Ey. Fir E < Ey und z € p(A) ist dann

(A—E)'—(A+B—E)"" =(A+B—E)'B(A— E) (I11.41)
=(A+B—-E)'BA—-2)"1(A-2)(A-E)",
und wegen (A+ B — E)™', (A—2)(A—E)' € B(H) und B(A — 2)~! € Com($) folgt, dass
(A-E)y'—(A+B—-E)! € Com(§) (I11.42)
da Com($)) C B(9H) ein zweiseitiges Ideal ist. Glg. (II1.40) ergibt sich jetzt aus Satz 11.10. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Aus dem Beweis von Lemma I11.4 und insbesondere Glg. (I11.24) sehen wir, dass ein qua-

dratintegrables Potenzial V € L?(RR¢) nicht nur eine infinitesimale Stérung des Laplacians
—A ist, sondern dass der Operator V/(—=A+1)~" € £? [L*(R%)] sogar ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist, s. Ubungsaufgabe.

e Der Operator V(—A+1)~! ist nimlich von der Form V (z)f(—iV,) mit f(p) = (p?+1)*
und agiert auf Wellenfunktionen ¢ € L?(R?) durch

V(—A+ 1)) (z) = / a(z, 2) ¥(2) d'z (I11.43)
wobei
a(x,z) = V(z)F[f](xz — 2) (I11.44)

wegen

S = VIR IfI2: < oo (I11.45)

/ la(z, )P dlzdlz = V]3|

ein quadratintegrabler Integralkern ist.

e Insbesondere folgt fiir V € L?(R?* R) und d < 3 die Selbstadjungiertheit von —A + V()
auf H?(R?) und

Oess|[—A +V(2)] = 0us[-A] = Ry . (TI1.46)
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