Il. Diskretes und Essentielles Spektrum

I.1. Invertibitilitdt und Spektrum von Operatoren

Zunéchst erinnern wir an die Definition von Spektren, Resolventen usw.

Definition II.1. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] ein dicht definierter, abschlie3-
barer linearer Operator.

(i) Der Operator (A,D) € £]$)] heifit (beschrinkt) invertibel :<

JAT €B(®): AcAl =15, AT'0A = 1p. (IL.1)

(ii) Die Resolventenmenge des Operators (A4, D) € £[$] ist gegeben durch

p(A) = {A € C| A— Xist beschréinkt invertibel } . (11.2)

Lemma I1.2. Seien $) ein Hilbert-Raum. Ein dicht definierter, abschlief$barer Operator (A, D) €
L£[9] ist genau dann beschrinkt invertibel, wenn folgende beiden Eigenschaften (i) und (ii) gel-
ten:

(i)  Ran(A) C $ ist dicht, (I11.3)
(44) dm >0 VYeeD: |Ap| = m|e|, (11.4)

und in diesem Fall gilt HA_lHop =m~! < 0.

Lemma I1.3. Seien $ ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] selbstadjungiert. Dann sind fol-
gende Aussagen gleichwertig:

(d) A € o(A); (IL5)
& (i) Ve>0: 1[JA—X<e] # 0 (1L.6)
& (i) @R €D, el =1 lm [[(A- Nl = 0. (L7)

Beweis. Wir definieren

X ={ eR|ve>0: 1[a-2) <] # 0}, (IL8)
v = {NeR |3, €D, fleal = 1: Jim [[(A= Vg =0}, (L9)
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sodass die behauptete Aquivalenz (i) < (ii) < (iii) gleichwertig ist mit
o(Ad) = X =Y. (IL.10)

Da (A, D) selbstadjungiert ist, gibt es nach dem Spektralsatz einen Mafiraum (£,2l, 1), eine
Funktion f : Q — R und einen unitéren Operator U : § — L?(Q), so dass

[UAUY](w) = f(w)v(w). (IL.11)

o(A) C X: Wir setzen Py .(A) := 1[|A— | < £] und nehmen an, dass A ¢ X. Dann gibt es ein
e >0, so dass Py.(A) = 0. Wir definieren nun R als Multiplikationsoperator auf L*(Q2) durch

(1= Py [f(w)])
flw)=A

[Ry](w) = (). (IL12)

Dann ist R € B(L?*(£2)), némlich

= su 1—P)\75[f(w)} = su - 00
[ R]lop = SUD | ) — A ' = weg (w)_A < - < o0 (11.13)
AuBlerdem ist
U= NV Ru)@) = HEZ3 (1= Pl )
= Y(w) = (UP (AU (w) = (w), (I1.14)

und genauso folgt RU(A — \)U*y = ¢ und somit ist U*RU = A™! € B(9), da
1
lURU|,, = I1Blop = < (IL.15)

Es folgt, dass A € p(A), also A ¢ 0(A) und damit X¢ C o(A)¢, was gleichwertig mit o(A) C X
ist.

X CY: Gilt (IL6) fiir jedes € > 0, so gibt es zu jedem n € N ein ¢, € Ran[Py1/,(A)] mit
|¢n|| = 1. Offensichtlich sind dann ¢,, € D und ¢, = Py 1/5(A)¢n. Also gilt

1
1A = Nenll = 1A =N Pram(A)enll < (A= Prym(Allp < — — 0, (IL16)
im Limes n — oo, und daher ist y € Y.

Y Co(A): Ist A € Y, so gibt es eine Folge (¢,)2; € DN, mit ||, = 1 und lim, . ||(A
A)@n|l = 0. Dann ist

— A— N,
i, {II(A WH} < int { I(A =N H} _ o, (11.17)
DV} | ol neN [l
und nach Lemma I1.2 ist A — A nicht beschriankt invertibel, also A € o(A). O
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11.2. Essenzielles Spektrum und Weyl-Kriterium

Definition II.4. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[$)] selbstadjungiert. Dann sind
Taisc(A) = {)\ € o(A) ) Je>0: dimRan(1[JA— ) <¢]) < oo} (IL18)
das diskrete Spektrum von A und
oel(4) = {XeEa(4) ) Ve>0: dimRan(1[|4 -\ <e]) = oo} (I1.19)
das essenzielle Spektrum von A.

Satz IL.5. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] ein selbstadjungierter Operator. Fir
A€ a(A) gilt X € ogisc(A) genau dann, wenn folgende Bedingungen (i) und (ii) erfillt sind,

(i) X ist ein isolierter Punkt in o(A), d.h. dist[X, o(A)\ {\}] > 0;
(it) X ist ein Eigenwert von A endlicher Multiplizitit, d.h. 1 < dimKer[A — \] < cc.

Beweis.

,<=*“: Sind € := 4dist[A, 0(A) \ {A}] > 0 und dimKer[A — A\] = M < oo, so ist
dimRan{1[|A — A <e]} = dimKer[A -] < oo. (I1.20)

,=*“: Sel A € 0qisc(A). Wire A nicht isoliert, so gibe es eine Folge (A,)52, € (0(A) \ {)\})IN

mit A\, — A. O.B.d.A. kénnen wir diese Folge als monoton annehmen, etwa A, A \. Fiir n > 2
setzen wir

1
En = g min {)\n — A1 , )\nJrl — )\n} , I, = ()\n —&n, An + 5n) . (IIQl)
Die Intervalle I,, sind paarweise disjunkt, und fiir jedes N € IN gilt
U L. € Gw. N, (I1.22)
n=N+1

Da A, € 0(A) ist Py, c,(A) # 0 und daher auch dim {Ran Py, ., (A)} > 1. Aus der Disjunktheit
der I,, und (I1.22) folgt daher fiir jedes N € N, dass

dimRan{1[Ay <A< A} > >  dimRan{P; .. (4)} = . (I1.23)

n=N-+1

Wegen A\, — A steht dies in Widerspruch zur Existenz eines € > 0, so dass
dimRan{1[|A -\ <¢]} < oo. (I1.24)
Also ist A € o(A) isoliert und es gilt (7).

Zum Beweis von (ii) wihlen wir &1 > 0 so, dass dimRan{1[|A — )| < &;]} < co. Wihlen wir

weiterhin &5 := 1dist [\, o(A4) \ {A\}] > 0 und € := min{e;, 2} > 0, so folgt aus A € o(A), dass

Py . # 0 und deshalb
1 < dimRan{P,.(A)} = dimKer[4 - )] < dimRan{Py.,(4)} < oo. (I1.25)
O
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Satz I1.6 (Weyl-Kriterium). Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] selbstadjungiert.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(7) A € 0Oess(A) (I1.26)
& (@) Ien)iZi €DV, llgall =11 w-lim{p,} = 0, lim [|(A—Np,| = 0; (IL27)
n—o0 n—oo
& (i) BT €D, (pulon) = lim (A= Vgl = 0. (11.28)
Beweis.

(1) = (i19): Sei A € 0ess(A). Wir wihlen ¢ € RanPy ;(A) mit ||¢1]| = 1. AnschlieBend wéhlen
wir ¢y € RanP)\é(A) mit ||@so| = 1 und ¢y L ¢y. Letzteres ist moglich, da

dim Ran{P/\,%(A)} = 00 > 2. (I1.29)

Anschlieflend wihlen wir 3 € Ran{P/\,%(A)} mit ||ps]| = 1 und @3 L span{pq, p2}; letzteres
wird erméglicht durch

dimRan{P, 1(A)} = oo > 3, (I1.30)

usw. Auf diese Weise erhalten wir eine orthonormale Folge (¢,,)2%; € DY, (¢m|©n) = dpp mit
¢n € Ran{P, 1(A)}, was

n— oo

0, (IL31)

S|

(A =Nenll = [[(A=XP, 1 (A)en]l < [(A=X)Py 1(A)]lop <

impliziert.

(i) = (ii): Seien 1 € H und (p,)>2; € HY ein ONS, d.h., (©n]pn) = Ompn. Dann ist

S Wlea)? < vl? < oo, (I1.32)
n=1

und insbesondere lim,, .. (¥|¢,) = 0, also ¢, =" 0.
(17) = (i): Offensichtlich impliziert (i7), dass A € o(A). Um zu zeigen, dass A € oes(A) im
essenziellen Spektrum liegt, nehmen wir nun das Gegenteil A € 0g;s.(A) an und zeigen, dass
dann (i) nicht gilt. Mit A € ogisc(A) ist dann € := 1dist[\, o(A) \ {A}] > 0, und es gibt eine
ONB {41, ..., ¢} von Ker{A — A} = Ran{ P, .(A)}, wobei

M = dimKer{4A — \} < oc. (I1.33)

Ist nun (p,)2; € DN mit ||¢,| = 1 und w-lim,, o, = 0, so sind lim, o0 (V¥ |@n) — 0, fiir
alle 1 < m < M, und deshalb gilt

M
<90n‘P>\s Z‘injm wm“)@n> — 0, <H-34)
m=1
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im Limes n — oo. Andererseits ist

1A = Neal® = (A= N

> 2 ||(1 = Pac(A))pn]|* = €2 (1 _ (apn|P)\7€(A)<pn>> . (I1.35)

Mit (I1.34) folgt daraus, dass

{(1 = Pyo(A) + Pyc(A) }(A - )\)cpn>

liminf [[(A = N)e,|| > ¢ > 0, (I1.36)
n—o0

und (77) kann nicht gelten. O

11.3. Essenzielles Spektrum und kompakte Operatoren

Definition IL.7. Sei § ein Hilbert-Raum. Die Menge Com($)) der kompakten Operatoren
auf $ ist definiert als

lI-llop

Com ($) = {A€B(H) | dmRanA < o0} (I1.37)

d.h. als Normabschluss der Algebra der Operatoren endlichen Ranges.

Bemerkungen und Beispiele.

e Com($)) C B(H) ist eine echte Teilalgebra, Com () # B(H), falls dim$H = oo. So ist
beispielsweise 1 ¢ Com($)).

e Com($)) C B(H) ist ein zweiseitiges Ideal, d.h.
VK € Com($), AcB(#H): KA, AK € Com(9). (I1.38)

Lemma 11.8. Seien $ ein Hilbert-Raum, K € Com($)) kompakt und (p,)2, € HN, mit
|lenll = 1 und w-lim,,_,o v, = 0. Dann konvergiert lim,,_,, || Ky,| = 0.

Beweis. Zu ¢ > 0 gibt es einen Operator endlichen Ranges

N

A=) ayld) (Wl (11.39)

ij=1

N < dimRanA < oo, so, dass ||K — Allop < e. Mit w-1lim,,_,o ¢, = 0 folgt lim,, o (¢;|n) — 0
fiir alle j € Z3. Also ist lim,, o ||A®y,|| = 0 und daher auch

limsup ||[Kp,|| < e+ limsup||Ap,|| = €. (I1.40)

n—o0 n—o0

Da ¢ > 0 beliebig klein gewi#hlt werden kann, folgt aus (I1.40) auch lim, . ||Kp,|| =0. O

Satz I1.9. Seien § ein Hilbert-Raum und (A, D), (B, D) € £[9] zwei selbstadjungierte Opera-
toren. Ist A — B € Com($)) kompakt, so gilt

Jess<A) = Jess<B>- (1141)
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Beweis. Seien K := A — B € Com($)) und A € 0e(A). Nach Satz I1.6 gibt es dann (¢,)5°, €
DY mit ||¢,]| = 1 so, dass w-1lim,, 00 0, = 0 und lim,, o [|(A — A)¢,|| = 0. Dann gilt jedoch
auch

I(B = Neall = I(A=X=K)eull < I(A=Neull + [ Keall "=° 0, (I1.42)

nach Lemma II.8. Abermals impliziert Satz 11.6, dass A € 0e(B). Es folgt, dass gess(A) C
Oess(B), und durch Vertauschen der Rollen von A und B folgt genauso gess(B) C 0ess(A4). O

Satz 11.10. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, D), (B, D) € £[9] zwei selbstadjungierte Operato-
ren. Ezistiert ein z € p(A) N p(B) so, dass die Differenz (A —z)™' — (B — z)~! € Com(9) der
Resolventen von A und B zu z kompakt ist, so ist

Oess(A) = 0Oess(B) . (11.43)

Beweis. Seien wieder \ € 0es(A) und (¢,)°%; € DN mit ||¢,|| = 1 so, dass w-1im,, o n, = 0
und lim,, o [[(A=X)@,|| = 0. Ist weiterhin z € p(A)Np(B) so, dass M := (A—z)'—(B—2)"' €
Com($)) kompakt ist, so beobachten wir, dass

B—2)"'=(A=2)" = -M+A-2"-(A-2)"
= —M+A—2)""(A—2)7(4A=-)). (I1.44)

Wenden wir dies auf ¢, an, so folgt mit w-lim,_,o, ¢, = 0 und M € Com($)), dass
lim, o0 [[Mpn|| = 0 und daher

[(B = 2)" 00 — (A= 2)"n|| < IMepnll + A= 27 [(A=2) 7| (A= Neull = 0,
(11.45)
fiir n — oo. Daher gibt es ein N € N, so dass

1 2

Vn>N: I < |[(B=2)tea| < gy (11.46)
Wir definieren nun
VnelN: 4, = (B—2) " ongm, Un = ||$n||' (I1.47)
Dann ist offensichtlich (¢,,)°2; € DN und |[|1,,|| = 1. AuBerdem ist fiir jedes p € §
lim ()| < 212 2| lim [{(@] (B —2)" ¢nn)] (I1.48)
=2[A—z| lim [{((B=2)""¢|gnn)| = 0,
da w-lim,, o @, = 0. Also gilt auch w-lim,, o, 1, = 0. Schlielich ist
(B=X)—(A=)\) = (B—z)—(A—z) = B-2){(A-2)"'"-(B-2)""}A-
= (B—2) M {(A +(A=N}, (11.49)
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bzw.

(B—2)'(B=X) = B-=2 (A=) + A=2)M + M(A-)). (I1.50)
Auf ¢, v angewandt, ergibt sich daraus

(B~ N = (B=2)" (B~ Neown (1L51)

— (B2 A= Ngun + (A= 2) Mgnon + M (A= Ny
Mit lim,, o0 [[M@n|| = limy, 00 || (A — A)n || = 0 folgt daraus, dass
Tim [[(B = Xl = 0. (I1.52)

Also ist auch

lim |[(B — Ntn|| < 2\ — 2| lim [|(B = N = 0. (I1.53)
n—00 n—00

Somit gilt A\ € Tess(B) und also oess(A) C Tess(B). Durch Vertauschen der Rollen von A und B
ergibt sich die umgekehrte Inklusion ess(B) C 0egs(A). O
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