Kapitel XI. Richtungsableitung und Extrema

Xl. Richtungsableitung und Extrema

In der Vorlesung iiber Differentiation einer reellen Funktion f einer reellen Verénderli-
chen haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Extrema,
Minima und Maxima gefunden: An einer solchen Stelle gilt notwendig f' = 0, und f” > 0
bzw. f” < 0 sind hinreichend dafiir, dass diese Stelle ein Minimum bzw. Maximum ist.
Ziel dieses Abschnitts ist die Formulierung eines entsprechenden Kriteriums fiir reelle
Funktionen mehrerer reeller Verénderlicher.

X1.1. Der Satz von Taylor in mehreren Veranderlichen

Dazu verallgemeinern wir als erstes den Satz von Taylor auf mehrere Variablen.

Satz XI.1 (Taylor). Seien M € N, k € Ny und U C RM eine offene Teilmenge. Seien
weiterhin xo € U und z € RM, so dass

S = {x0+t2}0§t§1} c U, (XL.1)
und sei F € C*¥*1(U;R). Dann gilt

1 O"F (x0)
Flzo+2) = Z ol Z v Or. Zj1 " Rja T R (XI.2)
p=0 1" j1,j2,...5p=1 Ljy -+ - O,
sJ2 P
M 1 k aktl
1— O T F(xy +
+ Z (/ ( k'5> 5 (SC((]{) SZ) dS) “Zjy gyt R
J1sendk+1=1 0 : Ljy -+ 04y
wobei z = (z1,...,2p)T = E]]‘il z;€;.

Beweis. Wir definieren
f(t) == F(xo+tz). (XI.3)

)
Da U offen ist und {zg +tz |0 < ¢ < 1} enthilt, ist fiir geniigend kleine n > 0 auch
S ={xg+tz|t € I,} CU, wobei I, := (—n, 1+n). Durch Anwendung der Kettenregel,
Satz X.8, auf f := F o GG, wobei

G:1,=U t—x+tz, (XI.4)
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erhélt man nun leicht, dass
f € C*(I,;R). (X1.5)

Die Kettenregel sichert ndmlich, dass mit F € C'(U;R) und G € C*([,;U) auch f €
CY(I1,; U) mit

f'(s) = F'wo + s2) - G'(s)

8G1 (s)
B <8F(x0 + s2) OF (xy + sz)) Os
8.']:1 g ey 83:M BGJVI(S)
s
[ OF (2 + s2) OF (xo + s2) “
n oxy Y Ox s
ZM
M
OF (xo + s2)
Ji=1
Setzen wir nun
M
& or)
Fi(z) = Z Dm, O (XL.7)
Jji=1
so ist £y € C*(U; R) und
f'(s) = (Fy0G)(s). (XI.8)

Abermals erhalten wir dann aus der Kettenregel, dass f' € C*([,; R) mit

f'(s) = (f(s)) = Fi(zo+s2)-G'(s)

M M
OF (zo + sz) O*F (zo + s2)
= E — " L = E — .2 7, (X1.9)
J2=1 axﬁ " J1,52=1 8l‘j1 ax]é e

wobei wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen geméafl Satz X.4 verwenden.

Nach (k-+1)-maliger Anwendung dieses Arguments erhalten wir dann, dass f € C*1(1,; R)
-wie in (XIL.5) behauptet- und dass

M

[P = Y FPlxotsz) ez, (XL.10)

J1 J2
8le 8l‘j1 e aZL‘jp

J1,325-Jp=1

fir alle p=0,1,...,k + 1. Nun wenden wir den Satz VIII.17 von Taylor auf f an und
erhalten fiir alle ¢ € I,), dass

~ "(t=9)" e
ft) = ; ;!f()(o) + /0 o FED () ds, (XI.11)
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und insbesondere fiir ¢ = 1 € I, ergibt sich

K+ L] = g)k
Flao+2) = f(1) = Zf © /0 %f’”l(s) ds

K K »
— Zi' 3 Mzﬁ...% (XL12)

Ll Ozj, ...0xj,
M 1 k+1
1 0" F(xg + s2) )
+ — 1—s)* ds | - zj -2 -
k! i --%11 (/0 ( ) 8l‘j1 ce a$k+1 7 Tkt

Satz XI.1 besitzt folgende alternative Formulierung:

Korollar XI.2. Seien M € N, k € Ny und U C RM ecine offene Teilmenge. Seien
zo € U und z € RM, so dass

S = {zg+tz|0<t <1} CU, (XI.13)
und sei F' € C*¥*Y(U;R). Dann gilt
i L P () P P
Flro+2z) = ) Z_O (M’—W) : (7) (XI.14)

| |
=0 pLoma P1t-..-PMm:
p1+...+ppr=k+1

k41 1 k—+1 P1 PM
0" F(xg + s2) Az
1)(1 — s)* N et Ss\7 M I
+ Z </0 (k+1)(1=s5) (&vﬁ”...&vﬁ}” ds pil.. . par!

P1s--Ppf=0
p1+...+ppr=k+1

Bemerkungen und Beispiele.

Fiir M = 2, U := R?* und F(x1, z3) := cos(z1)+cos(zs) ist offensichtlich FF € C*(R?; R).
Der Graph von F' dhnelt einem Eierkarton. Wir wenden nun Satz XI.1 fiir £ = 2 an und
erhalten mit

g—fl = —sina, g—i = —siny, (XI.15)
2 2 2 2
271; = —cosxy, 8515:;2 = 65255;1 = 0, 887}; = — COS T2, (XI.16)
dass
F(x+z) = cos(xy) + cos(xg) — 21 - sin(xy) — 2o - sin(xg)
— % 27 - cos(zy) — % 23 - cos(xa) + Rs - |22 4 (XI.17)
wobei

2

1 2 a3
(1 —35)* O°F(x+ s2) Ziy * Zjs * Zjs
R. = E ds | | ———2 XI.18
’ . 1 (/0 2! aleaxbaxjs ’ ”’Zqukl ( )
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und deshalb

1 2,53 3
(1 —5)* /O°F(x+ sz) PF(x+ sz)
Ryl < +
1Bl /0 2 ( dx? oxs ) ds

1 1— 2
= / ( 5 s) { sin(xy + sz1) + sin(zg + 522)} ds,
0

(XI.19)

- /0 %{1+1}(1—s)2ds = %

gilt.
X1.2. Gradient, Richtungsableitung und Hessesche
Matrix

Definition XI.3. Seien M € IN, U € RM eine nichtleere offene Teilmenge und = € U.
(i) Fiir F € CY(U;R) bezeichnen wir den Spaltenvektor

OF (x)
o1
VF():= (F'(x))" = | (X1.20)
OF (z)
ox pp
als Gradient von F' beil x und
M
OF (z)
<VF(x)|Z>eukl = ; 83:j T Zj (XIQl)

heifft Richtungsableitung von F bei z in Richtung z, wobei (z|y)euq =
Zjﬂil z;y; das euklidsche Skalarprodukt auf RM bezeichnet.

(i) Fiir F € C?(U;R) heiit Hess F'(z) € Myrwar(R),

(Hess F(az))” = (F”(SC))U = g;;(;cj) (XL.22)

Hessesche Matrix von F bei z.
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten nun einen Vektor z = (21,...,2y) € RM der Linge 1, d.h. 27 +
25+ ...+ 22, =1, und bilden fiir F' € CY(U;R),U C RM offen und x € U,

H%{F@”Zt) _F@} _ ;g—i (@)-2z = (VF(2)]2). (X1.23)
Es gilt also
F(z+1tz) = F(z)+t[(VF(z)|z) +r(t)], (X1.24)

mit lim;_,o 7(t) = 0. Die Richtungsableitung gibt also an, wie stark F" an der Stelle
x in Richtung z wéchst.

e Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir weiter, dass

(VE(x)[2)| < IVF@)[-llz]l = [VF(2)]. (XI.25)
Andererseits hat aber |VF(x)||~! - VF(x), fiir VF(x) # 0, die Linge 1, und es
gilt
L YE@) \ _IVE@)? )
(VF@ | wrG) = Terer - IRl K1
Also ist
V()| = max{<vp(x)\z> ] 2 eRM, 2| = 1}, (XL.27)

und somit ist die Richtungsableitung maximal, wenn z parallel zum Gradienten
gewihlt wird. Anders ausgedriickt, liegt der Gradient einer Funktion bei x in Rich-
tung des grofstmaglichen Anstiegs von F.

e Auflerdem steht der Gradient von F' bei x senkrecht zur zu x gehorigen Niveau-
menge. Ist ndmlich o € C*((a,b); Ng) eine Kurve in

Ng = {z€U|F(x)=E} = F'(E), (XI.28)
so folgt sofort, dass
d d F(x) doy(s) da(s)
0= %<E> T ds [(Foa)(s g Ox; ds <VF< )‘ ds >
(X1.29)
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X1.3. Kritische Punkte und Extremalwerte bei mehreren
Veranderlichen

Definition XI.4. Seien (M, p) ein metrischer Raum, U C X eine nichtleere Teilmenge
und F': U — R. Dann heifit

rg €U lokales{ Minimum } von F'

Maximum

| f F(@) > Fla)
o 36> 0Vz € Bw, )N U : rey | (XL.30)

Definition XI.5. Seien X ein Banachraum, U C X eine offene Teilmenge und F €
CY(U;R). Ein Punkt zy € U heifit kritisch (oder extremal)

& Fllz) = 0. (X1.31)

Bemerkungen und Beispiele.
Im Fall, dass X = RM bedeutet (XI.31)

xo € U ist kritisch < VF(z9) = 0. (X1.32)

Satz X1.6. Seien X ein Banachraum, U C X eine offene Teilmenge und F € C*(U;R).
Dann gelten

(1) (xo € U ist lokales Minimum von F) = (F'(:EO) = O). (X1.33)

(74) (xo € U ist lokales Maximum von F) = (F'(:po) = O). (X1.34)

Beweis. Wir zeigen nur (i), (ii) ist analog. Seien also zy € U ein lokales Minimum von F’
und 6 > 0 wie in (XI.30). Da U C X offen ist, gibt es ein ¢’ > 0, sodass B(x,d") C U.
Nach (XI.30) gilt also, mit ¢” := min{d, s’} > 0, dass

Vz € B(xo,0"): F(xo+2) — F(zo) > 0. (X1.35)
Fiir z € X mit ||z]] =1 und ¢ € (0,6") ist £tz € B(x,0”) und deshalb

F(xg+tz) — F(xo)
Y

Y
o

+F (1) 2 = %F’(xo)(j:tz) = lim{ (X1.36)

N0

Fiir alle z € X mit ||z|| = 1 muss daher F'(zg)z = 0 gelten. Ist nun w € X \ {0}, so

setzen wir z,, := ||w||~*w und beobachten, dass ||z,|| = 1. Deshalb gilt
Vwe X\ {0}: Fl(zg)w = |Jw||(F'(z0) zw) = 0, (X1.37)
was fiir w = 0 trivial richtig ist. O
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Korollar XI.7. Seien M € N, U C RM eine nichtleere offene Teilmenge und F €
CYU;R). Dann gelten

(1) (xo € U ist lokales Minimum von F) = (VF(ZL‘O) = 0). (XI.38)

(17) (xo € U ist lokales Mazimum von F) = (VF(ZL‘O) = 0). (XI.39)
Bemerkungen und Beispiele.
Wir kommen nun auf das Beispiel (XI.15)—(XI.19)

F:R> =R, (21,75) F(x1,15) = cos(z;) + cos(wy) (X1.40)
zuriick. Die Menge £ der Extremalpunkte von F' ist gegeben durch

VF(z) = <

— sin(xy)

E = {:c = (z1,72) € R?

=0y = 7Z X 7. XI.41
— sin(x2)> } o ( )
Dabei sind etwa (0,0) € £ ein lokales Maximum und (7, 7) € £ ein lokales Minimum,
jedoch sind z.B. (0,7), (m,0) € € weder lokale Minima noch lokale Maxima, sondern
Sattelpunkte.

Wie in der Kurvendiskussion fiir reelle Funktionen einer reellen Veradnderlichen, lassen
sich hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines lokalen Maximums oder Minimums
durch die zweiten (oder héheren) Ableitungen formulieren.

Sei F' € C*(U;R), wobei U C RM eine offene Teilmenge ist. Dann ist nach Satz X.4

P, - S0 - 2, e
(XI1.42)

VeeU, i,j e N

d.h. die Hessesche Matrix von F' ist reell und symmetrisch und somit selbstadjungiert.

Lemma XI.8 (Minimax-Prinzip). Seien M € N und A = AT € My (R) eine reelle,
selbstadjungierte Matrix mit Eigenwerten A\ < X < ... < A\py. Dann gilt

[l An) (x| Az)
M= { ) ()

xG]RM\{O}} < max{ ’xERM\{O}} = A\

(X1.43)

Definition XI.9. Seien M € N und A = AT € Mys.1(R) eine selbstadjungierte Matrix
mit Figenwerten Aq,..., Ay € R.

A heiBt positiv definit = VacZM: A\, > 0; (XI.44)

A heiit positiv semidefinit < VacZM: A\, >0; (X1.45)
A heifit negativ definit < VacZM: )\, <0; (XT1.46)

A heiBt negativ semidefinit & VaecZM: )\, <0; (X1.47)
A heilt indefinit <= Ja,f€ZY 0 N\, >0, Az <0. (X1.48)
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Satz XI.10. Seien M € N, U C RM eine offene und nichtleere Teilmenge, F €
C?(U;R) und zy € U ein Extremalpunkt, VF(xy) = 0. Dann gelten:

(i) Ist die Hessesche Matriz F"(xq) von F bei xq¢ positiv definit, so ist xy ein lokales
Minimum.

(ii) Ist die Hessesche Matriz F"(xy) von F bei xq negativ definit, so ist xo ein lokales
Mazimum.

Beweis. Wir beweisen nur (i), der Beweis fiir (ii) ist analog. Zunéchst bemerken wir, dass
die positive Definitheit von F”(z() und die Stetigkeit von F” in U impliziert, dass auch
F"(x) positiv definit ist, falls ||z — 2| geniigend klein ist. Sind 0 < Ay < Ay < ... < Ay
die Eigenwerte von F”(z) und z € RM, so gilt nimlich nach Lemma XI.8

(2l F'(x) 2) = (2] F"(wo) 2) + (2] [F"(2) — F"(w0)] 2)
> Mllll* = Nzl - [[[F" () = F"(x0)] 2]
> {h = 1F"(2) = F"(w0) | paroeony } - |21 (X1.49)

Wiéhlen wir nun § > 0 so klein, dass ||[F"(xz) — F"(z0)|| < A /2, fir 2 € Bs(xo), so folgt
dann

A
Vo e Blzg,d) Vze RM . (2| F'(z)z) > 71 Bl (XI.50)
Nun wenden wir den Satz XI.1 von Taylor mit k = 1 auf F' fiir 2y und z € B(0,) an

und erhalten

—_————

Flao+2) — F(zo) = (VF(x0)|2) + i/ola—s) % zj<w) ds

0x;01;
iji=1 i0T;

1
= / (1—3s) <z F"(xo + s2) z> ds > %Hz”2 > 0, (XL51)
0 N .

~
ZMz)2/2

da {xg+s2|0<s <1} C Bs(xg). O

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass aus (XI.51) ersichtlich ist, dass das Minimum bei x, auch nicht
entartet ist, d.h. dass F(zg + 2z) > F(x¢) fiir alle z € B(z,9) \ {0} gilt.

e Betrachten wir abermals F'(x1, z5) = cos(x;)+cos(xs) auf R? mit kritischen Punk-

ten
E = {(nlﬂ', 77,271') |77,1,77,2 c Z} (XI52)
Mit
OPF O*F PF O*F
o T cos(z1), D00, Omadms 0, i cos(zg)  (XL.53)
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ist dann
y [ —cos(zy) 0
F (ZL‘l,l‘Q) = ( 0 . COS(SL’Q)) . (XI54)
Nun ist
—1, fallsn € 2Z,
—cos(nm) = (X1.55)
+1, fallsn €27 + 1.
Also zerfillt &€ = 77 x 77 in disjunkte Teilmengen,
E = (2172 x 27Z) U (27Z X 27Z + 7) U
(277 + 7 x 27Z) U (272 + 7 X 277, + ™), (X1.56)
und
positiv definit auf (277 + 7 X 277Z + w),
F" ist { negativ definit auf (277Z x 277Z), (X1.57)

indefinit auf (27Z x 277 + ™) U (20Z + 7 X 277Z).
Entsprechend sind
— (0,0) € (27Z x 27Z) ein lokales Maximum, da F"(0,0) negativ definit ist,

— (m,m) € (2nZ+ 7w x 277+ ) ein lokales Minimum, da F”(, 7) positiv definit
ist und

— (0,7),(m,0) € (27Z + 7 x 277) U (277 x 277 + 7) sind Sattelpunkte, da
F"(0,7) und F"(m,0) indefinit sind.

e Tatsdchlich kann man im Fall, dass xg ein kritischer Punkt mit indefiniter Hes-
seschen Matrix F"(zg) zeigen, dass die Eigenvektoren {¢,} zu negativen Eigen-
werten die Richtungen angeben, in denen F' lokal maximal ist. Genauso geben die
Eigenvektoren {¢, } zu positiven Eigenwerten die Richtungen an, in denen F' lokal
minimal ist.

Wegen dieser geometrischen Interpretation bezeichnet man die durch die Eigen-
vektoren Hesseschen Matrix F”(zg) definierten Raumrichtungen als Hauptachsen
und die orthogonale Matrix U, die die Hessesche Matrix diagonalisiert, als Haupt-

achsentransformation.
e Sind U = R? und F(x1,29) := 23 — 23, so ist
oF oF
-9 43 = {(0.0 XIL.58
afL'l 21, 8.1’2 Lo = 8 {< ) )}7 ( )
O0*F(z) O*F(z) O0°F(x) O*F(z) )
=2 = =0 = —12x;. XI1.59
ox? " 0x,0xy  Oxo 014 ' 03 T2 ( )
Somit ist
" (20
F"(0,0) = <0 0) (X1.60)

positiv semidefinit. Der Punkt = = (0, 0) ist aber kein lokales Minimum. Wir sehen
an diesem Beispiel, dass sich Satz XI.10 nicht auf kritische Punkte mit positiv
semidefiniter Hesseschen Matrix verallgemeinern lésst.
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Definition XI.11. Seien M € N, U C R eine offene und nichtleere Teilmenge und
F € C*(U;R). Ein Punkt zy € U heifit thmttelpunkt

&z ist extremal, VF(z() = 0, und (XI.61)
36 >0, z € RM WVt € (—6,0), t#0: F(ag+tz) < F(xg) < F(zo+tzy).
Bemerkungen und Beispiele.

Ist =g ein Extremalpunkt von F' mit indefiniter Hesseschen Matrix F”(zy), so ist xy auch
ein Sattelpunkt von F.
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Xl1.4. Erganzungen

X1.4.1. Beweis von Korollar XI.2

Korollar XI.2 folgt unmittelbar aus Satz XI.1 und der Identitét

1 8pF(x) ] apF(x)
= > e or. > , U O g (X1.62)
: 1 P1se-Ppf=0 pi...PMm: Ty ... 0T,y
P14+ +ppr=p

die wir nun fiir alle + € U und p € {0,1,...,k + 1} durch Induktion in p zeigen
wollen. Offenbar sind beide Seiten in (XI.62) gleich F'(z), fiir p = 0. Gilt nun (XI.62)
fir p € {0,1,...,k}, so erhalten wir

M

1 Z OPHLE (z) Z [ i OPF(z) ]
p! L jpﬂzlaxﬁ 8x]p(’3x]p+1 vt Oxj, ., | p P Oxj, ...0x;,
Yoo r 1 o F(x)
- ; O { pﬁ‘%ﬂop pilpa! oxt .. 0x . .8:10?\14”}
S R 1 P (z)
- ; L plvéf_o plpal ort .. .8x§j+1 . .6:10?}}”]

p1+...+pPpr=p

M P ~
=yt 1[p; > 1] P (z)
TET Y > :

pilo (B =D op! 8xf1...8x§j...8xﬁ”}

j:l L Pl,»<»,ﬁj,<»<,p1\/1:0 j
p1+. AP+ Appr=p+1
M P 1
sy | (X1
N ! 1 [ 9Pt Pj par |0 -
il R pil.o.pilo ool Oy ...8x] ...0xh)

P1+<~+P1\/I:P+1
wobel wir

1[p; > 1] _ Llp; = 1] _ P (X1.64)

(pj — 1! (p; —1)! p;!

verwendet haben. Nun vertauschen wir die Summationen und erhalten (X1.62) fiir p+ 1:

. M K+1 », 5P P (2)
+1 Z | I 9Pt OxPM (XI65)
p 7j=1 P1se-sPpr=0 pbi-..Pm: Xy ... 0Ty,

p1+---+ppr=p+1

B Kif 1 i | 1 PHF ()
B p+1 Pi pl.opa! Ot Oah

Plseees ppr=0
1+ Fppr=p+1

Nach Induktion gilt damit (XI1.62) fiir alle p € {0,1,...,k + 1}.
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X1.4.2. Das Minimax-Prinzip fiir Matrizen (Lemma XI.8)

Zum Beweis von Lemma XI.8 verwenden wir im Folgenden eine Variante des Spektral-
satzes fiir selbstadjungierte Matrizen, der in der linearen Algebra bewiesen wird. Wir
beschranken uns hier auf den Fall reeller, symmetrischer Matrizen.

Satz XI.12 (Spektralsatz). Seien M € IN und A € My p(R) eine reelle, selbstadjun-
gierte Matriz, A, j; = Aj; € R, Vi,j € {1,..., M}. Dann sind alle Eigenwerte Ay, Ao, . . .,
M € R reell, und es gibt eine ONB {©a }a=1...:0 € RM aus zugehdrigen Eigenvektoren
von A, so dass

.....

Va=1,...M: Apa = AaPa- (XI1.66)

Explizit gilt mit o, = El L Palt)e; sogar
Vi,j=1,...,M: ZAQ% ©al)- (XL.67)
Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass die Eigenwerte A1, ..., A\y; von A durchaus nicht alle paarweise
verschieden sein miissen.

e Weiterhin bemerken wir, dass die Transformationsmatrix U, die die kanonische
Basis {e1, ..., ey} mit Ue; = p; auf die ONB {1, ..., ¢} aus Eigenvektoren von
A abbildet, orthogonal ist, U € O(M), d.h. UUT = UTU = 1. Wegen

Ui = (i), (UT)M = r(0), (X1.68)

folgt daraus, dass
Z@a a (UUT)M - (]1)1'75 - 52‘,[, (XI69)
> 0ali) 0ai) = (U U)ag = (Map = ap (XL.70)

Wir kommen nun zum Beweis des Minimax-Prinzips (XI.43). Aus (XI.67) erhalten wir,
mit x = Zi‘il i€,

(x| Az) = Z v A jx; = ZZA T Pa(l) ald) x; (XIL.71)

i,j=1 a=11j5=1

I
NE

b
N
NE

=

S
e

IA

>~

<
(]
7N
(]

=

S
e
=

a=1 N =1 P a=1 i=1
>0
M M M
= Y i (Y wali)wali)) @ = M dal = Al
1,j=1 N a=1 , i=1
Y
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Genauso beweist man (x| Az) > A\;[|z||?. Somit gilt

(z] Ax)
(z]2)

(z] Ax)
(]2)

‘xeRM\{O}} < A
(XL.72)

A < min{

xeRM\{O}} < max{

Die in (X1.43) behaupteten Gleichungen folgen nun durch Einsetzen speziell von z := ¢
bzw. z := .
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