Kapitel X. Differentiation vektorwertiger Funktionen

X. Differentiation vektorwertiger
Funktionen

X.1. Partielle und stetige Differenzierbarkeit

Definition X.1. Seien M € N, U C RM offen, z € U, F: U — R und j € ZM.
(i) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell nach x; differenzierbar

oF F te;) — F
(@) = lim{ (z+ te;) (x)} existiert, (X.1)
Oz, t—0 t
wobei e; = (0,...,0,1,0...,0)" € R™ der j. kanonische Basisvektor ist. In diesem

Fall heif$t ag_m(@ =: 0,,F(r) partielle Ableitung von F nach x; bei x.
(ii) Die Funktion F heifit bei x € U partiell differenzierbar

& Vj € ZY' . F ist bei z partiell nach x; differenzierbar. (X.2)

In diesem Fall heifit der reelle Vektor

9F (z)

OF (z
VF(z) = | % | e RM (X.3)

—

OF ()
oz

der partiellen Ableitungen Gradient von F bei x.

(iii) Die Funktion F' heifit auf U partiell differenzierbar

& Ve e U: F ist bei x partiell differenzierbar. (X.4)

Bemerkungen und Beispiele.
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e Da U eine offene Menge ist, ist x € U ein innerer Punkt, und es gibt r > 0, sodass
Bewa(z,7) C U. Diese Eigenschaft sichert, dass F'(x +te;) und damit der Differen-
zenquotient in (X.1) fiir ¢t € (—r,r) tiberhaupt definiert ist. Dies unterstreicht die
Bedeutung des topologischen Begriffs der offenen Menge.

e Die partielle Ableitung einer Funktion F' nach einer Variablen x; bedeutet kon-

kret, dass man F'(zy,2,...,%j_1,%j,Tjt1,..., 2y ) nach z; differenziert und alle
anderen Variablen, x1,...,2;_1,%;41,...,Zn, als Parameter betrachtet.
e Wir betrachten U = R® und F(z) := ;23 + 102329, wobei z = (z1, 79, 23)".
Dann sind
OF (z) OF (z) OF (z)
T T3, Tl 271 19 + 10 23, Pl 50 3 T, (X.5)

die partiellen Ableitungen, und der Gradient von F' bei x ist

2
T

VF(z) == |22, +1023 | € R®. (X.6)

50 :E§ Ty

e Wir betrachten U = R? und F(z) := sin(2? — 22), wobei z = (z1,22)". Dann sind

OF (z)
8.’171

OF
= 21 cos(x} — 13), 5 () = —21y cos(z] — 13), (X.7)
T2

die partiellen Ableitungen, und der Gradient von F' bei x ist

2 2
2xq cos(x] — x3) c R
—219 cos(z? — 3)

VF(z) = (

Definition X.2. Seien M, N € N,U C R offen, V C RY offen und F = (F}, Fy, ..., Fy) :
U—V.

(i) F ist bei x € U partiell differenzierbar

& Vi € ZY . Fjist bei x partiell differenzierbar. (X.9)

(ii) F ist auf U partiell differenzierbar
& Ve e U: F ist bei x partiell differenzierbar. (X.10)

In diesem Fall heifit die reelle N x M-Matrix

OF (x) OF ()
ox1 e ox pr
OFN(x) OFN ()
ox1 T ox pr

der partiellen Ableitungen Jacobimatrix von F bei x.
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten U = R* x (—m,7) 2 (r,¢) und

o= (800) - (2G) o
Dann ist

OF (r, OFy (r, .
) ( 1) 182;«:)) ) (COS(@ —r sm(<p)>. X.13)
OF, %(:’“") oF: g(;’“") sin(p)  r cos(yp)

Definition X.3. Seien M, N € N, U C R™, V C R" offene Teilmengen und F : U —
V.

(i) F heifit stetig differenzierbar auf U :&
: o : N m . OF :
F ist partiell differenzierbar auf U und Vi € 7', j € Z" : e ist stetig auf U.
Ly
(X.14)

Die Klasse der auf U stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in V' bezeich-
net man mit

CYU;V) == {F:U — V| F ist stetig differenzierbar auf U}. (X.15)

(ii) Sei k € IN. F heiit k-mal stetig differenzierbar auf U :&

F ist stetig differenzierbar auf U und

oF
Vi1 € Zjlw : B ist stetig differenzierbar auf U und (X.16)
J1
g ¢ OF
Vi1, 72 € Zi‘/l : ( ) ist stetig differenzierbar auf U und
8% ale

F
Vi1, ..y gk € ZM 0 < 0 ( 0 )) ist stetig differenzierbar auf U.

axjk—l 8xj2 ale

In diesem Fall bezeichnet

OFF (z) 0 ) 9
8'rjk 8xjk71 te ale aﬂfjk |:8~Tjk1 < (81’]'1 )):| (ZL‘) ( 7)

die k. partielle Ableitung von F nach x;,,...,x;, . Die Klasse der auf U k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in V' bezeichnet man mit

CHU;V) = {F:U — V| F ist k-mal stetig differenzierbar auf U}. (X.18)
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(iii) Die Klasse der unendlich oft (stetig) differenzierbaren oder auch glatten
Funktionen auf U mit Werten in V wird mit

Cx(U; V) = () CHU;V) (X.19)
k=1
bezeichnet, und
Ceo(RM; V) == {F € C*(RM; V) | supp(F) ist kompakt } (X.20)

={FeC*R";V)|IR< o0 VZ€RY, |Z| > R: F(Z) =0}

sind die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger,
wobei Tréger supp(F) von F die Menge supp(F) := {x € RM| F(x) # 0} be-
zeichnet, auf der F' nicht verschwindet.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten abermals U = R}, N =1, V = R und F(z) := z; 235 + 1023 2,
wobei x = (x1, 15, 23)T. Dann sind

OF (z) O0*F(x) O0*F(x)
83;2 = 2.T1 Hi) + 10 .Tg, axl 83;‘2 = 21‘2, m = 07 <X21)
OF (z) ) O0*F(z) O*F(z)
= = 2 — = 0. X.22
61’1 T2 8372 8.’171 2 8.’171 8372 61’1 0 ( )

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Differenzierbarkeit die Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen garantiert.

Satz X.4. Seien M,k € N, k > 2, U C RM und V C R offene Teilmengen und
F € CK(U; V). Seien weiterhin ji, ja, . . ., jx € ZM und sei m € Sy, eine Permutation von
k Elementen. Dann gilt fir jedes x € U dass
OFF (z) B OFF (z)
837]'1 837]‘2 cee a.l’jk al’jﬂ(l) 6:6]»“(2) e a.l’jﬂ(k) i

(X.23)

Beweis. Wir zeigen (X.23) zunéichst fiir & = 2. Seien dazu F' € C?*(U; V) sowie «, 8 €
ZM mit o < B. Dann ist

0°F(z) _ lim{% <8F (z +tey,) — o (:1:))}

01,018 =0 dxrg Oxp

= lim lim {i [F (z + teq + seg) — F(x +tey) — F(x + seg) + F(l’)] }

t—0 s—=0 | st
= lim lim {G(2,5)}, (X.24)
und mit Vertauschen von « und 8 auch gjfa(ii = lim,_,o lim;,o {G(¢, s)}, wobei
1
G(t,s) = - [F(az +teq + seg) — Fx + seg) — F(x +te,) + F(z)|, (X.25)
s
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fiir festes © € U. Wir definieren weiterhin, fiir festes s # 0,
G(t) = F(x+teq + seg) — F(x +tey), (X.26)

so dass,

dG (6, 1)
dt

1 1~ ~ 1
G(t,s) = v [G(t) —G(O)] =
1 [OF oF
= {8—% (x + Oteq + seg) — o (@ + Outes)

I?*F
= D507 (x + Oteq + 05 sep), (X.27)

nach zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung, wobei 6;, 0, €
(0,1). Gleichung (X.27) zeigt, dass G(t,s) stetig fortsetzbar in (¢, s) bei (0,0) ist, also

gleichzeitig in ¢ — 0 und s — 0 und unabhéngig von der Reihenfolge der Limiten, da

F e C*(U;V). Also ist

O2F () o . . O*F(z)
O0ra0r5 lg% L%{G(t’ s)h = (t,s)ll—r>r(1070) Glts) = ?g(l) lg%{G(t, s)h = 0xg0x,
(X.28)
Seien nun k > 3, F' € C*(U;V) und 1 < ¢ < k — 1. Dann ist
R akféle
F .= e CTH(U; V) C C*(U; V), (X.29)
8sz+2$jz+3 s Ty
und damit gilt nach (X.28)
&*F P F
= ) (X.30)
aszsz+1 asz+1sz
Setzen wir F ein, so erhalten wir
OFF orF
= , (X.31)
aSL’jl e &L’jl&tjul e 8.Tjk aSL’jl . 8Ijz+lasz e a.l’jk

also die Giiltigkeit von (X.23) im Fall, dass 7 eine Transposition ist. Da sich jede Per-
mutation als Komposition von Transpositionen schreiben lisst, folgt somit (X.23) auch
fiir den allgemeinen Fall 7w € Sk. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir k=2und a, 8 € {1,..., M} behauptet (X.23), dass
PF(x)  0°F(x)

= . X.32
01,073 O0rg0x, ( )
e Seien M =k =2und f(z1,72) = 23 xo + 5z 5. Dann sind
0 0
8—51 (z1,72) = 31’%372+5$ga 8—3{; (x1,22) = :L’:{’—i-?)():cl :L’g, (X.33)
O*f 0 f (w1, 22)
T = 327 +302) = ——= X.34
0x901, (22, 22) nE 0 01101 (X-34)
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X.2. Beschrankte lineare Operatoren

Definition X.5. Seien (X, | - ||x) und (Y, - ||y) zwei normierte K-Vektorrdume. Wir
bezeichnen mit

B(X;Y) = {A: X - Y| Alinear, || A,y < oo } (X.35)
den Raum der beschrinkten linearen Operatoren (von X nach Y), wobei
Ax
s = s {20 = )
zeX\{0} 2| x zeX,||z) x=1

die Operatornorm von A ist.

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien (X, | - |lx), (Y, - |ly) und (Z,| - ||z) drei Banachrdume und z € X, A €
B(X;Y) sowie B € B(Y;Z). Aus der Definition (X.36) der Operatornorm folgt
sofort, dass

[Az]ly < [[Allsexyy - [l x, (X.37)
IBAllsx:z) < [1Bllsev:z) - [ Allscxy)- (X.38)
e Sind (X, || - ||x) ein normierter Raum und (Y, || - ||y) ein Banachraum, so ist auch

(B(X;Y), || |lscx;v)) ein Banachraum.

e Sind (X, [ - [[x) und (Y, | - [|y-) zwei Banachrdume iiber K und A : X — Y linear,
so gilt folgende Aquivalenz:

{1 Allsxy) < oo} & {A: X =Y ist stetig }. (X.39)

e Seien M,N € N und X = KM, Y = K". Wir wihlen auf X und Y jeweils die
¢*-Norm

lzllx = |z 4. el Mylly = ol +---+ lynl, (X.40)

wobei = (x1,...,2p)T € KM und y = (y1,...,yn)T € K. Sei nun A :
KM — K" eine lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung (A )rezy sezm €
My (K) beziiglich der Standardbasen in KM und K. Fiir x = (z1,...,2y)" €
KM ist dann

N N M M N
[Az]ly = > [(Az)| = D 1D Aweme| < DD Al |z (X.41)
k=1 k=1"' ¢=1 =1 k=1

IA
VRN
IN
E
|3A§
=
[]=
BN
ol
3
N———
=
&8
I
N
A
S8
Ex
——
)=
BN
ol
3
——
N———
=
B3

Also ist

Ax N
Allsxy) = sup {II ||y} < 1£2XM{Z\A,€M|}. (X.42)

zeX\{0} ]| x
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e Insbesondere ist jede lineare Abbildung von IK* nach K" ein beschriinkter linearer
Operator,

B(KM™;KY) = £(KM;K"Y), (X.43)

und zwar unabhéngig von der auf KM und K" definierten Norm.

X.3. Totale Differenzierbarkeit

Definition X.6. Seien (X, | - |x), (Y. - ||y) zwei Banachrdume, U C X und V C Y
zwei nichtleere offene Teilmengen und x € U.

(i) Eine Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar bei z.

o JAEB(X;Y):  lim { [Fx+2) = Fl) - AZ”Y} = 0. (X.44)
=0 1] x
In diesem Fall heif3t
F'(z) = dF(z) = A (X.45)

totale Ableitung von F' bei z.
(ii) Die Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar auf U

& Vo eU: Fist differenzierbar bei z. (X.46)

In diesem Fall ist F': U — B(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

o Fir (X,[:|lx)=.|1ly)=(R,|-]) sind die linearen Abbildungen von R nach
R reelle 1 x 1-Matrizen, also reelle Zahlen, B(R;R) = R. Nach Definition X.6 ist
f : R — R somit genau dann total differenzierbar bei x € R, wenn es eine Zahl

f'(x) € R gibt, sodass

1 f@t2) — flz) - ['(z) - 2| g flatz) - fx) :
?3%{ E } - lli%{ P }_f(x) =0
(X.47)
Dies ist aber offensichtlich gleichwertig mit der Existenz von
F(z) = lim { flo+ zi - f(‘”>} € R. (X.48)

Fir X =Y = R fallt also totale Differenzierbarkeit mit dem {iiblichen Begriff der
Differenzierbarkeit einer reellen Funktion einer reellen Variablen zusammen.
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e Weiterhin bemerken wir, dass die Ableitung einer total differenzierbaren Funk-
tion eindeutig ist. Gilt ndmlich (X.44) sowohl fir A € B(X;Y) als auch fiir
A € B(X;Y), so setzen wir B := A — A. Sind nun z € X \ {0} und ¢ > 0,
so beobachten wir, dass

[B=lly _ By _ . B2y

= = lim

X.49
s~ Telx e el (X.49)

da der zweite Ausdruck gar nicht von ¢ abhéngt. Somit ist aber

|wwwy:hm{MA—%@@w} (X.50)

1211 x 150 [£2] x

. |F(x+tz) — F(x) — A(tz)||y
< lim { T2llx }
- (|F(x+t2) = F(z) = A(t2)|ly
+lm le2llx }

=0
also ist ||Bz|ly = 0, fiir alle z € X, was Bz = 0 und daher B = A — A = 0
impliziert.

e Wir stellen fest, dass die totale Differenzierbarkeit (X.44) von F' : U — V bei
x € U auch dquivalent durch

JF'(z) € B(X;Y), §>0, r,:B(0,0) > Y Vze B(0,0): (X.51)
Flr+2) = F() = Fl(z)z + ra(2) [lzllx, i flra(2)[ly = 0,
dargestellt werden kann.

Lemma X.7. Sind U C X, V CY offene Teilmengen zweier Banachriume (X, || || x),
(Y. |- lly) und F : U =V total differenzierbar bei v € U, so ist F' auch stetig in x € U.

Satz X.8 (Kettenregel). Seien U C X,V CY und W C Z offene Teilmengen dreier
Banachriume (X, |- ||x), (Y, [I-llv), (Z,||'1|2), und seien G : U — V total differenzierbar
bei v € U und F : V. — W total differenzierbar bei y := G(x) € V. Dann ist auch
FoG:U — W total differenzierbar bei x, und es gilt

(FoG) (z) = F'[G(x)]oG'(x). (X.52)
Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen der partiellen und der totalen Differenzier-

barkeit einer Funktion her. Der folgende Satz zeigt, dass diese Begriffe zusammenfallen,
wenn man zusétzlich die Stetigkeit der Ableitung fordert.

Satz X.9. Seien M, N € N, U C RM offen, V C R" offen und F : U — V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

F st total differenzierbar auf U, und F': U — B(R™;R") ist stetig in U.  (X.53)
& FeCOYU;V), d.h. F ist stetig differenzierbar auf U. (X.54)
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Gilt (X.53) oder (X.54), so ist
VeeU: Fl(x) = Jp(z), (X.55)

d.h. die Ableitung F'(x) von F st gegeben durch die Matriz (0y;Fi)iczy jezm der parti-
ellen Ableitungen, der Jacobimatriz Jp(x) von F bei x.

Beweis. Wir beweisen zunéchst (X.54) = (X.53), und zwar fiir den Spezialfall N = 1.
Dazu withlen wir fiir RM wieder die £!- (@1, .aa)T|| = |za] + .+ |zl

Wir schreiben z = EJ L L€, 2 = Z;‘il zjej und wy, = Y 0L zjeg, fiir alle 0<m< M,
wobei e; € RM die kanonischen Basivektoren sind, sowie 0, F (x) = 8; @) und beachten,

dass wy; = z und wg = 0. Damit ist

‘F(erz Z@ F(z ‘

= ’{F(erwM) — F(z+wy_1)} + {F(z+wy_1) — Flz +wy_2)}

+...+{F(z+w) - Fz+w)} — Z@mF(aj)zm’
< ’Z{F(erwm)—F(:p+wm_1)—8mF(:p)zm}’
< Z }F(x + W1+ 2Zmem) — F(x + wy—1) — O F(x) zm} (X.56)

1

3
Il

Weiterhin sind alle 0,,F auf einer offenen Umgebung U > x stetig, und daher sichert
eine geniigend kleine Wahl von § > 0, dass

Vi<m < M: 0p,F ist stetig auf x + K, (X.57)

wobei K5 := [—0,0]M. Fiir 1 < m < M und z € K; impliziert der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung die Existenz einer Zahl 0 < ¢,,, < 1, so dass

F(z+wpn1+ zmem) — F(x 4+ wpn1) = OnF(x 4+ wpm1 + mzmem) - 2m,  (X.58)
und wegen wy, 1 + Unzmem € Ky erhalten wir daraus
|F(2 + w1 + 2mem) — F(& + Wpe1) = OnF(2) 2| < Q(6) |2ml, (X.59)
wobei

Q) := max max‘@ Flx+y)— &nF(x)‘ — 0, (X.60)

1<m<M yeKs
fiir 6 — 0, wegen der Stetigkeit von 0,,F" auf U D = + Kj. Setzen wir (X.60) in (X.56)

ein, so erhalten wir

1
[E]

F(z+2)— F(x) = > 0mF(2) 2m

m=1

H [ (ZW) Q@) — 0, (X.61)
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fiir § — 0. Dies beweist die totale Differenzierbarkeit von F' bei x und F'(z) = Jp(x)
fir N = 1. Letztere Gleichung ergibt auch die Stetigkeit von x — F'(z), da x — Jp(x)
nach (X.54) stetig ist.

Um (X.54) = (X.53) fiir N > 1 zu beweisen, wenden wir (X.61) auf alle Komponenten
Fi, F,, ..., Fy an und erhalten

1
Vi<n<N: lim{ﬂ
z

z—0

Fu(z+2) = Fo(a) = > 0nFu(x) zm‘} — 0. (X.62)

Damit erhalten wir aber

M
1
lims —— || F(x + 2) — F,(x) — O () 2 } X.63
iy e [t 9 = Rt = 000, (X.63
1 N M
= lin%{H || Z Fn(x—i—z)—Fn(a:)—Z&nFn(x)zm’} = 0.
= ZllrRM n=1 m=1

Dies beweist fiir N > 1 die totale Differenzierbarkeit von F bei z, F'(z) = Jp(z) und
die Stetigkeit von F’ wie fiir N = 1.

Um (X.53) = (X.54) zu beweisen, wihlen wir j € Z3' und setzen z := te;, sodass

_ i { I+ 2) — F(@) = F'(2) - 2]l
o =t BT j
- 15%{% |F(x+ te;) — Flx) —tF’(x)ejH}. (X.64)

Daher muss auch, fiir jedes i € ZY

0 = tim {= [Fa +1e,) ~ Fa) ~ (F ()i, 1]}

= iy { RO (X.65)

gelten. Also ist F' partiell differenzierbar auf U, die Jacobimatrix Jr = F”’ ist gegeben
durch die Ableitung von F', die geméf (X.53) stetig von = abhéngt. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Satz X.9 zeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammenfallen, sofern
die Ableitungen stetig sind.

e Im Allgemeinen ist jedoch partielle Differenzierbarkeit der schwéchere Begriff, und
es gibt Funktionen, die partiell, aber nicht total differenzierbar in einem zu be-
trachtenen Punkt = € U sind. Es gilt also nur

F ist total differenzierbar in x € U = F ist partiell differenzierbar in x € U,
(X.66)

aber nicht notwendig die Umkehrung.
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Satz X.9 zeigt auch, dass stetige Differenzierbarkeit auch im allgemeinen Kontext das
richtige Konzept ist, und wir definieren:

Definition X.10. Seien (X, | - |lx) und (Y,|| - ||y) zwei Banachrdume tiber K und
U C X und V C Y zwei nichtleere, offene Teilmengen. Die Menge der stetig auf U
differenzierbaren Funktionen mit Werten in V ist definiert als

CHU; V) = {F U -V ‘ F ist total differenzierbar auf U und F” € C[U; B(X;Y)]}.
(X.67)
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X.4. Ergdanzungen

X.4.1. Eigenschaften der Operatornorm

Seien (X, || - ||x), (Y, - |ly) und (Z, ] - ||z) drei Banachriume und x € X, A € B(X;Y)
sowie B € B(Y; Z). Wir zeigen folgenden Eigenschaften:

[Az|ly < [[Allsx,yy - 2]l x, (X.68)
|BAlsx:zy < ||Bllawiz) - [1AllBx:y)- (X.69)

Um (X.68) zu zeigen, schitzen wir fiir  # 0 wie folgt ab,

[Az]ly [ Az "]ly
[Az]ly = zllx < sup lllx

o lellx w0 U [zl x

= [[Allseery - llzllx- (X.70)
Weiterhin gilt fiir € X \ {0} mit Bx # 0, dass

|ABzlz _ lA(B2)llz |Bzly _ {IlAyllz} {IIBxlly}
= : = p - sup
=[x |Bz|ly  |lzflx yerviop U lylly ) wexivop U ll2llx
= ||A||B(Y;Z) : ||B||B(X;Y), (X.71)

was natiirlich auch fir Bz = 0 richtig ist und somit (X.69) impliziert.

X.4.2. Aquivalenz von Stetigkeit und Beschrinkheit linearer
Operatoren

Wir zeigen, dass fiir zwei Banachrdume (X, || - [|x) und (Y,]| - ||y) und einen linearen
Operator A : X — Y folgende Eigenschaften gleichwertig sind:

{1 Allsxy)y < oo} & {A: X =Y ist stetig }. (X.72)
“=": Wir kiirzen ||A||px;yy mit a := || A||5x;y) ab. Wegen
|4z — Aylly = [AG@—)ly < ol —ylx (X.73)
ist
A(Bx(z,r)) C By(Az,ar), (X.74)
fiir alle z € X und r > 0. Fiir € > 0 ist mit § := e a™! also
VeelX: A(Bx(z,6)) C By(Az,e). (X.75)

“«<": Das Urbild der offenen Kugel By (0,1) := {y € Y ||ly[| <1} um 0 in Y ist wegen
der Stetigkeit von A und A(0y) = Oy eine offene Umgebung U C X von 0 € U. Also
gibt es ein r > 0, so dass Bx(0,7) C U = A'[By(1,0)]. D.h.

A[Bx(0,7)] € By(0,1) & VieX, |#Flx<r: JAZ|ly < 1. (X.76)
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Ist nun x € X \ {0}, so setzen wir

.
Po= x (X.77)
2[|lx

und beobachten, dass

1Zllx = Azl = 5 < (X.78)

.
2||l[x

r
2
also Z € Bx(0,7). Somit ist ||AZ||y < 1 geméf (X.76). Aus der Linearitdt von A erhalten
wir schliellich

A ) - | Az|ly A7 2
sl _ () - IAslly Az 2 x79)
[Ed1PS aere) - lzllx 12| x r
Tllx
und somit
2

X.4.3. Beweis der Kettenregel

Wir setzen (X.51) sukzessiv ein und erhalten

(FoG)(z+2)— (FoG)(x)

= F'[G(2)|(G(z + 2) — G(z)) + Trew Gz + 2) — G(z)] - |G(z + 2) — G(z)|ly

= (F'[G(2)] o G'(2))(2) + F'[G(2)](re..(2)) - ||2]lx +

rra@ G+ 2) = G@)] - |Gz + 2) — G2y

= (F'[G(@)] 0 G'(2))(2) + Troc(2) |2 x, (X.81)
mit
||G($+”’«‘)H— G()]ly

)

rrog(2) = F'[G(x)] (ram(z)) +rpa@|G(x + 2) — G(z)]

(X.82)
und es gilt zu zeigen, dass
lim ||7poc(, 2)||z = 0. (X.83)
z—0
Da F'(G(x)) € B(Y, Z), konnen wir (X.51) anwenden und erhalten
lim | FIG@)] (reu(), < IFC@)lsy - I rale, )y = 0. (X80

wobei wir die Differenzierbarkeit von G bei x ausnutzen. Abermals wegen der Differen-
zierbarkeit von G bei x gilt

. Glx+2z2)—G(x
timsup { 1G22 Y ) e (X.85)
20 1211 x
Nach Lemma X.7 ist G stetig bei x, und es gilt lim, ,o{G(x + z) — G(z)} = 0. Daher ist
lim 7p g [G(e + 2) — G(z)] = 0, (X.86)
z—0

und (X.84)—(X.86) ergeben (X.52).
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