I1X. Normen und Banachraume

Zur Vorbereitung der Differenzialrechnung fiir vektorwertige Funktionen rufen wir einige
Begriffe aus der Vorlesung zur Linearen Algebra in Erinnerung. Weitere Grundbegriffe
der linearen Algebra, die fiir diese Vorlesung wichtig sind, finden Studienanfinger im
ergénzenden Abschnitt IX.3.1. Ebenso wiederholen wir die schon bekannte Definition ei-
ner Norm und ergénzen diese mit zugehorigen topologischen Begriffen, die uns erlauben,
Konvergenz auch fiir vektorwertige Folgen zu definieren.

Zunéchst erinnern wir an den Begriff des Vektorraums selbst: Fiir d € N und K = R
oder K = C ist

K¢ = _ T1,To,...,2q € K (IX.1)

mit komponentenweise definierten Vektorraumverkniipfungen

1 Y1 r1 + ay
T To +

o |2 | (IX.2)
Ty Yd T4+ QYq

ein Vektorraum iiber K der Dimension d ist. Mit Hilfe der kanonischen Basisvektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0 J
et = .|, ee=1.1, ..., egq:=|.] € K (IX.3)
0 0 0
0 0 1
kann man
xy
T2
T = : = 1161 + 1969 + ... + TH€4 (IX.4)
Tq

schreiben. Die Darstellung (IX.4) eines Vektors z € K als Linearkombination z =
S0 | e, ist eindeutig.
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Auf R? ist durch

T Y1
< > = 1Y+ X2y + ...+ XaYa (IX.5)

La Yd eukl

das euklidsche Skalarprodukt definiert, und es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

[(zly)| < V{xlz) v/ (yly) - (IX.6)

IX.1. Normierte Raume und Banachraume

Definition IX.1. Sei X ein K-Vektorraum (KK = R oder C).

Eine Abbildung || - || : X — R{ heit Norm (auf X) :<
(i) VreX: {lz]| =0 & z=0} (IX.7)
(it) VeeX, XeK: || = [Nz, (IX.8)
(i) Va,yeX: [z +yll < [l + llyll (1X.9)
In diesem Fall bezeichnet man (X, || - ||) als normierten Vektorraum (iiber K).

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist (X, |-||) ein normierter Vektorraum iiber K, so definiert die Norm ||-|| : X — Ry
einen Abstandsbegriff auf X. Fiir z,y € X kann némlich ||z — y|| als Abstand von
x und y interpretiert werden. Mit diesem Abstandsbegriff kénnen viele in R? oder
R? angestellten geometrische Uberlegungen auf X iibertragen werden.

e Ist X ein KK-Vektorraum mit Skalarprodukt (:|-) : X x X — K, so induziert das
Skalarprodukt durch ||z|| := /(z|z) eine Norm auf X.

e [iird € Nist (]Rd, IE Heukl) beziiglich der euklidschen Norm ||z||ecuq = /{Z|%)eur
ein normierter Vektorraum iiber R

o Fiir d € Nist (C% |- [lunit) beziiglich der unitéiren Norm ||z ||y = v/ ([2)unit
ein normierter Vektorraum iiber C.

1
e Fiir d € Nund 1 < p < oo definiert ||z, := (|z1|? + |22P + ... + |[z4P)? eine

Norm auf K¢ ebenso ||z := max {|z1],|22], ..., |z4|}. Diese Normen sind alle
dquivalent zueinander, d.h. zu 1 < p, g < oo gibt es eine Konstante Cy, , < 00 so,
dass
1
VeeX: Azl < llzlly < Capg - ll2llp- (IX.10)
C(d,p,q

Die durch das euklidsche bzw. unitére Skalarprodukt induzierte Norm ist ||z||5.

Definition IX.2. Sei (X, | -||) ein normierter Vektorraum iiber K.
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(i) Eine Folge (x,)2, € XN heifit konvergent :&
dre X Ve>0 dngeN Vn>ng: |z — x| < e (IX.11)
In diesem Fall schreiben wir

lim{z,} = = oder =z, >z, n— oo. (IX.12)
n—oo

(i) Eine Folge (2,)°2; € XN heilt Cauchy-Folge :<
Ve>0 dnge N Ym,n>ng: |Zm —zn| < e (IX.13)
(iii) Ein normierter Vektorraum (X, || - ||) heifit vollsténdig :<

Jede Cauchy-Folge in (X, || - [|) ist konvergent. (IX.14)

Einen vollstdndigen normierten Vektorraum bezeichnet man als Banachraum.

Lemma IX.3. Seien d € N und (x(n))zo:1 € K? eine Folge von Vektoren in
(]Kd7 || ’ ||euk1/unit) mat

Ly
2 = x%n) . (IX.15)
:cg")
Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
{(x("))zozl ist konvergent in ]Kd} (IX.16)

& {‘v’i €74 (xz(n))zozl ist konvergent in ]K}
& {Vi c 74 (:L’E"))Zo:l ist eine Cauchy-Folge in ]K}

& {(x("))zozl ist eine Cauchy-Folge in ]Kd} : (IX.17)

und in diesem Fall gilt

limn_mo{xgn)}
lim {2z} = : : (IX.18)
n—o0

lim, ooz}

Bemerkungen und Beispiele.

e Gemif Lemma IX.3 sind (]Rd, | - Heukl) und (Cd, | - Hunit) fiir alle d € IN reelle bzw.
komplexe Banachrdume.
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IX.2. Topologie und Stetigkeit in normierten Raumen

Definition IX.4. Seien (X, | - ||) ein normierter Vektorraum iiber K und A C X eine

Teilmenge.

(i) Sind r > 0 und = € X, so heifit
B(x,r) = {yEX’ |z —yl| <7}

offene Kugel um =z vom Radius r.

(ii) Ein Punkt x € A heiit innerer Punkt (I.P.)

= dr>0: B(z,r) C A

(iii) Ein Punkt z € X heift Hiufungspunkt (H.P.) von A

= Vr>0: (B(z,r)nA)\{z}) # 0.

(iv) Eine Teilmenge U C X heifit offen

< Jeder Punkt in U ist ein innerer Punkt
& VYeeUdr>0: B(x,r) C U

(v) Eine Teilmenge V' C X heifit abgeschlossen

<V enthélt alle seine Haufungspunkte
& {:p ist HP.von V = =z € V}.

(vi) Eine Teilmenge K C X heifit kompakt

(IX.19)

(IX.20)

(IX.21)

(IX.22)
(IX.23)

(IX.24)
(IX.25)

= Jede offene Uberdeckung von K enthilt eine endliche offene Uberdeckung

< Ist U eine Familie offener Mengen mit K C U U
Ueld
:>E|U1,U2,...,Un€i,l: K§U1UU2UUUn

Bemerkungen und Beispiele.

(IX.26)

e Ist (X,| -||) ein normierter Vektorraum so sind die leere Menge ) C X und auch

X C X selbst sowohl offen als auch abgeschlossen.

e Sind (X,| - |) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teilmenge, so ist
xr € X genau dann ein Haufungspunkt von A, wenn es eine konvergente Folge

(2,)52, € (A\ {x}H)N gibt mit lim,, oo {7, } = 2.

e Sind (X, || -||) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teilmenge, so gilt wie

in K folgende Aquivalenz:

{Aist offen} < {A°= X\ A ist abgeschlossen}.

(IX.27)
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e Fiir de Nund (X,| ) = (R% [ - [Jewa) oder (X, -]]) = (K| Jlunit) gilt wie
fiir d = 1 folgende, als Satz von Heine-Borel bekannte Aquivalenz:

{K C X ist kompakt} & {K C X ist beschrankt und abgeschlossen}.
(IX.28)

Definition IX.5. Seien (X, ||-|x) und (Y, - [|y') zwei normierte Vektorraume iiber K
und M C X und N C Y zwei Teilmengen.

(i) Eine Abbildung f: M — N heifit stetig in x € M
e Ve>030>0: f[Bx(z,0)] € By(f[z].¢) (IX.29)
& Ve>03I>0Va'eM: |2/ —zx<d = |f(@)— fl@)], <e.

Ist f stetig in x, fiir alle x € M, so nennen wir f stetig.

(ii) Eine Abbildung f: M — N heifit folgenstetig in « € M
e V()0 e MY = lim{z,} = f(z)=lim{f(z,)}. (IX.30)
n—o0 n—oo
Ist f folgenstetig in x, fiir alle x € M, so nennen wir f folgenstetig.

Satz IX.6. Seien (X, ||-||x) und (Y,||-|ly) zwei normierte Vektorrdume tiber K, M C X
und N CY zwei Teilmengen, f: M — N und x € M. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) f ist stetig in x < f ist folgenstetig in x. (IX.31)
(it) f ist stetig < f ist folgenstetig (IX.32)
& YUCN: Uistoffen = f1(U) ist offen (IX.33)

& VV CN: V istabgeschlossen = f~'(V) ist abgeschlossen.  (IX.34)

(iii) Sind f: M — N stetig und M C X kompakt, so ist auch f(M) CY kompakt.
(ii) Sind f: M — R stetig und M C X kompakt, so nimmt [ auf M sein Minimum
und Mazximum an, d.h. es existieren Ty, Tmax € M so, dass

Vo e M : f(@min) < f(2) < f(Tmax)- (IX.35)
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IX.3. Erganzungen

1X.3.1. Vektorraume und lineare Abbildungen

Die Lineare Algebra ist die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen, die
strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorrdumen. In diesem Abschnitt fithren
wir einige Begriffe der linearen Algebra ein, ohne die wir die Inhalte aus Analysis 2
nicht formulieren kénnen und die deshalb unabdingbar sind. Wir beschrédnken uns hier
auf Vektorrdume iiber die Kérper R der reellen Zahlen und C der komplexen Zahlen,
die wir wie schon in Analysis 1 einheitlich mit K bezeichnen, sofern die sich darauf
beziehende Betrachtung fiir beide Félle durchgefithrt werden kann.

Definition IX.7. Eine Menge X heifit Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum
=

Auf X sind Addition (+) : X x X — X und Multiplikation mit einem Skalar () :
K x X — X definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) Va,b,éeX: a+b = b+d, (@+b4+c = a+(b+ec), (IX.36)
(1) 0eXVieX: d=ad+0 = 0+a, (IX.37)
(i) Vae X I(—ad)e X: d+(—a) = (—a)+a = 0, (IX.38)
) Vabe X K. { @ @+b) =a-a+ps-b IX.

() Va,be X, a,p € {(a+6)~6:a~6+6~6, (IX.39)
(v) Vie X, a,feK: 1-d = a, a(fa) = (ap)a. (IX.40)

Die Elemente von X heifien Vektoren, 0 € X ist der Nullvektor. Eine Teilmenge Z C
X, die selbst ein Vektorraum ist, bezeichnet man als Teilraum oder Unterraum von
X. Vektorrdume iiber R bezeichnet man auch als reelle Vektorrdume, Vektorraume
iiber C als komplexe Vektorriume.

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichungen (IX.36), (IX.37) und (IX.38) besagen zusammen, dass X beziiglich
der Addition (+) eine abelsche Gruppe bildet.

{0} C X ist der kleinste und X C X der groBte Unterraum von X.

Sind n € N, aj,qs,...,q, € Kund #1,7s,...,%Z, € X Vektoren, so bezeichnet
man Summen der Form o7 + as®s + ... + o, 7, € X als Linearkombination
der Z; und die Zahlen ¢; in diesem Zusammenhang als ihre Koeffizienten.

Multiplikation mit einem Skalar und Skalarprodukt ist nicht dasselbe.

K ist ein Vektorraum iiber K. (Dieses Beispiel ist allerdings etwas kiinstlich.)
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e FFir d € N ist

K= {z=1| . T1,2s,...,24 € K (IX.41)
Td
beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar,

1 Y1 YT + 1
vl o + | = : , (IX.42)
Tq Yd YZgq + Yq

ein Vektorraum iiber K. Dabei sind

0 1 —I
0= 1: und — | = : ) (IX.43)

1 0 0
0 1 0
0 0 0
51 - . 5 52 - . g ey éd - . . (IX44)
0 0 0
0 0 1
Die Menge {1, ,,...,é;} C K¢ bezeichnet man auch als Standardbasis.

e Mit der Standardbasis wird

|

i) . . 5
= 1€ + T2y + ...+ T4€y. (IX.45)

8
Il

Xq

d.h. jeder Vektor kann als Linearkombination der d kanonischen Basisvektoren
e, ...,¢e; € K?mit seinen Komponenten z1, ..., x4 € K als Koeffizienten geschrie-
ben werden.

e Die Darstellung (I1X.45) ist eindeutig in dem Sinne, dass fiir o, 51, g, B2, . . ., g, Ba €
K aus 04151 -+ 06252 + ..+ adéd = ﬁlél + 6252 + ..+ ﬁdéd auch o] = 61, Qg = 62,
., ag = B4 folgen.
e Fiir d = 1,2,3 gewinnt man durch Zeichnungen eine gewisse Vorstellung von den
Vektoren in R

e Schrinkt man bei den komplexen Zahlen die Multiplikation auf die reellen Ele-
mente ein, so ist C = R? ein Vektorraum iiber R (der Dimension 2).
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e Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums ist die Menge der reellen Funktionen auf
[a76]7a766R7a<67

F = {f:|a, 0] = R} (IX.46)
Mit f,g € F und v € R wird F durch

Veela,fl: (f+y-9)x) = flo)+7-9() (IX.47)
zum Vektorraum (“punktweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar”).
Dabei sind

Ve ela,fl: 0x) =0, (=f)(z) = —f(x). (IX.48)

Fiir diesen Vektorraum F liefert eine Zeichnung eine gewisse Anschauung.

e Das obige Beispiel ldsst sich noch wie folgt verallgemeinern. Sind A # () eine Menge
und X ein Vektorraum iiber K, so wird durch punktweise Addition und punktweise
Multiplikation mit einem Skalar wie in (IX.47) auch der Funktionenraum

F o= {f:A—= X} (IX.49)

zum Vektorraum iiber K.

e Insbesondere ist F' fiir A := Z¢ und X := K! = K gleich (genauer: isomorph zu)
K9,

K = {#:Z2{ > K, v ua,}. (IX.50)

e Die Notation fiir Vektoren mit Vektorpfeilen ist etwas schwerfillig, und wir schrei-
ben im Folgenden einfach x, y, eX) und e statt z, v, &%) und &Y.

Definition IX.8. Seien X und Y zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung A : X — VY
heifit linear oder (linearer) Operator

e Ve,ye X, aeK: Alax+vy) = aA(z) + Ay). (IX.51)

Die Menge der linearen Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit £(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Menge £(X;Y) der linearen Abbildungen ist selbst ein IK-Vektorraum beziiglich
punktweiser Operationen, d.h. fir « € K und A, B € L(X;Y) ist (¢ A + B) €
L(X;Y) definiert durch

VeeX: (aA+ B)(x) = aA(x)+ B(x). (IX.52)

e Durch vollstandige Induktion erhélt man aus (IX.51) leicht, dass

A< i ai:ci) = i a; A(z;), (IX.53)

fir alle x1,..., 2, € X und ay,...,q; € K.
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A(0x) = A(0k-0x) = Ok -A(0x) = Oy.
Seien M, N € N und X = KM und Y = K". Wir bezeichnen mit

el(X),eZ(X),...,eJEf) C X und el(Y), eQ(Y) - e](vy) cCY (IX.54)

Y

die jeweiligen Standardbasen in K™ und K¥.

Sei A € L(KM;K") eine lineare Abbildung. Fiir jeden Vektor z € KM liisst sich
der zugehérige Bildvektor A(z) € KV in eindeutiger Weise als Linearkombination

A(z) = vlel(y)+7262(y)+. ..YNE ](VY) der kanonischen Basisvektoren in IK" darstellen.

Insbesondere gibt es N - M eindeutige Zahlen {a, ,,|n € ZY, m € Z3} so, dass

A(Gl(X)) = a1 61(Y) + asq 62(Y) + -+ ann 6](\/Y) )

A<€2(X)) = Q12 el(Y) + 22 62(Y) + -+ an 2 GJ(VY) ,
(IX.55)
A(eg)) = ai1,Mm 61(Y) + az M 62(Y) + -+ an M €](VY)
gelten.
Fiir
r = xlel(X) + xgeg(x) + ...+ xMej(\j() € X (IX.56)
ist dann
Alz) = y el(Y) + o eQ(Y) + ...+ yNej(VY) ey, (IX.57)
wobei
M
VneZY: y, = Zan,m Ty - (IX.58)
m=1
Die zu A gehorige Zahlentabelle
aiy1 ai2 ... Q1M
a a ce.oa
MA] = | M e kMY (IX.59)
anyy1 aN2 ... AN M

bezeichnet man als Matrix und genauer als Matrixdarstellung von A beziiglich der
Standardbasen in KM und K% .

Fiir M, N € N ist die Matrixdarstellung M : £(KY; K") — KM~ eine lineare
Bijektion zwischen den Vektorrdumen £(K; KN) und KMV, D.h. M ist bijektiv
und es gilt M[aA + B] = aM[A]+ M|[B] fiir alle @ € K und A, B € L(KM; KY).
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e Konkret bedeutet dies, dass man die Matrixdarstellung als riesigen Spaltenvektor
interpretiert, den man aus Platzmangel in eine Tabelle mit N Zeilen und M Spalten
schreibt. Dann ergibt sich

ay ... Q1M bi1 ... bium
MIA] = , M[B] =
ang ... GNM bvi .. by
aar;+biy ... aapy by
= MiaA+ B| = : : . (IX.60)
aany +by1 ... aana by

e Obwohl dies aus Sicht der linearen Algebra etwas ungenau ist, werden wir im
Weiteren nicht mehr zwischen £ (]KM (KN ) und KMV unterscheiden und die lineare
Abbildung A mit ihrer Matrixdarstellung gleichsetzen,

ai aro2 ... Qa1 M
asq Q29 ... QM

A= | 7 7 . (IX.61)
ani1 ang2 ... QaN M

e Sind X, Y, Z drei K-Vektorraume und A € L(Y; Z) sowie B € L(X;Y), so ist auch
deren Komposition linear, (Ao B) € L(X; Z).

e Sind M,N,Pe Nund X = KM Y = KV, Z = K”, so ist fiir A € L(Y;Z) und
B € L(X;Y) die Matrixdarstellung von (Ao B) € L(X; Z) durch das Matrizpro-
dukt der Matrixdarstellungen von A und B gegeben.

1X.3.2. Inneres und Abschluss von Mengen

Durch Nachpriifen der Definition IX.4 erhélt man leicht folgende Aussage.

Lemma IX.9. Sei (X, | -||) ein normierter Vektorraum.

(i) Sind I eine Indexmenge und {U;}icr C P(X) eine Familie offener Mengen, so ist
auch deren Vereinigung \J,.; U; offen.

(i) Sind m € N und Uy,Us, ..., U, C X endlich viele offene Teilmengen von X, so
st auch ihr Durchschnitt Uy N Uy N -+ - N U, offen.

(i1i) Sind J eine Indexmenge und {V;};e; € PB(X) eine Familie abgeschlossener Men-
gen, so ist auch deren Durchschnitt ﬂjeJVj abgeschlossen.

(iv) Sind n € N und Vi, Vs, ..., V, € X endlich viele abgeschlossene Teilmengen von
X, so ist auch ihre Vereinigung Vi U Vo U --- UV, abgeschlossen.

Definition IX.10. Seien (X, - ||) ein normierter Vektorraum und A C X eine Teil-
menge.
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(i) Die Vereinigung
A= {U ‘ UCA U offen} (IX.62)

aller offenen Teilmengen von A heifit Inneres von A.
(ii) Der Durchschnitt

A = ﬂ {V ’ ACVCX,V abgeschlossen} (IX.63)
aller abgeschlossenen Obermengen A heifit Abschluss von A.

Bemerkungen und Beispiele.

e Nach Lemma IX.9 (i) ist das Innere A° einer Teilmenge A C X eines normierten
Vektorraums (X, || - ||) stets offen.

e Analog ist nach Lemma IX.9 (iii) der Abschluss A einer Teilmenge A C X stets
abgeschlossen.

e Das Innere A° einer Teilmenge A C X ist die grofite offene Teilmenge von A, d.h.
fiir jede offene Teilmenge B C A folgt B C A°.

e Auflerdem kann A° als die Menge aller inneren Punkte von A charakterisiert wer-
den,

A° = {z €Al zist LP. von A}. (IX.64)

e Der Abschluss A einer Teilmenge A C X ist die kleinste abgeschlossene Obermenge
von A, d.h. fiir jede abgeschlossene Obermenge C' O A folgt C' O A.

e AuBlerdem kann A als die Menge aller Punkte aus A und aller Haufungspunkte
von A charakterisiert werden,

A = {zeX|zeAoder zist HP. von A}. (IX.65)
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