VIl. Differentiation

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff der Ableitung fiir reelle Funktionen einer reellen
Variablen diskutieren. Der allgemeine Fall einer vektorwertigen Funktion wird spéter
noch ausfiihrlich behandelt.

VIl.1. Differenzierbare Funktionen

Definition VII.1. Seien U C R offen und f : U — R eine Abbildung.
(i) f ist bei z € U differenzierbar :&

F(w) = lim {M} c R (VIL1)
T—x0 T — Zg
existiert. In diesem Fall heifit f'(zo) Ableitung von f bei z,, und wir schreiben
auch
df (z d
Flzy) = f;ﬂjO) = (% f) (20). (VIL2)

Der Quotient (f(z) — f(z0))/(z — x0), fiir  # 2o heiBt Differenzenquotient.
(ii) f ist auf U differenzierbar :<

Vxg € U: fist bei zq differenzierbar. (VIL.3)

Lemma VIL.2. Seien U C R offen und f: U — R eine Abbildung. Dann gilt folgende
Aquivalenz:

[f ist bet xg € U diﬁ‘erenzierbar] &

{306RV5>035>0V|$—$0|§5: (VIL.4)

10) = (e + e o —a)| < =l -l
In diesem Fall ist c = f'(xo).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz VL6 (Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetig-

keit). O

Bemerkungen und Beispiele.
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Kapitel VII. Differentiation

o Glg. (VIL.4) sagt, dass f(xg)+ f'(x) - (x — o) die beste lineare Approximation fiir
f(x) in einer Umgebung von x ist.

Die Gleichung ldsst sich auch schreiben als

flx) = (f(zo) + ¢ (x —370))

T — Xg

lim
T—T0

‘:o.

Lemma VII.3. Seien U C R offen und f : U — R bei xy € U differenzierbar. Dann
wst f an xg € U stetig.

Beweis. Sei (x,,)22; eine Folge in U \ {x¢} mit z,, — o, n — oco. Dann ist

lim {f(z,)} = lim {(M) (@ — x0) + f(:co)}

n—o0 n—oo ,j(]n — ,jL’O
= Jim { PRI (o) st
= f'(x0) - 04 f(wo) = f(wo). (VIL5)

O

Satz VII1.4. Seien U C R offen, f,g : U — R differenzierbar bei xo € U und o € R.
Dann sind f+ ag, f-g: U — R differenzierbar bei xy, und es gelten

(i) die Linearitit, d.h. es gilt
(f +ag) (z0) = f'(x0) + ag'(zo), (VILG)
(i) die Produktregel,
(f - 9)(z0) = f'(z0) - g(z0) + f(z0)g (o), (VILT)

(i) und, fir g(zo) # 0, die Quotientenregel

/ ,:c _ [(@o)g(@o) — f(@o)g' (wo)
(g) (o) . (VILS8)

B g(o)?

Beweis. Gleichung (VIL6) folgt aus
lim {(f+ag)(w)—(f+ag)(xo)} ~ b {f($)—f($o)}+a - {(g(x)—g(xo)}

T—T0 T — T T—T0 T — T T—T0 T — T

= f'(xo) + ag'(xo). (VIL.9)
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Kapitel VII. Differentiation

Fiir den Beweis von (VIIL.7) benutzen wir die Stetigkeit von f und g bei xy, nach Lem-
ma VIL.3. Damit erhalten wir

(f - g)(x) = }L‘S}O {f(x)g(ﬂfl—_i(oﬂfo)g(l’o)} (VIL10)
. {f(x)[g(x) —g(xo)i + gm —f(:co)]g(xo)}
= I A TS T ot

= f(z0)g'(w0) + f'(w0) - g(x0).
Fiir g(xg) # 0 ist

G),@O) = Jim { T _1:60) (g(lx) - géo)) } (VIL11)
= lim {g(w 1 g(w) —g(af)} LG

g(xo) x — X
was mit Hilfe der Produktregel iiber £ = f - é sofort die Quotientenregel (VIL.8) impli-

ziert. ]

~—

Q [~

Satz VIL.5 (Kettenregel). Seien U,V C R offen, g : U — V differenzierbar bei xy € U
und 'V — R differenzierbar bei g(zo) € V. Dann ist [f o g] : U — R differenzierbar
bei g € U, und es gilt

(fo9)(zo) = f'(9(z0)) - g'(x0). (VIL12)

Beweis. (Beweisidee) Da g bei xq differenzierbar ist, ist ¢ in xy auch stetig, und mit
x, — o konvergiert auch g(z,) — g(x¢). Damit gilt

(fog)(zo) = lim {f(g(x)) _f(g@(]))} (VIL13)

. f (95) —f (%) x) — gl(xg
= g { (et = oty (ole) —atraly )
<t P R = ) )

Leider bereitet das Dividieren durch g(z) — g(zo) Schwierigkeiten, weil wir a priori nicht
wissen, dass g(z) — g(xg) # 0 gilt. Der volle Beweis ist daher formal etwas aufwéndiger
(aber ohne echte zusétzliche Schwierigkeiten). O

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien U := R und f,(z) := 2™, n € Ny. Dann gilt

fi(r) = na™ . (VIL.14)

n
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Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst n = 0, 1. fo(x) — fo(zg) =1—1 =0,
fiir alle x, g € R, also gilt

fo =0 (=0-27"). (VIL15)
Weiterhin ist

lim {M} = lim {x_xo} =1, (VIL16)

o0 T — X
also
filz) =1 (=1-2. (VIL17)
Gelte nun (VIL.14) fur alle n € {0,1,2,..., N}. Dann ist nach der Produktregel
fan(@) = (fi- fn)'(2) = fil@) - fn(@) + filz) - fy(2)
=1-2¥+2-N-2"' = (N+1)- 2N (VIL18)
Somit folgt (VII.14) fiir alle n € INy durch Induktion.
e Seien U := R\ {0} und f,(x) = 2", n € Z. Dann gilt wiederum

fi(x) = na™ . (VIL.19)
Fiir n < 0 folgt dies aus der Quotientenregel,
! o fO ! o 1 ! /
fie) = (55) @) = o (5@ fale) = fole) - 12,(2)
_ xlzn (0 = 1) e ) = e (VIL.20)
e Sei U = R, dann gilt
(") = e (VIL21)

Fir  # xy ist ndmlich

S — et — e$0<6x710_1 — 1) = exo<emx0_1_(x_x0)>

T — X T — X Tr— 1o
(VIL.22)
und
L ey | i [ — zol* Z [ = o[ (VIL23)
o1 = P k! —  (n+2)! '
2 |z — mo|™ o
g‘x_%p.z% = o= - el
n=0 ’
Also ist
T __ 5o T=To ] — —
lim |5 _ | — em. Jim | & - ‘”0)’
z—zo | T — Ty T T — o
< e lim {|z — x| - ‘x_m'} = 0. (VIL.24)

T—I0
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Kapitel VII. Differentiation

VIl.2. Minima, Maxima und Mittelwertsatz

Definition VIIL.6. Seien X C K eine Menge und f : X — R eine reelle Funktion auf
X.

(i) Ein Punkt ¢y € X heifit lokales Minimum von f :&

36 > 0 Vx € Bg(zg,0) N X : flx) > f(xo). (VIL.25)

(ii) Ein Punkt xzy € X heifit globales Minimum von f <
Ve e X : flz) > f(xo). (VII.26)

(iii) Ein Punkt 2y € X heiit lokales Maximum von f &
36 > 0 Vx € Bg(xg,0) N X : flx) < f(xo). (VIL.27)

(iv) Ein Punkt 27 € X heiit globales Maximum von f :&
Vee X : flz) < f(xo). (VIL.28)

Satz VII.7. Seien X C R, f: X — R, g emn I.P. von X und f ber xy € X differen-
zierbar. Dann gilt:

xq st ein lokales Maximum oder Mz’m’mum] = [f’(xo) = 0]. (VIIL.29)
Beweis. Wir beweisen (VII.29) nur im Fall, dass z( ein lokales Minimum ist (die Be-
handlung des Falls eines lokalen Maximums ist analog). Es gibt also ein ¢’ > 0 so, dass

Vee (xg—00 20+ )NX:  flz) > f(xo). (VIL.30)

Weil 2o € X ein L.P. ist, konnen wir durch Wahl eines geniigend kleinen 0 < § < ¢’
erreichen, dass (zo — 6,29 +0) C X und daher sogar

Vo e (xg—0,x0+0): f(z) > f(xo) (VIL.31)
gilt. Fiir n € N seien nun 27 = zy + L definiert, sodass (xﬁf));o:l € [(zo— 0,20+ 0) \

{20 }]N zwei Folgen in (zo— 6, 20+ 9) \ {0} sind, die beide gegen xy konvergieren. Somit
sind einerseits

(+)y
flwo) = ,}Ln;{f g @0)} = ,}L“;o{ U W’)—f@o)l} =
>0 =0

und andererseits

=)y _ —
Plaw) = tim { A= I i {25 (500) — pan)] } < 0
i (VIL33)
was zusammen f’(xy) = 0 ergibt. O
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Eine Anwendung dieses Satzes ist der nun folgende Mittelwertsatz.

Satz VII.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R, a < b, f :
la,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es einen Punkt xo €
(a,b), so dass

Beweis. Wir setzen g : [a, b] — R,
Vo€ la,b: glx) = Wx — f(x). (VIL.35)

Dann ist auch g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b).
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1. Ist g(z) = ¢ konstant auf [a, b], so gilt

f(b) — f(a)
b—a

~P) = ¢@) = o, (VIL36)
sogar fiir alle z € (a,b). (In diesem Fall ist ndmlich der Graph von f eine Gerade.)

2. Sei ¢ nicht konstant auf [a, b]. Weil [a, b] kompakt und ¢ stetig auf [a, b] sind, nimmt
g in [a, b] sein Minimum und Maximum an, d.h. es gibt T, Tmax € [a, b], so dass

9(@min) = inf {g((a.])}, g(wmax) = sup {g([a,0])}, (VIL37)

und weil g nicht konstant ist, gilt

9(Tmin) < 9(Tmax)- (VIL38)
AuBlerdem ist
o(a) = f(bl)):i(a) ~ f(a) f(b)é;):jf(a)
f (bz)):i @y — 5a) = ). (VII.39)
Daher muss
entweder: Tmax € (a, ) und g(xm-m) = g(a) = g(b) < g($max)
(VIL40)
oder: Tmin € (a,b) ud  g(Tmm) < g(a) = g(b) = g(Tmax)
(VIL41)

oder (sogar): Tmins Tmax € (a,b) und g(azmm) < gla) = g(b) < g(a:max)
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gelten.

Gilt etwa (VI1.41), so ist 2y, ein innerer Punkt von (a, b) und ein lokales Minimum von
g und deshalb nach Satz VIL.7

b) —
0= (ru) = PO prie ), (VIL43)
—a
und T, ist der gesuchte Punkt in (VIL.34). Analog beweist man (VIL.34) fir (VII.40)
und (VIIL.42). O

Definition VII.9. Seien U C R und f : U — R.

monoton steigend
streng monoton steigend

J heibit monoton fallend n U
streng monoton fallend
oz
, : . flz) < f(
& Ve, o' elU, x <o f@) > f@) (VIIL.44)
flx) > f@)

Satz VII.10. Seien a,b € R,a < b und [ : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar
in (a,b). Dann gelten

> monoton steigend
> streng monoton steigend
Va e (a,b): fllx)d < 0| = | [ st monoton fallend in [a,b]
< streng monoton fallend
= konstant
(VIL.45)

Beweis. Seien z, 2’ € [a,b] und x < 2’. Dann ist die Einschrankung von f auf [z, 2’| auch
stetig auf [z, 2’] und differenzierbar auf (z,2z"). Nach dem Mittelwertsatz VIL5 gibt es
also einen Punkt xy € (z,2'), so dass

f@) = f(x) = (&' =) f'(x0). (VIL.46)

Somit ist wegen z’ —x > 0

(o) (VILAT)

AV
o
U
=
=
IV A
/&:
g\

Bemerkungen und Beispiele.
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e Die Umkehrung “<” gilt in (VII.45) im Allgemeinen nicht. So ist beispielsweise
f(z) := 2® auf ganz R streng monoton steigend, aber f/(0) = 0.

e Es gilt aber eine etwas schwichere Aussage als Umkehrung von (VII.45), ndmlich

monoton steigend >
fist{ monoton fallend 3in [a,b] | = |[Vze(a,b): fl(x) < 30
konstant =
(VIL4S)
VIIL.3. Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor
Definition VII.11. Seien U C R offen, f : U — R eine Abbildung und n € IN.
(i) f ist bei xo € U n-mal differenzierbar.
< Es gibt ein 6 > 0, so dass fir alle z € (xg — 0, 2o+ 9):
f ist differenzierbar bei x und f'(z) := % (x),
f'(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := L [f'](z),
f"(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := <L [f"|(z),
(VIL49)
[ (z) ist differenzierbar bei z und f"~V(z) := L [f=D](2),
[ (z) ist differenzierbar bei zo und [ () := L [f"=D](zy).
Wir schreiben die k. Ableitung auch als
d"f K
-5 (@) = F® (). (VIL50)
(ii) f ist auf U n-mal differenzierbar.
=
Vxg € U: fist bei g n-mal differenzierbar. (VIL51)

Satz VII.12 (Taylor). Seien a,b,z9 € R mita < xy < b, n € N, und f : (a,b) = R auf
(a,b) (n+1)-mal differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x € (a,b) \ {zo} ein 2’ € (x,x0)
[falls © < xo] bzw. 2" € (xg, x) [falls x > x], sodass

fx) = T.lf,v0;2] + Rupalf, wo; 7], (VIL52)
wober
k=0 ’
= o)+ (@ —a0) Fla) + EEE gy o EER gy

SoSe 2023, Seite 76



Kapitel VII. Differentiation

das Taylorpolynom n. Ordnung und

_ n+1
Rolf, wosa] = %f(nﬂ)(fcl) (VIL.54)

das Taylorsches Restglied (n+1). Ordnung sind.

Beweis. Wir konnen x > xy annehmen, der Beweis fiir + < xzy ist analog. Fiir alle
t € [zg, x] setzen wir

p(t) = Z{(t_k#f(k’(xo)}, (VIL55)
A o= % (f(z) - pla)) (VIL56)
und
A

T (t — xo)" (VIL57)

Beachte, dass fiir £ =0,1,2,...,n,

dot) _ 5~ e —a)'] SOl 7]
k!
k=0

dtt dtt k! dtt—1

mL ) (g B
= ... = Z{k—(f)? (t — xo)F " (VIL58)

Somit ist

n—~¢ f(m+£) (1‘0) )\(t o xo)nJrl—Z

O — FO — t— zg)™ . IL.
$00 = 100 - X e - S (VII.59)
Insbesondere sind
o) = 1)~ L 100 = 0, (VIL60)
gV (zo) = f'(z0) — f(lf()) +0-0 = 0, (VIL61)
g™ (z0) = f™(xz0) — fF™(z0) = 0 (VIL.62)
und
gt = D) — A (VIL63)
Nach Wahl von A in (VIL.56) folgt auerdem g(z) = 0, also
g(xg) = g(x) = 0. (VIL.64)
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Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 21 € (¢, x), so dass ¢'(z1) = 0. Also gilt

g'(x0) = g'(x1) = 0, (VIL65)
und der Mittelwertsatz impliziert abermals die Existenz eines xy € (9, 1) mit ¢"(x2) =
0, also

g//(xo)

g"(x2) 0, (VIL.66)

und damit wieder ¢"”(x3) = 0 fiir ein gewisses x5 € (zg,x2) u.s.w. SchlieBlich erhalten
wir ein 2,41 € (29, 2,) C (20, Tn-1) C ... C (x, ) mit

0 = 9(n+1) ($n+1) = f(n+1)($n+1) — A

also

(VIL67)

flz) = p($)+%-ﬂ"+” (Zn41), (VILG8)

und x,11 € (g, ) ist der gesuchte Punkt 2’

O
Bemerkungen und Beispiele.
e Fiirn € Ny und = € R gilt mit f(z) :=e”
fo@) = fM(2) = ... =fl(z) = flz) = €, (VIL69)
und insbesondere
f(0) = f(0) = f"(0) = f™(0) = 1L (VIL70)
Also ist

.§L’2 .’173 " xn—i—l
v _{q T —} < el (VILTL
e {irer gyt +n!‘_(n+1)!e’ (VILTL)

VeeR:

denn fiir 2’ € (—x,2) ist ¥ < elol,

e Fiir x =1 und n = 10 erhilt man

11 1 e
e—{2+§+§+...+1—0!}‘ = e~ (2,718281801)] < < < €-0,000002505,

(VIL.72)
also

2, 718281801
2,71827 < , 71828180

c . < 2,718281801
— 1,000002505 —

< 2,71829. II.
= 0,999997495 — , 71829 (VILT3)

e Sei folgende Aufgabe gestellt: Berechne sin(%) mit einer Genauigkeit von mindes-
tens 1076,
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Dazu wenden wir Satz VII.12 von Taylor auf f(x) = sin(z) mit a = —o0, b = 00
und xy := 0 an und berechnen die Ableitungen von f,

fOx) = sin(z), fO(2) = cos(x), fP(z) = —sin(z), fO(x) = —cos(x),

(VIL.74)
u.s.w. Insbesondere sind dann
fO0) =0, fO0) =1, f@0) =0, fO0) = -1, ... (VIL75)
und wir erhalten
Ts[sin, 0;2] = 0+ %x+0+_3—!1x3+0+éx5+0 = r— %3 +%50 (VIL.76)
sowie
R[sin, 0;2] = #S'(x/)xf (VILT7)

Wegen |cos(z’)] < 1 ist nach dem Satz VII.12 von Taylor dann fiir alle € R,
x #0,

ZL‘3 1,5 |ZL‘|7 |l‘|7
sin(z) (x =+ 120)' | R7[sin, 0; z]| < - 2040 (VIL.78)
Waihlen wir x = %, so erhalten wir
} sin(55) — (0,1—0,00016 + 0, 000000083)} (VIL.79)
— lsin(2) - (0.099833416)] < 0 _ 9.01
- ‘ S1n<10> ( ) )‘ — 5000 - )

d.h. mit nur drei Termen approximieren wir die Sinusfuktion von %0 sogar mit einer
Genauigkeit von 2 - 10711

e Setzen wir in (VIL.53) n = oo, so erhalten wir f(z) formal aus einer Potenzreihe
um xg, der Taylorreihe,

0 (2, i
flz) = Zf ( )(x—xo) . (VIL80)

k!
k=0

Fiir viele Funktionen kann man die Konvergenz dieser Reihe durch Abschitzung
der Taylorschen Restglieder in beliebig hoher Ordnung gewinnen. Aus (VIL.71)
sieht man, dass dies z.B. fiir f(z) = e” gelingt, und in der Tat ist die * definierende
Potenzreihe V.6 gerade die Taylorreihe um xy = 0.

e Es gibt aber auch viele Funktionen, fiir die (VIL.80) falsch ist. Betrachten wir z.B.

eV fiirz #0,
fz) = { 0 fire—0 (VIL81)

SoSe 2023, Seite 79



Kapitel VII. Differentiation

so ist f(x) > 0, fir o # 0, aber
YnelNy: f™(0) =0, (VIL.82)

d.h. die Taylorreihe von f um zy = 0,

> £(k)(Q
> / k'( ) = 0, (VIL83)
k=0 ’

verschwindet identisch. Damit konvergiert die Taylorreihe von f zwar, hat jedoch
mit der Funktion f nichts zu tun!

e Eine Anwendung der Taylorschen Formel (VIL.52) ist die Kurvendiskussion.

Ist f : U — R eine differenzierbare Funktion, so verschwindet zwar bei lokalem
Maximum oder Minimum die Ableitung f’, es ist aber noch nicht klar, wie man
entscheiden kann, ob es sich auch wirklich um ein Maximum oder Minimum han-
delt. Dies lésst sich erst bei Betrachtung der htheren Ableitungen sagen; Dariiber
gibt Satz VII.13 Auskunft.

Satz VII.13. Seien U C R offen, n € N, n > 2, und f : U — R eine auf U n-mal
differenzierbare Abbildung. Sei weiterhin xog € U, und gelte

fl(zo) = f'(x0) = ... = fO Y(xg) = 0, f™(x) #0, (VIL.84)
und sei f™ stetig in xo. Dann liegt folgende Situation lokal bei o vor:
- Ist n gerade und £ (xy) > 0, so ist xy ein lokales Minimum,
- Ist n gerade und f™(xq) < 0, so ist v ein lokales Mazimum,

- Ist n ungerade, so ist xo ein Wendepunkt von f.

Beweis. Wir zeigen nur, dass fiir gerades n = 2k > 2, also k € N und f¥)(z) > 0 ein
lokales Minimum vorliegt. Seien x € (xg — J, 29+ ) und 0 < § < 1. Nach dem Satz von
Taylor gibt es ein 2’ mit |z’ — zg| < |x — ], so dass

x — xp)2F 1 r—x
) = flaw) + o)) 4+ EE I oy Lo gy
_ (:U — x())% (2k) (7
= f(xo) + ECT FE (). (VIL.85)
Da f*) in z, stetig ist, gibt es ein & > 0, so dass
V]2 —zo| <&+ |fCP() — fOP(z0)] < % £ (), (VII.86)
fir |2" — zo| < ¢ also
FOR @) > O () — | FO () — O ()| > % F9 () > 0. (VIL87)
Somit gilt fiir alle z € R mit |2 — 20| < min{J, ¢’} auch
(:E _ 1‘0)% f(%)(l‘o)
> > . .
]
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VIl.4. Erganzungen

VIl.4.1. Beweis der Kettenregel

Beweis. (Beweis von Satz VIL.5) Sei a > 0. Dann gibt es geméfl Lemma VII.2 ein § > 0,
so dass, fiir alle y € V mit |y — g(x)| < 5 auch

1) = {Fawo)) + £/ (g(z))ly — glwo)}| < aily = glao) (VIL89)

gilt. Wir setzen v := min{f, a, 1} > 0. Weiterhin gibt es zu v > 0 ein 7 > 0, so dass, fiir
alle x € U mit |x — x¢| < n auch

9(@) = {g(w0) + g'(x0) - (@ = w0)}| < 7l — (VIL90)

gilt. Wir setzen

. g
K = minyn, ——— p > 0. VIL.91
) R
Dann gilt fiir alle |z — x| < k:
l9(@) = g(wo)| < (Ig'G@o)l + B)lw =zl < . (VIL92)

also auch

Flg@)) = { flg(@o)] + Flg(0)] - g/ (o) - (@ = w0)}|
< |7l = {Flg(@o)) + Flglwo)] - (9la0) ~ g(x0))}

+ | Flg@o| - Jo(@) - {g(z0) + ¢ (@)@ — w0)}, (VIL93)

und somit
[ Fl()) = { Flotwo)) + F'(g(0)lg o) (& — w0)}|
< alg(@) - glzo)| + Y=ol < |alg(w)| + ay+7] |z -l
< a(|g'(:c0)| + 2) Nz — 20, (VIL94)

da v < min{l, a}.

Fiir vorgegebenes € > 0 wahlen wir a := ¢ (|g’(x0)| + 2)71 und anschlieSend 3, v, n, und
Kk =:9 >0, wie in (VIL.89)—(VIL.91). Somit gilt fiir alle |z — x| < 6:

’f[g(x)] — {flg(@o)] + f'[(g(x0)] - ¢'(x0) - ( — xo)}’ < e-|x — x| (VIL.95)

O
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VI1.4.2. Zwischenwertsatz fiir die Ableitung

Fiir eine differenzierbare Funktion f ist die Ableitung f’ im Allgemeinen nicht stetig, es
gilt aber die folgende Aussage:

Lemma VIIL.14. Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differen-
zierbar auf (a,b). Seien x,x" € (a,b) mit x < 2', und f'(x) < f'(2'). Dann gibt es fir
gedes f'(x) < A < f'(a) einx <t <2, so dass f'(t) = \.

Beweis. Wir setzen
Ve<t<z': g(t):=f({t)—\t (VIL.96)
so dass,
g(x) = flley=A<0, ¢ = f@)—A>0. (VIL.97)
Daher gibt es ein 9 > 0, so dass
Vte (x,x+90): g(x) > g(t), (VIL.98)
Vte (o —6,2'): g(t) < g(a). (VIL.99)
Somit muss g in (x,z’) ein lokales Minimum haben, d.h.
Jte(z,2): 0 =gt = fllx)—\ (VIIL.100)
O

VI1.4.3. 0/0 und co/occ — Der Satz von L’Hospital

Satz VII.15 (L’Hospital). Seien U C R,z9 € U ein innerer Punkt und f,g : U — R
differenzierbar bei xog € U. Seien weiterhin

fxo) = g(x0) =0, VO<|z—mx0] <6: g(x) #0 (VIL.101)
fir ein gewisses 6 > 0, und g'(x¢) # 0. Dann ldsst sich f(x)/g(x) stetig in xq fortsetzen
mat

lim {M} - f,(%). (VIL.102)
z=wo | g(x) 9' (o)

Beweis. Fiir jedes oo > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle 0 < |z — x| < 6
| (2) = f (o) = f'(20)(z — wo)| < |z — ), (VIL103)
l9(x) = g(w0) — g'(x0)(z — x0)| < |z — . (VIL104)
Ist 0 < o < 3¢/ (z0)], so gilt auch insbesondere

g'(xo)

) |z — x| > 0, (VIIL.105)

l9(@)| = (lg'(z0)l — @)z — zo] >
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fiir alle 0 < |z — x| < 0. Damit erhalten wir

fl@)  flzo)| ‘(f'(%) +ap(2))(x —x0)  f'(x0)
g(x)  g'(xo) (g'(%) + %(90)) (x—x0)  g'(x0)

: (VIL.106)

wobei |ay(z)], |ag(x)| < o sind. Also ist, fiir alle 0 < |z — zo| <6,

flz) _ f'(xo) f'(wo) + ay(x) — f'(20)
g(x) g (xo) 9'(z0) + ay(z)  g'(0)

1
~ 19 (@o)| - |9/ (wo) + ()] [y (2) - o' (20) = ay() - f(x0)]
< s (1o o)+ 17 o)) (VIL107)

Ist nun € < 0 vorgegeben, so wahlen wir

/ 2
a = 9'(0)| -min{e, 1} > 0, (VIIL.108)

2(|g'(o)| + 1.f(z0)])
und beobachten, dass a < |¢'(x0)|/2. Also ist,

V0 < |z — 0| <5 fgg - g:gs; < e (VIL.109)
und somit
. M ~ f'(@o)
mlggo { ) } = ) (VIIL.110)
U
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