VI. Stetigkeit

VI.1. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen

Definition VI.1.
(i) Fiir alle z € K und r > 0 heifit

Bk (z,r) = {y cK ‘ ly — x| < T} (VL1)
offene Kugel vom Radius r um x.
(ii) Sei A C K eine Teilmenge. Ein Punkt x € A heifit innerer Punkt (I.P.) von A

& Ir>0: Bg(z,r) C A (VI1.2)

(iii) Sei D C K. Ein Punkt x € K heifit Haufungspunkt (H.P.) von D
= Vr>0: Bg(z,r)n(D\{z}) # 0 (VL.3)
& Vr>03ye D, y#ux: ly —z| <.

Bemerkungen und Beispiele.

o Fir K=R, z € Rund r > 0ist Bg(z,r) = (x —r,x + 1) das offene Intervall der
Léinge 2r um x.

e Fir K=C, z € C und r > 0 bezeichnet man Bg(z,7) = D(z,r) := {w € C:
|lw — z| < r} als offene Kreisscheibe vom Radius r um z.

e Fir K=R und a,b € R, mit a < b, sind

[a,b] = {z € R |xist H.P. von [a,b]} = {zr € R |z ist HP. von (a,b)},
(VI.4)

(a,b) ={x € R|xist LP. von [a,b]} = {z € R|xist LP. von (a,b)}. (VL5)

e Fiir K =R und A = {1, %, %, %, ...} ist die Menge der inneren Punkte leer, und

0 ist der einzige Haufungspunkt von A.

Definition VI.2.
(i) Eine Teilmenge A C K heifit offen

< Jeder Punkt in A ist ein I.LP. oder A =0
& VYreAdr>0: Bg(zr,r) CA (VI.6)
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(ii) Eine Teilmenge D C K heiit abgeschlossen
< D enthilt alle seine H.P. oder D = ()

& VeeK: (zist HP.von D = z € D). (VLT)

(iii) Eine Teilmenge C' C K heifit beschrankt

<= dJR<oo: CC Bk(0,R). (VI.8)

(iv) Eine Teilmenge K C K heifit kompakt

< K ist beschrankt und abgeschlossen. (VL.9)

Bemerkungen und Beispiele.

e K C K und () C K sind stets sowohl offen als auch abgeschlossen. Es gibt also
Mengen, die beide Eigenschaften besitzen.

o Fir K = R und a,b € R, mit a < b, ist (a,b) offen und nicht abgeschlossen,
hingegen ist [a, b] abgeschlossen und nicht offen.

e Fir K = R und a,b € R, mit a < b, sind (a,b] = {z € Rla < z < b} und
la,b) = {z € R|a < x < b} weder offen noch abgeschlossen. Es gibt also Mengen,
die keine der beiden Eigenschaften besitzen.

e Fir K =R und a,b € R, mit a < b, ist [a,b] abgeschlossen und beschrinkt, da
la,b] € (=R, R) = Br(0, R) mit R := |a| + |b| + 1. Also ist [a, b] kompakt.

Satz VI.3. Fir A C K sind folgende Aussagen gleichwertig:

Aist offen < A=K\ A ist abgeschlossen. (VI.10)

Lemma VI.4.
(i) Sind J # 0 eine Indexmenge und {A;};e; C PB(K) eine Familie offener Teilmengen
von K, so ist auch thre Vereinigung

U A, offen. (VL11)

jed

(ii) Sind Ay, Ay, ..., Axy C K endliche viele offene Teilmengen von K, so ist auch ihr
Durchschnitt

Al N A2 N---N AN oﬁen. (V112)

Bemerkungen und Beispiele.

e Glg. (VI.12) ist im Allgemeinen fiir den Durchschnitt unendlich vieler offener Men-
gen nicht richtig. Sind beispielsweise A,, := (—%, %), fir n € N, so ist (), A, =
{0} nicht offen.
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VI.2. Stetige Abbildungen

Definition VI.5. Seien U C K, U # () eine nichtleere Teilmenge reeller oder komplexer
Zahlen, zo € U und f : U — K eine Abbildung.

(i) f heit stetig in xq
Ve > 036 > 0Ve € UNBg(2o,6):  f(z) € Br(f(x0),¢). (VI.13)
SVe>030>0Ve eU, |[v—ao] <d0: |f(x)— flzo)| <e.

(ii) f heifit stetig auf U &

VageU: fist stetig in xo. (VI.14)

(iii) Wir schreiben
lim f(z) =y & (VIL.15)
T—T0

Y,y € U\ fro)™, lim {w} =20 lim {f(z)} =v.
Bemerkungen und Beispiele.

Fir U = K = R sind folgende Funktionen stetig auf R:
e Polynome p(z) = >""  c 2™,
e trigonometrische Funktionen sin(z), cos(x),
e die Exponentialfunktion e*.

(Begriindungen kommen erst spéter.)

Satz VI.6. Seien U C K, U # () eine nichtleere Teilmenge reeller oder komplexer Zah-
len, xo € U und f : U — K eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

f st stetig in zo € U} = [ lim {f(2)} = f(:co)]. (VL16)

In diesem Fall nennt man die Eigenschaft lim,_..{f(z)} = f(zo) Folgenstetigkeit
von f in xg.

Beweis.

“=": Seien (1,)%, € UN eine Folge in U mit z,, — xo und € > 0. Nach (VI.13) gibt es
ein 0 > 0, so dass mit |z — x| < § auch |f(x) — f(xo)| < € gilt. Da z,, — x( konvergiert,
gibt es zu obigem § > 0 auch ein ng € N, sodass

Vn>mng: |z, —xo| <6, (VI.17)
und daher gilt auch

Vn>ng: |f(xz,) — flxe)] < e (VI.18)

SoSe 2023, Seite 65



Kapitel VI. Stetigkeit

Zusammenfassend erhalten wir somit
Ve>03dno e NVn >ng: |f(x,) — f(xo)] < ¢, (VL.19)
was gerade lim,, ,..{f(x,)} = f(zo) bedeutet.
“<": Sei f nicht stetig in xq, d.h.
>0V >03xel, |[x—xo| <d: |f(z)— flxo)] > e. (VI.20)

Sei € > 0 nun eine solche Zahl. Setzen wir § := 1/n, so gibt es geméB (VI1.20) ein z,, € U
mit |z — x| < 1/n und |f(z,) — f(xo)| > &, fiir alle n € N. Damit ist (z,,)°%, € UY eine
konvergente Zahlenfolge in IK mit x,, — xg, weil |z, — 29| < 1/n. Andererseits ist aber
|f(zn) — f(xo)| > € > 0, und die Zahlenfolge (f(xn))zozl € K¥ konvergiert nicht gegen
S (o). .

Satz VI.7. Seien U C K, f,g: U — K stetig in xop € U und a € K.
(i) Dann sind auch [+ ag, f-g:U — K stetig in zo, und es gelten

Jim {f(z) +ag(@)} = lim {f(2)} +a lim {g(z)} = f(zo)+ag(zo).

T—T0

(VI.21)
Jim {f(z) - g(x)} = lim {f(x)}- lim {g(x)} = f(xo)g(zo). (VI22)

(i) Ist g(xo) # 0, so gibt es ein 6 > 0, sodass
vz € UN Bx(z0,6):  |g(z)] > %\g(azoﬂ > 0. (V1.23)

Weiterhin ist die Abbildung f/g : U N Bk(zo,d) — K stetig in xq, und es gilt

[f@Y) _ limew (@)} fl)
1 { } = T (g~ s (VI.24)

g(z)

T—T0

Beweis. Folgt direkt aus den Sétzen VI.6, IV.2 und IV.3. O

Satz VI.8. Seien U C K, U # 0, und g : U — K stetig in xg € U. Seien weiterhin
Vi=g(U) CK und f:V — K stetig in g(xg) € V. Dann ist fog:U — K stetig in
xo € U, und es gilt

Jim {f(g(2))} = f(g(x0)). (V1.25)
Beweis. Auch dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz VI.6. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Offensichtlich sind fo(x) =1 und fi(x) = z stetige Funktionen auf K. Die Stetig-
keit eines Polynoms

p(x) =co+erw+ e’ + .. +eya (V1.26)

- (CO'fo+01'f1+Cz : [f1]2+---+CN'[f1]N)[$]
folgt nun aus Satz VIL.7.
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e Seien zy € C und z € D(z, 1). Dann ist

z 2 z—2 z - Z_Z E 2
le*—e®| = |er70 —1] - |e™| = ; 0) ’ 2 0;0! (VI.27)
— |z — 20|" — 20"\ |z — 20/* — | 20"
< (X5 (25 - Ho@ i) (25)
> _ k OO n
<lal (S5 (S 5) < el < e doin
=0 n=

Somit ist lim, ., {e*} = e®, fiir alle 2y € C, und exp : C — C ist stetig auf C.

e Mit K = C, g(2) = —2? und f(w) = ev folgt aus der Stetigkeit von f und g auf C
folgt mit Satz VI.8 auch die Stetigkeit von (f o g)[z] = exp[—2?] auf C.

VI1.3. Erhaltung topologischer Eigenschaften
durch stetige Funktionen

Satz VI1.9. Sei f : K — K eine Abbildung. Dann sind folgende drei Aussagen gleich-
wertig:

f st stetig auf K; (VI.28)
& Ist V C K offen, so ist auch das Urbild f~'[V] offen, d.h.

{VCKistoffen = f'[V]={ze€K|f(z) €V} ist offen}; (VI.29)
& Ist V C K abgeschlossen, so ist auch das Urbild f~'[V] abgeschlossen, d.h.

{V C K ist abgeschlossen = f~'[V] = {z € K|f(z) € V} ist abgeschlossen}.
(V1:30)

Satz VI.10. Sind f : K — K eine auf K stetige Abbildung und K C K kompakt, so ist
auch die Bildmenge f(K) :={f(z)|z € K} von K kompakt.

Korollar VI.11. Sind f : K — R eine auf K stetige Abbildung und K C K kompakt,
50 gibt €S Tin, Tmax € K, so dass

F(omn) = mE{FK)} und  f(omw) = sp{f(E)}.  (VL3D)

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir Korollar VI.11 hat sich auch folgende Sprechweise eingebiirgert:
Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum thr Maximum und Minimum
an.

e Auflerdem schreibt man in dem Fall, dass fir A C R auch inf{A} € A bzw.
sup{A} € A gilt,

inf{A} =: min{A} und sup{A} =:max{A}. (VI1.32)
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e Sind K C K kompakt und f : K — R* stetig auf K, so ist

inf{f(K)} = min{f(K)} > 0. (VL.33)

e Fiir f: RS — R*, f(z) = e %, ist U := Ry nicht kompakt, und daher iiberrascht
es auch nicht, dass

inf{f(U)} = 0 ¢ f(U). (VI.34)
e Fiir a > 0 ist K := [0, a] kompakt, und mit f: K — R und f(z) = e™* gilt

inf{f(K)} = min{f(K)} = ¢ * € f(K). (VI.35)
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