V. Reihen

V.1. Definitionen und Beispiele

Definition V.0.1. Sei (a,)2°, € KN eine Zahlenfolge. Dann heifit die Folge (s,,)%_; €
KN, mit

Sm 1= ian, (V.1)
n=1

o0

Reihe in K und s, nennt man die m. Partialsumme (dieser Reihe). Ist (s,,)%°_;

konvergent, so schreiben wir
Zlan = Agréo{sm} = 7711_{%0 { Zlan}. (V.2)

Eine Umschreibung des Cauchy-Kriteriums, Satz IV.7, und des Monotoniekriteriums,
Satz IV.3, von Folgen auf Reihen liefert

Lemma V.1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Sei (Y. an);o:1 € KY eine Reihe in
K. Dann gilt
(Z an> st konvergent <
m=1
n=1
Ve>0dnge NVm>n>ng: Zak < e. (V.3)
k=n

Lemma V.2 (Monotoniekriterium fiir Reihen). Sei (a,,)5%, € (Rg)N eine Folge nicht-
negativer Zahlen. Dann gilt

m

{(Z an)oo 15t konvergent in IR(J{} & {(Z an)oo 18t nach oben beschrdnkt}.
1 m=1

m=1
n—= n=1
(V.4)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir beachten, dass man nicht nur Reihen als spezielle Folgen gewinnen kann,
sondern dass man auch umgekehrt Folgen als spezielle Reihen auffassen kann,
namlich mit a,, ;== s,, — Sn—1.

49



Kapitel V. Reihen

e Aus der Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen, Lemma V.1, gewinnt

man mit der Wahl m = n > ng sofort auch das Nullfolgenkriterium: Ist
(an:1 an):zl € KN eine konvergente Reihe, so ist (a, )%, auch eine Nullfolge,

lim,, ,o a, = 0. Meistens wendet man die Umkehrung dieser Aussage an: Wenn

a, — 0, n — oo, nicht gilt, muss die Reihe (Zle an)::1 divergieren.

e Sei A € K mit 0 < |[A\] < 1. Dann ist die geometrische Reihe (/" )\”)::0
konvergent in KK, und es gilt

> 1
P\ ——— V.5
% — (V.5)

Aus

m+1

(1 —A)(Zm:A") - iv—iv“ - zm:)\" 3N = 1A (V)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

folgt némlich

s ._i)\n_ﬂ%L (V.7)
T ) IEDY '

fiir m — oo.

e Die harmonische Reihe (> 7" 1)™ e (R§)N ist divergent, dies folgt aus
Satz V.10 von Cauchy. In der Tat konnen wir spéter leicht mit Hilfe der Integral-

rechnung zeigen, dass ", % ~ In(m) unbeschrinkt wichst, falls m — oo.

e Satz V.10 liefert aber auch die Konvergenz der Reihe (Y0, -L)™ e (RN, fiir
jedes p > 1.

(e 9]

V.2. Absolute Konvergenz
Definition V.2.1. Eine Reihe (E;”Zl an):zl in K heifit absolut konvergent

& Die Reihe ( g |an|)Oo ist konvergent in Ry . (V.8)
m=1
n=1

Lemma V.3. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Ist die Reihe (Zm an)::1 € K™ absolut konvergent, so ist (22:1 |an|)::1 €

n=1
(Rg)™ konvergent. Zu jedem & > 0 gibt es also ein ny € IN, so dass

Vm>n>ng: Z|ak| < e (V.9)
k=n
Mit der Dreiecksungleichung gilt dann auch
Vm>n>ng: ‘Zak‘ < Z|ak\ < &, (V.10)
k=n k=n
also ist nach Lemma V.1 (>0 an);o:1 konvergent in IK. O
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Bemerkungen und Beispiele.

e Nicht jede konvergente Reihe ist auch absolut konvergent. Um dies zu sehen be-
trachten wir die Reihe (Zn 1 an) _, mit a, = (_1)n+1% cR.

Wir beobachten, dass fiir m = 2k gilt

Sop =1 — ot s — (V.11)

N—= N
W= Wl
N e N

+
+

IN

+
1 1 1
1 - +-ot 2k ot ora T gz T S22
—_——

>0

Also ist die Folge (s2)32, der Partialsummen mit gerader Zahl von Summanden
monoton wachsend. AuBerdem ist wegen 2¢(2¢ — 1) > ¢?

k

1 1 : 1 "1
Sop = ;(ﬁ_ﬁ> = ;m < ;E_z < const < oo (V.12)

beschréankt, da die Reihe (Zz 1 %) konvergent ist. Somit ist die Folge (sqx)72
konvergent.

Sei nun € > 0. Da (s9)52, konvergent ist, gibt es ein kg € INy so, dass

)

\V/EZ/{?Z]{JQ . |82g—82k| S —-. (Vlg)

w

Wir wahlen ng € IN so grof3, dass ng > 2ko + 2 und 1 < £ ist. Sind nun m,n € N
mit m > n > ng, so gibt es eindeutige Zahlen ¢, k € ]N gl > k > kopund o, 7 € {0, 1},
sodass m = 2( + o und n = 2k + 7 gelten. Damit erhalten wir aus (V.13)

|$m — Sn| = |S2010 — Soktr| < |S2040 — S20| + |S20 — Sox| + |Sok — Sokr]
1 € 1 €

< — 4 — —<— —< . 14
_2£+3+k_3+3+3_8 (V.14)

Also ist (s,,)2, eine Cauchy-Folge und daher auch konvergent.

e Andererseits ist (> .- (—1)"“%)?21 nicht absolut konvergent, denn

n=1

(>, \(—1)"“%\)?21 =(>r, %):ﬂ ist divergent.

Eine fundamentale Eigenschaft absolut konvergenter Reihen ist die Tatsache, dass auch
“Umordnungen” absolut konvergieren, und zwar alle gegen denselben Grenzwert.

Definition V.3.1. Seien (a,)3, (b,)22, € KN Zahlenfolgen. Die Reihe (>, bn):zl
heift Umordnung der Reihe (Y} a,) | &

m=1

dBijektion 0 :IN = IN Vn e IN: b, = ay(). (V.15)
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Satz V.4 (GroBer Umordnungssatz). Seien (Y. an);ozl eine Reihe in K und

n=1

(>, bn)::1 eine Umordnung von (>, an)::r Dann gilt

(1) { (i an> - 1@'315 abs. konv.} & { (i bn) ist abs. konv.}, (V.16)
n=1 m= n=1

(17) { (i an>oo lz'st absolut konvergent} = { i a, = i bn}. (V.17)
n=1 m= n=1 n=1

Umgekehrt zeigt der nun folgende Satz, dass jede konvergente, aber nicht absolut konver-
gente Reihe in R so umgeordnet werden kann, dass sie gegen jeden beliebigen vorgegeben
Grenzwert konvergiert.

Satz V.5. Sei (Em an);o:1 eine Reihe in R, die konvergent, aber nicht absolut konver-

n=1
00

gent ist, und seien o, 5 € R, < 3, beliebig. Dann gibt es eine Umordnung (Z,T:l bn)

o0
von (Y0 an), -, so dass

m=1

liminf{t,,} = «, limsup{t,} = 05, (V.18)

m—00 m—00

wobei ()50, die Folge in R mit t,, ==Y - b, ist.

Eine Anwendung von Satz V.4 ist das Cauchy-Produkt.

Dazu betrachten wir zwei Zahlenfolgen (a,, )2, (b,)%, € KN und die zugehorigen Rei-
hen (Z?:o an):ﬂ, (Z?:o bn)::1 in K, die wir als absolut konvergent annehmen. Wir
bilden nun

Cy ‘= aobo, (V].g)

Ccl = a0b1 + albo, (VQO)

Cy = Clobz -+ Clel —+ CLQbQ, <V21)

Cp, = aobn -+ Cblbn,1 + ...+ anbo = Z Q. bn,k, <V22)
k=0

fiir n € Ny, und betrachten die Reihe (Effzo cn):zl, das Cauchy-Produkt der Reihen

(Xnz0an) g wnd (30gba),,

Satz V.6 (Cauchy-Produkt). Seien (Y 7" jan) . (D0 bn):zl zwei absolut konver-
gente Reihen in K und ¢, := EZ:O aibn_1, fiirn € Ng. Dann ist das Cauchy-Produkt
(anzo cn)zz1 absolut konvergent in K, und es gilt

o0
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V.3. Konvergenzkriterien

Fiir die Uberpriifung, ob eine Reihe konvergent oder divergent ist, diskutieren wir drei
Konvergenzkriterien: das Majorantenkriterium, das Wurzelkriterium und das Quotien-
tenkriterium.

Satz V.7 (Majorantenkriterium).
(i) Ist (a,)2, € KN eine Zahlenfolge und ist (b,)22, € (Ry)™ eine Folge nichtnega-
tiver Zahlen, sodass (>, bn)fno:1 (absolut) konvergent ist und |a,| < b, fir alle

n € IN gilt, so ist auch (Z?Zl an);ozl absolut konvergent in K.

(ii) Sind (a,)22, € (RGN und (b,)22, € (RJ)N 2wei Folgen nichtnegativer Zahlen,
sodass (Zle bn)::1 divergent ist und a, > b, fir alle n € N gilt, so ist auch
(>, an):zl divergent.

Beweis.
(ii) Die Reihen iiber (a,)>%; € (R)N und (b,)22, € (R{)N sind jeweils genau dann

konvergent, wenn (s,,)%_; bzaw. (t,,)2°_, nach oben beschriinkt ist, wobei s, := > ay,
und &, := Y0 b,. Wegen der Divergenz von (Y1 b,) " ist (t,)5e_; unbeschrénks

somit auch (s,,)%_, da s,, > tn, > 0. Also ist auch (Y7, an)::1 divergent.

Zu (i): Fiir e > 0 gibt es, wegen der Konvergenz von (Enm:1 bn)zzp ein ng € IN, so dass

m

Vm>n>mng: Z|ak| < Zbk < e. (V.24)
k=n

k=n

Also ist ( o an)::1 absolut konvergent und somit auch konvergent, nach Lemma V.3.
O

Satz V.8 (Wurzelkriterium). Sei (a,)2%, € KN eine Zahlenfolge.
(i) Gilt

limsup { {/]an|} < 1, (V.25)
n—oo

so st die Rethe (Enmzl an)zz absolut konvergent in K.

(i) Gilt

1

limsup { {/|a,|} > 1, (V.26)

n—oo

so ist die Rethe (Zle an)::1 divergent in K.

Beweis.
Zu (i) Sei o = limsup, . {/]a,|} < 1. Fiir ¢ := 5% > 0 gibt es dann nach
Satz IV.4 (ii) ein nyg € IN, so dass

Vn>ng: Vla < a+e = < 1. (V.27)
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Also ist, fiir alle m > n > ny,

St = S < (52 < (505 (52
(5 e - () () was

2

Wegen HTO‘ < 1 folgt lim,, {(HTO‘)n} = 0, und somit ist nach dem Cauchy-Kriterium
fiir Reihen (Z;nzl an)::1 absolut konvergent.

(GeméB (V.27) ist |a,| < (%)™ eine summierbare Majorante und die Behauptung hétte
sich nach (V.27) auch direkt aus Satz V.7 (i) ergeben.)

Zu (ii) Seien o := lim, ,eosup { {/]a,[} > 1 und € := %1 > 0. Dann gibt es eine

Teilfolge (an, )52, mit

1
vieN: Wfla,l > a-c = 0‘; > 1 (V.29)

Dann sind

1\
VieN: la,| > (O‘; )= (V.30)
Um zu zeigen, dass (Zle an)::1 divergiert, beweisen wir, dass das Cauchy-Kriterium
nicht erfiillt ist. Seien ndmlich § := % und ng € IN irgend eine natiirliche Zahl. Dann gibt
es ein j € N, so dass n; > ng, und

= lan| > 1>4 (V.31)

Fiir m :=n := n; > ng ergibt sich daraus ein Widerspruch zum Cauchy-Kriterium. [

Bemerkungen und Beispiele.

e Fir limsup,, . /|a,|] = 1 gibt es keine allgemeine Aussage. Beispielsweise ist
nf L

npP

konvergent in R und (> 1)::1 divergent in R.

n=1n

— 1, mit n — oo, fiir alle p > 0, es ist aber (Zm L )oo absolut)

n=1 n2 m=1 (

Satz V.9 (Quotientenkriterium). Sei (a, )22, € KN\ {0} eine Zahlenfolge.
(i) Fir

limsup{w} <1 (V.32)

n—o0

ist die Reihe (Zm an)::1 absolut konvergent.

n=1
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(i1) Gibt es ein ng € N, so dass

1, (V.33)

so ist die Rethe (Enm:1 an)::1 divergent.

Bemerkungen und Beispiele.

e Ein Vergleich mit Bedingung (V.26) aus dem Wurzelkriterium fiir die Divergenz
einer Reihe wiirde, {ibertragen auf das Quotientenkriterium, die Bedingung

lim sup { 1] } > 1 (V.34)

n— o0

fiir die Divergenz einer Reihe suggerieren. Dies ist jedoch falsch,! wie das folgende
Gegenbeispiel illustriert.

e Fiir

P { 37", falls n ungerade ist, (V.35)

277+l falls n gerade ist,

ist (a,)°%, sicher konvergent, da |a,| die summierbare Majorante 27"*! besitzt,

aber

. |an+1| } . |a2k+1| . 22k . 2k

lim sup { > limsup = limsup{ —- » = limsup{ (2 =
n—00 |a'n| k—00 |a2k| k—00 3_2k k—o0 { (2) }

(V.36)

V.4. Exponentialfunktion und
trigonometrische Funktionen

Eine der wichtigsten Anwendungen der obigen Konvergenzkriterien ist die Darstellung
bzw. Definition elementarer Funktionen durch Potenzreihen. Wir beginnen mit der Ex-
ponentialfunktion.

e Seien z € C\ {0} und a, := z"/n!. Wir beobachten, dass

awial __Jeenl
|| (n4+ 1) |z (n+1)

— 0, n— o0 (V.37)

. |an+1| T |Z| _ : |Z| _
llir;s;}p{ ) = hlglﬁs;ip percl S nh_)nolo el S 0 < 1. (V.38)

Hech danke Ch. Brauer und B. Komander fiir diesen Hinweis.
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Mit Hilfe des Quotientenkriteriums, Satz V.9, sehen wir also, dass die Reihe ( S ﬁ) oo:1

n=0 n!/m
absolut konvergiert. Den Limes dieser Reihe nennen wir Exponentialfunktion,

o0 n

z
exp: C— C, explz] = ZO prt (V.39)
Dabei vereinbaren wir, dass exp[0] := 1, d.h. hier ist Konvention 0° = 1 sinnvoll

und die Reihe fiir exp[0] besitzt nur einen nicht-verschwindenden Summanden.

e Analog seien z € C\{0} und ¢;, := (—1)k2%*/(2k)! sowie s3, := (—1)F221/(2k+1)!.
Dann sind

. ‘Ckﬂ‘} . { Els }
lim su = limsu =0 < 1, V.40
,Hoop{ el P\ 2k 1 2)(2k + 1) (V-40)

: |8k+1|} : { |2* }
lim su = limsu =0 < 1, V.41

und die zugehorigen Reihen, die Kosinusreihe cos|z| und die Sinusreihe sin|z],

> (_ )k 2k > 2k+1
coslz] = Z OO sin|z Z 21{: R (V.42)
k=0 ' =0

sind absolut konvergent fiir z € C \ {0}. Fiir z = 0 ergibt sich cos[0] = 1 und
sin[0] = 0.

e Weiterhin beobachten wir, dass wegen % = (—1)k

A . 20 in n o0 ok 2k 00 2k+1 ,2k+1
e’ = expliz] = Z oy ok + Z k1) (V.43)
n=0 k=0
oo )k 2k 0 (_1)k 2kt
= Z ZZ% = cos|z] + 1 sin|z]
k=0 k=0

fiir alle z € C gilt.

e Insbesondere sind dann

cos[—z] = L Z = coslz], (V.44)

Y
sin[—z] = g 21{: n 1)) kzg 21{: D = —sin[z],  (V.45)
oo 1 - -
5(6 +e %) = é(cos[z] + isinz] + cos[—z] +isin[—2]) = cos[z], (V.46)
| N | - - L
Z(e e ) = %(Cos[ z] +isinfz] — cos[—z] — isin[—2]) = sin[z]  (V.47)
folgen
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e So erhalten wir fiir alle z € C die hyperbolischen Funktionen aus den trigonome-
trischen durch

1
cosh(z] := cosliz] = §(€z + %) Kosinus Hyperbolicus, (V.48)
. | 1 _ . .
sinh[z] := = sin[iz] = é(ez —e~?) Sinus Hyperbolicus. (V.49)
i

e Definieren wir auflerdem die Binominalkoeffizienten

|
Vm,n € No,m > n: (L L, (V.50)
n nl(m —n)!
so gilt
VmeNyzweC: (z4w)” = Y (7:) 2™, (V.51)

Setzen wir a,, := %7: und b, := %T, dann erhalten wir also fiir das Cauchy-Produkt

m m oM M
D STV S e s
n=0 n=0
1 & ! m
m! n!(m —n)! m!

Also gilt das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion

Vz,we C: explz]-explw] = (ian>(ibn> = (icm) = explz + w).

B (V.53)

e Schliefflich erhalten wir die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktio-
nen und komplexe Argumente z,w € C, etwa

cos|z] cos[w] — sin[z] sin[w]
1 iz 1z 1w —tw iz —iz w —iw
:Z(e +e ) (e +e )—4—Z,2(e —e ) (e —e ™)
_ i(ezz—i—zw —zz—l—zw + eiz—iw + e—iz—iw + eiz—l—iw o e—iz-‘riw o eiz—iw + e—iz—iw)
= %( i) o emiE ) = cosz + w), (V.54)

und genauso sin[z + w] = sin|z| cos[w] + cos|z] sin[w].
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V.5. Ergdnzungen

V.5.1. Der Satz von Cauchy zur Konvergenz von
Reihen nichtnegativer, monotoner Summanden

Satz V.10 (Cauchy). Sei (a,)52, € (R$)N eine monoton fallende Folge nichtnegativer
Zahlen. Dann gilt

m l
{ (Z an> st konvergent in Ra’} & { (Z ok . a2k> st konvergent in IRBL}.
! m=1 1 (=1
(V.55)
Beweis. Wir setzen
m l
Sy 1= Zan und = Z 2 o (V.56)
n=1 k=1

Konvergenz von (an:1 an)::1 bzw. (22:1 QkCLQk);il ist dann nach Lemma V.2 dqui-

valent zur Beschranktheit von (s,,)5°_; und (t,)72; nach oben. Es geniigt also zu zeigen,
dass

[(sm)ﬁi’zl ist nach oben beschréinkt.] & [(tg)?il ist nach oben beschréinkt.} (V.57)
Fiir m < 2°¢ ist

smSa1+(a2+a3)+(a4+a5+a6+a7)+...+(a24+a24+1+...+a24+1,1) .

. J

P
2¢ Summanden

(V.58)
Wegen a,, > a1 sind
a < ar,  az+az <20y, ag+as+ag +ar < dag,
e lge F Qg A < 20 age. (V.59)
Also gilt
S < a4 2as +4dag 4+ ...+ 20ay = t; (V.60)
und somit
sup {s,, |m € N} < sup {t,| ¢ € N}. (V.61)
Fiir m > 2¢ ist jedoch
Sm > a1 +az + (ag + a4) + (a5 + ag + a7 + as)
+ oo (agemrgy Fage1o+ ..+ ax)
T e
> %al + as + 2a4 +4ag + ...+ 2£’1a2e
1 , 1
=5 (a1+2a2+4a4+...+2 aze) = §tg, (V.62)
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wiederum wegen a,, > a,1. Somit ist

sup {s,, | m e N} > % sup {t, | ¢ € N}. (V.63)
U
V.5.2. Beweis des GroBen Umordnungssatzes V.4
Zu (i): Seien o : N — N, 07! : N — IN Bijektionen, so dass
VnelN: aym) = by, an = by1(n). (V.64)
Fir m € IN setzen wir
A(m) = max{o(1),0(2),...,0(m)}, (V.65)
B(m) = max{o'(1),07'(2),...,0 " (m)}. (V.66)

Wir betrachten nun die monoton steigenden Folgen (s,,)5°_,, (t,,)50_; in R, wobei
m

= lanl,  tw = > |bal. (V.67)
n=1 n=1

Wir beobachten, dass, fiir jedes m € N,

A(m)

- Z|aa(n)‘ < Z an] = Sa@m); (V.68)
n=1 n=1
m B(m)
= D |boiwl < Z |bul = tBm)- (V.69)
n=1
Somit ist
sup{t,,} < sup{sA b < sup{sm} < sup{tB b < osup{tn ), (V.70)
melN melN
also
sup{s,} = sup{tm} (V.71)

meN

und (s,,)°_; ist genau dann konvergent, wenn (t,,)°_, konvergent ist, nach Satz IV.3 (7).
Zu (ii): Seien m € N und B(m) wie in (V.66). Dann ist B(m) > m und

{o7'(1),07"(2),...,07 (m)} C {1,2,...,B(m)}, (V.72)

o(c7'(1),0(c7'(2)),....,0(c7 (m)) } (V.73)
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impliziert. Also ist Q,, := {U(n)}fgf) oA{1,....,m}

B(m)
Z b, — Z a, Z ap — Z ap = Z ar, (V.74)
n=1 n=1 k€EQm ke{l,....m} k€Qm\{1,...,m}

und wegen Q,, C {1,2,..., Ao B(m)} ist dann

B(m) m AoB(m) o0
Sn-Yal s Y el Y el < Y Jal (V.75)
n=1 n=1 keQm\{1,....m} n=m+1 n=m+1
Ist nun € > 0, und ist mg € IN so grof}, dass
m m 6
Vm > my : Z |ay|, Z b, < 3 (V.76)
n=mo+1 n=mo+1
dann sind, wegen B(m) > m,
%) B(mo) c
— b= Y b| < - V7T
| 2 = ?Z 2 ; (V.77)
Also ist mit (V.77) und (V.75))
00 ) 0o B(mo) mo %
DIUEDIARI DD DA ?Z Z DI I
n=1 n=1 n=1 n= n=1 n=1 n=1 n=1
2 [e.e]
<3+ ] < e (V.78)
n=mo+1

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt } S by =Y an} =0, also

n=1
ib" = ian. (V.79)
n=1 n=1

V.5.3. Beweis von Satz V.6 zum Cauchy-Produkt

Selen a == Y " jan, b= > 7 by, A = > lan|, B = > " |bn|. Sei weiterhin
e > 0. Wegen der absoluten Konvergenz von (ZZ‘;O an)::o und (ZZOZO bn);ozo gibt es
ein ng € N, so dass, fiir alle n > ny,

n

- < p-Xa] <. (V.50
k=0

k=0

- IS - £
A= al| < , B—=) |ol| <
A+ B A+ B
k=0 k=0

(V.81)
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Wir beobachten nun, dass fiir M > 2m, M,m € IN

M M n m M M M
Dodeal = D0 > lawl bakl < D0 aallbsl + D> laallbsl (V82)
n=2m n=2m k=0 a=0 f=m a=m =0

Also ist, fiir M > 2m > m > ny,

S el < (3 laal) (f]bm) + (fjw) (3 ml)
n=2m a=0 =m a=m =0
< (A+B)-<Aj8) _ (V.83)

Somit ist (Z::O cn)::() absolut konvergent. Auflerdem ist

=3 < o= (S (S| + (S (X0 - S

n= a=0 a= =0 =

i B + ’Zaa ’b—ZbB’

a=0

IN

() () + (3 laal) (301
a=0 B=m a=m B=0
<e(lb|+A+A+B) < 2(A+ B)e, (V.84)

also gilt auch (V.23).

V.5.4. Riickfiihrung des Quotientenkriteriums
auf das Wurzelkriterium

Beweis von Satz V.9 [Quotientenkriterium)].

Zu (i) Sei B :=limsup,, . { ‘“”“‘} € Ry . Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ny € IN, so

|an|
dass

Vn>ng: ‘THT‘ < B+e, (V.85)
an
nach Satz [V.4 (ii). Also ist
|an| |an—1| |an0+1| _
Vn > ng : a,| < . nol < (B42)""]an,l, (V.86
0 | | |an—1| |an—2| |an0| | 0| (ﬁ ) | 0| ( )
und daher

Y9an] < (B+¢) Vlan| - (B+e)™ — B+e, fiirn— oo. (V.87)
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Somit erhalten wir, dass

limsup { /]a,|} < B+e. (V.88)
n—oo
Im Limes ¢ — 0 folgt damit, dass
limsup { {/|a,|} < B = limsup{%}, (V.89)
n—o00 n—o00 Qp,

und (7) folgt nun aus dem Wurzelkriterium.

Zu (ii) Sind umgekehrt ny € IN und

a
Vn>ng: |‘Z+‘1| > 1, (V.90)
n
SO ist
Vn g Jan > b el el oo (V.91)
lan—1] |an—2] | |

Also ist (a,)$2, keine Nullfolge, und das Nullfolgenkriterium ergibt die Divergenz der
zugehorigen Reihe. O
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