Il. Reelle und komplexe Zahlen

11.1. Korper

Im vorigen Kapitel I haben wir die wichtigsten Zahlenmengen bereits genannt:

die natirlichen Zahlen,

N = {1,2,3,...}, (IL.1)
die ganzen Zahlen,
Z = {0,4+1,—-1,42,-2,...}, (I1.2)
die rationalen Zahlen,
Q = {g ‘pEZ,qG]N}, (I1.3)

sowie die reellen und die komplexen Zahlen,
R und C. (I1.4)

Wir wenden uns zunéchst IN, Z und Q zu.

e Fiir a,b € IN ist auch a + b € IN. Diese Tatsache bezeichnet man als Abgeschlos-
senheit von IN beziiglich Addition.

e [.A. gilt a—b € IN jedoch nicht. Dafiir geht man von IN zu Z iiber; fiir a, b € Z sind
a+bund a — b € Z. Insbesondere ist 0 das neutrale Element beziiglich Addition
in Z: a+ 0 =0+ a = a. Man sagt, dass Z beziiglich der Addition + eine Gruppe
bildet; diesen Begriff haben wir in der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik
ausfiihrlich behandelt.

e Weiterhin ist Z auch beziiglich Multiplikation abgeschlossen, d.h. fiir a,b € Z
ist auch a-b € Z, und es gilt das Distributivgesetz, a(b + ¢) = ab + bc. Somit
ist Z beziiglich der Addition + und der Multiplikation (-) ein Ring; diesen Begriff
haben wir in der Vorlesung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik ebenfalls ausfiihrlich
behandelt.

e Schliefilich gelangt man von Z zu @ durch die Forderung, dass auch Abgeschlossen-
heit beziiglich Division gelten soll: Fiir a,b € Q sind a+0b,a—b,a-b € Qund § € Q,
falls b # 0. Diese Eigenschaften von @ stehen auch exemplarisch fiir die allgemeine
Definition eines Kdrpers; auch diesen Begriff haben wir in der Vorlesung Lineare
Algebra fiir Elektrotechnik behandelt, kniipfen aber nochmal neu daran an:
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Kapitel II. Reelle und komplexe Zahlen

Definition I1.0.1. Eine nichtleere Menge F # () heift Kérper! :&
Auf F sind Addition + : F x F — F und Multiplikation (-) : I x F — F definiert,
die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) F ist beziiglich Addition eine kommutative Gruppe mit neutralem Element Null
0 € I, d.h. fiir es gelten 0 4+ a = a, fiir alle a € I, und weiterhin

Va,b,cel: (a+b)+c =a+(b+c), a+b=b+a, (IL5)

VaeF 3 (—a)elF: a+(—a) = 0; (I1.6)

(ii) I\ {0} ist beztiglich Multiplikation eine kommutative Gruppe mit neutralem Ele-
ment Eins 1 € '\ {0}, d.h. es gelten 1-a = a, fiir alle a € I\ {0}, und weiterhin
Va,b,ce F\{0}: (@a-b)-c =a-(b-¢c), a-b=b-a, (IL7)

Vae]F\{O}H%e]F\{O}: ol — 0. (I1.8)

(iii) Es gilt das Distributivgesetz
Va,b,cel: a-(b+c¢) = a-b+a-c. (I1.9)

Bemerkungen und Beispiele.

e Aus 0+0 = 0folgt 0-a+0-a = (0+0)-a = 0-a, woraus wir 0-a = 0 durch Addition
von —(0 - a) fiir jedes a € IF\ {0} gewinnen. Insbesondere gilt dann 1-0 = 0, und
(I1.7) lasst sich auf alle a,b, ¢ € F erweitern.

e Geméf Definition I1.0.1 enthélt jeder Koérper IF mindestens Null und Eins, 0,1 € T,
und diese sind voneinander verschieden.

e Der kleinst(moglich)e Korper ist Zs = {0,1}, und in der Tat ist dies ein Korper
mit 0+0=0,0+1=140=1,141=0und0-0=0,0-1=1-0=1,1-1=1.

e Die Mengen IN und Z O IN der natiirlichen und der ganzen Zahlen sind keine
Korper.

e Die Menge @ O Z der rationalen Zahlen ist ein Korper, und zwar der kleinste, der
7, enthalt.

11.2. Das Supremumsaxiom
Wir erinnern als Néchstes an den Begriff der totalen Ordnung, den wir schon in Defini-
tion 1.0.1 kennengelernt haben.

Definition I1.0.2. Eine Menge S # () heifit total geordnet beziiglich ,<* &

() Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen

a<b,a=bodera>b.
(i) Siid a,b,c € S,und gilt a < bund b < ¢, dann gilt auch (IL.11)
a<c.

(11.10)

lengl.: field
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Das Symbol ,,<“ heiit Ordnungsrelation auf S.

Beispiele fiir total geordnete Mengen sind IN, Z, QQ und -wie wir spéter sehen werden-,

auch R.

Definition II1.0.3. Seien S # () eine beziiglich ,,<* total geordnete Menge und T' C S
eine Teilmenge.

(i) Gibt es ein b € S so, dass t < b fiir alle ¢t € T gilt, so heiit 7" nach oben
beschriankt, und b heifit obere Schranke an 7'

(ii) Gibt es ein b € S so, dass t > U fiir alle t € T gilt, so heilt 7' nach unten
beschrinkt, und ' heifit untere Schranke an T'.

(iii) Ist 7" nach oben und nach unten beschrénkt, so heifit 7" beschrinkt.

Definition I1.0.4. Seien S # () eine beziiglich ,,<* total geordnete Menge, T' C S eine
nach oben beschrinkte Teilmenge. Ein Element b € S heifit Supremum von T &

(i) VteT: t<b, (I1.12)
(1) Yae S, a<b3iteT: a<t. (I1.13)

Bemerkungen und Beispiele.

e Besitzt eine Teilmenge T' C S einer total geordneten Menge S ein Supremum
b € S, so ist dieses eindeutig und wir schreiben

b =: sup {T}, (I1.14)

fiir das Supremum von 7.

e Sind S:=Qund T := {a € Q| a*® < 2}, so ist S total geordnet beziiglich der
iiblichen Relation ,,<“ zwischen Zahlen, und 7" ist nach oben beschréinkt - z.B. ist
2 € QQ eine obere Schranke.
Es existiert jedoch kein Supremum von 7" in S: Man sieht ndmlich leicht ein, dass
b* = 2 fiir das Supremum b = sup{7T} € S = Q gelten miisste, diese Gleichung
besitzt aber keine rationale Losung, wie wir schon in der neunten Klasse lernen
(v/2 ist irrational).

e Wir folgern, dass ) das unten formulierte Supremumsaxiom nicht erfiillt.

Definition I1.0.5. Eine total geordnete Menge S # () erfiillt das Supremumsaxiom,
falls jede nach oben beschrinkte Teilmenge 7' C S ein Supremum sup{7'} € S besitzt.

Satz I1.1. Es gibt einen eindeutigen total geordneten Korper ' O Q, der das Supre-
mumsaxiom erfillt und in dem fir alle a,b,c € F:a < b = a+c¢ < b+ c und
a,b >0 = a-b> 0 gelten. Wir nennen diesen Korper I die reellen Zahlen und
bezeichnen ihn mit R.

Bemerkungen und Beispiele.
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e Der Beweis von Satz 1.1 beinhaltet die Konstruktion der reellen aus den rationalen
Zahlen, und fiir sie fehlt uns in der Vorlesung leider die Zeit. Diese Konstruktion
ist aber ein Juwel der Mathematik und soll niemandem vorenthalten werden; wir
fiigen sie als Ergidnzung zu diesem Kapitel unten an.

e Die komplexen Zahlen C beinhalten die reellen Zahlen R, wenn wir R mit Re{C} =
{z € C|Im(z) = 0} den komplexen Zahlen mit verschwindendem Imaginérteil
identifizieren. Und auf C lasst sich auch eine Ordnungsrelation ,,<“ definieren,
beziiglich der C total geordnet ist. Mit dieser Ordnungsrelation ist jedoch das
Supremumsaxiom verletzt oder die Eigenschaften a < b = a 4+ ¢ < b+ ¢ und
a,b = 0 = a-b > 0 gelten nicht fiir alle a,b,c € C. Nur die reellen Zahlen R
besitzen alle diese Eigenschaften.

e Die komplexen Zahlen C haben wir im vergangenem Semester in der Vorlesung Li-
neare Algebra fiir Elektrotechnik definiert und ihre Eigenschaften dort ausfithrlich
diskutiert. Wir wiederholen dies nicht verweisen dazu auf das Vorlesungsmanu-
skript.

Die im folgenden Lemma festgehaltene Konsequenz des Supremumsaxioms spielt in den
Beweisen der Analysis eine zentrale Rolle

Lemma II.2. Seien T3 C R eine nach oben und T C R eine nach unten beschrdankte
Menge reeller Zahlen. Dann gelten

(1) Ve >03dt, €T sup Ty — e < 1y, (I1.15)
(Zl) Ve >0dty, ey inf 15 + & > to. (1116)
Bewers. Folgt unmittelbar aus den Definitionen von Supremum und Infimum. U

Bemerkungen und Beispiele.

e Lemma II.2 besagt, dass man das Supremum sup(77) einer nach oben beschrink-
ten Teilmenge 77 C R und das Infimum inf(7}) einer nach unten beschrénkten
Teilmenge 75 C R durch Elemente aus 7 und 75 beliebig gut ndhern kann: Zu
vorgegebenem ¢ > () -und sei es auch noch so klein- findet man t; € 77 und t5 € T,
so dass

0 < sup(Th)—t; < e und 0 < tp—inf(Ty) < e. (I1.17)

e Es sind supl0, 5] = sup(0,5) = 5 und inf[0, 5] = inf(0,5) = 0.
o Mit 7:={1,3,3,% ...} sind sup{T} = 1 und inf{T"} = 0.

)92
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11.3. Erganzung: Konstruktion der Reellen Zahlen

In dieser Ergénzung wollen wir die Konstruktion der reellen Zahlen vorstellen. Dabei
kann man verschiedene Wege beschreiten - etwa den iiber die Dedekindschen Schnitte.
Wir wahlen jedoch einen andere Weg, der in die Funktionalanalysis weist: Wir fiithren
die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen ein - ganz analog zur Ver-
vollstédndigung normierter Vektorrdume.

11.3.1. Aquivalenz rationaler Cauchy-Folgen
Definition I1.2.1. Sei

R — {(an)f;;1 cQN | VEeNIng e NVm,n>np: |am — an| < 10*} (11.18)

die Menge aller rationalen Cauchy-Folgen. Wir definieren eine Relation ~: R x R —
{w, f} durch
(an)ody ~ (by)oe e VhkeNInge NVm,n>ng: |ay, — by < 107%. (IL.19)

n=1

Gilt (I1.18), so heiflen a := (a,,)°; und b := (b,)>2; dquivalent.
Lemma I1.3. ~: R x R — {w, f} ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien a := (a,)22, b:= (b,)22,, ¢ := (¢,)22, € R.

Reflexivitéit: a ~ a ist gleichwertig mit a € R.
Symmetrie: Offensichtlich ist a ~ b gleichwertig mit b ~ a.

Transitivitét: Sei & € IN, und gelten a ~ b und b ~ ¢. Dann gibt es nj, ng € IN, so dass
Vm,n > ng: |y — by| < 107771, (I1.20)
Vn,d>nl:  |by—cl < 10771 (I1.21)
Mit ng := max(ng, ng) ist damit

Vm, 0 >ng:  am — co| < |am — bl + b — | < 107141071 < 107F,
(11.22)

und daher gilt auch a ~ c. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Somit zerfillt R in disjunkte Aquivalenzklassen, die wir als reelle Zahlen be-
zeichnen,

R = R/~ . (11.23)

e Ist a € R, so bezeichnen wir die zugehorige Aquivalenzklasse mit [a).
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e Die rationalen Zahlen sind in folgender Weise in R eingebettet: Zu ¢ € @ betrach-
ten wir die konstante Folge (g, ¢, ¢, ...) = (¢)5%,;. Offenbar ist (¢)72; € R, und wir
identifizieren ¢ €  mit der Aquivalenzklasse [(¢)°2,] € R.

e Wir schreiben insbesondere [0] := [(0)22,].

n=1
Lemma II.4. Seia = (a,);>; € R und [a] # [0]. Dann gilt
entweder [a] > [0] ¢ FLng € NVn>ng: a, > 107", (I1.24)
oder [a] < [0] & FLngeNVn>ng: a, < —107%. (I1.25)
Beweis. Da [a] # [0], ist (an)5; 2 (0)22,, und es gilt
JLENYNy e NIA>Ny:  |az—0] = |az] > 1075, (11.26)
Wihlen wir nun k := L + 1, so ergibt sich aus der Tatsache, dass a € R,
Ing e NVm,n>ng: |am —a,] < 107%. (I1.27)
Jetzt wihlen wir Ny := ng in (I1.26) und erhalten
In>ng:  laz| > 1074 (11.28)
Wir setzen dann n :=n in (I1.27) und sehen, dass
VYm>ng:  lam| > |as| = |am —az| > 1075 —107F = 9.107", (11.29)

Ist a,, > 0, so ist a,, = |ay,| und nach (I1.26) gilt fiir alle m > ng:

U = Qpy + A — Ay = |apg| + A — Any = |ang| — |m — apy|
>9-10F 107" = 8-10°*>10""~. (I1.30)
Ist umgekehrt a,, < 0, so ist a,, = —|ay,|, und analog folgt
Ym>ng: a, < —107". (11.31)
U
Lemma IL.5. Seien a := (a,)%,, b:= (b,)22, € R. Dann gilt
(@~1b & (a—-b~0), (I1.32)
wobei a — b= (a, — b,)5%,.
Beweis.
7=".1Ist a ~ b, so gilt insbesondere
VEeNIngae NVn>ng: |a,—b,| < 1077, (I1.33)
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also auch
VEeN3Inge NVm,n>ng: |(a,—b,)—0] < 107", (I1.34)

wobei 0 das m. Element der Folge 0 ist. Mit anderen Worten: (a — b) ~ 0.

7<": Ist umgekehrt (a — b) ~ 0, so gilt (I1.33). Weiterhin ist (a,)>, € R, und daher
gibt es ny € IN, so dass

Vm,n >nh: |am —an| < 1077, (I1.35)
Fiir m,n > max(ng, ny) erhalten wir somit
| — bp| < Jam — an| + |an —by] < 2-107%, (I1.36)

d.h. a ~D. O

11.3.2. Die Grundrechenarten

Definition I1.5.1. Seien a = (a,)%,, b= (b,):, € R. Wir definieren

a + b :=(a, £ by, (I1.37)
a b =(a, - by)i2, (I1.38)
und, fiir b % 0,
1 1 o
— = II.
b <bn + sgn(by,) - 10_n)n1 ’ 13
wobei sgn : QQ — {—1,1},
o 1, fallsq >0,
sen(q) = { —1, fallsq<O0. (I1.40)

Lemma II.6. Seien a = (a,)32,, b= (b,)5>, € R. Dann sinda + b,a - b€ R, und
fiir b o 0 ist auch % €ER.

Beweis. Da a,b € R, gibt es zu k € IN zwei Zahlen ny, ny € IN, sodass
Vm,n > nj: |y — ap| < 107771, (I1.41)
Vm,n >ng: by — by < 107771, (I1.42)
somit gilt V'm,n > max(ng, ng):
l(am £ bp)| = |(am —an) £ (b, — by) (11.43)
< Nam — an| + by — b < 1071410771 < 107F,
alsoa £ b e R. Mit k :=1 folgt aus a,b € R, dass

Ang € NVm,n>ng:  |am — anl, |bm —ba| < 1071, (I1.44)
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Setzen wir m := nyg, so folgt daraus, dass

Vm,n>ng: am| + [bm] < ang| + [bg| +2- 1070 < an| + |bug| +1.  (11.45)

Mit
no
¢ = (Xlarl+orl) +1, (11.46)
r=1
erhalten wir
supla,| < C, suplb,| < C. (I1.47)
nelN nelN

Wir beobachten nun, dass
| @b — anbp| = [(am — ap)by + @y (b — by)|
< lam = anl - [bm| + [an| - |bm — bn|
< C (|am — an| + |bm — bal) - (I1.48)

Seien nun k¥ € IN und ¢ € N so, dass C' < 10°. Dann gibt es nj,njj € N, so dass

Vm,n > njg: | — ap| < 107F7F (I1.49)
Ym,n>nl:  |by — by < 107%7C (11.50)

Also ist mit (11.48)
Vm,n > max(ny,ng) :  |ambm — apby| < 107F, (I1.51)

dh.a-beR.

Ist schlieBlich b ~ 0, so existieren nach Lemma I1.4 zwei Zahlen L, n{ € N, sodass
Vn>mny: o |b] > 107F. (11.52)

Fiir k € IN gibt es nj € IN, so dass

Vm,n>ng: by — by < 107871720 (I1.53)
und so erhalten wir fiir alle m,n > max(ng,ny) + 2L +k+1 =: ny.
| (bn+sgn(by,) - 107™) " — (b, +sgn(by,) - 107") 7| (11.54)

— (|bm| +110—m) . (|bn| +110—"> . ’bm — b, +sgn(b,)107™ — sgn(b,)107"

S 10—2L ) (10—k}—1—2L + 10—k}—1—2L + 10—k}—1—2L) S 3. 10—k—1 S lo—k‘ .

Also ist + € R. O

ISl
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Lemma I1.7. Seien a = (a,)

und b ~ é Dann sind

und, falls b+ 0,

o0 ~ [e.9]

I
H-
>

2
|2
H-
|

IS}
>
2
2>
|

IS~ —
IS =

Beweis. Wie in Lemma I1.6 gibt es L € IN, so dass

Ve N:a,, |an], |bal, [ba] < 10%.

Zu k € IN gibt es dann ny € IN, so dass

Vm,n > ng: am — nl, b — by < 107F17F

Also sind fiir alle m,n > ng

[(am & bp) — (an = i)n)‘ = [(am — Gn) * (bm_i)n”

und

[

<2.107F 1L < 107

< Nom| * |am — an| + |an| - [bm — Bn|

<2-10F-1071L < 107",

Dies beweist (I1.55) und (I1.56). Glg (I1.57) ist analog.

Korollar I1.8. Die Verkniipfungen +, —, -

: RxR—R,
o] + [ =l + 8],
[a] - [0] :==la - 0,

und die Abbildung 1/(-) : R\ {[0]} — R,

sind wohldefiniert, d.h. unabhdngig von den gewdhlten Reprdisentanten a,b € R.

w3

Lemma I1.9. R ist beziiglich der in (11.62)—~(11.63) und durch

V0] € R, [b] € R\ {[0]} :

IS
Il
1
IS
IS~ —
_

definerten Verkniipfungen ein Korper.

vl = (an)ply, b= (bn)p2y, é: (En)iil ER mita~a

(IL55)
(11.56)

(IL57)

(11.58)

(11.59)

(11.60)

(IL61)

(1L.62)

(11.63)

(IL.64)

(11.65)
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Beweis. Nachpriifen der Korperaxiome; dabei sind [0] und [1] = [(1)%,] die neutralen
Elemente der Addition bzw. Multiplikation. O

Definition I1.9.1. Fiir je zwei Elemente [a], [b] € R mit [a] # [b] definieren wir

a < [ ela-b <0, (I.66)
[a] > [b] e a—1b > 0, (1L.67)

wobel die rechten Seiten in Lemma I1.4 definiert sind.

Lemma I1.10. R st beziiglich "<” total geordnet, und fir alle a,b,c € R gelten a <
b=a+c<b+cunda,b>0=a-b>0.

Beweis. Nachpriifen der Definition einer totalen Ordnung und der Eigenschaften a <
b=a+c<b+cunda,b>0=a-0>0. O
11.3.3. Das Supremumsaxiom

Satz I1.11. R erfillt das Supremumsaxiom.

Beweis. Sei A C R eine durch [¢] € R, ¢ = (¢,)22; € R nach oben beschrinkte Teil-
menge, wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass A NR™ # ().

Da ¢ € R, ist auch ¢ beschrinkt, d.h. es gibt ein N € IN, sodass
Vige A: [d] < [(10M)2,]. (I1.68)

Wir setzen nun by := 31 - 10V~ wobei 8, € {0,1,...,9} so gewihlt ist, dass

dr;e A ry > [(51 : 1ON_1)2°:1} und (I1.69)
VieAd: < [((51 1) 10N*1)jj’:1] . (11.70)

Anschlieflend setzen wir by := by + [ - 10V 2, wobei 35 € {0,1,...,9} so gewihlt ist,
dass

dazs € A zy > [(b2)22,] und (IL.71)

VeeA: r < |:(b2 + 1ON_2)Z°:J , (IL.72)

u.s.w. Fiir allgemeines k € IN setzen wir by, := by_1 + B - 10V %, wobei 8, € {0,1,...,9}
so gewahlt ist, dass

Jxp€e A x> [(bp)p>] und (I1.73)
VreAd: a < [(bk+1ON"“)§°:1]. (11.74)
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Die so gebildete Folge (b,)2, =: b ist offenbar eine Cauchy-Folge, denn fiir m > n > ng
ist

< 10V < 10N (I1.75)

i By - 10N *

l=n+1

‘bm - bn‘ =

Sei nun d := (d,)32, € R mit [d] < [b], d.h. [b—d] > [0]. Nach Lemma II.4 gibt es dann
mo, M € IN, sodass

Vm>n>mo: dp < by —107" < b, —(107M — 10V ) (11.76)
wie in (I1.75). Fiir ng := mo + N + M + 1 ergibt dies
Vm>ng: dyn > by, — 107771 (11.77)
was

d < [(bm—m—M—l)f:l] <y — [(10—M—1):’7} < @y € A (11.78)

impliziert. Also ist [d] keine obere Schranke an A.

Sei schliellich [a] € A, und nehmen wir an, dass [a] > [b], also [a — b] > [0]. Dann gibt
es mo, M € IN so, dass

Vm>k>mg: ap > by +107Y > b+ 107 — 10V, (I1.79)
Fiir k := M + N + 1 + myg bedeutete dies, dass fiir alle m > k

ay, > b +107M —107M-1 > p, 4+9.107M!

=bp +9-10mt VL > b 410V F (I1.80)
was
a] = (0 +1079) | (IL81)

impliziert. Gleichung (I1.81) steht jedoch in Widerspruch zu (11.74). Also gilt [a] < [b].

Zusammenfassend erhalten wir

Via] € A : la] < [b], (I1.82)
Vidl<[b]3[aeA: [d < [d] (I1.83)
Also ist [b] = sup A. O
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