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Aufgabe 12.1 ( 6 )
Berechnen Sie das Integral ∫

K
(1 − x2

3) dx1 ∧ dx2 − 2x2x3 dx1 ∧ dx3,

wobei
K := {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x3 ≥ − 1

2}.

Aufhabe 12.2 [Satz von Gauß (Divergenztheorem)]( 2 + 2 + 2 )
Sei (M, I,A, g) eine kompakte, berandete und orientierbare n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-

tigkeit.

(a) Sei Ã = {ϕα = (Uα, xα)} einen mit A verträglichen Atlas, der so gewählt ist, dass für alle q ∈
Uα ∩ Uβ gilt

det Jxα◦x−1
β

(
xβ(q)

)
> 0.

Schreiben Sie die Riemannsche Metrik g in lokalen Koordinaten ϕα in der Form

g(q) =
n

∑
i,j=1

gij
α (q) dxα,i(q)⊗ dxα,j(q), q ∈ Uα,

und setzen Sie
Gα(q) :=

(
gij

α (q)
)
∈ Rn×n.

Definieren Sie auf Uα die n-Form

volα(q) :=
√

det Gα(q) dxα,1(q) ∧ · · · ∧ dxα,n(q), q ∈ Uα.

Zeigen Sie, dass für alle q ∈ Uα ∩ Uβ gilt

volα(q) = volβ(q). (1)

Sei {φα} eine der Überdeckung {Uα} untergeordnete Partition der Eins. Definieren Sie

volM(q) := ∑
α

φα(q) volα(q).

Nach Definition und aufgrund von (1) gilt für q ∈ Uα:

volM(q) = volα(q).

(b) Sei X ∈ T0
1 [M] ein Vektorfeld und ϕ = (U, x) eine Karte, sodass

X =
n

∑
k=1

Xk ∂

∂xk
.
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Die Divergenz von X auf U, div(X) ∈ C∞(U, R), sei definiert durch

div(X)(q) :=
1√

det GU(q)

n

∑
k=1

∂

∂xk

(√
det GU Xk)(q), q ∈ U.

Diese Definition lässt sich mittels einer Partition der Eins auf ganz M fortsetzen und liefert eine
wohldefinierte, von der Wahl der Karte unabhängige Funktion. Beweisen Sie, dass für alle X ∈ T0

1 [M]
gilt

d
(
iX(volM)

)
= div(X) volM,

wobei iX :
∧(p)[M] → ∧(p−1)[M] die Kontraktionsabbildung aus Übung 11.3 bezeichnet.

(c) Beweisen Sie den Divergenzsatz: Für alle X ∈ T0
1 [M] gilt∫

∂M
iX(volM) =

∫
M

div(X) volM.

Aufgabe 12.3 [Pullback von Differentialformen] ( 1 + 1 + 1 + 1 + 1 )
Sei Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M → N eine glatte Abbildung. Für eine p-Form
α ∈ ∧(p)[N] mit

α(q̃) = (q̃, αq̃), αq̃ ∈
p∧

T∗
q̃ [N],

wird das Pullback von α, f ∗α ∈ ∧(p)[M], definiert durch

( f ∗α)(q) =

(
q,
( p∧

Dq[ f ]T
)
α f (q)

)
, q ∈ M,

wobei die Abbildung Dq[ f ]T : T∗
f (q)[N] → T∗

q [M] durch

Dq[ f ]T[g]∗f (q) = [g ◦ f ]∗q

definiert ist und
p∧

Dq[ f ]T(v1 ∧ · · · ∧ vp) = Dq[ f ]Tv1 ∧ · · · ∧ Dq[ f ]Tvp.

(a) Sei ϕ = (U, x) ein Kartenpaar von N und schreibe x ◦ f : f−1(U) → Rn als ( f1, . . . , fn) mit
fi : f−1(U) → R. Zeigen Sie, dass

f ∗dxi = d( fi)

gilt. Folgern Sie, dass f ∗dxi eine geschlossene Einform auf M ist.

(b) Zeigen Sie, dass für alle α ∈ ∧(p)[N] und β ∈ ∧( p̃)[N] gilt:

f ∗(α ∧ β) = ( f ∗α) ∧ ( f ∗β).

Folgern Sie daraus, dass f ∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxp) ebenfalls geschlossen ist.

(c) Zeigen Sie, dass für alle g ∈ C∞(N; R) gilt:

f ∗(dg) = d(g ◦ f ) = d( f ∗g).
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(d) Zeigen Sie, dass für alle g ∈ C∞(N; R) und 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n gilt:

d
(

f ∗(g dxi1 ∧ · · · ∧ dxip)
)
= f ∗(dg ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip).

(e) Zeigen Sie, dass für alle α ∈ ∧(p)[N] gilt:

f ∗dα = d f ∗α.

Hinweis: Verwenden Sie ein lokales Kartenpaar ϕ = (U, x) für N, entwickeln Sie α in lokalen
Koordinaten und nutzen Sie die obigen Punkte sowie die Linearität von f ∗ und d.

Aufgabe 12.4 [Nichtexistenz von Retraktionen auf den Rand] ( 3 + 4 )
Sei (M,T,A) eine kompakte, berandete und orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit ∂M ̸= ∅.
Sei i : ∂M → M, i(x) = x die Inklusionsabbildung. Angenommen, es existiert eine glatte Abbildung
f ∈ C∞(M, ∂M) mit

f ◦ i = id∂M.

(a) Sei ω ∈ ∧(m−1)[∂M] eine Volumenform. Verwenden Sie den Satz von Stokes und 12.3 (e), um zu
zeigen, dass ∫

∂M
ω = 0.

(b) Folgern Sie daraus, dass eine solche Abbildung f nicht existieren kann.


