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Aufgabe 12.1 (6)

Berechnen Sie das Integral
/ (1 —x3) dxy Adxy — 2x0x3dxy Adxs,
K

wobei
K:= {(x1/x2/x3) € Sz X3 > —5

Aufhabe 12.2 [Satz von GauB (Divergenztheorem)](2 + 2 + 2 )
Sei (M, 3, A, g) eine kompakte, berandete und orientierbare n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit.

(@) Sei A = {¢p = (Uy, x)} einen mit A vertriiglichen Atlas, der so gewihlt ist, dass fiir alle g €

det], ox;! (xg(q)) > 0.

Schreiben Sie die Riemannsche Metrik ¢ in lokalen Koordinaten ¢, in der Form
n
Z dxﬂél ) ® dxa,j(Q)/ g € Uy,

und setzen Sie -
Ga(q) == (8x(q)) € R™".

Definieren Sie auf U, die n-Form
voly(q) := /detGua(q) dxa1(q) A+ ANdxau(q), q € Uy

Zeigen Sie, dass fiir alle g € U, N Uy gilt

voly(q) = volg(q). (1)
Sei { ¢, } eine der Uberdeckung { U, } untergeordnete Partition der Eins. Definieren Sie

voly (g Z @a(q) voly(

Nach Definition und aufgrund von (I) gilt fiir g € U,:

voly(g) = vola(q).

(b) Sei X € TY[M] ein Vektorfeld und ¢ = (U, x) eine Karte, sodass



Die Divergenz von X auf U, div(X) € C*®(U, R), sei definiert durch

div(X)(q) := \/W i \/det GuX")(q), gqel.

Diese Definition ldsst sich mittels einer Partition der Eins auf ganz M fortsetzen und liefert eine
wohldefinierte, von der Wahl der Karte unabhéngige Funktion. Beweisen Sie, dass fiiralle X € T{) [M]

gilt
d(ix(volm)) = div(X) voly,

wobei ix : AP [M] — AP~V [M] die Kontraktionsabbildung aus Ubung 11.3 bezeichnet.

(c) Beweisen Sie den Divergenzsatz: Fiir alle X € TY[M] gilt

/BM ix(voly) = /M div(X) voly;.

Aufgabe 12.3 [Pullback von Differentialformen] (1 +1 + 1 + 1 + 1)

Sei Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbildung. Fiir eine p-Form

x € AP [N] mit
14
«(d) = (G,a7), age NTFIN
wird das Pullback von «, f*x € AP)[M], definiert durch
P

(f'a)(q) = (qf (/\Dq[f]T)"‘f(q)>f geM,

wobei die Abbildung Dy [f]” : T7

[N] — T;[M] durch
Dyl 1781} = (82 f;

definiert ist und

P
/\Dq[f]T(vl N Nvp) = Dq[f]Tvl A A Dq[f]Tvp.

(a) Sei ¢ = (U, x) ein Kartenpaar von N und schreibe x o f : f~1(U) — R" als (fy,..

(
fi: fH(U) — R. Zeigen Sie, dass
f*dxi = d(fl)

gilt. Folgern Sie, dass f*dx; eine geschlossene Einform auf M ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle « € AP)[N] und g € AP)[N] gilt:
F(@AB) = (fa) A (FB)-
Folgern Sie daraus, dass f*(dx; A --- Adx,) ebenfalls geschlossen ist.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € C*(N;R) gilt:

fr(dg) =d(gof)=4d(f"g).

., fn) mit



(d) Zeigen Sie, dass fiiralle g € C*(N;R)und 1 < iy < --- < ip < n gilt:

d(f*(gdxy A~ Adx;)) = f*(dg Adxi, A+ Adx;).

(e) Zeigen Sie, dass fiir alle « € AP [N] gilt:
frdae =d fra.

Hinweis: Verwenden Sie ein lokales Kartenpaar ¢ = (U, x) fiir N, entwickeln Sie « in lokalen
Koordinaten und nutzen Sie die obigen Punkte sowie die Linearitét von f* und d.

Aufgabe 12.4 [Nichtexistenz von Retraktionen auf den Rand] (3+4)
Sei (M, €, A) eine kompakte, berandete und orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit oM # @.

Seii: oM — M,i(x) = x die Inklusionsabbildung. Angenommen, es existiert eine glatte Abbildung
f € C®(M,oM) mit

f o = ida M-
(@) Seiw € A"V [0M] eine Volumenform. Verwenden Sie den Satz von Stokes und 12.3 (e), um zu
zeigen, dass

w = 0.
oM

(b) Folgern Sie daraus, dass eine solche Abbildung f nicht existieren kann.



