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Aufgabe 10.1 ( 6 )
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei X ∈ T0

1 (M) ein Vektorfeld mit der Eigenschaft

[X, Y] = 0 für alle Y ∈ T0
1 (M).

Zeige, dass X = 0 gilt.

Aufgabe 10.2 [Jacobi-Identität] ( 6 )
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und seien X, Y, Z ∈ T0

1 (M). Zeige, dass

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0

gilt.

Aufhabe 10.3 [Lie-Algebra einer Lie-Gruppe] ( 3 + 3 )
Eine Lie-Algebra A über R ist ein reeller Vektorraum zusammen mit einer bilinearen Abbildung

[·, ·] : A×A → A,

genannt die Lie-Klammer, die folgende Eigenschaften erfüllt:

1. Bilinearität: Für alle a ∈ R und X, Y, Z ∈ A gilt

[aX + Y, Z] = a[X, Z] + [Y, Z], [X, aY + Z] = a[X, Y] + [X, Z].

2. Antisymmetrie:
[X, Y] = −[Y, X].

3. Jacobi-Identität:
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0.

Sei G eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer glatten Verknüpfung

· : G × G → G,

sodass (G, ·) eine Gruppe ist.
Für jedes g ∈ G sei die Linkstranslation

Lg : G → G, Lg(h) = g · h.

Definiere
gG = {X ∈ T0

1 (G) | (Lg)∗X = X für alle g ∈ G}.

(a) Zeige, dass (gG, [·, ·]) eine Lie-Algebra ist.

(b) Zeige, dass die Abbildung
r : gG → TeG, r(X) = X(e),

wobei e ∈ G das neutrale Element bezeichnet, ein linearer Isomorphismus ist.
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Aufgabe 10.4 [Die orthogonale Gruppe] ( 3 + 3 ) Sei

O(n) := {M ∈ Rn×n | MT M = In}, Sym(n) := {M ∈ Rn×n | MT = M}.

Betrachte die Abbildung

F : Rn×n → Sym(n), F(A) = AAT − In.

(a) Zeige, dass
JF(A)H = AHT + HAT,

und folgere, dass O(n) eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n−1)
2 ist.

(b) Zeige, dass
TA[O(n)] ∼= {H ∈ Rn×n | HAT + AHT = 0}

gilt und dass
T[O(n)] ∼= {(A, H) ∈ Rn×n × Rn×n | HAT + AHT = 0}.

(c) Verwende Übung 10.3(b) sowie den vorherigen Teil, um zu folgern, dass

o(n) := gO(n)
∼= {H ∈ Rn×n | HT + H = 0}.


