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Aufgabe 3.1 2 +3 + 3)

Fiir m > 1 betrachten wir die Menge
R"/Z™ := {[x]: x e R"},
wobei
(x] == {x+n: nezZ"}.
Wir betrachten eine Norm p : R™ — [0, 00) und definieren

d: R"xR" — [0,00), d(x,y) := p(x—y).

(a) Zeigen Sie, dass d : R™ x R™ — [0, 00) eine translationsinvariante Metrik auf R™ ist.

(b) Zeigen Sie, dass

d' :R"/Z" xR"/Z" — [0,00), d'([x],[y]) = o'([x—y]),

mit
o R"/ZM 5 [0,00), p([x]) = inf plx-+n),
eine Metrik auf R /Z™ definiert.
(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
[]: (R™, %) — (R™/Z", %)
stetig ist.
Losung.
(a) Esgiltd(x,y) = p(x —y) = 0 genau dann, wenn x — y = 0. Zudem gilt
d(x,y) = p(x —y) = p(y — x) = d(y, x).

Dreiecksungleichung: Fiir x, i, z gilt

dx,z) =p(x—z)=p(x—y+y—2z) <plx—y)+ply—z) =dxy) +dy,z). 1)

Translationsinvarianz:

dx+zy+z)=px+z—y—2z)=px—y) =d(x,y).



(b)

(©

Offenbar gilt d'([x], [y]) = d'([y], [x]) und d’([x], [x]) = 0. Nun zeigen wir die Nichtentartung.
Dazu benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma. Fiir alle x € R gilt:

inf p(x+n) = min p(x +n).

neznmn neZmn

Beweis des Lemmas. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert fiir x = (x1,...,x,) € R™:

Yl = (xal oo fml) - (L0, 1) < Vi

Seie; = (0,...,1,...,0). Da p eine Norm ist, gilt:
m
p(x) < Z |xilp(e;) < vmmax{p(e;):i=1,...,m}-|x||grm =: C|x||rn-

i=1
Dann folgt
lp(x) = p(y)] = p(x —y) < Cllx — yllrn,
alsoist o : (R™, ]| - ||) — R stetig. Daher existiert fiir alle x € S~ ein L > 0 mit
lo(x)] = L.

Damit fiir alle x # 0:
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Also existiert fiir jedes x € IR” ein endliches Gebiet in Z™, in dem das Infimum angenommen wird.
Somit ist es ein Minimum.

Mit dem Lemma folgt: Falls d’([x], [y]) = 0, dann

0= inf p(x —y+mn) = min p(x —y +n),

neZn" neZm"
und somit existiert ein n € Z™ mit p(x —y + n) = 0. Da p eine Norm ist, folgt x = y + n, also
[x] = [y].
Dreiecksungleichung: Fiir [x], [y], [z] existieren nach dem Lemma N, M € Z™ mit
Pl(lx=z)) =plx—z+N),  p(z=y]) =pz—y+ M)
Also:

d'([x], [2]) +d'([], [y]) = p(x =2+ N) +p(z =y + M)

=p
> p(x —y+M+N) > p'([x —y]) = d'([x], [y]).
Sei [x] € R™/Z™ und ¢ > 0. Wihle y € R™ mitd(x,y) < e. Dann gilt:

T, b)) = inf p(x —y+m) < p(x —y) = d(x,y) <.

Somit ist die Abbildung stetig.



Aufgabe 3.2 3+2+3)
Sei (M, ) ein topologischer Raum und & C ¥ eine offene Uberdeckung von M.

(a) Angenommen, fiir alle U € U gilt
HVvelu: vnU # @} < co.
Beweisen Sie, dass U lokal endlich ist.
(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel zur Umkehrung von (a) an.

(c) Angenommen, fiir alle U € U ist U kompakt, und I/ ist lokal endlich. Beweisen Sie, dass fiir alle
U e U gilt:

HVeUu: VvNU #D}| < .

Losung.

(a) Sei x € M. Da U eine offene Uberdeckung ist, existiert ein U € U mit x € U. Per Definition
schneidet U nur endlich viele Mengen aus .

(b) Betrachte (0, o0) mit der Standardtopologie. Definiere
U:={(n0):ne{0,1,2,...}}
Fiir jedes x € (0,00) ist U = (0, x + 1) eine offene Menge mit x € (0,x + 1), und
{(VeUu:vn(0,x+1) # 0}
ist endlich. Daher ist I/ lokal endlich. Jedoch erfiillt sie die andere Bedingung nicht.

(c) Sei U € U.Dald lokal endlich ist, existiert fiir jedes x € U eine offene Umgebung O, von x derart,
dass
‘{VEU:VHOX 7&@}’ < 0.

Die Menge {O, : x € U} ist eine offene Uberdeckung von U. Da U kompakt ist, besitzt sie eine
endliche Teiliiberdeckung {Oy, :i=1,...,n}.Dall C U C U, Oy, gilt:

{VEu:Vmuyé@}cO{VEL{:Vmox,,?é@}.
=1

Letztere Vereinigung ist eine Vereinigung endlicher Mengen und somit endlich.

Aufgabe 3.3 (8)

Seien n,m € IN und M, (R) der Raum der reellen n x m-Matrizen. Sei r € IN mit » < min(n,m).
Zeigen Sie, dass

{A € Mym(R) : tk(A) = r}

eine glatte Mannigfaltigkeit ist und bestimmen Sie ihre Dimension.



Losung.
Zunichst geben wir eine lokale Karte fiir das Element

10
1, := (0 0> e M .(R).
Betrachte die offene Menge O C R™*":
O :=det, 1 ((1/2,3/2)).

Wir definieren die stetige Abbildung

. (n—r)xr rx(m—r) — L N
4)O><]R x R —>Mn><m(lR)/ (P(L/M/N)_ <M ML1N>

Insbesondere gilt ¢(1,0,0) = 1,. Weiterhin sei
U:= (P(O « ]R(nfr)xr > ]Rr><(m7r)) C szm(lR)

Wir zeigen, dass U eine offene Menge in M/, ,, (R) ist. Betrachte die Menge
/ L N rXr (n—r)xr rx(m—r) (n—r)x(m—r)
u:={(y g)iLEOCR MER ,N€R ,RER } € Myan(R),

welche offen in M, (R) ist. Wir zeigen nun:
u=unmi,,.(R), (2)

was impliziert, dass U offen beziiglich der relativen Topologie von M, ., (R) ist. Die Inklusion C ist klar.
Fiir D: Sei Q € U' N M},,,,(R), dann gilt

o~ (5 Y

fiir geeignete Matrizen L, N, M,R. Da L € O, ist det(L) # 0, also ist L invertierbar. Daher sind die r
Spalten der Matrix
L
()

linear unabhingig. Da Q Rang r hat, miissen die Spalten von
N
R
im von den Spalten von ( ]{J/I> erzeugten Raum liegen. Mit anderen Worten, es existiert eine Matrix C €

My (m—r) (R) mit
(5)-(25)

Dann gilt C = L"'N und R = ML™!N, somit

Q= <ALA g) = <1\L/1 MLI\-I1N> =¢(L,M,N) € U.



Wir betrachten die Karte

L N

x:UC M, (R) = O x R s RI(m=r) -y (M R

) = (L, M, N).

Daxo¢ = Iund ¢ ox = I, ist x ein Homdomorphismus. Somit ist (x, U) eine Karte fiir 1,.

Nun geben wir eine Karte fiir ein allgemeines A € M7, (R) an.

Lemma 1. Fiir jede Matrix A € M, (R) mit Rang r existieren invertierbare Matrizen X4 € M, (R)
und Y4 € My xm(R) derart, dass
X, AY A = 1,.

Fir A € M! .. (R) seien X4, Y4 wie im Lemma 1. Dann ist die Abbildung

$a: M:zxm(]R) — M;xm(IR)/ ‘PA(Q) = XaQYa

ein Homoomorphismus mit ¢4 (A) = 1,. Sei Ua := ¢ ;' (U) und die Karte
XA = xO(PA : UA — 0 x lR(n—r)xr X Rrx(m—r)‘

Dann ist (x4, Ua) eine Karte fiir A.
Betrachte den Kartenwechsel. Seien A, B € M, (R)und X4, X3, Y4, Yp wie im Lemma 1. Wir setzen

X1 X Y1 Y
-1 _ 1 2 -1 _ 1 2
XpXa' = <X3 X4> YA ¥B= (Ya Y4> ’
mit den passenden BlockgréBen. Fiir (L, M, N) € x4(Ua NUp) C O x RUFTXT x R™(m=7) gilg;
. 1 (L N
xgox, (L, M,N) =xodgod,' (M ML1N>

4 (L N _ 3)
x(XBXAl (M ML1N> YAlYB)

= (fi(L, M,N), fo(L, M, N), f3(L, M, N)),

wobei die f; glatte Funktionen sind. Daher bildet
{(xa, Ua) : A € Mjpu(R)}

ein glattes Atlas fiir M/, (R).



