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Aufgabe 2.1 (3 + 3)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei M 6= ∅ und seien {Ti}i∈I Topologien auf M, dann ist auch T :=
⋂

i∈I Ti eine Topologie
auf M.

(b) Sei A ⊆ M eine Teilmenge von M und T eine Topologie auf M. Dann definiert

Trel := {A ∩ U|U ∈ T}

eine Topologie auf A.

Aufgabe 2.2 (2 + 2 + 2)

(a) Zeigen Sie, dass [0, 1] ⊆ R als Teilraum ([0, 1],Trel) von (R,Teukl) zusammenhängend ist.

(b) Beweisen Sie Lemma I.13.

(c) Sei (M,T) ein topologischer Raum. Dann definieren wir auf M zwei Relationen:

x ∼1 y :⇔ Es gibt einen zusammenhängenden Teilraum N ⊆ M mit x, y ∈ N,
x ∼2 y :⇔ Es gibt einen wegzusammenhängenden Teilraum N ⊆ M mit x, y ∈ N.

Zeigen Sie: ∼1 und ∼2 definieren Äquivalenzrelationen. Die Äquivalenzklassen [x]1 bezüglich
∼1 nennen wir Zusammenhangskomponenten, die Äquivalanzklassen [x]2 bezüglich ∼2
Wegzusammenhangskomponenten.

Aufgabe 2.3 (3 + 3)

(a) Zeigen Sie, dass durch x−1
1 : (0, 2π) → (cos(ϕ), sin(ϕ)) und x−1

2 : (−π, π) → (cos(ϕ), sin(ϕ))
ein Atlas auf

K = {(y1, y2) ∈ R2|y2
1 + y2

2 = 1}

induziert wird und geben Sie die Familie von Karten {φ1 = (U1, x1), φ2 = (U2, x2)} explizit
an.

(b) Geben Sie einen hausdorffschen, separablen und parakompakten topologischen Raum M und
zwei nicht verträgliche Karten darauf an.

Aufgabe 2.4 (2 + 2 + 2)
Gegeben sei die Menge

O(2) = {A ∈ R2×2|AT A = AAT = 1R2}

der orthogonalen 2 × 2-Matrizen.
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(a) Zeigen Sie, dass

O(2) =
{(

cos(ϕ) sin(ϕ)
− sin(ϕ) cos(ϕ)

)
,
(

cos(ϕ) sin(ϕ)
sin(ϕ) − cos(ϕ)

)}
ϕ∈[0,2π)

.

(b) Zeigen Sie, dass O(2) ⊆ R2×2=̂R4 als Teilraum des topologischen Raums (R4,Teukl) nicht
(weg-) zusammenhängend ist und klassifizieren Sie die einzelnen (Weg-) Zusammenhangs-
komponenten.

(c) Geben Sie einen Atlas für O(2) an.


