Ill. Immersionen und Einbettungen

I1l.1. Immersionen als Abbildung vollen Ranges

Definition III.1. Seien M = (M,%, A) und N = (N, S,B) zwei Mannigfaltigkeiten der
Dimensionen m = dim(M) bzw. n = dim(N) und f € C*(M;N).

(i) Sind p € M und (U,z) € Aund (V,y) € B so, dass p € U N f~1(V), so heifit
tk[f](p) = tk[Jyoser— (2(p))] (IIL.1)

Rang von f bei p.
(i) Die Funktion f heit Immersion (von M in N) &

Vpe M :1k[f](p) = m. (I11.2)

(iii) Die Funktion f heifit Einbettung (von M in N) &
Die Funktion f ist eine injektive Immersion und f: (M, %) — (N, &) ist ein Homéomor-
phismus.

(iv) Die Funktion f heiit Submersion (von M auf N) :&

Vpe M :rk[fl(p) = n. (I1L.3)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wie iiblich ist der Rang von f bei p € M unabhéngig von den gewéhlten Karten (U, z) €
A und (V,y) € B und insofern wohldefiniert.

o Ist f € CY(M;N) eine Immersion, so ist m < n, da rk[f] < min{m,n}.
o Ist f € CYM;N) eine Submersion, so ist m > n, abermals wegen rk[f] < min{m,n}.
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I11.2. Matrizen festen Ranges

Im Folgenden seien m,n, k € N mit & < min{m,n}, und wir betrachten reelle n x m-Matrizen
ari; - Qim
A = : : e R™™. (II1.4)

Ap1 = Qpm

Zu Jedem Paar (I,J) von Teilmengen [ = {i(1),i(2),...,i(k)} C Z7, mit 1 < i(1) < i(2) <
<i(k) <mn,und J = {j(1),5(2),...,4j(K)} C Z bezelchnen wir mit A(Z,J) € R¥* die
reelle k x k'-Matrix

i), j(1) " i)k
Al J) = : : _ (IIL5)
Qifk)j(1) " i), (K)

Lemma IIL.2. Seien m,n,k € N mit & < min{m,n} und A = (a;;)iczn jezm € R™™ eine
reelle n x m-Matrix. Dann gilt

tk[A] > k & 3ICZM JCZP |I|=|J|=k: det[A(I,J)] # 0. (111.6)

Beweis. =:Ist rk[A] > k, so ist insbesondere der Spaltenrang von A mindestens gleich k und es
gibt (mindestens) & linear unabhéngige Spaltenvektoren bj(1y,bje), ..., bj@x), wobei 1 < j(1) <
Jj(2) <...<j(k) <m und

CLL]'

— as s

b= | . (ILIL7)
aw»

Dies ist gleichwertig mit der Aussage, dass die n x k-Matrix

arjy -t ALk
Az}, J) = : : (I11.8)

Anj(1) = Ang(k)

vom Rang rk[A(Z7}, J)] = k ist, wobei J = {j(1),(2),...,7(k)} C Z7. Dies zieht jedoch die
Existenz einer solchen Menge I = {i(1),4(2),...,i(k)} C Z}, mit 1 < i(1) < i(2) < ... <
i(k) < n, nach sich, dass der Rang der k x k-Matrix A(/,J) gleich k und sie somit invertibel
ist, was det[A([, J)] # 0 impliziert.

<: Seien det[A(I,J)] # 0, wobei I = {i(1),4(2),...,i(k)} C Z}, 1 <i(l) <i2) < ... <
i(k) < mn,und J = {j(1),j(2),...,5(k)} € 2y 1 < j(l) < j(2) < ... < j(k) < m. Mit
der Notation aus Glg. (IIL.7) ist dann {b](l J(Q) bjy} € R™ eine linear unabhingige,

k-elementige Teilmenge von Spaltenvektoren in A und der Rang von A ist mindestens gleich
k. O
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Korollar III.3. Seien m,n,k € N mit £ < min{m,n} und A = (a;;)iczr jezr € R™™ eine
reelle n x m-Matrix. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) tk[4] = k;
(ii) Es gibt I C Z} und J C Z7" mit |I| = |J| = k so, dass det[A(I, J)] # 0, und fiir alle
I'CZ7y und J' CZ7 mit [I'| = |J'| = k+ 1 gilt det[A(I’, J')] = 0.
(iii) Es gibt I C Z¢ und J C Z7 mit |I| = |J| = k so, dass det[A; ;] # 0, und fir alle
aeZy\ T und g €Zy\ J gilt det[Aju{a},Ju{ﬁ}] =0.

Beweis. Lemma II1.2 impliziert, dass (i) < (ii) und trivialerweise gilt auch (ii) = (iii). Die
Aussage folgt also, wenn wir (iii) = (i) zeigen. Dazu kénnen wir k41 < min{m, n} annehmen,
denn fiir £ = min{m, n} gibt es nichts zu beweisen.

Seien also I = {i(1),i(2),...,i(k)} € Z7, 1 < (1) < i(2) < ... < i(k) < n,und J =
{5(1),5(2), ..., j(k)} CZ7, 1 < j(1) < j(2) <...<j(k) <m, so, dass det[A(I, ])] # 0 sowie
B € 7\ J. Nach geeigneter Zeilen- und Spaltenvertauschung konnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass I = J =Z und 3 € Zj", sind. Fiir i € Z7 setzen wir nun

G = (ai1,..., aig, aig) € R*! (111.9)
Dann ist det[A(Z}, ZY)] # 0 und demgemés ist

11 - Ak G1k+1 (&1
A(Zy, Zv u{p}) = | : : = | : (I11.10)
Qr1  Qkk  Qkk+1 Ck

eine Matrix vom Rang rk[A(ZY, 7% U {3})] = k und deshalb C(Z%) := {G,...,é&} C RF!
linear unabhéngig. Fiir o € Z7 ;| folgt aus (iii), dass

11 - Qi Q18 (&1

0 = det[A(ZF U {a},ZFU{B}) = : : : =11, (ITL.11)
Qg1 - Qg Qg Ck
Qa1 ' Qqk Qap ga

und deshalb ist C(Z}) U {¢,} linear abhingig. Es folgt, dass ¢, € span|[C(Z})]. Da o € Z},,
beliebig ist, erhalten wir, dass

ClyevsChy Crg1s---y Co € span[C(ZF)] (II1.12)
und somit
VB EeZ, : vk[A(Z}, 75 U {BY)] = tk|A(Z},Zh)] = k. (I11.13)
Setzen wir wieder
ai;
b = af’j , (I11.14)
n;
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so sind A(Z2, Z%) = (by, . .., by) und wegen tk[A(Z?, Z¥)] = k die Menge B[ZF] := {by, ..., by} C
K" linear unabhéngig. Weiterhin sind wegen rk[A(Z7}, Z% U {B})] = k die Menge B[Z}] U {bs}
linear abhingig und deshalb by € B[Z}), fiir alle § € 73, .. Wir erhalten

bio.. by, bygts. .., by € span[B(ZF)] (I11.15)

und somit
rk[A] = tk[(b1,. .., by, bperseo s b)) = K (II1.16)
O

Satz I11.4. Seien m,n,k € N mit k¥ < min{m,n} und
Ry = {AeR™™| 1k[4] = k}, (IIL.17)
Ry = {AeR™™| 1k[A] > k}. (ITL.18)

Dann ist RSy € R™™ offen und RT, € R{EYY ist eine Teilmannigfaltigkeit von R™™ der

Dimension k(m +n — k).

Beweis. Gemall Lemma I11.2 ist

RE = U E(I,J), wobei (I11.19)
ICZY,JCZ | I|=|J|=k
EU,J) ={AeR™™| det[A(I,J])] # 0}. (I11.20)

Die Mengen £(I,J) € R™™ sind offen und damit auch RjY) € R™™. Trivialerweise ist
R € R™™ eine Mannigfaltigkeit der Dimension n - m.
Weiterhin ist R7 <" = RJCY im Fall, dass £ = min{m, n}, und wir kénnen 0.B.d.A. im Weiteren

k+1 < min{m,n} annehmen. Nach Lemma IIL.3 (iii) ist

R — U L(I,J), wobei (I11.21)

1CzZn, JCzZ™ |1|=|J|=k

L(1,]) = {AES(I,J) ) VaeZ'\I, BeZ™\ J: detlA(IU{a}, JU{B))] = 0}.
(I11.22)

Sind etwa [ = J = Z}, so definieren wir F, 5 : R™*™ — R fiir o € Z},, und § € Z,; durch

11 - Qi1 a1

Fus(A) = det[A(ZF U {k +a}, ZEU{k+ BY)] = det || P (111.23)
a1 - Ok Qg
Qg1 - OQqk Qap
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und weiterhin F : R™*™ — RM=k)*(m=k) qurch

Fii(A) - Fip-i(A)
F(A) = (Faﬁ(A))an?—’“,ﬁeZT—k = : : . (111.24)
Fn—k,l(A) o Fn—k,m—k(A)
Nach dem Leibnizschen Entwicklungssatz ist
Fo5(A) = anp-det[A(ZF, Z5)] + R(A) (I11.25)

wobei R(A) von Matrixelementen a;; abhéngt, fiir die (¢ < k) V (j < k) gilt. Fiir i, € Zj,
und j, 8 € 7, ist also

OF, 5(A)
8az~7j

= 0ia0;p det[A(ZF, 78] . (I11.26)
Da det[A(Z¥, ZY)] # 0 auf E(Z%,ZF) ist, folgt daraus
VAc€EZE TR - rk[Jp(A)] = (n—k)(m — k), (I11.27)
und dass Jr auf E(ZY, Z¥) somit maximalen Rang besitzt. Nach Korollar I11.17 ist damit
L(ZF, 78 = {A € E(ZF, 7% | tk[F(A)] = o} (II1.28)

nxm nxm

und entsprechend auch Ry = U;czn jezm n-pgj=x £, J) € R eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension

dim [R7] = nm— (n—k)(m—k) = k(m+n—k). (IIL.29)

0

I11.3. Immersions- und Einbettungsitze

Lemma III.5. Seien m,n € N mit n > 2m, 2 C R™ offen und nichtleer und f € C?*(£2; R"™).
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein A = (a;)iczn jezr € R™™ mit maxiezr jezm |a; | < € so,
dass mit f4(z) = f(x) + Az die Funktion f4 € C?*(€2; R") eine Immersion ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir m > 2, der Fall m = 1 ist eine Ubungsaufgabe. Wir
bezeichnen mit J := J; die Jacobi-Matrix von f und mit J, := J + A die Jacobi-Matrix von
A. Es ist zu zeigen, dass eine Matrix A = (a;;)iczr jezrm € R™™ existiert, sodass

VeeQ: rk[Ja(z)]=m und VieZ!,jeZ": l|a; <ce. (II1.30)
Wir fixieren k € Z{*~! und betrachten die Abbildung Fj, € C*(Q x RIY7; R™™),

(z,B) — Fy(z,B) == B—J(x). (I11.31)
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Da m — k > 1 ist, folgt
dim[R™™] — dim[Q x R = mn— {m+k(m+n—k)} = mn—m—km —kn+ k>
=n—k(m—-k)—m > 2m—-k)(m—k)—m > (m+1)-1—-m = 1. (I11.32)

Da Fy stetig differenzierbar ist, ist das (nm)-dimensionale Lebesgue-Mafl des Bildes von Fy
gleich null, fiir alle k£ € Z"', und wir erhalten

m—1
preon[W] = 0, wobei W = | ] Fu( x R (I11.33)

k=1

In diese Aussage geht die stetige Differenzierbarkeit von Fj, in subtiler Weise ein, was wir jedoch
aus Zeitmangel nicht ndher erldutern; wir erinnern aber an Satz I1.4, der zeigt, dass die blofle
Stetigkeit der Abbildung Fj, fiir (II1.33) nicht ausreichen wiirde.

Aus (II1.33) folgt insbesondere, dass W C R™*™ keine inneren Punkte enthélt, und wir kénnen
zu jedem € > 0 ein A = (a;;)iczy jezr € W mit maX;ezn jezm |a; ;| < ¢ finden. Aus der
Definition (II1.33) von W folgt dann, dass

VkeZy ', 2€eQ, BERYY: A+#B-J(x), (I11.34)

was nach Auflosen zu Ju(z) = J(x) + A # B impliziert, dass

v) ¢ | R, also Ja(z) € R (I11.35)
fiir jedes x € Q gilt. Dies bedeutet jedoch, dass rk[F4] = m auf  ist. O

Lemma II1.6. Seien M = (M, T, A) eine Mannigfaltigkeit der Dimension m und f € C'(M; R™*1)
mit n > m + 1. Sind (U, z) € A, K C U kompakt und rk[f] = m auf K, so gibt es ein § > 0,
sodass

VheCYU;R™), max ||Jpor- 1[$(q)]HOp <d: tk[f+h] =m auf K. (II1.36)

qeK -

Beweis. Wir fithren die Notation J) = (Ji(,J;'))ieZ?,jEZ;ﬂ = Jpog-r 02 : U — R™™ ein und

bezeichnen mit JI(f (J@(J;))zel,jezgn : U — R™™, fir jede Teilmenge [ C Z7 mit |I| = m.
Nach Voraussetzung ist rk[.J)(¢)] = m und deshalb auch

D(q) = max{|det[J ()] | I € Z}, |[I|=m} > 0, (111.37)

fiir alle ¢ € K. Die Abbildung D : U — R™" ist stetig und nimmt deshalb auf K ein positives
Minimum 28 = mingex D(q) > 0 an. Fiir jedes ¢ € K gibt es also ein I(q) C Z7 mit |I(q)] = m
und | det[JV 1@ ( )]| > 2e. Definieren wir nun

= {peU : |det[J{) (p)] > ¢}, (I11.38)
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so ist {“Vq}qu eine offene Uberdeckung von K, die wegen deren Kompaktheit eine endliche
offene Uberdeckung enthélt, d.h. es gibt L € IN und ¢(1),¢(2),...,¢(L) € K so, dass

L
= |JKr, wobei K, = KNV und |[det[J)])] > e auf K, (111.39)
/=1

mit I(¢) := I(q(¢)) gilt. Insbesondere erhalten wir, dass .J I({Z)) auf dem Kompaktum K, invertibel
ist und

A= max{[|(J @), | (€2t ae K} < o (IT1.40)

Glg. (II1.40) kann beispielsweise direkt iiber die Darstellung der Inversen einer m x m-Matrix
mit Hilfe der Matrix der Minoren gewonnen werden.

Ist nun h € CH(U; R™*) mit

1
max {| Ty (@)llop | € € ZF, g €Ki} < 6 = o, (TT1.41)
so setzen wir
- h —17k
= > (D" (il (@) [JI((Z))(Q) (i (@) } (I11.42)
k=0
und beobachten, dass diese Reihe in Norm konvergiert, da
h —17k
| Rela)lop < Z |t - G T (111.43)
< ZH I(z kHHJ(h Ik, < AZQ F = 2N < 0.
AuBerdem sieht man leicht, dass
h h
Ri(q) - Jil3" (@) = Rilg)- Jif)\(a) + Relg)- T} () = 1gm (I11.44)
und analog JI{;h)( ) - Ri(q) = 1gm, d.h.
h ~1
R(g) = (13" (2) (I11.45)

und rk[f +h] = m auf K,. Fiigen wir dies fiir alle ¢ € Z zusammen, erhalten wir rk[f +h] =
auf K. 0

Satz IIL.7. Seien M = (M,%, A) eine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit der Dimension
m, f € CY(M;R") mit n > 2m und ¥ € C(M;R"). Dann existiert eine Immersion g €
C>®(M;R"™) von M in R" so, dass

Voe M: |f(g) —g(dl < (). (IT1.46)
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Beweis. Nach Satz II1.11 gibt es kompakte Mengen K, C K, so, dass M = [J 2, K,. Wir
vervenden im Weiteren den Beweis von Satz I1.13, dem gemé&fl es weiterhin eine Partition
{xe}2, € C®°(M;[0,1]) der Eins, {q/}2, € M, {e/}2, € R" und {(Us, 70)}72, C A, & :=
x¢(qe) so gibt, dass

xe = 1 auf V/,  mit V] = 2,'[B(&, )], (I11.47)
supplxe] C Vi = x,'[B(&,3s0)], (111.48)
o L(r+1) L(r+1) o
KEa\K. ¢ |J Wc | V< Kuan\Ka. (IT1.49)
¢=L(r)+1 (=L(r)+1

Sei 0; > 0. GeméB Lemma I11.5 existiert A; € R™*™ mit ||A;|loo < 07 so, dass
fis B&3er) = R", A(€) = [lor(€)] + Al§ - &) (II1.50)
eine Immersion ist, rk[f;] = m. Dann setzen wir
filg) = fld + xa(g) - Al (q) — &, (ITL.51)
fiir ¢ € M und beobachten, dass f; = fl oz auf V/ und daher
rk[fi] = tk[fioxz] = m (I11.52)
auf V7. Fiir jedes ¢ € M ist weiterhin

1fla] = flalll

||A1(f—§1)||} 2610 1
max 4 0AS ZSORL < = 11153
o< e S ety <20 0
vorausgesetzt, wir wahlen
1
01 = —e; min{¢(q)} > 0. (I11.54)
4 qeEWL
Seien nun L € N und f, € C*°(M;R") so definiert, dass
L L
tk[fr] = m auf UVg und Vge M : W < ZQ’Z. (II1.55)
q
=1 =1

Zu 1.1 > 0 existieren gemaf Lemma I11.5 Ay € R™™ mit ||Apy1]leo < 0141 SO, dass

rk[fi1] = m auf B(£41,3e41), (I11.56)

wobei

Jovr: B(Sein,3e0n) — R™, fra(€) = fulep (O] + A (€ — &) - (IIL57)
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Mit
fra(@) = fildl + xr+1(0) - Az (9) — Eol (II1.58)
ist dann fr41 = fr41 02241 auf V7| und deshalb
rk[fre1] = m auf V[, (I11.59)

d.h. fry 0 Vi, — R™ ist eine Immersion.

Fiir alle ¢ € M ist weiterhin

|l = Flalll < [ Fenlal - felall] + M(izf) (IIL60)
< Beryidi-1[g€ Wi + @b(q)(gilﬂ) < w(q)(iﬂ),
vorausgesetzt, wir wihlen _ _
et = 2 e min {U(g)) > 0. (111.61)

Weiterhin ist fir ¢ € Wy mit € := z1.1(q) € B(&p41,3€141)

JUr) (q) — JU)(q) = JUrn=Tr)(q) = JXL+1on}r1[AL+1<§ — &) + xe1(q) - A
(I1L.62)

und deshalb

|7V (q) — TV (g, < max {HJXLHom;Mf)Hop}5L+1 er41 + O6p41. (I11.63)

P £€B(§r+1,3eL+1)

Nach Lemma III.6 kann durch eine geniigend kleine Wahl vom d7 1 > 0 also gesichert werden,
dass

L
tk[frea] = m auf | Wi (I11.64)
/=1

Da {x/}2,; € C>*(M;]0,1]) eine lokal endliche Partition der Eins ist, gibt es zu jedem ¢ € M
ein Ly € N und ein U, € (q) so, dass

VL>Lo, ¢ €Uy [frld) = frold). (IIL.65)

Es folgt, dass ¢ := limy_, [, existiert, glatt ist und die gewiinschten Eigenschaften rk[g] = m
und || f — g|| < ¢ besitzt. O

Wir stellen noch ohne Beweis den folgenden Staz von Whitney vor.
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Satz IIL.8 (Whitney). Ist M = (M,%, A) eine Mannigfaltigkeit der Dimension m, so gibt
es eine Einbettung f € C®°(M;R*™ ) von M in R*"™! und f(M) = f(M) C R*™"! ist
abgeschlossen.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir verzichten hier auf den Beweis des Whitneyschen Einbettungssatzes, Satz I11.8, und
geben uns mit Satz II1.7 zufrieden. Gleichwohl lésst sich die Hinzunahme einer weiteren
Dimension von 2m nach 2m+ 1 beim Ubergang von einer Immersion zu einer Einbettung
an Beispielen plausibel machen.

e In den meisten konkreten Anwendungen haben wir es mit parametrisierten (Hyper-)Flichen
zu tun. Dies sind Mengen der Form

K
M = |Jw(Vi) € R?, (I11.66)

k=1
wobei Vi, € R™ nichtleere offene Mengen (Parameterbereiche) mit m < d und y; €
C>=(Vj; RY) injektiv sind.

o Mit A= {(yx(Vi), v ") }szl wird (M, %q, A) zur m-dimensionalen, in R? immersierten
oder sogar eingebetteten Mannigfaltigkeit. Satz I11.8 sagt also, dass alle Mannigfaltigkei-
ten von dieser Form sind - oder wenigstens diffeomorph dazu, vorausgesetzt, wir nehmen
d>2m+1 an.
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