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Aufgabe 5.1 (3+1+1 Punkte)

(a) Es seien U und W Unterräume von R5, gegeben durch

U := span





2
0
4
−2
2

 ,


1
0
4
4
2

 ,


1
2
2
1
1

 ,


−1
1
0
3
4




 ,

W := span





2
4
0
5
8

 ,


−1
−2
0
1
−3

 ,


1
2
0
2
4




 .

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von U und W und geben Sie dim(U) und
dim(W ) an.

(b) Bestimmen Sie eine Basis von U +W .

(c) Bestimmen Sie dim(U ∩W ).

Aufgabe 5.2 (1+2+2 Punkte)

(a) Es sei N ∈ N. Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Abbildung

κ : CN → CN , z⃗ =

 z1
...
zN

 7→

 z1
...
zN


linear ist.

1



(b) Es seien N ∈ N und 0⃗ ̸= w⃗ ∈ CN . Nach Aufgabe 4.2 ist

S :=

z⃗ =

 z1
...
zN

 ∈ CN

∣∣∣∣∣∣∣w1z1 + w2z2 + · · ·wNzN = 0


ein Unterraum von CN . Zeigen Sie, dass dim(S) = N − 1, indem Sie zeigen,
dass

τ : CN → C , z⃗ =

 z1
...
zN

 7→ w1z1 + w2z2 + · · ·wNzN

eine surjektive lineare Abbildung ist.

(c) Es seien X, Y zwei K-Vektorräume und φ ∈ L(X, Y ) eine bijektive lineare
Abbildung. Zeigen Sie, dass φ−1 ∈ L(Y,X) gilt.

Aufgabe 5.3 (1+2+2 Punkte)

Es seien N ∈ N und ΠN die Menge der komplexen Polynome vom Grad kleiner
gleich N (vgl. Aufgabe 4.3). Wir definieren zusätzlich Π0 := {0}.

(a) Bestimmen Sie die Dimension von ΠN .

(b) Bestimmen Sie eine Basis von

span
({

z2 + z,
√
2, 2z3 + z2 − (4 + i)z, z2 − 2i, 3z + 6i,

})
⊆ Π3 .

(c) Wir definieren die formale Ableitung eines Polynoms durch die Abbildung

D : ΠN → ΠN−1 ,
N∑
k=0

αkz
k 7→

N−1∑
k=0

αk+1(k + 1)zk .

Zeigen Sie, dassD eine lineare Abbildung ist. Bestimmen Sie weiterhin dim(Ker[D])
und dim(Ran[D]).

Aufgabe 5.4 (1+2+2 Punkte)

Es bezeichne KN die Menge der K-wertigen Folgen, definiert durch

KN := {(an)∞n=1 = (a1, a2, . . .) | ∀n ∈ N : an ∈ K} .

(a) Begründen Sie in wenigen Worten, dass KN mit der komponentenweisen Ad-
dition und skalaren Multiplikation einen K-Vektorraum definiert.

(b) Zeigen Sie, dass es sich bei den Abbildungen

L : KN → KN , (a1, a2, . . .) 7→ (0, a1, a2, . . .) ,

R : KN → KN , (a1, a2, . . .) 7→ (a2, a3, . . .)

jeweils um lineare Abbildungen handelt. Geben Sie außerdem die Abbildungen
L ◦R, R ◦ L ∈ L

(
KN

)
an.
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(c) Untersuchen Sie die Abbildung L und R aus Aufgabenteil (b) jeweils auf In-
jektivität und Surjektivität.
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