Kapitel VI. Matrizen

V1. Matrizen

VI.1. Definitionen

Definition VI.1. Seien M, N € N und K der Korper R der reellen Zahlen oder C der
komplexen Zahlen.

(i) KV*M = {(ai,j) P

G=1,...,M

Q5 € ]K} (VIl)

definiert die Menge der N x M-Matrizen iiber K. Dabei ist (a; ;) i-1...v eine
=1 M

,,,,,

abkiirzende Schreibweise fiir eine Tabelle von Zahlen,

ai iz ... Q1M
az Q22 ... A2\
a; ;) i=1,..,.N = . VI.2
( Z’J)le,m,M : : : (V12)
ai angz2 ... aN M

(ii) Seien X und Y zwei K-Vektorrdume mit dim(X) = M, dim(Y) = N und X :=
{Z1,..., 2y} € X, Y = {¥y1,...,yn} C Y Basen in X bzw. in Y. Ist nun ¢ €
L(X;Y) mit

(b(f]) = CLngl + a27ﬂ]2 + ...+ CLNJ‘?jN, (Vlg)
fiir j € ZY, so heifit
1 ... a1 M
yMx[®] = : : e KM (VL.4)
ani ... AaN,M

Matrixdarstellung von ® beziiglich der Basen X = {7;}}1, € X und
Y={u}L, cV.
(iii) Fir ® € £(X) = L(X; X) schreiben wir My [®] := y My[P].

(iv) Sind X = K™ und Y = K" mit Standardbasen &y = {e,...,én} € X und
Ev=Ae1,...,en} CY, so bezeichnet

M[D] = gy Me,, [P] (VL5)
die Matrixdarstellung von ® € £(IKM;KN) beziiglich der Standardbasen.

WS 2025,/26, Seite 60



Kapitel VI. Matrizen

Bemerkungen und Beispiele.
o K= R, M = 3, N = 2, X = {fl,fg,fg}, y = {?71,(7]2}, d e E(X,Y) mit

q)(fl) = 2(7]1, (b(fg) = ?71 — ’(Ijg, (b(fg) = —2’372, (VI6)
2 1 0

e Seien X = KM, Y = K" mit Standardbasen &, = {¢\,.... X} € KM und
v ={&™, eV CKY und @ € L(KM: KY) mit

a1
(b(gi(X)) = a1,i51(Y) +...+ aN,igj(\fY) = : , (VL38)
AN ;
fire=1,..., M. Dann ist
a1 Q12 -0 G1M
M[(I)] = 5NM5M [(I)] =
ani1 GaN2 an .M
(X (X (X
= (eE).e@ ). 2@), (VL9)

d.h. die Matrixdarstellung von ® bzgl. der Standardbasis erhélt man durch Anein-
anderreihung der Bilder (I>(€1(X)), o, d(E ](\j( )) (als Spaltenvektoren) der Basisvek-

toren él(X), .. .,(?](\j().

Lemma VI1.2. Seien M, N € N und X,Y zwei K-Vektorrdume mit Dimensionen M =
dim(X), N = dim(Y") und Basen X C X und Y C Y.

(i) KN*M st ein K-Vektorraum der Dimension dim[KN*M] = M - N beziiglich

a1 ... Q1M bii ... bium
Y + : =
a1 an bn 1 b v
(var1+bi1) ... (yarm +biw)
: : (VI.10)
(yan1 +0bn1) ... (vanam + bnoar)

(ii) yMy 1 L(X;Y) — KVNM st ein Isomorphismus.

Beweis. (i) ist trivial.
(i1): Seien X = {Zy,..., @y} und YV = {#,...,yn}. Zu festen m € Z}" und n € Z7
definieren wir ©,,,, € L(X;Y') durch

@n,m(fj) = j,m gn (VIll)
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Ist nun eine lineare Abbildung ® € £(X;Y') durch die Bilder ®(Z;) = a1 ;1 +. . .+an ;yn
der Basisvektoren in X' gegeben, so ist

N
Zzanm nm Zzanm jmyn Zlan,jgn = (I)<fj>7 <VI12)

m=1 n=1 m=1 n=1

fiir alle j € ZM. Also ist

M N
= > ) tnmOnm, (VI.13)

m=1 n=1
d.h. jede lineare Abbildung in £(X;Y’) kann als Linearkombination der ©,,,, dargestellt
werden, £(X;Y) = span({O,,, |m € Z},n € ZI'}).

Um die lineare Unabhéngigkeit der ©,, ,,, zu zeigen, nehmen wir die an, die Nullabbildung
sei als Linearkombination der O, ,, dargestellt, Zﬁf:l ZnN:1 Yrym Onm = Oz(x,vy, d.h.

M N
VEEX: Y D YumOum(@) =0 (VI.14)

m=1 n=1

gilt, was dquivalent zu

M N N
i EZ%W: 0 Zz%m nom (Z5) Zz%,méj,m% = nyn,jgj’n (VI.15)

m=1 n=1 m=1 n=1 n=1

ist. Weil {y1,...,9n} C Y eine Basis ist, folgt daraus vy ; = 72 = -+ = J»; = 0, fiir
alle j € Z{". Also verschwinden alle v, ,, und {©,,,,, |m € ZM n € Z¥} C L(X;Y) ist
eine Basis.

Damit sind dim[KY*M] = M N = dim[£(X;Y)] < oo, und KV*M und L(X;Y) sind
geméf Korollar V.9 (i) zueinander isomorph. Die zugehorigen Matrixdarstellungen

0 0
0
Enm = yMx[Onnm = oo 001 0 --- | «n. Zeile
0
0 : 0
/]\
m. Spalte (VL.16)

bezeichnet man als Matrixeinheiten. Die Menge der Matrixeinheiten {E,,, | m €
7Y n e 7Y} C KN*M hildet eine Basis. O

Bemerkungen und Beispiele.
e Seien K =R, M =3, N =2, so ist z.B.

1 2 3 9 1 —1
3(102)*(3 2 1)_

(3-1+2) (3-2—1) 3:3-1)\ (5 5 8
((3~1+3) (3-0+2) (3-2+1)) - ( ) (VL.17)
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VI.2. Matrixmultiplikation

Definition VI.3. Seien L, M, N € IN. Das Matrixprodukt ist eine Verkniipfung

() . ]KNXM % ]KMXL N KNXL’ (VIlS)
ai ay pm b1,1 bl,L C1,1 C1,L
: o : — ;. (VL19)
an 1 an, M bM,l bM,L CN,1 CN,L
wobel
M
Cny = Zamm bynr (VIL.20)

Bemerkungen und Beispiele.

e Zunéchst ein Zahlenbeispiel:

(2 3 0) ; (1’ 2.143-240-0 2-0+3-140-1
711 01/ \71+1-241.0 7.-041-1+1-1
8 3
(33 iz
e Zur Berechnung des Matrixproduktes ist folgendes Schema hilfreich:
b11 bie birL
4
b bare b,z
a1 a1,Mm C1,1 \ C1,L (VI.22)
: : ! :
Ap 1 — Ap M - — Cn,e
an1 an M CN,1 CN,L

e Auch Vektoren lassen sich als Matrizen auffassen. Es sind KM IKM>1 ynd KM

isomorph, denn sie haben alle Dimension M. Identifiziert man K™ mit K1, d.h.

liest man die Vektoren

€

8y
I

Tpm

c ]KM

c KM~ (V1.23)
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als (M x 1)-Matrix, so ldsst sich die Anwendung von ® € L(K;K") auch als
Matrixmultiplikation schreiben. Ist ndmlich

ari ... Qi m
M) = | au (VI.24)
aNi ... aN,M
so ist M[®(7)] € KV*! mit
M[D(Z)] = M[P]- M[7] (VI.25)
ail .- Q1M 1 a1+t a1 MTu
ani .- Qan,M Tp aNiri +--+ anmTy

Wegen dieser Interpretation der Anwendung von ® auf ¥ als Matrixmultiplikation
lasst man haufig die Argumentsklammern weg und schreibt

o7 = D(7). (VI1.26)

Der folgende Satz zeigt nun, dass die Matrixmultiplikation genau der Komposition von
linearen Abbildungen entspricht.

Satz VI.4. Seien X,Y,Z drei K-Vektorrdume mit Basen X = {Z}l, C X, Y :
{utM_ C Y, Z := {2}, C Z, wobei L, M,N € N. Sind weiterhin ® € L(X;Y)

m=1

und W € L(Y; Z), so gilt

zMy[Vo®] = zMy[V]- yMx[D]. (VI.27)

Beweis. Sind
vm € ZM U(Y) = Q1m 21+ .. + AN 2N, (VI.28)
Ve e 7k O(Fy) = bigth + ..+ b Y, (VI.29)

so ist, fiir jedes ¢ € 7L,
(o ®)(Z) = U(bredi+- ..+ baelum)
= b1V (1) + ...+ br eV (Yum) (VI1.30)
=bio (@12 + ... +aniZn) + .+ b (@i + o+ an )
= (al,lbu +aiabay+ ...+ a1,MbM,£) 21+
St (CLN,lbl,Z +anabos+ ...+ aN,MbM,z) ZN.

Die Behauptung ergibt sich nun sofort durch den Vergleich von (VI.30), (VI.20) und
(VL.3). O
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VI.3. Der Matrixring IKV*V

Definition VI.5. Sei X ein K-Vektorraum.

(i) Man bezeichnet die linearen Abbildungen X — X als Endomorphismen und
schreibt

L(X) == L(X;X). (VI.31)

(i) Die bijektiven Elemente in £(X) bilden die Familie der Automorphismen, !

GL(X) = {® € L(X)|  ist bijektiv}. (VI1.32)

Lemma VI1.6. Sei X ein K- Vektorraum.

(i) Die Endomorphismen L(X) bilden einen Ring beziiglich punktweiser Addition und
Komposition als Multiplikation, d.h. fir ®,V,0 € L(X) ist (Po WV 4+ 0O) € L(X)
definiert durch

(PoV+0)(7) = ©(¥(Z)) + O(F). (V1.33)
Die Identitat 1x € L(X), 1x(Z) = &, operiert als Einselement.

(ii) Die Automorphismen GL(X) C L(X) bilden eine Gruppe beziglich Multiplikation
(d.h. Komposition).

Beweis.
@ erhélt man durch Nachpriifen der Ringaxiome.

(1) Mit &, ¥ € L(X) bijektiv ist auch ® o ¥ bijektiv, also ist o : GL(X) x GL(X) —
GL(X). Die Komposition von Abbildungen ist auch assoziativ, und es gilt (G1). Die
Identitatsabbildung 1y ist offensichtlich auch ein Automorphismus, also gilt (G2). Es
verbleibt die Existenz des Inversen, (G3), nachzupriifen. Seien dazu ® € GL(X) und
$~1: X — X die inverse Abbildung, d.h.

VZEX: (Pod® ')(@) = (2'0®)(@) = T (VI1.34)
Sind nun 7,4 € X und a € K, so gibt es @, 7 € X mit & = ®(w), ¥ = $(Z). Somit ist
>N af+7) =0 (a®(@) + 0(2) = @ (P(al+2)) = a
= ad () + 27 (y), (V1.35)
und @~ ist linear. Offensichtlich ist ®~! auch bijektiv, also @~ € GL(X). O

+7

g

Satz VI.7. Seien N € N und X ein K-Vektorraum mit Basis X := {zy,...,Zn} C X.

(i) KN*N st ein Ring (beziiglich komponentenweiser Addition und Matrizmultiplika-
tion) mit Einselement

1 = - , (VL36)

der Einheitsmatric.

LGL steht fiir ” general linear group”
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(i) My : L(X) — KVN*N st ein Ringisomorphismus, d.h. My ist bijektiv und erhdlt
die Ringeigenschaften,

VO, T,0 € L(X): Mxy[@Pol+6] = My My[T] + Mx[O]. (VL3T7)

Beweis. (i) erhélt man wieder durch Nachpriifen der Ringaxiome, und (i) ergibt sich
trivial aus Satz V1.4 und Lemma VL.6. O

Bemerkungen und Beispiele.

o IKVXN st nicht kommutativ fiir N > 2, etwa

11 11 2 1 1 2 11 11
(o 1)'(1 o)—<1 o)7£<1 1)‘(1 0)'(0 1)' (VL.38)
e Fiir & € GL(X) erhélt man aus (VI.37) sofort, dass

—1

Mx[@7] = (Mx[D]) (VI1.39)

Die Berechnung der inversen Matrix auf der rechten Seite in (VI.39) ist allerdings
nicht ganz einfach. (Siehe Satz VIL.8.)

e Wir withlen N =2, K = R, X = R? und Basen
R 2\ 1 o 1\ . 0
A O R O e CE O K O s

und eine lineare Abbildung ® € £(R?) mit

(7)) = <§), D(Ty) = (g) (VL.41)

Dann sind ®(7) = 22, 4+ 075 und & (7)) = 07 + 375, also ist

( ) (V1.42)
Andererseits sind

- 1 - . 0 - -
— <0) — %l‘1’ 61 — <1) = 1‘2—%1'1’ (VI43)

[y

o(e) = 1o(7) = ;(g) _ (g) _ 26, (V1.44)
B(ey) = B(d) — Lb(#) = (3) —§<g) _ (;) 16 436, (V145)

also ist

Mel] = (5 1) # Mol (VL46)

WS 2025,/26, Seite 66



Kapitel VI. Matrizen

V1.4. Transformation von Matrizen bei Basiswechsel

Seien X und Y zwei K-Vektorraume mit dim(X) = M, dim(Y) = N und Basen
X = A{7,....,%u} C X, Y = {h,...,yn} C Y. Die Matrixdarstellung My y[®]
einer linearen Abbildung ® € L(X;Y') beziiglich dieser Basen ist basisabhéingig, so wie
die Koordinaten eines Vektors basisabhingig sind. Sind W := {u,..., Wy} € X und
Z:={Z,...,Zy} € Y auch Basen von X bzw. Y, so stellt sich die Frage, wie man
yMx[®] in zMyy[P] umrechnet.

Dazu bemerken wir, dass es nach Satz V.2 eindeutige lineare Abbildungen = € £(X),
© € L(Y) gibt, mit

E(Th) = dh, E(@h) = dh, .., (Tm) = W, (V1.47)

O(h) = 2, O) = %, ..., O@x) = . (V1.48)

[1]

= und O sind beide surjektiv, also nach Satz V.6 bijektiv und somit Automorphismen,
= e GL(X), © € GL(Y). Die inversen Abbildungen sind damit ebenfalls Automorphis-
men =71 € GL(X), ©7! € GL(Y) und besitzen die Eigenschaften

=) = &, ) = T, ..., Z (i) = T, (VL.49)
@_1(51> - ’!71, @_1(_)2) - 372, ey @_1(_}\/’) - gN- (VI50)
Die linearen Abbildungen =, ©, =1, ©~! bezeichnet man als Basistransformationen.

Satz VI.8. Seien M, N € N, X undY zwei K- Vektorriume mit Basen X := {Z,,}M_, C
X, Y=, CY, W= {w, M, CX, Z:={Z}, CY und zugehdrigen Ba-
sistransformationen = € L(X), © € L(Y) mit E(Z,,) = W, und O(y,) = Z,. Dann gilt
fir jede lineare Abbildung ® € L(X;Y), dass

sMp[®] = yMy[@ ooz (VL51)

Beweis. Seien a,, ,, € K so gegeben, dass

VYm € Ziw : (I)(Zﬁm) = aLle + ...+ aMmZN, (VI52)
d.h.
Q11 0 QM
Mwl®] = | N (VL53)
ani -+ aNM

Dann ist, fiir alle m € ZM,

(I)(E(fm)) = @(u‘)’m) = aLm@(gﬁ) + .0+ aN,m@(gN)
= @(al,my} + ..+ aN,mgN)- (VI54)

Durch Anwendung von ©~! erhalten wir dann

Vm € Z{M . (@71 odo E) (fm) = al,mgj’l + ...+ aN,mgNa (VI55)
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d.h.
ayy 0 Q1M
yMxy [@_1 odo E} = . (VL.56)
ani - GN M
O
Korollar VI1.9. Gelten die Voraussetzungen wie in Satz VI.8, so ist
M@ = (My[]) " - y M [®] - My [Z]. (VL57)
Beweis. Ergibt sich sofort aus Satz VI.4 und (VI.39). O

Korollar VI.10. Seien N € N, X ein K-Vektorraum mit Basen X := {Z,})_,, W =
{0, 3N, € X und zugehdriger Basistransformation = € GL(X), mit Z(Z,) = W,. Fir

alle ® € L(X) gilt

M@ = (M[E])7" - M[®] - My[Z]. (VL58)

Bemerkungen und Beispiele.

e Zur Berechnung der inversen Matrix braucht man die Determinante. Diese ist
Gegenstand des néchsten Kapitels. Erst wenn wir Matrizen invertieren koénnen,
sind (VL.57) und (VI.58) zu etwas niitze.

e Wir illustrieren Korollar VI.10 durch ein Beispiel und kommen dazu nochmal auf
(VL.40)-(V1.46) zuriick, wihlen also N = 2, K = R, X = R? und Basen

- (an Q) # - fo (e () e

(VL.59)

Der Basis & entspricht nun also X in Korollar VI.10 und X" in (VI.59) entspricht
W in Korollar VI.10.

Wir berechnen nun die Matrixdarstellungen Mg[=], (/\/lg[E])_1 = M2 €
K*>*? zur Basistransformation = € GL(X), Z(¢)) = &1, Z(éy) = 7o, und ihrer
Inversen =7! € GL(X), 271(#) = &, =~ }(Z2) = €». Dazu beobachten wir, dass

=) = & — ((2)) — 2, (VL60)
—_ = — ]- — —
:<€2> = X9 = (1) = e+ 2, (VI61)
und
e = Eil<.§l,_’»1) = 2571(51) = Eil(é)l) = %_)1, (VI62)
gg = E_l(fg) = E_l(_’lﬁ»gg) = %_)1+E_1(é)2) = 5—1(52) 6_’2—%_).
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Somit sind

MelZ] = ((2) ‘D und  Me[E7Y] = (

Nun iiberpriifen wir (Mg[E])_l = M¢[=71] durch Matrixmultiplikation. In der
Tat sind

Me[E]- Mg[EY = (2 D . (é “1%) _ ((1) ?) _ 1 (VL65)

M7 Me[E] = <é _ﬁ) : <§ 1) = <(1] (1]) = 1. (VIL.66)

Wir kommen nun auf die in (VI.41) definierte lineare Abbildung ® € £(R?) zuriick,
die geméaf (VI.42) und (VI.46) die Matrixdarstellungen

1 _1
2 2
2 ) . (VL.64)

=)

Me[d] = (g ;) und Mo [®] = ((2) g) (VL67)

besitzt. Durch Matrixmultiplikation erhalten wir nun sofort, dass
1 1
o) omelel Mozl = (5 7)) (5 5) (61) i

(D) = (B = e

wie in Korollar VI.10 behauptet.
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