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13. Ubungsblatt (Bonus)
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Aufgabe 13.1

(a) Zeigen Sie explizit, dass der Integrand aus Grofier Ubung 13.2

2 2

flxy) = (y s, (xy) € 0,17\ {(0,0)}

x2 + y2)2’

nicht pp-integrabel ist auf [0,1] und somit die iterierten Integrale iiber x und y méglicher-
weise nicht gleich sind.

(b) Berechnen sie die folgenden Integrale:
L :/ y-exp[—x* +x% + x| dua(x, y),
Rx[—1,1]
L = /]R2 xy exp[—x* — y?] dua(x, ).

Aufgabe 13.2

(a) Essei ¢ : R — R eine stetige Funktion und
M= {(x,y) ER0<y <1, 0<x< oy}
Zeigen Sie, dass das (moglicherweise unendlich grofie) Volumen von M gegeben ist durch

(v)

<
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12 (M) = / 1dxdy.
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(b) Seien r,L > 0 und

x,y) € RYx? +y* <1},
x,y,z) ER}x*+y* <1}, 0<z<L}

K(r) = {(
Z(r,L) = {(

der Kreis mit Radius  und der Zylinder mit Radius r und Lénge L. Berechnen Sie po(K(r))
und p3(Z(r,L)). Uberfithren Sie dazu K(r) und Z(r,L) in eine zu M &hnliche Form und
nutzen Sie ihr Ergebnis aus (a).

(c) Berechnen Sie

dus(x, ).
/K(r) x| dp2(x, y)



Aufgabe 13.3 Wir definieren die Gamma-Funktion und die Beta-Funktion durch

[:RT =R, xesTx /+t"1‘tdyl()
R
B:R* xR* R, (x,y) Bx,y) = /[O L= g (),
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fir alle n € INp gilt
I'[n+1] =n!
(b) Fiir alle x > 0 gilt
I[x+1] =x-Tx].
(c) Fiir alle x,y > 0 gilt

_ I'[x]-T'y]
Blx,y) = W

Hinweis: Betrachten Sie I'[x] - I'[y] und nutzen Sie Fubini-Tonelli sowie eine geeignete Koor-
dinatentransformation.

(d) Seien m,M € N, m < M, x,p > 0 und y > 0. Dariiber hinaus sei

M m y
A(M,m,p,x,y) / (Hs" 1) 1 [Zsi <p (p— Zs]-) dum(st,---,5Mm)-
i=1
(Rg )M

i j=1

Dann ist v
Y T[] T [(M = m)x +y+ 1]

A(M,m,p,x,y) = ['[Mx+y+1|T[(M—m)x+1]

Aufgabe 13.4
(a) Bestimmen Sie V C RR3 so, dass
rsin(0) cos(go))

®:(0,00) x (0,71) x (0,2r) =V, (r,6,¢9) — (rsin(@) sin(¢)
rcos(6)

eine Koordinatentransformation definiert und berechnen Sie die Funktionaldeterminante von

D.
(b) Berechnen Sie das Volumen der Kugel B(a,R) vom Radius R > 0 in drei Dimensionen.
(c) Fiir 7 € R3 sei
_ 1
() = / - dus(x, X2, x3).

BO,R) 1% = Flleurt
Zeigen Sie, dass

R nm m 0
/// *sin(6) dpdodr,
0 0 —m

72 1711200 — 27 17 lleuri cos(8)

und 16sen Sie das Integral. Hinweis: Nehmen Sie zundchst an, dass i = (0,0, ||y||ew)” ein

Vektor in positiver z-Richtung ist und verallgemeinern Sie dann Ihr Ergebnis auf beliebige
= 3
y € R’



