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Aufgabe 11.1 (2 +2+2)
Im Folgenden sei (Q, 2, i) ein Mafiraum.

(a) Es sei
N ={Aedu(A) =0}

das System der Nullmengen. Beweisen Sie: Ist (A,)5 ; € N N eine Folge von Nullmengen,
so ist auch J;—, A, eine Nullmenge.

(b) Nun sei
N:={AeP(Q)INeN:ACN}

das System der Teilmengen von Nullmengen und
£:={AUNJA €A N € MN}.
Zeigen Sie, dass £ eine o-Algebra iiber Q) ist.
(c) Zeigen Sie, dass (Q, £, 1), die Vervollstandigung von (€, 2, i), ein Mafiraum ist, wobei
pp: £ —[0,00], AUN — u(A).
Aufgabe 11.2 2+ 2+ 2)
Seien X,Y # & sowie A und B o-Algebren iiber X bzw. Y. Dann nennen wir eine Abbildung

f : X — Y messbar, falls
VBecB:f}(B)c A

(a) Seien X,Y # @ sowie A = P(X) und B = {&,Y}. Zeigen Sie, dass alle Funktionen f :
X — Y messbar sind. Zeigen Sie umgekehrt, dass von den Funktionen ¢ : Y — X nur solche
messbar sind, welche konstant sind, d.h., fiir welche ein x € X existiert mit g(y) = x fir
alley €Y.

(b) Seien X,Y,Z # &, A,B und C o-Algebren tiber X,Y bzw. Z und seien f : X — Y und
g :Y — Z messbar. Beweisen Sie, dann ist auch go f : X — Z messbar.

(c) Ist £ C Y und A(E) die von & erzeugte o-Algebra iiber Y, dann ist f : X — Y genau dann
messbar, wenn

VEc&: fYE) € A
Aufgabe 11.3 (2+2+2)
In dieser Aufgaben beweisen wir die Translations-Invarianz des Lebesgue-Borel-Mafes.

(a) Nutzen Sie Aufgabe 11.2 (c), um zu zeigen, dass stetige Funktionen f : R” — R" messbar
sind beziiglich der Borelmengen B,, bzw. B,,.

(b) Sei a € RY. Zeigen Sie, dass die Funktion T, : RY — R? x - x 4 a messbar ist und dass
A=pgoT,:B;— [0,00], A us(A+a) ein MaB ist.

(c) Zeigen Sie, dass A = py auf By gilt.



Aufgabe 11.4 (3 +3)
Im Folgenden betrachten wir stets den Mafiraum (IR, B1, #11) und positive Funktionen f : R — R .
Fiir messbare Funktionen und A > 0 sei die Niveaumenge definiert durch

A(f,A) = F((A,00]) = {x € RIf(x) > A} € By.

Entsprechend ist F(f,:) : Rt — [0,00], A — F(f,A) = u1(A(f,A)) eine monoton fallende
Funktion. Wir nennen eine messbare Funktion f pq-integrabel, wenn das Riemann-Integral

b
sup F(f,A)dA < o0

0<a<b<oo o

endlich ist und schreiben

/Rfdy _ /OOOF(f,A)dA.

(a) Zeigen Sie: Ist f eine Treppenfunktion, d.h., existieren ay,...,a, € ]Ra' und Aq,..., A, € B,
mit pq1(A;) < oo fir alle i € Z] so, dass

n
flx) =) a;i-14(x),
i=1
dann ist f messbar, pi-integrabel und es gilt
n
/ fdu =73 apu(A).
R i=1
(b) Seien n € N,a,b € R, 0 <a <bund f, : R = R definiert durch

fu(x) =

X", a<x<hpb,
0, sonst.

Zeigen Sie, dass f, p1-integrabel ist und berechnen Sie

/]andﬂl-



