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Aufgabe 11.1 (2 + 2 + 2)
Im Folgenden sei (Ω,A, µ) ein Maßraum.

(a) Es sei
N := {A ∈ A|µ(A) = 0}

das System der Nullmengen. Beweisen Sie: Ist (An)∞
n=1 ∈ NN eine Folge von Nullmengen,

so ist auch
⋃∞

n=1 An eine Nullmenge.

(b) Nun sei
N := {A ∈ P(Ω)|∃ N ∈ N : A ⊆ N}

das System der Teilmengen von Nullmengen und

L := {A ∪ N|A ∈ A, N ∈ N}.

Zeigen Sie, dass L eine σ-Algebra über Ω ist.

(c) Zeigen Sie, dass (Ω,L, µL), die Vervollständigung von (Ω,A, µ), ein Maßraum ist, wobei

µL : L → [0, ∞], A ∪ N 7→ µ(A).

Aufgabe 11.2 (2 + 2 + 2)
Seien X, Y 6= ∅ sowie A und B σ-Algebren über X bzw. Y. Dann nennen wir eine Abbildung
f : X → Y messbar, falls

∀ B ∈ B : f−1(B) ∈ A.

(a) Seien X, Y 6= ∅ sowie A = P(X) und B = {∅, Y}. Zeigen Sie, dass alle Funktionen f :
X → Y messbar sind. Zeigen Sie umgekehrt, dass von den Funktionen g : Y → X nur solche
messbar sind, welche konstant sind, d.h., für welche ein x ∈ X existiert mit g(y) = x für
alle y ∈ Y.

(b) Seien X, Y, Z 6= ∅, A,B und C σ-Algebren über X, Y bzw. Z und seien f : X → Y und
g : Y → Z messbar. Beweisen Sie, dann ist auch g ◦ f : X → Z messbar.

(c) Ist E ⊆ Y und A(E) die von E erzeugte σ-Algebra über Y, dann ist f : X → Y genau dann
messbar, wenn

∀ E ∈ E : f−1(E) ∈ A.

Aufgabe 11.3 (2 + 2 + 2)
In dieser Aufgaben beweisen wir die Translations-Invarianz des Lebesgue-Borel-Maßes.

(a) Nutzen Sie Aufgabe 11.2 (c), um zu zeigen, dass stetige Funktionen f : Rm → Rn messbar
sind bezüglich der Borelmengen Bm bzw. Bn.

(b) Sei a ∈ Rd. Zeigen Sie, dass die Funktion Ta : Rd → Rd, x 7→ x + a messbar ist und dass
λ = µd ◦ Ta : Bd → [0, ∞], A 7→ µd(A + a) ein Maß ist.

(c) Zeigen Sie, dass λ = µd auf Bd gilt.
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Aufgabe 11.4 (3 + 3)
Im Folgenden betrachten wir stets den Maßraum (R,B1, µ1) und positive Funktionen f : R → R+

0 .
Für messbare Funktionen und λ > 0 sei die Niveaumenge definiert durch

A( f , λ) := f−1((λ, ∞]) = {x ∈ R| f (x) > λ} ∈ B1.

Entsprechend ist F( f , ·) : R+ → [0, ∞], λ 7→ F( f , λ) = µ1(A( f , λ)) eine monoton fallende
Funktion. Wir nennen eine messbare Funktion f µ1-integrabel, wenn das Riemann-Integral

sup
0<a<b<∞

b∫
a

F( f , λ)dλ < ∞

endlich ist und schreiben ∫
R

f dµ =
∫ ∞

0
F( f , λ)dλ.

(a) Zeigen Sie: Ist f eine Treppenfunktion, d.h., existieren a1, . . . , an ∈ R+
0 und A1, . . . , An ∈ B1

mit µ1(Ai) < ∞ für alle i ∈ Zn
1 so, dass

f (x) =
n

∑
i=1

ai · 1Ai(x),

dann ist f messbar, µ1-integrabel und es gilt∫
R

f dµ =
n

∑
i=1

aiµ1(Ai).

(b) Seien n ∈ N, a, b ∈ R, 0 < a < b und fn : R → R definiert durch

fn(x) =

{
xn, a ≤ x ≤ b,
0, sonst.

Zeigen Sie, dass fn µ1-integrabel ist und berechnen Sie∫
R

fn dµ1.


