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Aufgabe 10.1 2+2+2)

Ist y : R — [0, 00| ein PrimalB und R nicht nur ein Ring sondern sogar eine o-Algebra, dann nennen wir
u ein MaB3. Beweisen oder widerlegen Sie jeweils:

(@) Ist Q) # &, x € Qund A C P(Q) eine o-Algebra iiber (), so definiert

1, x€A,

Oy : 0,00, A
A — [0, 0] +—>{0, cdA

ein Maf.

(b) Der Ring A aus Aufgabe 9.3 (a) ist eine o-Algebra.

(c) Das Zihlmal
v P(N) = [0,00], A s #[A]

ist ein Maf3. Hierbei definieren wir die Addition mit co durch
VicR:a+00=00+a=00, 00+ 00 = 00.

Aufgabe 10.2 (3+3)

Im Folgenden seien X,Y # @& und A und B o-Algebren iiber X bzw. Y. Beweisen oder widerlegen Sie
jeweils:

(a) Ist M # O eine Teilmenge von X so definiert
MNnA={MnNA|A € A}
eine o-Algebra iiber M.

(b) Die Menge
AxB={AxB|Ac A BeB}CP(XxY)

definiert eine o-Algebra iiber dem kartesischen Produkt

XxY={(xy)|xeX yeY}

Aufgabe 10.3 2+2+1+1)

Seien QgQ) = {[a,b)

ten und ngQ) =2 [QgQ)] die von ihnen erzeugte o-Algebra. Zeigen Sie folgende Inklusionen:
@ [v2, 00) € AY;

(b) (—o0, 7) € AY:

a,b e Q} C £Q4 die Familie aller halboffenen Intervalle mit rationalen Randpunk-

© o c A,

(d) By =29,



Aufgabe 10.4 2+2+2)
Sei ) # @ und D C P(Q). Wir nennen D Dynkin-System iiber (), falls

1) QeD.
(i) VAeD: A€ D.
(iii) Ist (A,)®_,; € DN eine Folge disjunkter Mengen aus D, dann ist U, A, € D.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System.
(b) Es gibt Dynkin-Systeme, die keine c-Algebren sind.

(¢) Ein Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn fiir alle A, B € D auch AN B € D.



