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Aufgabe 9.1 (3 + 3)

(a) Es sei
A := {A ⊆ N|#[A] < ∞} ⊆ P(N).

Beweisen Sie, dass A ein Ring über N und

µ : A → R+
0 , A 7→ µ(A) = #[A]

ein Inhalt ist.

(b) Sei
B := {B ⊆ N|#[B] < ∞ ∨ #[N \ B] < ∞}

die Algebra über N aus Aufgabe 6.3 (b). Zeigen Sie, dass

ν : B → R+
0 , B 7→ ν(B) =

{
#[B], #[B] < ∞,
#[N \ B], #[N \ B] < ∞

keinen Inhalt definiert.

Aufgabe 9.2 (3 + 3)
Im Folgenden seien X, Y 6= ∅ und f : X → Y eine Abbildung.

(a) Sei A ⊆ P(X) eine σ-Algebra über X und

B := {B ⊆ Y| f−1(B) ∈ A}.

Beweisen Sie, dass B eine σ-Algebra über Y ist.

(b) Sei E ⊆ P(Y) und A(E) die von E erzeugte σ-Algebra über Y. Beweisen Sie, dass

f−1(A(E)) = A( f−1(E)).

Aufgabe 9.3 (3 + 3)
Im Folgenden seien a, b ∈ R, a < b und R([a, b]) der Raum der Riemann-integrierbaren Funktio-
nen auf [a, b]. Weiterhin sei für alle A ⊆ [a, b] die charakteristische Funktion 1A : [0, 1] → R von
A gegeben durch

1A(x) :=

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A.

Beweisen Sie:

(a) A ⊆ P([a, b]), gegeben durch

A := {A ⊆ [a, b]|1A ∈ R([a, b])},

definiert einen Ring auf [a, b].
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(b) Die Abbildung µ : A → R+
0 , definiert durch

µ(A) :=
b∫

a

1A(x)dx,

definiert einen Inhalt.

Aufgabe 9.4 (6)
Bestimmen Sie den minimalen euklidischen Abstand des Punktes (1,−1, 0) ∈ R3 zum Rotations-
hyperboloiden

M = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 − z2 = 1}.

Argumentieren Sie vorab, warum ein minimaler Abstand existiert.


