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Aufgabe 3.1 2+1+2+2+2)
Im Folgenden sei X := C([0,1];R) der Raum der stetigen Funktionen von [0,1] nach R.

(a) Beweisen Sie, dass
I lleo: X =Ry, fr sup [f(x)]
x€[0,1]

eine Norm ist.
(b) Beweisen Sie, dass (X, | - ||w) ein Banachraum ist.

(c) Beweisen Sie, dass
1
Il X >R, £ [IFG)]d
0

eine Norm ist.

(d) Beweisen Sie, dass (X, ]| - |l1) kein Banachraum ist.

(e) Beweisen Sie, dass die || - [|-Norm echt stérker ist als die || - [|;-Norm, d.h., zeigen Sie, dass
es ein 0 < C < oo gibt so, dass ||f]1 < C|f|le fir alle f € C([0,1];R) gilt, aber nicht
umgekehrt.

Aufgabe 3.2 (45 +1,5)

(a) Beweisen oder widerlegen Sie jeweils die punktweise Konvergenz und die gleichméfBige kon-
vergenz der Funktionenfolgen (f,,)5 4, (8n)5-, und (h,)$_;, wobei

fn:[0,1] 2 R, x> exp[—nx],
. 1
gni[-11] >R, x— {” exp [h ], I <1/n

0, sonst,

hy: [-1,1] = R, x> n-sin(5).

(b) Essei f:[—1,1] — R eine in x = 0 stetige Funktion. Beweisen Sie, dass die Funktionenfolge
fu:[=11] = R, x — f(£) gleichméBig konvergiert gegen die konstante Funktion

fro i [-1,1] = R, x — £(0).

Aufgabe 3.3 (4 +2)
(a) Berechnen Sie die Grenzwerte der Integrale Iy, I, wobei
1 4 1/n

I; = lim exp [—x — x] dx, I, = lim / gf(x) dx,

n—oo Jo n n—oo
—1/n

und f:[—1,1] — R eine stetige Funktion sei.



(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Es sei (f,)5"_; eine Folge an stetigen Funktionen f, : R — R
mit kompakten Triagern, d.h., es existieren a, < b, € R so, dass f, = 0 auflerhalb von
[an,by]. Dariiber hinaus konvergiere diese Folge gleichmiBig gegen eine stetige Funktion
f:R — R, die absolut Riemann-integrierbar ist. Dann gilt

7}1_130 7fn(x) dx = 7f(x) dx.

Aufgabe 3.4 (3)

Beweisen Sie: Seien (X, | - ||x) ein normierter Raum und (Y, || - |y) ein Banachraum, dann ist
auch B(X;Y), der Raum der beschrankten linearen Operatoren von X nach Y, ein Banachraum.



