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Aufgabe 2.1 2+ 2+ 2)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sei (X,]| -||) ein normierter Raum, dann ist (X,p;) mit p; : X x X — RJ, (x,y) —
p1(x,y) :== ||x — y|| ein metrischer Raum.

(b) Sei (X, || -]|) ein normierter Raum und (X, pr) der aus (a) induzierte metrischer Raum. Dann
sind die offenen Kugeln By, (x,7) fiir x € X und r > 0 konvex.

(c) Es gibt Vektorrdume X mit Metriken p, welche nicht durch eine Norm induziert sind, d.h.,
fur welche es keine Norm || - || gibt so, dass (X,p) = (X, pr)-

Aufgabe 2.2 (2 +2+2)

(a) Seien d € N und 1 < p < co. Zeigen Sie, dass auf C? die || - ||,-Norm #quivalent ist zur
| - [o-Norm, d.h., zeigen Sie, dass es Konstanten 0 < c,(d),Cy(d) < oo gibt, die von der
Dimension d und dem Exponenten p abhéngen konnen, so dass fir alle x = (x1, ..., x4) € c

gilt
cp(d) - [[xlleo < [Jx]lp < Cp(d)]|x]]eo-
(b) Beweisen Sie: Seien X ein Vektorraum, || - |4, || - ||» zwel dquivalente Normen auf X und
(xn)%_; € XN eine Folge in X. Die Folge (x,)®_; konvergiert in (X, || - ||2) genau dann gegen
x, wenn sie in (X, || - ||) gegen x konvergiert.

(c) Essei 1 < p < oo. Untersuchen Sie die Folgen (a,)%_;, (bx)%_; € (C*)N auf Konvergenz in

n=1s

(C3%, | - ||p) und berechnen Sie gegebenenfalls den Grenzwert, wobei
341 2i-/n
. n (2i)"+1
a, = | sin(n)-exp[-n] |, by,=| Sz
(L’)” n?+3n—5
2 n3+4n+1

Aufgabe 2.3 2+ 2+ 2)
Sei CN = {f:IN — C} = {x = (x,)%,|xn € C} die Menge der komplexen Zahlenfolgen.

(a) Zeigen Sie, dass CN beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation mit Skalaren
ein komplexer Vektorraum ist.

(b) Sei 1 < p < 0. Zeigen Sie, dass £F(IN) C CN ein Unterraum ist. Sie diirfen hierbei ohne
Beweis benutzen, dass die || - ||,-Norm aus Gleichung (1.68) die Dreiecksungleichung erfiillt.

(c) Seien 1 < p < g < oo. Zeigen Sie, dass £/ (IN) C ¢7(IN) ein echter Unterraum ist.



Aufgabe 2.4 (2 +2+2)
Seien d € N, X, := (C%, ] - || ) und

a1

aqa

Zeigen Sie, dass

1<k<d

(@) [[Allp(x,x.) = max {

1<i<d

a1,d
€ B(Xp, Xp).

a4,d

d
Y. |ﬂk,z|},

(b) ||A||B (X1,X;) — Inax {Z |ﬂk,l|},
k=
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