V1. Grundziige der Malltheorie

VI.1. Ringe und Figuren

Definition VI.1. Sei © eine Menge und B(Q) = {4 : A C Q} ihre Potenzmenge. Ein
Mengensystem R C PB(2) heifit Ring <

0 e R, (VL1)
A B e R = A\ B € R, (VI.2)
A B € R = AUB € A (VL3)

Wir bemerken, dass aus (VI.2) mit A, B € R auch
ANB = {weAweB} = {wed|wé¢(A\B)}
= A\(A\B) € A (VI.4)
Damit folgt, dass ein Ring mit endlich vielen Mengen auch deren Vereinigung und Durchschnitt
enthélt,
A Ay A e R o= A, (4 e (VL5)

J=1 J=1

Bemerkungen und Beispiele.
e Die leere Menge bildet einen Ring, R = {0}.
e Ebenso erhilt man einen Ring, wenn man noch die volle Menge hinzufiigt, R’ = {0, Q}.
e Natiirlich ist die Potenzmenge (2) selbst ein Ring.

e Fiir das nichste Beispiel erinnern wir an die Halbordnung < auf R?, die fiir a,b € RY
gegeben ist durch
a<b & algbl, a2§b2,...,ad§bd. (VI6)

Definition VI.2. Sei Q = R? und d > 1. Fiir a,b € R? mit a < b heifit
[a, b) = [al,bl) X [CLQ,bz) X X [ad,bd) (VI?)
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(nach rechts halboffener) Quader. Die Menge aller Quader bezeichnen wir mit 4. Die Verei-
nigung endlich vieler Quader sammeln wir im System der Figuren,

i = {qU--Uav | @1, .-, qv € Qa, N <00}, (VL.8)

Lemma VI.3. §; ist ein Ring.

Beweis. Offensichtlich gelten (VI.1) und (VI.3) trivialerweise, und die einzig nachzuweisende
Eigenschaft ist (VI.2).
Dazu zeigen wir zunéchst, dass die Differenz zweier Quader eine Figur ist. Seien a, b, a’, b’ € R?

mit a < b und o’ <. Wir zeigen, dass [a,b) \ [@/,V) € F4. Dazu ordnen wir die Koordinaten
(1)

a,,b,,al, b, nach der GroBe, d. h., fir alle v = 1,2,...,d, definieren wir —oco < x;,’ < ... <
) < 00, durch {IL‘,(,l), . ..,x,(,4)} = {ay,,b,,a,, b}, wobei 1 < k, < 4, je nachdem, wie viele
Koordinaten doppelt auftreten. Anschliefend setzen wir
K= {1,...; ks =1} x{1,.. ., ks — 1} x - x {1,..., kg — 1} (V1.9)
und, fir £ := (&,...,&) € K,
G = [xgﬁl)’xgﬁl-i-l)) < [1,552)’1,5624—1)) N [:L,gfd)’ngd‘f'l)). (VIL.10)

Fiir £ # ¢’ gilt offensichtlich g N ge = (0. AuBerdem sind
la,b) = U g, [d,bV) = U e, (VI.11)
£€K: geNla,b)#0 £eK: genla’ b )#D
und insbesondere ist die Differenz der Quader [a,b) und [d¢/, ') eine Figur,

[a,b)\ [, V) = U g% € Fa (VL.12)

£el: gen([a,b)\[a/ b)) 7#0

Seien nun f € §, eine Figur und Gy, . .., Gy € Qq so, dass f = Uf\il Gi-
Sei weiterhin ¢ € Q4. Nach (VI.12) und (VIL.3) ist dann

fva = (Ua)va = U@\ € Sa (VL13)

i=1 i=1

d.h., die Differenz einer Figur und eines Quaders ist eine Figur. Sind nun f € §4 eine Figur
und qq,...,qy € Qg so, dass f = U;VZI ¢;, dann ist nach (VI.13) auch

= (Ua) = Coha e\ \ay € Fa (VLL14)

Jj=1

O

Mit einer Partition analog zur Konstruktion der Quader ¢¢ in (VI.10) kann man zeigen, dass
sich jede Figur als endliche Vereinigung disjunkter Quader schreiben lasst.
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Lemma VI.4.

Jo = {qU- U | at.¢2,--..an €Qu, N<oo, Vi<j: ¢nNg =0}, (VI.15)
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Wir kommen nun zum Begriff des (Raum-)Inhalts.

Definition VI.5. Sei R C PB(Q?) ein Ring. Eine Abbildung p : % — [0, oo] heifit Inhalt
(auf R) =

(i) u(@) = 0.
(ii) Sind Ay, As, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so ist p additiv,

M(L]V_JAi> = i#(/‘lz) (VL16)

Ist u(A) < oo, fiir alle A € R, so bezeichnen wir den Inhalt p als endlich.

Das wichtigste Beispiel fiir Definition VI.5 in unserem Zusammenhang ist das iibliche, d—dimen-
sionale Volumen: Fiir a,b € R, mit a < b, ist [a,b) € Qg ein Quader mit Volumen

d
pa(fa,b)) = b, —av). (VL.17)
v=1
Sind weiterhin ¢, ¢a, . . ., gy € Qg paarweise disjunkte Quader, so setzen wir

N

Md(UC]z‘) - iﬂd(Qi)~ (VL18)

i=1
Nach Lemma VI.4 ist jede Figur darstellbar in eine endliche Vereinigung disjunkter Quader,
und insofern lésst sich jeder Figur durch (VI.18) ein Volumen zuordnen.

Lemma VI.6. p, ist ein Inhalt auf §,.

Beweis. Definition VI.5(i) und (ii) gelten trivialerweise, falls die Wohldefiniertheit von pg :
§a — [0, 00] gesichert ist. Dazu ist zu bemerken, dass die Zerlegung einer Figur in disjunkte
Quader keineswegs eindeutig ist. Sind ¢q,...,qn € Qq und ¢, ..., 4y € Qg jeweils paarweise
disjunkt, ergeben aber in der Vereinigung dieselbe Menge,

M N
Ua = Ua (VL.19)
i=1 j=1

so bleibt zu zeigen, dass auch die zugeordneten Volumina gleich sind,

N

iﬂd(%) = Md(LAjQz') = Md(Udj) = iﬂd(dj)- (VI.20)

i=1 j=

73



Dafiir bemerken wir, dass g;; := ¢; N ¢; € Qq eine Familie disjunkter Quader definiert, und dass

N M
i=1

j=1

firallei=1,...,M und alle j =1,..., N gilt. Also ist

i#d(%) = Zﬂd( z) = iiﬂd(@ij)

dij
i=1 1 i=1 j=1
dij

U
i) = D@, (V122

M N

= Zﬂd(

j=1 i=1

und 4 ist auf den Figuren wohldefiniert. O

VI.2. PramaBe

In den folgenden Betrachtungen gehen wir von endlichen Vereinigungen A; U AsU...U A von
Mengen A, € R in einem Ring R/ C P(Q2) zu abzihlbar unendliche Vereinigungen (J -, A4,
solcher Mengen iiber. Um dies zu beschreiben, fithren wir noch etwas Notation ein:

Seien  eine Menge, R C B(N) ein Ring und (A,)>, € RN eine Folge in R.
e Dann heifit (A,,)5°, aufsteigend, falls A, C A, fiur alle n € IN gilt,
e und (A,)%, heiit absteigend, falls A, O A, fiir alle n € N gilt.
e Wir schreiben A,, A A, falls (A,)72, aufsteigend ist und |J;~, A, = A gilt

e und A,, \( A, falls (4,)22, absteigend ist und [, 4, = A gilt.

n=1

Definition VI.7. Seien 2 eine Menge und SR C B(2) ein Ring. Eine Abbildung p : R — [0, o0
heifft Pramaf} (auf R) <

(i) w(@® = 0.
(ii) Die Abbildung y ist Sigma-additiv, d. h., ist (A4,)%, € RN eine Folge paarweise dis-
junkter Mengen in R, so dass auch ihre Vereinigung in R liegt, [ J 7, 4, € MR, so gilt

u( G An> - i (A, (VI1.23)

Gibt es auflerdem eine Folge (A,)%2; in R mit u(A,) < oo, fir alle n € N, und A, ~ Q,
dh. A, C A,y und 72, A, =, so heiit das Prama8 ;1 Sigma-endlich.

Wir sehen, dass jedes Pramafl auf R auch einen Inhalt auf R definiert. Um Bedingungen fiir
die Umkehrung dieser Aussage zu formulieren, fithren wir noch den Begriff der (-Stetigkeit ein.
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Definition VI.8. Seien () eine Menge und R C PB() ein Ring. Ein Inhalt p : | — [0, o0
heiit P-stetig, falls fiir jede absteigende Folge (A,)%°, € RN mit u(A4;) < oo und A, \, 0 gilt,
dass

lim pu(A,) = 0. (VI.24)

n—o0

Das folgende Lemma besagt, dass unter der Bedingung der (-Stetigkeit endliche Inhalte auch
Pramafe sind.

Lemma VI.9. Seien © eine Menge, R C P(2) ein Ring und p : R — [0, 00] ein Inhalt. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Ist p ein Pramafl auf R, so ist p ist (-stetig.
(i) Ist der Inhalt u endlich und @-stetig, so ist u auch ein Pramas.
Beweis. (i): Sei (B,)S2, eine absteigende Folge in R mit u(B;) < oo und B, \, 0. Bilden wir

A, = B,\ B11, so ist (A,)22, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R, und B lasst sich
als disjunkte Vereinigung fiir alle N € IN wie folgt darstellen,

N 00
= [J4. u By = |J A (VL.25)

Weil 1 ein Pramaf ist, folgt daraus, dass

w(B) = (UA) + u(Byir) = Y p(An) + p(Byii) wnd  (VI26)

S uA,) = M(UAn) — w(B) < . (VL.27)

Insbesondere ist die Reihe Y| u(A,) konvergent, und deshalb muss

(e}

W(Byy1) = Z 1w(An) — 0 (VL.28)

n=N+1

konvergieren, fiir N — oc.

(ii): Sei (An)pZy eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 9, so dass auch A := U, A, €
R. Setzen wir BN = Un (A, und By = 2 N1 An, s0 sind BN und By disjunkt und

A= BN U Bpy. Offensichtlich sind BN € M und somit auch By = A\ BN € R. Da u ein
endlicher Inhalt ist, sind

endlich, und die Disjunktheit von By und By impliziert, dass u(A) = pu(By) + pn(By) bzw.

VNeNl: w(By) = p(A) — u(By). (VI.30)
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AuBerdem impliziert die Disjunktheit der Mengen A,,, dass By \, 0, fir N — oo, denn zu

jedem x € A gibt es genau ein n(x) € N, so dass v € A,(,), und somit ist ¢ By, fiir alle
N > n(x). Aus der (-Stetigkeit und (VI.30) folgt deshalb

0 = lim u(By) = lim pu(A\ By) (VL.31)
N—o0 N—o0
N N
= p(A) — Jim p(By) = p(A) = Jim (| An)
n=1
N fe'e)
= u(A) — Jim S u(A) = p(d) — Y (A,
n=1 n=1
was gerade die Sigma-Additivitat ergibt. O

In dem nun folgenden Satz verwenden wir folgende elementare Identitét,

Lemma VI.10. Seien  eine Menge, R C P(Q) ein Ring, p : | — [0, 00| ein Inhalt und
A, B € R. Dann gilt
w(AUB) + u(ANB) = p(A) + u(B). (VI.32)

Beweis. Wir beobachten, dass in
AUB = AU (B\A) und B = (ANB) U (B\A4) (VI1.33)

auf den rechten Seiten jeweils zwei disjunkte Mengen vereinigt sind. Aus der Additivitdt des
Inhalts folgt damit

w(AUB) — p(A) = p(B\A) = w(B) — (AN B), (VI.34)
woraus sich sofort Glg. (VI.32) ergibt. O
Satz VI.11. p, ist ein o-endliches Pramaf auf §y.

Beweis. Da wir in Lemma V1.6 bereits gezeigt haben, dass j4 einen (offensichtlich endlichen)
Inhalt auf §; definiert, bleibt nach Lemma VI.9 nur die ()-Stetigkeit und die o-Endlichkeit von
g ZU Zeigen.

Die o-Endlichkeit ist aber trivial richtig, da mit Q,, := [-n,n)? € Q, eine aufsteigende Folge
(Qn)2; € TN mit 1a(Qn) = (2n)? < 0o und Q,, /* R? definiert wird.

Fiir den Beweis der ()-Stetigkeit von pg4 sei (A,,)2°; eine monoton fallende Folge in §g4, d.h. A, D
A, 1. Es reicht zu zeigen, dass

0 = lim pq(4,) = iIelnf\IMd(A") > 0, (VIL.35)
die Aussage
(A, # 0 (V1.36)
n=1
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impliziert, wobei wir 0. B. d. A. § < 1 annehmen koénnen. Wir fixieren nun n € IN und wéhlen

nichtleere, disjunkte Quader ¢V, ..., ¢ in Qy so, dass
L
A, = Jd", (VL.37)
=1

wobei ¢l = 2 +[—c® | ) fiir geeignete (9 € R? und ¥ € (R*)?. AnschlieBend definieren
wir etwas kleinere Quader

(0) ® gorit \ ©  _©
g\ o= 2% + [1- ) [—&9, W) e 9 (VL.38)

L+ pa(q®

und setzen
U i, (VI.39)

Wir beobachten, dass der Abschluss von B, kompakt ist und dass

(VI.40)
Weiterhin beobachten wir, dass
- © o2 ©
A,) — B, = — (11— —F
pa(Aw) — palBy) ;{Mq ) = (1 Ty )l }

— 252 n—1— é( :ud<q(€)> )

1+ pa(q®)
< 252*"*14 < 527t (V1.41)

Der Inhalt von B, C B, C A, ist also nur geringfiigig kleiner als der von A,. Allerdings ist
nun unklar, ob auch (B,,)%, wie (A,)>2, eine monoton absteigende Folge von Figuren ist. Um
dies sicherzustellen, definieren wir im néchsten Schritt eine weitere Folge (Cy)%¥_; € §& von

Figuren durch
N

CN = ﬂBn = CNflﬂBN g CNfl- (VI42)
n=1

Offenbar ist (Cy)%_; monoton absteigend und mit (VI.32) ergibt sich aus (VI.42), dass

1a(Cn) = pa(Cn-1N By) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(Cn-1U By). (V1.43)

Nun ist CN—l Q BN_1 Q AN_1 und auch BN Q AN Q AN—17 also CN—l U BN Q AN—l- Setzen
wir dies und (VI.41) in (VI.43) ein, so erhalten wir

1a(Cn) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(An-1)
> pa(Cnor) + pa(An) — pa(Ay—y) — 627V

1
pa(Cno1) + pa(An) — pa(An-1) — 152_(N_1)7 (VL.44)
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woraus wir schliefen, dass

1
/~Ld<CN> - Md(AN> > Nd(CN71> — Md(AN71> — Z(52_(]\7_1) (VI45)
1
= :ud(CN—Q) - Nd(AN_z) — Z5(2_(]\7_1) + 2—(N—2))
1 N-1
> > pa(Cr) — pa(Ar) — 15 22*"
n=1
N-1
1 “n 1 1 1
= pa(B1) = pa(Ar) — 76 ;2 > —30- 76 = 34,

wobei wir im letzten Schritt C; = By und (VIL.41) mit n = 1 anwenden. Wegen uq(Ay) > 6
impliziert dies, dass

)
VNeN: pui(Cy) > 5

> 0. (VI.46)
was wiederum zur Folge hat, dass Cy # (), fiir alle N € IN.

Schlieilich stellen wir fest, dass (Cn)%_, eine monotone Folge nichtleerer, kompakter Mengen
ist, Cny 2 Cpny1 i 0, was nach Lemma 1.3 impliziert, dass auch der Durchschnitt aller Cy
nichtleer ist. Mit C,, C B,, C A, folgt also

ﬁAnQ ﬁB_nQ ﬁC_n#(Z). (V1.47)
n=1

n=1 n=1

O

VI.3. Sigma-Algebren

Die entscheidende Einsicht, die den Grundbaustein der Mafitheorie darstellt, ist, dass der Begriff
des Mengenrings (hier: die Figuren §;) nicht flexibel genug ist und durch den der Sigma-Algebra
ersetzt werden muss.

Definition VI.12. Sei §2 eine Menge und P(2) := {A : A C Q} ihre Potenzmenge. Ein
Mengensystem 2 C B(2) heifit Sigma-Algebra (iiber ) &

Qe 2, (VI1.48)

Aedl = A :=Q\A e (VIL.49)

(A, ¢ = [J4 e (VL50)
n=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass 2 = {0, Q} und A = P(Q) die kleinstmdgliche bzw. die groftmogliche
Sigma-Algebra iiber €) sind. Der Ausganspunkt der Maftheorie ist jedoch die Erkenntnis,
dass fiir Q = R? der Ring der Figuren §; zu klein und die Potenzmenge B(2) zu grofl
sind.
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e Weiterhin bemerken wir, dass jede Sigma-Algebra 21 auch ein Ring ist. Denn mit 2 €
ist auch ) = Q¢ € ; fiir A, B € A setzen wir A; :== A, Ay := B und A,, := 0, fiir alle
n > 2. Dann ist (A,)22, eine Folge in 2, und deshalb ist auch AU B = |J,~ | A, € 2.
Schliefflich sind mit A, B € 2 auch A¢, B¢ € 2. Dann ist auch A°U B € 2 und somit auch

A\B = ANB° = [A°UB]° € «A. (VL51)

Lemma VI.13. Jeder (endliche, abzdhlbare oder auch tiberabziahlbare) Durchschnitt von
Sigma-Algebren ist wieder eine Sigma-Algebra.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachpriifen der Eigenschaften (VI.48)-(VI.50). O
Ist nun £ C P(NQ) ein System von Teilmengen von (2, so setzen wir
2A(&) = ﬂ {Ql CPB(N) ’ ADE, Aist eine Sigma—Algebra} . (VL.52)

Dieser Durchschnitt ist nicht leer, denn J3(£2) ist selbst eine Sigma-Algebra, die £ enthélt. Nach
Lemma VI.13 ist A(E) wieder eine Sigma-Algebra, und nach Konstruktion ist sie die kleinste
Sigma-Algebra, die £ enthilt.

Definition VI.14.
(i) Zu & CP(N) heifit A(E) die von & erzeugte Sigma-Algebra.
(i) Fiir Q = R? heiBt die von den Quadern Qg bzw. den Figuren §4 erzeugte Sigma-Algebra

die Sigma-Algebra der Borelmengen,

’Bd = %(Qd) = Ql(%d) (VI53)

Wir bemerken, dass, wenn 2 bereits eine Sigma-Algebra ist, die von 2A erzeugte Sigma-Algebra
mit 2 iibereinstimmt. Insbesondere ist

AAE)) = AE), (VIL.54)
fir jedes £ CP(Q).

Satz VI.15. Seien O, C P(R?) die offenen, Cy C P(RRY) die abgeschlossenen und Ky C P(RY)
die kompakten Mengen in R?. Die von ihnen erzeugten Sigma-Algebren stimmen alle mit den
Borelmengen iiberein,

By = WO = AC) = AK,). (VL55)

Beweis. In R? ist eine Menge genau dann kompakt, wenn sie beschriinkt und abgeschlossen ist;
das ist die Aussage des Satzes von Heine-Borel. Also ist Ky C Cg4, und deshalb auch A(K,) C
2(C,). Sind umgekehrt A € Cy eine abgeschlossene Menge und B, € K4 die abgeschlossene
Kugel in RY um den Ursprung und mit Radius » € R*, so sind auch A, := AN B, € K, fiir
alle n € IN, und

A = DAn e AKy). (VL56)

n=1
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Also ist Cq C€ A(Ky), und somit gilt nach (VI.54))
A(Kq) S ACy) S A(AK,)) S AKy). (VL57)

Also ist A(KCy) = A(Cq).

Ist A € C; abgeschlossen, so ist A° € Oy offen. Weil 24(0,;) mit A° auch dessen Komplement
A enthilt, folgt also, dass Cy C A(Oy), was nach (VI.54) wiederum 2A(Cy) C A(Oy) nach sich
zieht. Dasselbe Argument liefert aber auch 20(0;) C A(Cy), und somit erhalten wir

Ay = A(Cq) = A(Oy). (VI.58)
Wir zeigen nun noch, dass By = A(O,). Seien dazu a,b € R mit a < b, d.h. a; < by,...,aq4 <
by. Zu n € IN definieren wir
by — by —
A, = (al + L -4 , bl) NERED S (CLd + d— 4d s bd) . (VI59)
2n 2n

Dann ist A,, € Oy, fiir alle n € IN, und

o, b) = [JA, € A0,). (VL.60)
n=1
Also ist Q4 C A(Oy), woraus abermals mit (VI.54) auch (Q4) C A(O,) folgt.

Um die umgekehrte Inklusion 2A(0,;) C A(Q,) zu beweisen, betrachten wir eine offene Menge
A € O,4. Dajeder Punkt x € A ein innerer Punkt ist, gibt es ein r(:c) > 0, so dass B,(;)(z) C A.
Wir withlen nun p(z) € QT so, dass (2d)'r(z) < p(z) < d"'r(z) und dann einen Punkt
y(z) € Q4 mit ||y(z)—=| < (4d)~'r(z). Definieren wir nun noch e(z) € Q* durch ¢, (x) := p(x),
fir alle v = 1,...,d, so beobachten wir dass |z, — y,(z)| < e,(x) und somit dass

v € [ylz) —e(x), y(@) +e(x)) C Byw(z) C (VL61)

Insbesondere ist

A = U{x} C U [y(z) — (), y(z) +e(z)) C A, (VIL.62)
also
A = U [y(z) —e(z) , y(z) + (). (VI.63)

Die Vereinigung auf der rechten Seite in (VI.63) ist abzdhlbar, denn die Menge der Quader
[y(x)—e(z) , y(z)+e(x)) € Qqist mit y(z),e(z) € Q abzihlbar. Es folgt also, dass Oy C A(Q,)
und somit auch 2A(0,) C A(Q4) = Ba. O

VI1.4. Das auBBere Mal3

Wir fithren nun den auf Caratheodory zuriickgehenden Begriff des dufleren Mafles ein.
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Definition VI.16. Seien Q2 eine Menge, R C P(€2) ein Ring und p : | — [0, 00] ein Prémaf
auf R. Fir Q € P(Q) sei

Q) = {(An)ffl CR ‘ QC QA" } (VI.64)

wobei (4,)2, C R eine Folge in R bezeichne. Das &uflere Maf} (beziiglich 1) ist die Abbildung
e PB(Q) — [0, 00], die durch p*(Q) := oo, falls U(Q) = 0, und

pH(Q) = inf {3 p(an)

(A € U@}, (VL65)

falls 4(Q) # 0, definiert ist.

Lemma VI.17. Seien 2 eine Menge, R C P(Q2) ein Ring und p : R — [0, 00| ein Pramafl auf
R. Fiir jede Familie {Q,}5°; C Q von Teilmengen von (2 besitzt das zugehorige duflere Mafl
folgende Eigenschaften:

pwt >0, w(0) =0, (VI1.66)
Q1 C Q2 = p(Q) < p(Qa), (VL.67)
p(Ue) = Yw@n (VLGS)
n=1 n=1
Ist A € R, so gelten weiterhin noch
VQEPQ): p(Q) = m(QNA) + Q) A), (VL69)
A = p(A). (VL70)

Beweis.

Glg. (VI.66): Die Nichtnegativitit von p* ist offensichtlich. Mit A,, := 0 ist (A4,,)5>, € U(P) und
deshalb 0 < p*(0) < 0.

Glg. (VL.67): Mit Q1 C Q2 ist Q1) 2 U(Q2) und daher p*(Q1) < p*(Q2).

Glg. (VL.68): Seien (Q,)22, eine Folge in P(Q2) und Q := (J.~, Qy. Sei weiterhin ¢ > 0. Wir
konnen fiir alle n € IN annehmen, dass $4(Q,) # 0, denn anderenfalls ist die rechte Seite in

(VI.68) unendlich und (VI.68) somit giiltig. Nach Definition von p* gibt es dann zu jedem
Qn € P(Q) eine Folge (A,m)oe_; € U(Qy), so dass

VneN:  p'(Qu) = > p(Anm) — 27" (VL71)
m=1

Da Q, C U, Anm, ist auch Q C U~ _| A, ., d.h., die (abzéhlbare) Doppelfolge iiberdeckt

m,n=1

Q also (Apm)ps =1 € Q). Somit ist

pQ) < 3 wAnm) <D {0 (@Qn) +e27) = e+ > 4 (Qu)- (VL.72)
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Da e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, impliziert dies (VI.68).

Glg. (VI.69): Seien @ € P(2) und A € R. Setzen wir Q; := QN A, Q2 := Q \ A und
Q3 := Q4 :=---:= 1), so folgt aus (VI.66) und (VI.68), dass

pr(Q) < p(@QNA) + p (Q\A). (VL73)

Es verbleibt also die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Dazu kénnen wir wieder U(Q) # 0
annehmen, denn anderenfalls gilt ©*(Q N A) + p*(Q \ A) < oo = p*(Q) trivialerweise. Ist also
(An)22, € Y(Q), dann beobachten wir zunichst, dass u(A,) = p(A, NA) + pu(A, \ A), weil p
ein Inhalt ist. Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir

S AN A) + > A\ A) = u(A,). (VI.74)
n=1 n=1 n=1
Auflerdem sind (A4, NA)2; € QN A) und (A, \ A)°2, € U(Q \ A), daher sind

QN A) ZMA NA) und p*(Q\ A) ZMA \ A), (VL.75)

n=1

woraus mit (VI.74)
p(QNA) + p(Q\A) Zu (VL.76)

fiir alle (A,)2, € U(Q) folgt. Also gilt auch

pQOA) 4w (Q\A) < | inf {Zu S ()} (VL77)

Glg. (VL.70): Mit A; := Aund Ay := Az :=---:= 0 ist (4,)22; € U(A), und deshalb ist
p(A) < p(A). (VL.78)

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, verwenden wir, dass p auf R ein Pramafl und
somit (-stetig ist. Wir wissen bereits, dass $(A) > (A4,0,0,...) nicht leer ist. Seien also
(An)52, € U(A) beliebig und € > 0. Wir setzen By := A\ (UnN:1 A,) € R und beobach-

ten, dass (By)%X_; € RN monoton absteigend ist und dass

N
wA) = M(Aﬂ U An> + u(Bw) Zu ) + u(By). (VL.79)

n=1

Mit N — oo ergibt dies insbesondere

Z,u ) + hm u(BN) (VIL.80)

Nun bemerken wir, dass By N\, 0, da A C (J 2, A,. Weil u O-stetig ist, folgt damit, dass
limy 00 (By) = 0, und wir haben

uA) <Y (A, (VL81)

fiir alle (A4,)52, € U(A), was u(A) < p*(A) nach sich zieht. O
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Satz VI.18 (Caratheodory). Seien € eine Menge, R C PB(2) ein Ring, v : | — [0, 00] ein
Pramaf auf R und p* : P(2) — [0, 0o] das zugehorige duBere MaB. Dann ist

w = {AePOQ) [VQEPQ): 1@ =p@QNA)+(Q\A)} (VL82)
eine Sigma-Algebra, die 2R umfasst, also

R C AM) C A C P(Q). (V1.83)

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass 20" eine Sigma-Algebra ist, denn nach (VI.69) ist )& C *.
Weiterhin ist trivialerweise €2 € 2*, und auch die Implikation A € A* = A° € A* gilt trivial,
wenn wir Q \ A = Q N A¢ beachten. Es ist also nur nachzuweisen, dass 20* unter abzéhlbaren
Vereinigungen abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir zunéchst A, B € 2*. Dann ist

pQ) = (QNA) + u(QN A% (VL.84)
p(Q@NANB) + p(QNANDB)
+p (QNANBY) + p"(QNA°NB°)
p(QNANB) + p(QNA°NB)
+p(QNANBY) + p(QN[AUBI).

Ersetzen wir in dieser Identitdt ¢ durch @ N[A U B, so féllt der letzte Term heraus, und die
anderen drei bleiben unveréndert,

p(QN[AUB]) = p(@N[AUB|NANB) + u(QN[AUB]NA°NB)
+u(@N[AUB]N AN B (VI.85)
= p(QNANB) + p(QNA°NB) + p(QNANBC).

Ersetzen wir die ersten 3 Terme auf der rechten Seite von (VI.84) durch die linke Seite von
(VI.85), so erhalten wir

p(Q) = p(Q@N[AUB]) + p(QNIAU BI), (VL.86)

also AU B € 2*. Sind nun A;, Ay € A* disjunkt, so sind A; N Ay = 0, Ay N A5 = A; und
AS N Ay = Ay, und aus (VI.85) folgt dann auBlerdem, dass

pr(QNIATUA) = p(QNAY) + 1 (QNA). (VL8T7)

Durch Induktion tibertragen sich (VI.86) und (VI.87) sofort auf endlich viele Mengen:
Ist (A,)5, C 2A* eine Folge paarweise disjunkter Mengen und

N 00
= U A, sowie A = U A, (VI.88)
so folgt, dass By € 2* und

1 (QNBy) = Z (QNA,) (VI.89)
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Wegen By C Aist Q \ By 2 @\ A und daher p*(Q \ By) > p*(Q \ A), was mit (VI.89) und

By € " zusammen

N
p(Q) = p(QNBy) + p(Q\By) = > pw(@QNA) + p(Q\A) (V1.90)
n=1
ergibt. Im Limes N — oo erhalten wir daraus
Q) = D p(QNA,) + p(Q\A) (VL.O1)
n=1

> p(QNA) + 1 (Q\A) > p(Q),

wobei wir zusétzlich (VI.68) verwenden. Also muss tatséchlich Gleichheit iiberall in (VI.91)
gelten, und es folgt, dass A € A*. O

VI1.5. Mal3e

Definition VI.19. Sei 2 eine Menge und 2 C PB(£2) eine Sigma-Algebra. Eine Abbildung
A — [0, 00] heifit Mafl (auf 2):<

(i) p(®@) = o.

(ii) Die Abbildung pu ist o-additiv, d. h., ist (A,)32, eine Folge paarweise disjunkter Mengen

in 2, so gilt
n=1 n=1

Gibt es auflerdem eine Folge (A4,)2%; in A mit p(A4,) < oo, fiir alle n € N, und A, ~ Q,
dh. A, C A, und U2, A, = Q, so heifit das MaB p Sigma-endlich.

Ein Maf ist also ein Pramafl auf einer Sigma-Algebra. Wir kommen nun zum Hauptresultat
dieses Kapitels.

Satz VI.20. Seien (2 eine Menge, R C P(2) ein Ring und p : | — [0, 00] ein PramafB auf
M. Dann definiert die Restriktion des duBeren Mafles p* : PB(2) — [0, 0] eine Fortsetzung
von p zu einem Maf3 [ A - A(MR) — [0, 00], so dass also ﬂ‘m = u. Ist das PramaB p

Sigma-endlich, so ist ji die einzige Fortsetzung von p zu einem Maf auf 2A(R).

Beweis. Wie bereits in (VI.66) bemerkt, gilt p*(0)) = 0. Um zu zeigen, dass die Restriktion von
w* auf A(R) ein MaB definiert, brauchen wir also nur die Sigma-Additivitat von p* auf 2A(R)
nachzuweisen. Dazu beobachten wir, dass 2(R) C *, nach Satz VI.18. Die Sigma-Additivitéit
von p* erhalten wir aus (VI.91) sogar auf 2*, indem wir @) := A setzen,

p(A Z,u (ANA,) + p(A\A) Zu (VI.93)

n=1
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Zum Beweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung von p wiirden wir noch die Begriffe der Dynkin-
Systeme bzw. der monotonen Klassen benotigen. Aus Zeitmangel verzichten wir auf diese Kon-
struktion und verweisen den interessierten Leser auf die Biicher von Bauer [1] und von Lieb
und Loss [2].

O

Korollar VI.21. Das auf den Figuren §; definierte Pramaf3 11y hat eine eindeutige Fortsetzung
zu einem Sigma-endlichen Maf3 auf 8,4, das Lebesgue-Borel-Maf}, das wir abermals mit g
bezeichnen.

Definition VI.22. Sind Q eine Menge und 2 C PB(2) eine Sigma-Algebra, so bezeichnet
man das Paar (2,2() als Messraum oder messbaren Raum, und die Mengen in 2 heiflen
messbar. Ist weiterhin p : 2 — [0, 00| ein MaB, so bezeichnet man das Tripel (Q,21, 1) als
Mafiraum.

Insbesondere ist nach Korollar VI.21 das Tripel (R?, B, itq) ein Mafiraum.

Wir bemerken noch, dass sich das sogenannte Lebesgue-Mafl vom Lebesgue-Borel-Maf in einem
wichtigen Punkt unterscheidet: Ist A € 9B, eine messbare Menge mit Mafl Null, py(A) = 0,
so gilt wegen der Monotonie des duleren Mafles auch p(A’) = 0, fiir jede Teilmenge A" C A.
Trotzdem muss A’ nicht notwendig messbar sein, und obwohl 0 ein natiirlicher Kandidat fiir
pa(A’) ist, wire dann p4(A’) nicht definiert. Diesen Nachteil kann man noch beseitigen, indem
man zu den Borelmengen noch die Mengen in 2* mit dusserem Mafl Null hinzufiigt. Genauer
gesagt definieren wir die Nullmengen durch

Ny = {A € A () ‘ 15(A) = o} (VL.94)
und anschlieend die Sigma-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen durch
,Qd = ﬂ(%d U‘ﬁd). (VI95)

Da £4 C A*(F4), kann man sich leicht iiberzeugen, dass das Lebesgue-Borel-Maf§ auf 9, in
eindeutiger Weise zum Lebesgue-Maf3 auf £, fortgesetzt werden kann.

Schliefllich stellt sich die Frage, ob 2A* C B(Q2) eine echte Teilmenge darstellt. Die Antwort
auf diese Frage hiangt von €2, dem Ring R und dem darauf definierten Inhalt p ab. Ist etwa €2
abzdhlbar, und enthilt R die Elemente von 2 als einelementige Mengen, so ist sofort A(R) =
PB(2) und somit auch A* = P(Q2). Fiir den Ring F, der Figuren mit Pramafl py gilt jedoch

A (Fa) # P(RY). (VL.96)

Die Konstruktion von Mengen in B(R?) \ A*(F4) ist allerdings anspruchsvoll, unintuitiv und
fithrt auf (scheinbar) paradoxe Sachverhalte. Eine interessante Diskussion dieser Mengen findet
man bei Oxtoby [3].

Satz VI.23. Das Lebesgue-MaB py : By — [0,00] besitzt die Eigenschaften der dufleren
Regularitiat und der inneren Regularitit, d.h. fir jedes A € By gilt

na(A) = inf {pa(U) | U 2 A, U ist offen} (VL97)
= sup {pa(C) | C C A, C ist kompakt }. (VI.98)
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Beweis. Wir zeigen nur (VI.97)), bemerken aber zuvor, dass RY O A offen und ) C A abge-
schlossen sind. Fiir p4(A) = oo gilt (VI.97) trivialerweise, sei also pq(A) < 0o. Da pg = 1|z,
wobei p* das zum Ring §4 der Figuren gehorige dulere Maf notiert, gibt es gemifl (VI.82) zu
jedem e > 0 eine Folge (A,,)%, in Fq4, so dass

A C UA" und pg(A) > (Z,ud(An)) —c. (VI.99)

Jedes A, ist aber die Vereinigung endlich vieler halboffener und paarweise disjunkter Quader.
Daher gibt es Folgen (az,)52, (b)5%, in R, mit aj, < b, so dass

A Q U[ak,bk) und [Ld(A) Z <Zud([ak,bk))) — &. (VIlOO)
k=1 k=1

Waéhlen wir nun ¢, < a; so, dass

ud((ck, bk)) S ,ud([ak, bk]) +e- 2_k, (VIlOl)
so ist - -
U = U Ck, bk U Qg bk 2 (V1102)
k=1 k=1
offen und
pa(A) > < {Md((Ck,bk)) —c- 2_’“}) -
k=1
= (Zud((ck, bk))) — 2¢ Z [Ld(U) — 2e. (V1103)
k=1
Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt daraus (VI.97). O
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