V. Umkehrfunktionen und
implizite Funktionen

V.1. Umkehrfunktionen und lokale Invertibilitat

In Kapitel III haben wir gezeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammenfallen,
sofern die Ableitungen stetig sind, was uns in Definition III1.10 auf folgende Verallgemeinerung
des Begriffs des stetigen Differenzierbarkeit gefiihrt hat:

CHU;V) = {F U —=V ’ F ist total differenzierbar auf U und F” € C[U; B(X;Y)]}.
(V.1)

Zur Vorbereitung des Satzes iiber die Umkehrfunktion benétigen wir ein Lemma zur Lipschitz-
Stetigkeit total differenzierbarer Abbildungen.

Lemma V.1. Seien (X, | - ||x) und (Y,] - ||y zwei K-Banach-Rédume, U C X eine offene
Teilmenge und z, 2" € U so, dass

S = {(1—a)x+a:p'}0§a§1} c U (V.2)
Seien weiterhin F': U — Y total differenzierbar auf U und
M = sup 1F(2) [ 50xivy < o0 (V.3)
Dann gilt
[F(z) = F(@)lly < M|z —a||x. (V.4)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass sich (V.4) im Fall Y = R mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differen-
zialrechnung dahingehend verschérfen ldsst, dass F/(z)—F(2') = F'((1—a)z+ax’)-(x—2a'),
fiir ein geeignetes a € (0, 1) gilt.
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e Fiir vektorwertige Abbildungen gilt dies aber im Allgemeinen nicht. Sind beispielsweise

U= (-mn),Y =R*und F(J) = (7), so ist einerseits F(r/2)—F(0) = (9)—(§) =

sin ¢

(7). Andererseits ist F'(9) = (5%”), und mit ¢¥; = 0 und ¥, = % erhalten wir
T
IF(@2) = F@)lly = V2 # 5 = [F'@)llsmy) - [92 = 1], (V.5)

fiir jede Wahl von 9. Insofern hat der Mittelwertsatz der Differentialrechnung kein mehr-
dimensionales Analogon.

Satz V.2 (Lokale Invertibilitdt). Seien (X, | - ||) ein Banach-Raum iiber K, U C X eine
nichtleere, offene Teilmenge, o € U und F € C'(U; X). Sei weiterhin A := F'(xq) € B(X)
invertierbar mit (beschriinkter) Inverse A~! € B(X). Dann gibt es eine offene Umgebung U C U
mit U > xg so, dass folgende Aussagen gelten:

(i) V:= F(U) C X ist offen und yo := F(x) € V.

(ii) Die Restriktion F' € C*(U; V) von F auf U ist eine Bijektion mit stetig differenzierbarer

inverser Funktion F~! € CY(V;U).
(iii) Fiir alle y € V gilt
- _ -1
(F ) = (FIF ()

Beweis. Wir schreiben im Folgenden B(X) := B(X;X) und || - |lop :== || - [|[Bx). Wegen F €
CHU; X) ist F' € C[U; B(X)] stetig. Daher kénnen wir ein § > 0 so finden, dass

(V.6)

1

Vo€ By(w0,2):  [|F(2) = Alop = |F(@) = Fle)llop < 57—
20 A o

(V.7)

Wir setzen nun 7 := §/(2||A™!||op) und betrachten fiir y € By (yo,n) die Abbildung ¢, : U — X,
oy (x) = x4+ A7y — F(x)]. (V.8)
Fiir z € Bx(xo,0) = {zx € X : ||z — zo|]|x < d} ist dann nach Lemma V.1

[0y (2) — mollx < l[¢y(x) — @y(xo)llx + [ldy(20) — 2ol x (V.9)
< sup {l¢y()llop} Iz = zollx + AT (y — Flao))lx

z€EBx (1’0,25)

< sup {lI¢y()llop} = zollx + 1A lop 1y — wollx-

z€EBx (1’0,25)

Nun ist [y —wol <n = und, fiir alle z € Bx/(xg,20),

0
2| A= op

I8y (lop = [[1—=AT F'(2)]|,, = [[A7(A-F'(2))

op

< A lop - 1F"(2) = Allop < (V.10)

DO | =
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Setzen wir dies in (V.9) ein, so erhalten wir
e A 1 1
Vo € Bx(xg,0) : |oy(z) — zol|x < 55 + 55 = 9, (V.11)

also bildet ¢, die abgeschlossene Kugel Bx(zo,d) in sich ab,

\V/y € By(yo,ﬁ) . gby . Bx(l‘o,a) — Bx(IL'Q,(S). (V12)
AuBerdem ist ¢, auf Bx(zg,d) eine Kontraktion, denn fiir alle z, 2" € Bx(x¢,0) gilt
1
¢y (2) — ¢y (@)llx < sup {lley(2)llsw } 2 —2'llx < 5 llw—2']x, (V.13)
zGBx(:Bo,Q(s) 2

geméB (V.10). Nach dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz 1.8, hat deshalb ¢,, fiir jedes y €
By (yo, 1), einen eindeutigen Fixpunkt x, € Bx(zo,9), so dass

z, = ¢,(z,) = 2, + A [y — F(z,)], (V.14)

was gleichwertig ist zu
y = F(x,). (V.15)

Zu (i): Setzen wir nun
V= By(w,m), U := F'(V), (V.16)

so folgt, dass Vo Yo offen ist und U> xo. AuBlerdem impliziert die Stetigkeit von F', dass mit
V auch U = F~1(V) offen ist.

Zu (ii): Die Eindeutigkeit der Losung der Glg. (V.15) zeigt, dass F : U — V eine Bijektion mit
Umkehrfunktion G := F~1: V — U ist.

Als Nichstes zeigen wir, dass F”(x) € B(X) invertibel ist mit beschriinkter Inverse (F’(z))~! €
B(X), fir alle € Bx(xg,20). Dazu fixieren wir x € Bx(xg,26) und definieren @ := F'(z) €
B(X) und, fir N € N,

Ry == Y A'(A-QA™]". (V.17)

Wegen = € Bx(x0,26) ist |[A — Qllop - |47 lop < 3, nach (V.7). Fiir M, N,Ny, € N mit
M > N > N, folgt dann

M
1Ry = Bullop = | D A [(A-QA™]"
n=N+1 op
M M 1
<A o > 1A= Qllgx - 1A B < 1A e > o
n=N+1 n=N+1
A S 2 = Al (V.18)
> op Mo . )

n=No+1
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fiir Ny — oo. Also ist (Ry)32; eine Cauchy-Folge in B(X) und deshalb konvergent,

R := lim Ry = iAl[(A—Q)Al]". (V.19)

N—oo

AuBlerdem erhalten wir wie in (V.18), dass

_ = 1 _
[Rllop < A 1Hop'ZQ—n = 2[|A7Y|op. (V.20)
n=0
SchlieBlich ist
QR =3 Q4™ [(4- QA7) (v.21)

(4= @A) A4 (4= A"

|
QM8 ||,_F/1§\§ I MS

{ ~ (A=A = [U-@a) = 1,

und genauso folgt RQ) = 1, also

1

R=Q' = (F) (V.2

Seien jetzt y,y+2 € V und 2 := G(y), z+w := G(y+2) € U C Bx(wo, 20). Wir setzen wieder
Q = F'(z) = F'|G(y)] und R := Q! und beobachten, dass

w = (x4+w)—z =Gly+2z)—G(y), (V.23)
z = (y+2)—y = F(zr+w)— F(z). (V.24)
Damit ist
Gly+z2)—G(y)— Rz =w— R[F(z +w) — F(z)]
= — R[F(z +w) — F(z) — Qu]. (V.25)
Aus der Kontraktionseigenschaft (V.13) erhalten wir aulerdem, dass

o4 et - o],

~ [t w A = P )y~ a7 - )

= [lgy(z +w) = gy(@)lx < 3ll@+w)—zlx = 3lwlx, (V.26)
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was, mit F(z+w) — F(z)=y+ 2z —y =z,
5lwllx > Jwlx = [[ATF@y +w) = F@)]l|y = lwllx = [|A72] (V.27)
und somit

lwllx < 2147 2)x < 2[[ A lop - [I2llx (V.28)

impliziert. Insbesondere konvergiert w — 0, falls z — 0, und G ist stetig in y. Aulerdem folgt
durch Einsetzen in (V.25), dass

oy (L0 DG Relx| Ry, (U ) P~ Quli)

=0 1211 x — 2 A lop w0 [l x
(V.29)
also ist G differenzierbar bei y € V und G'(y) = R.
Zu (iii): Fiir y € V definieren wir R(y) := (F’[G(y)])_l € B(X) und beobachten, dass
1By +2) = Rl = By +2) FIGW)] R) - By +2) FIGW +2)] R |
= |[Bw+ 2 {FCy + 2] - PN} RW)|
< A7, [ PGl + 2)) - W], (V.30)

unter Ausnutzung von (V.20). Da F’ : U — B(X) stetig in G(y) € U und G stetig in y sind,
ist auch F’ o G stetig in y, und wir erhalten

lim | By +2) = Ry < 4147 o) - lim | F/[Cy +2)] = FIG()

= 0. (V.31

op

Also ist R = (F~Y stetiginy € V. O

Bemerkungen und Beispiele. o
Gleichung (V.6) lisst sich zu F~ € C*(V; U) verallgemeinern, falls F € C*(U; X).

V.2. Lokale Auflosbarkeit

Als Néchstes werden wir Satz V.2 iiber die lokale Umkehrbarkeit von Funktionen benutzen, um
zu zeigen, dass unter gewissen Bedingungen eine Gleichung

F(z,y) = 0 (V.32)

lokal nach y aufgelost werden kann, d.h. es gibt eine Funktion h so dass

<F(x, y) = O) — (y = h(:p)) (V.33)

95



Zur Motivation betrachten wir erst einmal das Beispiel einer linearen Abbildung. Seien M, N €
IN und A € B(RMTN; RY) eine N x (M + N)-Matrix. Schreiben wir RM*Y = RM x RN und
bezeichnen seine Elemente mit (z,y) € R¥™V, wobei x € R™ und y € RY sind, und schreiben

wir weiterhin A = (A, 4,), wobei A, € B(RM™;R") und A, € B(RY; RY), mit

a1 ... Qaim Ay, M+1 -+ Q1M4N
A= ,
anNi ... aNM ANM4+1 --- ONM+N (V.34)
A, A,
so lasst sich A(x,y) schreiben als
A(z,y) = Ay + Ayy. (V.35)
Ist nun A, invertibel, also det A, # 0, beobachten wir folgende Aquivalenz:
Alyz) =0 & Aya+Ay =0 & y=[—-4," 0A]z (V.36)

Wir sehen also, dass die Gleichung A(x,y) = 0 implizit eine Funktion h : R — RY definiert,
nimlich h = —A; ' o A, € BRM;RY), so dass

(A(x, y) = O) & (y = h(:p)) (V.37)

Dieses lasst sich fiir differenzierbare Funktionen verallgemeinern, wie der folgende Satz verdeut-

licht.

Satz V.3 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien M, N € N, U C RM*¥ eine offene Teilmenge,
F € CYU;RY) und (0, o) € U so, dass F(xo,yo) = 0 und dass A, € My n(R) invertibel ist,
wobei

OF; (20, Yo)

Vig =L N (A = (V.38)
J

Dann gibt es zwei offene Teilmengen UCUund W C RM , mit U> (zo,yo) und W > xg, sowie
eine Abbildung h € CY(W;RY) so, dass

(iVz e W: (z,h(z)) €T, (V.39)
(#)¥(z,y) € W x R¥)NT : (F(z,y) =0) & (y = h(z)). (V.40)
(1ii)h(x0) = Yo, (V.41)
() (z9) = —A; o A, (V.42)

wobei (A;)i; = 0Fi(w0)/0x; € Mywm(R).
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Beweis. Wir definieren F' € CHU; RM*N) durch

~

F(z,y) = (z,F(z,y)) (V.43)
und beobachten, dass
oF, .. OR oF ... OB
0z oz oy1 Ooyn
9Fu ., OFym 9Fy ., OFy
0z oz oy1 Oyn
Fo= (V.44)
3ﬁ1\/1+1 . 3ﬁ1\/1+1 3ﬁM+1 L 3ﬁ1\/1+1
ox1 ox oy YN
OFyM4n o OFpM4n OFym4n . OFyvyn
0z oz g oy1 Oyn
1 0
1
0
0 1
orn .. OF orm .. OF
o1 ox pr oy YN
OFy .. OFn OFy .. OFn
8:131 6:):M 8y1 8yN

Nach dem Késtchensatz fiir Determinanten gilt dann

~ 1 0
det[F'(zo,y0)] = det = det A, # 0, (V.45)
A, | A

da A, invertibel ist. Somit ist auch ol (x0,90) invertibel, und nach dem Satz V.2 iiber die
Umkehrfunktion gibt es Umgebungen
(:L‘anO) € (7 g U7 (l’o, F($07y0)) € ‘7 g RM+N7 (V46)
———

=0

so dass F': U — V invertibel ist, mit inverser Funktion G := F~1:V — U, G € C*(V;U) und
G'(20,0) = (F' (w0, y0)) " Nun ist

1 0 1 0\ _ 1 0\ (1 o0
A, A, —AJTA, AN )\ SATA A A, A,

_ < . ) (V.47)
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d.h.

-~ 1 0

Da V offen ist, gibt es ein 0 > 0, so dass

Braren [(20,0),6] = {(a:, f) e]RM“V) (@, ) — (w0, 0)|[marsn <5} c V. (V.49)
Wegen
[(z,0) = (20, 0)|[ra+~n = ||z — 2o rs (V.50)
ist mit
W = Bgrwm(x0,0) (V.51)
auch
W x {0} C Bgu(z,8) x {0} C Bgraren[(70,0),8] € V. (V.52)

Daher definiert die Restriktion von G : V — U auf W x {0} eine Funktion h : W — RY durch
VeeW:  (x,h(z) = G(z,0). (V.53)
Offensichtlich ist dann, fiir alle z € W,
(z,h(z)) = G(x,0) € G(W x{0}) € G(V) = U, (V.54)
und (V.39) ist bewiesen. Weiterhin ist, fiir v € W,
(,0) = F[G(z,0)] = Fla,h(z)] = (=, Flz,h(z)]), (V.55)
also F'(x, h(z)) = 0 und
vee WyeRY: (y=nh(z)) = (F(z,y)=0). (V.56)
Umgekehrt ist fir 2 € W und y € RY, mit (z,y) € U und F(z,y) =0,
(r,y) = @(ﬁ(w,y)) = @(x, F(z,y)) = @(:E,O) = (z,h(2)), (V.57)
also
V(z,y) € W xR¥)NU:  {F(z,y) =0} = {y=nh(2)}. (V.58)

Glgen. (V.56) und (V.58) ergeben zusammen (V.40) und, falls (z,y) = (2, yo) gesetzt wird,
auch (V.41).
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SchlieBlich berechnen wir A’ auf W; zunéchst ist

- { hi(x + te;) — hy(x) } . { Garsi(z + tej,0) — Garpi(z, 0) } (V.59)

t—0 t t—0 t

Also ist h € C*(W; RY) und

Ohi(x)  9Chyi(x,0)

= V.60

8l‘j aZL‘j ’ ( )
fiir i € NY und j € INM. Speziell fiir z = x¢ folgt dann aus (V.48), dass
Ohi(o) aéMJri(an 0) A -1

Oz, Oz, (G (%o, 0)>M+z‘,j ( y © x)w (V.61)

und damit auch (V.42). O

V.3. Extrema mit Nebenbedingungen
und Lagrangesche Multiplikatoren

In diesem Abschnitt lernen wir eine schone und in der Praxis sehr niitzliche Anwendung des
Satzes V.3 iiber implizite Funktionen kennen: Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
zur Berechnung von Minima (oder Maxima, wir behandeln der Einfachheit halber nur Minima)
von Funktionen mehrerer Variablen mit Nebenbedingungen. Dazu betrachten wir zunéchst ein
motivierendes Beispiel:

Sei F': R? — R gegeben durch
Ve,y € R: F(z,y) = (z—a)®+ (y —b)? (V.62)

wobei a,b > 0. Offensichtlich ist der Graph von F' ein Paraboloid um (a,b), und (a,b) ist auch
das globale und einzige lokale Minimum von F':

denn F € C*(R?* R),
2(x —a)
VE(z,y) = oy—v) 0 (z,y) = (a,0), (V.64)
und
" 2 0 . oy .
F'(z,y) = (O 2) ist positiv definit. (V.65)
Wir stellen also fest, dass
F(a,b) = 0 = min{F(z,y) | (z,y) € R*}. (V.66)
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Wir wollen nun ein etwas modifiziertes Minimierungsproblem behandeln, bei dem F' nicht iiber
R2, sondern nur iiber einer Teilmenge G C R? minimiert werden soll. Beispielsweise kénnte G
die Gerade y = ax + 3 darstellen, also

G = {(z,ax+B) |z e R} = {(az,y) € R*| G(z,y) =0}, (V.67)

wobei die Nebenbedingung G = 0 gegeben ist durch
G(z,y) == ar+ 5 —v. (V.68)
Gesucht sind nun Fg, zg, yg € R, so dass
Fg = F(xg,yg) = min {F(x,y) | (z,y) € g}. (V.69)

(Wenn es mehrere Losungen fiir z¢, yo gibt, suchen wir natiirlich alle solche Losungen.) Das
Problem (V.69) lésst sich leicht explizit losen: Wir losen die Nebenbedingung G(z,y) = 0 nach
y auf und setzen das Ergebnis in F ein,

min {F(z,y) | (z,y) € G} = min{F(z,az + B) | = € R}
= min {f.5(z) | z € R}, (V.70)
wobei f, 3 € C®(R;R) definiert ist durch
fas(x) = F(z,az+B) = (z—a)’+ (ax + 8 —b)°
= 2% — 2az + a® + o*z® + 2ax(B — b) + (B — b)?

=(1+a®)2* +2[aB —ab—a]lx+a®+ (B —b)> (V.71)
Dann sind
frs(@) = 21+ )z +2(af — ab — a), fog = 2(1+a% > 0, (V.72)
und somit sind
_ 2
TG = Hlof—oﬂaﬁ yo = azg+f = W (V.73)
Fo = fapze)
- 1+1a2 {(a+ab—ap)’—2(a+ab—ap)’+(1+0a) (¢ + (8- 1)?) |
1 Jrlaz { —(a+ab—aB)’ + (1+a? (> + 52+ 1* - 2b5)}. (V.74)

Wie wir sehen, sind die Rechnungen schon fiir dieses einfache Beispiel ziemlich umfangreich.
AuBerdem héngt alles an der expliziten, globalen Auflésbarkeit von F(z,y) =0< y = azx+ (.

Im Allgemeinen sind mehrere, komplizierte Nebenbedingungen gleichzeitig zu beriicksichtigen,
die nicht explizit auflésbar sind. Fiir diesen Fall hat Lagrange eine elegante Methode entwickelt.
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Definition V.4. Seien M, N € N, M > N, und U C RM eine nichtleere offene Teilmenge.
Eine Abbildung G € C*(U;RY) heifit Nebenbedingung :<

V = G(U) > 0 und ist offen, (V.75)
VzeG:=G'({0}): dimgRan[G'(z)] = N. (V.76)

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichung. (V.76) bedeutet, dass die Jacobimatrix G’ von G bei jedem Punkt z in G vollen
Rang N hat, rank[G/(z)] = dimg Ran[G'(z)] = N, was gleichwertig mit der Aussage ist,
dass die (nicht quadratische!) N x M-Matrix G'(z) fiir jedes x € G maximal viele - ndmlich
N - linear unabhéngige Spalten hat.

e Damit ist (V.76) gleichwertig mit
Ve €G3 << < S M: o det[(G(@)ig) ] # 0 (VTT)
Dabei miissen die Indizes 71, j2, ..., Jn nicht fiir alle x € G gleich sein.

Satz V.5. Seien M,N € N, M > N,U C RM eine nichtleere offene Teilmenge und F €
CHU;R). Sei G € CY(U; ]RN) eine Nebenbedingung und

= {z€U|G@)=0} C U (V.78)
Ist nun xg € G ein lokales Minimum der Restriktion von F' auf G, d.h.
30 >0Vx € B(xg,0)NG: F(z) > F(xo), (V.79)
so existiert ein A = (A,..., A\y) € RY, so dass
VF(x) + (A VG(x0)) = 0, (V.80)
d.h.
Vi=1,...,M: 8Fx° ZA 8G = 0. (V.81)

Die Zahlen Aq,..., Ay € R bezeichnet man als Lagrangesche Multiplikatoren.

Beweis. Nach Voraussetzung (V.77) gibt es 1 < j; < jo, -+ < jy < M, so dass die Matrix

0G1(x0) . 0G1(x0)
Oz, Oz
: : (V.82)
OGN(zo) .. OGN(wo)
8% 8m]~N
invertibel ist. Nach geeigneter Umbenennung der Variablen xi,..., x5 konnen wir o.B.d.A.
annehmen, dass
h=M-N+1, jo=M-N+2,..., jJn=M—-N-+N =M. (V.83)
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Schreiben wir nun = = (w, z)", wobei

w:(xl,...,xM_N)T, Z:(I‘M_N_H,...

xo = (wp, 29) und entsprechend auch

G'(zo) = (Au, A2),

mit
0Gi(zo) .. 9Gi(zo) 0G1(z0)
w1 Ownr—N 821
Ay = : : , A= :
OGN (z0) .. OGN(z0) OGN (z0)
ow1 8’11}]»1,1\7 0z1

s ZL‘M)T, (V84)
(V.85)
0G1 (z0)
ozn
: : (V.86)
OGN (z0)
ozN

so ist nach (V.82) die Matrix A, invertibel. Nach dem Satz V.3 iiber die implizite Funktion ist
deshalb die Gleichung G(x) = 0 lokal bei zy nach z auflosbar, d.h. es gibt eine offene Menge
wo € W C RM~Y und eine Funktion h € C1(W;RY), so dass h(wg) = 2o,

V(w,z) € WxR)NU: (Glw,z)=0) & (z=h(w)). (V.87)

Auflerdem ist

W(wp) = —AT o A,

(V.88)

Wir zeigen nun, dass wy ein lokales Minimum der Funktion Fe CY(W;R),

F(w) = Flw,h(w)] (V.89)
ist. Dazu wéhlen wir ¢’ > 0 so klein, dass B(wp, 36") C W ist und setzen
§ o= max{y\h'<w)|yB(RM,N;RN) w € Blu, 25/)} < o, (V.90)

als Maximum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Kugel. Fiir w € B(wy,d’) ist dann,

nach dem Satz von Taylor mit £ = 0,

2

H (w, h(w)) — 2o

= o= wollgar—n + [IA(w) = ol

= lw —wollgr-~ + [Ih(w) — h(wo)|lzx

1
— ||w — w0||%RM_N —I— H / h/(wo —f— S(w — wo)) [w — U}O] dS
0

2

RN
< (14 4) [Jw — wol [far—v- (V.91)
Setzen wir nun 6" := £(1 + £*)71/2 - min{4,d'} > 0, so gilt
Vw € B(w,d") : H(w,h(w)) - $0H < (14 Y2 Jw —wo| < 9, (V.92)

RM
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also (w,h(w)) € B(wg,d). Mit (V.79) und (V.87) erhalten wir damit also, fiir jedes w €

B(wg, "),

und wy € W ist ein lokales Minimum von ﬁ, wie behauptet.

F(w) = Flw,h(w)] > F(zo) = Flwo, h(w)] = F(wy),

(V.93)

Nach Satz V.3 ist damit wy € W ein kritischer Punkt, F'(wo) = 0, d.h. fiir alle k € N~V gilt

_O0F(wp) D
0= 8wk N 8wk (F[w’h(w)]> w=wp
_ 8F[w0, h(’wo)] i i 8F[w0, h(wo)] ) 8h2(’w0)
owy, = 0z owy,
OF (z)) o= OF (o)
o o’ 0 -1\
- awk Z; azl (Az )Z,] (Aw)] k
OF (7)) = [ o OF(20) , 1. | 9G, (@)
= — e 94
8wk ; ; 822 ( z )Z] 8wk (Vg )
Setzen wir nun, fiir j =1,2,..., N,
N
6F(:1:0) _
o= ) g (AT (V.95)
i=1
so folgt unmittelbar
OF (z0) <= . 0G;(zo)
E=1,2 M- N — A J = .
Multiplizieren wir (V.95) mit (A,);, = aG{;%y und summieren {iber j = 1,..., N, so erhalten
wir, fiir alle / =1,2,..., N,
N N
OF (o) , ,_
0 = Z{Z azlo (Azl)zj - )‘J} (AZ)M
j=1 © =1
N N N
OF (x
- Z ai 0) {Z(Az_l)u (AZ)J Z} B Z)‘J<AZ>ZZ
i=1 v j=1 j=1
= bi
L OF(z0) o~ 9G(x0)
= - ZAJ 7 (V.97)
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Fiigen wir (V.96) und (V.97) mit (wy,...,wy-n) = (21,...,2y—n) und

(z1,...,2n) = (Tpm—N41, - - -, Tpr) Zusammen, so erhalten wir (V.81)
8F SL’Q
Vk=1,...,M: )\ = 0. V.98
U Z 8@ ( )
O
Bemerkungen und Beispiele. Zur Illustration betrachten wir noch ein Beispiel. Wie im
motivierenden Beispiel ist F' € C*(R?; R) gegeben durch
F(z,y) = (z—a)*+(y—b)* (V.99)
allerdings wollen wir jetzt F' unter der Nebenbedingung G(z,y) = 0 minimieren, wobei
G(z,y) = 2> +y* — 1. (V.100)
Es sind also M =2, N =1 und, mit ¢y = (2o, %),
OF (x 0G(x
a(:cO) + A a<x0) =2 ((zo — a) + Azy) = 0, (V.101)
OF () 0G ()
A =2 —b)+ A = 0. V.102
Somit ist A # —1, und es gilt
a b
= — = —. V.103
Lo 1+ )\7 Yo 14+ A ( )
Durch Einsetzen in die Nebenbedingungen erhalten wir dann
G ©V (Y
0 = Glao,yo) = <1+/\> * <1+/\> N
S(1+N)? = a® +b?
SAy = Va2 + 02— 1. (V.104)
Daher sind
(25,95) = i( « 0 ) (V.105)
Vaz + b2 a? + b2
die beiden Moglichkeiten fiir das gesuchte Minimum. Wegen
F ¢ i b b)’
.ﬁC'i, 0) = | —7/—=+ a) + (7 + )
(oY) (\/m Va2 + b2
(s 1) @+ 1) > (s 1) @+ )
= |— a R a
— Faf, i), (V.106)
ist somit
1
zr yf) = ———(a,b V.107
( 0 yO) \/m( ) ( )

die Losung des Minimierungsproblems (V.99)—(V.100).
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V.4. Ergdnzungen

V.4.1. Beweis von Lemma V.1

Beweis. Wir definieren drei Folgen
(Cn)o s (my)o2y,  (ra)o2y, (links, mitte, rechts)

in S durch folgende Rekursion. Wir setzen

1
b=z, my = 5(3: +a'), ri=a.

Fir n € N setzen wir dann

1
En'ﬁ‘l = Env Mp41 = §(€n + mn)a T'nt+1 = Mnp,

[ ] X [ ] [ ]
En-‘,—l - En Mp+1 Tnt1 = My Tn
falls
[F(6n) = F(ma)[|y, > [[F(ma) = F(ra)|y,
und
lpy1 =My,  Mypy = 3 (Mp +7n)y  Tag1i=Tn,
[ ] [ ] X [ ]
en €n+1 = My Mp+1 T'n+1 = Tn
falls

| F(ln) = F(ma)lly < [[F(mn) — F(ra)lly.

Somit gelten stets:

1 _
1on = mallx = llmn =rallx = Fllln =rallx = 27" [l = 2'l|x

und

1F (ln1) = F(rasa)lly = max {[[F(€x) = F(ma)lly, [ F(ma) = F(ra)lly }-

Schreiben wir weiter

l,=(1- ag))x + ag)x’, m, = (1— aﬁlm)):c + ozﬁlm):c’, rp = (1— aﬁf)):c +
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fiir eindeutige Folgen (ag)):’:l, (a%m))oo (ag)):’:l in [0, 1], so folgt, dass

n=1’
a < o < " < ) <l (V.117)

Damit sind (Oz,(f )):;1 und (aﬁf))g;l monoton und beschrénkt, also konvergent. Wegen

= 2" (V.118)

gilt dann sogar, dass alle drei Folgen gegen dieselbe Zahl konvergieren,

a, = lim o = lim o™ = lim o). (V.119)
n—o0 n—o0 n—00
Definieren wir
T, = (l—a)r+a,2’ € S (V.120)
so folgt damit
r, = lim /¢, = lim m, = lim r,. (V.121)
n—oo n—oo n—oo

Wir beobachten nun, dass fiir n € IN
[E () = F(ra)lly _ [[F(ln) = F(mag) + F(mn) — F(ra)lly

1€n — 7nllx 2[lnt1 — "ol x

2 1nir i rollx {HF(En) — F(my,)|ly + ||F(m,) — F('f’n)Hy}
1

1ln1 — Tnrallx

_ [E(ln1) — F(rnga)lly

||€n+1 —Tn+1||X

maX{HF(En) — F(my)|ly, [[F(my,)— F(Tn)”Y}

: (V.122)

wobei wir 3 (a + b) < max{a, b}, fiir a,b > 0, benutzt haben. Damit erhalten wir, dass

IF@) ~ Faly _ IF0) = Feoly _ [P = Fraly
e—2lx  a-rlx Slmp{ Tw — rallx }
< timsup { [P0 = Pla) = ) (6.

= [F(ra) = Fa.) = F'(@.) - (rn = 2)] + F'(2.) - (b = 70)

y

< limsup { IF(6) = Fa.) ~ F'(@.) - (b — 2)lly }
: F(rn) = Fla,) = F'(xy) - (rn — 2. /
+ lmsu {H (ra) = F(z.) = F'(z.) - >”Y}+|1F<x*>usm
n—00 ”Tn_x*”X
= [|F'(z)|sxyy < M. (V.123)

0
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