I1l. Differentiation
vektorwertiger Funktionen

111.1. Totale Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel ist IK = R ausschlielich.

Definition III.1. Seien (X, |- ||x), (Y, |- ||y) zwei Banach-Raume iiber R, U C X und V C Y
zwei nichtleere offene Teilmengen und x € U.

(i) Eine Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar oder Fréchet-differenzierbar

bei x.
F —F(z)-A
o JAEBX;Y): hm{H (x+2) = Flz) z”y} = 0. (IIL1)
20 I2llx
In diesem Fall heif3t
F'(z) := dF(z) == A (II1.2)
totale Ableitung oder Fréchet-Ableitung von F bei x.
(ii) Die Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar auf U
& Ve eU: Fist differenzierbar bei z. (I11.3)

In diesem Fall ist F': U — B(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

o Fir (X,||-]|x)=(Y,]|-|lv) = (R,|-]) sind die linearen Abbildungen von R nach R reelle
1 x 1-Matrizen, also reelle Zahlen, B(RR; R) = R. Nach Definition III.1 ist f : R — R somit
genau dann total differenzierbar bei z € R, wenn es eine Zahl f'(x) € R gibt, sodass

(e ) S = )-1) (Lt D2 TE - p)| — o, qny

|| z

= | lim

z—0

lim =

z—0
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Dies ist aber offensichtlich gleichwertig mit der Existenz von

f(z) = lim { fletz) = f(x)} ER. (I1L.5)

z—0 z
Fiir dim(X) = dim(Y’) = 1 fallt also totale Differenzierbarkeit mit dem iiblichen Begriff
der Differenzierbarkeit einer reellen Funktion einer reellen Variablen zusammen.

Weiterhin bemerken wir, dass die Ableitung einer total differenzierbaren Funktion ein-
deutig ist. Gilt ndmlich (III.1) sowohl fir A € B(X;Y) als auch fir A € B(X;Y), so
setzen wir B:= A — A. Ist nun z € X \ {0} und ¢ > 0, so beobachten wir, dass

[B=lly _ 1By _ . B2y
2] [#2]| x =0 [ltz]|x

, (111.6)

da der zweite Ausdruck gar nicht von ¢ abhéngt. Somit ist aber

IBGl _ { (A= A)ez)y } (I1L7)

1211 x 10 2| x

. ([F(x+tz) — F(x) — A(t2)|ly . (|F(x+t2) — F(z) — A(t2)|ly
— hm{ 2]x }Hlm{ }

t—0 t—0 ||tZ||X

=0,

also ist || Bz|ly = 0, fiir alle z € X, was Bz = 0 und daher B = A — A = 0 impliziert.
Wir stellen fest, dass die totale Differenzierbarkeit (I11.1) von F': U — V bei x € U auch
dquivalent durch

IF (z) € B(X;Y), § >0, r,: B(0,8) - Y Vz e B(0,6): I11.8)

(
Flz+z2) = F(r) = Fl(r)z + ro(2) [lz]x, mit i [l (z)[ly = 0

dargestellt werden kann. In der Tat ist das Restglied r,(z) in (IIL.8) gegeben durch
ra(2) = |25 (Fz + 2) = F(z) = F'(2)z2).

Lemma II1.2. Sind U C X, V C Y offene Teilmengen zweier Banach-Raume (X, || - ||x),
(Y|l - |ly) und F : U — V total differenzierbar bei « € U, so ist F' auch stetig in x € U.

Beweis. Trivial. O

Satz II1.3 (Kettenregel). Seien U C X, V C Y und W C Z offene Teilmengen dreier R~
Banach-Réaume (X, || - [|x), (Y, |lv), (Z,] - ||z), und seien G : U — V total differenzierbar bei
x €U und F : V — W total differenzierbar bei y := G(x) € V. Dann ist auch Fo G : U — W
total differenzierbar bei z, und es gilt

(FoG) (v) = F'[G(z)] o G'(x). (I11.9)
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Beweis. Zur Verdeutlichung schreiben wir im Beweis Rp(z,2) = |z||¥ (H(z + z) — H(z) —
H'(z)z) statt r,(z) fiir das Restglied eine Funktion H. Auerdem schreiben wir y, := G(z + 2)
und yo := G(x). Wir setzen (II1.8) sukzessiv ein und erhalten so das Restglied von F o G,

verwenden jeweils die Restgliedabschitzung aus (II1.8). Dann ist das Restglied von F o G
gegeben durch

Rrec(z,2) |I2]x = (FoG)(x+2) — (FoG)(zx) — F[G(x)] C'(z) » (I11.10)
= F(y.) = F(yo) — () G'(7) 2
= F(y.) = F(yo) — F'(y0)(y> — v0) + F'(y0) [y- — yo — G'(2)2]
= Rr(yo, Y= — o) [y: — wolly + F'(yo) Re(z, 2) [|2l|x
= Rr(yo, y- — ) ||G'(2)z + || 2llx Ra(z, 2)||y + F'(y0) Ra(, 2) 2]l

Also ist
1Brec(e. )z < [1Belun. v~ )z (16 oo + [ Bale.2) v )
+ IF'[G@)]lsvi2) | Ra (2, 2) |y (I11.11)
und deshalb lim, ¢ [|Rroc(z, 2)||z = 0, wobei wir lim, oy, = yo verwenden. O

I11.2. Partielle und stetige Differenzierbarkeit

Wir wollen nun fiir das Folgende stets annehmen, dass X = RM und Y = RY, wobei M, N € N
und die euklidsche Normen ||z||x = /73 +23+...+22, |lylly = Vi +v2+... +v} zu
Grunde gelegt werden.

Definition III.4. Seien M € N, U C RM offen, v € U, F: U — R und j € {1,2,..., M}.
(i) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell nach x; differenzierbar

OF F te;) — F
(=) _ lim{ (z + te;) (x)} (I11.12)
aSL’j t—0 t
existiert, wobei e; = (0,...,0,1,0...,0) der j-te kanonische Basisvektor ist. In diesem

Fall heifit %F—gg;r) =: 0,,F'(x) partielle Ableitung von F nach x; bei x.
(ii) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell differenzierbar

= Vje{l,2,...,M}: Fist bei z partiell nach x; differenzierbar. (II1.13)

(iii) Die Funktion F' heifit auf U partiell differenzierbar

& Ve eU: Fistbelx partiell differenzierbar. (111.14)

31



Bemerkungen und Beispiele.

e Die partielle Ableitung einer Funktion F' nach einer Variablen x; bedeutet konkret, dass
man F(xy,%s,...,Tj_1,%j, Tjt1,...,2y) nach x; differenziert und alle anderen Variablen,
Ti,...,%j_1,%j41,...,Ty, als Parameter betrachtet.

e Wir betrachten U = R?® und F(z) := 2 23 + 1025 22, wobei z = (21, 29, ¥3). Dann sind

F F F
L (:c) = x%, L (:c) = 2x129 + 10 azg, Lax(x)
3

= 5022 2. III.15
8.’171 8372 01’31’2 ( )

e Wir betrachten U = R? und F(zx) := sin(z? — z2), wobei x = (21, z2). Dann sind

PO~ grycostat—a). D~ g, cos(al - ), (I1L16)
X1

8l‘2

Definition IIL.5. Seien M, N € N, U C RM, V C RY offen und F = (F, Fy,..., Fy) : U —
V.

(i) F ist bei x € U partiell nach x; differenzierbar

& Vi=1,2,...,N: Fjist bei z partiell nach z; differenzierbar. (I11.17)

(ii) F ist bei x € U partiell differenzierbar
& Vi=1,...,N,j=1,...,M: F,ist bei x partiell nach z; differenzierbar.
(II1.18)
(iii) F ist auf U partiell differenzierbar
& VzeU: Fist bei x partiell differenzierbar. (I11.19)

Satz II1.6. Seien M, N € N, U C R™ und V C R” offene Teilmengen und F = (F},..., Fy) :
U — V total differenzierbar bei x € U. Dann ist F' bei x auch partiell differenzierbar, und es
gilt

Vie NV, je NV = (F'(x)),;- (I11.20)

Beweis. Wir setzen z := tej, dann ist

0 =t { IR =D =T e iy (2P0 416 - Fi@) — e

z—0 ”ZHIRM
(I11.21)

Daher muss auch, fiir jedes i =1,2,..., N,

F(x + te;) — Fi(x)
t

0 = lim{% [FZ-(:Ethej)—Fi(x)—(F’(x))ivj-t}} — lim{

t—0 t—0

} C(F@).,
(I11.22)

gelten. O
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Wir bemerken, dass die Umkehrung von Satz II1.6 im Allgemeinen falsch ist, denn es gibt
Funktionen, die zwar partiell, aber nicht total differenzierbar sind. Fiir die Umkehrung von
Satz I11.6 muss man zusétzlich auch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen fordern.

Definition III.7. Seien M, N € N, U C R™, V C R¥ offene Teilmengen und F : U — V.
(i) F heifit stetig differenzierbar auf U

& F ist partiell differenzierbar auf U und (I11.23)
OF;
Vi=1,...,N, j=1,...,M: —— ist stetig auf U.
8.’,13']‘
CHU;V) = {F U -V ’ F ist stetig differenzierbar auf U}. (111.24)

(ii) Sei k € IN. F heifit k-mal stetig differenzierbar auf U.

& Fist auf U partiell differenzierbar und Vj =1,..., M :
oF

e U — R" ist (k — 1)-mal stetig differenzierbar auf U. (I11.25)
Ly

CHU; V) = {F U=V ’ F' ist k-mal stetig differenzierbar auf U}. (111.26)

(iii) Die Klasse der unendlich oft (stetig) differenzierbaren Funktionen auf U mit
Werten in V wird mit

Cx(U; V) = () CHU;V) (II1.27)
k=1
bezeichnet, und
C(RM; V) == {F € C(RM; V) | supp(F) ist kompakt } (IIL.28)

={FeC®R";V)|dJR< o0 VZeRY, |Z| > R: F(Z)=0}.
sind die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger.

Satz II1.8. Seien M, N € N, U C R™ und V C R” offene Teilmengen und F = (F},..., Fy) :
U — V stetig differenzierbar auf U. Dann ist F' auch total differenzierbar auf U, die Abbildung
F': U — B(RM;RY) ist stetig in U, und fiir alle z € U gilt

OF () OF ()
ox1 e ox
Fla) = | | (I11.29)
OFN () OF N (z)
ox1 T ox

Die Matrix (0, F;)i=1...~n, der partiellen Ableitungen heiBt Jacobimatrix von F bei x.

j=1,...,M
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Beweis. Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall N = 1.
Wir schreiben x = Z;wlx]e], z = Zjul zjej und wy, = 37, z;e;, fiir alle 0 < m < M, sowie

OnF(z) = 22 = 0. Damit ist
Fz+2) — F(z) — i 0, F (z) zm‘
= ‘{J;H(x +wy) — Flz+wy_1)} + {F(z + wy_1) — Fz + wy—s)}
+ o A {Fx+w) — F(z +wp)} — i@mF(x) zm)
- ] ﬁ:l [F(z + wp) — F(z + wyn_1) — O F(x) zm}’
< i |F(2 + w1 + 2Zmem) — F(x + Wn—1) — O F () 2 (I11.30)

Weiterhin sind alle 9,,F auf einer offenen Umgebung U > x stetig, und daher sichert eine
geniigend kleine Wahl von § > 0, dass  + K5 C U, wobei K5 := [—§,6]™. Insbesondere folgt
aus der Kompaktheit von x + Ky, dass 0,, F gleichméBig stetig auf = + K ist und somit

Q) = max max’@ Flz+y)— &nF(x)’ — 0, (II1.31)

1<m<M yeKs

fiir & — 0. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir nun fiir jedes m € 7
die Existenz einer Zahl 0 < 1,, < 1, sodass

Flz+wn 1+ 2zm) — Fl@+wn1) = OnF(@+ wn_1+ Imzm) * Zm, (I11.32)
und wegen w,, 1 + U, zn € Ks erhalten wir daraus
|F(2 + w1 + 2m) — F(@ 4+ win-1) — 0 F(2) 20| < Q(6) |2ml- (I11.33)
Setzen wir (I11.33) in (II1.30) ein, so erhalten wir

L’F(:c—l—z Z@F ’ <

2]

(Z\ m\> < Q(6) MY? — 0, (I11.34)

IIZII

fiir 6 — 0, unter zusétzlicher Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und (II1.31)
im letzten Schritt. Dies beweist die totale Differenzierbarkeit von F' bei x.

Fiir N > 1 wenden wir (II1.34) auf alle Komponenten F}, F, ..., Fiy an und erhalten

W@+ 2) = Fo(z) = ) 0nFu(2) 2m

m=1

z—0

1
Vi<n<N: lim{H—

} = 0. (111.35)
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Konvergenz in RY ist jedoch gleichwertig mit komponentenweiser Konvergenz, und deshalb ist
(II1.35) dquivalent zu

. { 1
lim —‘
=0 | ||2]|

Fo(z+2z2)— F,(x) — i O Fp () zmH} = 0. (II1.36)

O

Korollar II1.9. Seien M, N € N, U C RM und V C R" offene Teilmengen und F: U — V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist stetig differenzierbar auf U. (IIL.37)
(17)  F ist total differenzierbar auf U, und
F': U — B(RM;R") ist stetig in U. (I11.38)
(i) F € CY(U;V),d.h.F ist partiell differenzierbar auf U,
und seine partiellen Ableitungen sind alle stetig in U. (I11.39)

Korollar II1.9 zeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammen fallen, sofern die
Ableitungen stetig sind. Dies veranlasst uns zu einer allgemeineren Definition des Begriffs des
stetigen Differenzierbarkeit.

Definition ITI1.10. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) zwei Banach-Raume tiber I{ und U C X und
V' C Y zwei nichtleere, offene Teilmengen. Die Menge der stetig auf U differenzierbaren
Funktionen mit Werten in V ist definiert als

CHU;V) = {F U -V ’ F ist total differenzierbar auf U und F' € C|U; B(X;Y)]}.
(I1L.40)

I11.3. Vertauschbarkeit stetiger partieller Ableitungen

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Differenzierbarkeit auch die richtige Bedingung fiir die
Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen darstellt.

Satz II1.11. Seien M,k € N, U C RM und V C R offene Teilmengen und F € CK(U; V).
Seien weiterhin ji, jo,..., 7k € {1,..., M} und sei 7 € S, eine Permutation von k Elementen.
Dann gilt fiir jedes = € U dass

OFF (z) OFF (z)

_ . (I11.41)
837]‘16.1’]'2 . a.l’jk 8.77]'#(1)81']'#(2) e aSL’jW(k)
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Beweis. Wir zeigen (I11.41) zunichst fiir k¥ = 2. Seien dazu F € C*(U;V) sowie a, 8 €
{1,..., M} mit o < 8. Dann ist

OF(x) . [1/0F OF
Doz 1%{;(8—%@”%) " o <x>>}

= lim lim {it [F(x +teq + sep) — Fx +teq) — F(x + sep) + F@)]}

t—0 s—=0 | S
= 15% £1_>n%{G(t, s)} (II1.42)
wobei
1
G(t,s) = p” [F(:c +teq + seg) — F(x + seg) — F(x +tey) + F(az)] ) (I11.43)
s

fiir festes © € U. Wir definieren weiterhin, fiir festes s # 0,

Gs(t) = F(x +te, + seg) — F(x + te,), (I11.44)
so dass,
1 s ~ 1 .dG(6: 1)
Glt,s) = — [Gs(t) -G.(0)] = - = (I11.45)
1 [oF OF OPF
= - la—xa (x + Oiteq + seg) — oo (x + Qttea)} = D507, (x + Oiteq + 05 sep),

nach zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, wobei 6;,6; €
(0,1).

Sei nun € > 0. Da axfgxa bei x stetig ist (als Funktion des Vektors z), gibt es ein § > 0 so, dass
VzeRM, ||z|| < V26 oF (z+2) i )| < (I11.46)
z z : T+ z) — x € .
’ 0z 0x, 03 024

gilt. Fiir |s|, [t| < & ist auch [|fite, + 0 ses|| < v/23, und wir erhalten aus (I11.46), dass

2F PF OPF
_ = lim li — 111.4
Do 07, x Gy O x ’ lim lim G(t, s) Bz O x ’ ( 7)
0*F
< sup |G(t,s) — SL" < e.
1,1t <8 () Ozg oz, "

Da ¢ > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, muss die linke Seite verschwinden und also

0?F O*F

Oz, Oxp Y= 05 0, v

(I11.48)

gelten.
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Seien nun k > 3, ' € C*(U;V) und 1 < ¢ < k — 1. Dann ist

. akféle
F = c C""N U, V) C CHU; V), (I11.49)

8sz+2$jz+3 < Ty,

und damit gilt nach (II1.48)

PF &PF
= ) (II1.50)
aszsz+1 asz+1sz
Setzen wir F ein, so erhalten wir
OFF orF
= , (I11.51)
aSL’jl e &L’jl&tjul e 8.Tjk aSL’jl . 8Ijz+lasz e a.l’jk

also die Giiltigkeit von (II11.41) im Fall, dass = eine Transposition ist. Da sich jede Permu-
tation als Komposition von Transpositionen schreiben lésst, folgt somit (II1.41) auch fiir den
allgemeinen Fall 7 € Sk. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass es in (II1.48) sogar geniigen wiirde, die Existenz von
2 . . . . . .
OF OF = _O0°F_ ynqd deren Stetigkeit zu fordern, um auch die Existenz und Stetigkeit

Oxo 7 Oxg 7 Oxalxg
9*F
0xg0xqa

e Fir k=2und o, € {1,..., M} behauptet (II.41), dass

zu schlieen.

von

0*F(z) 0?F(z)

= . I11.52
0x,0xp O0x0z, ( )
e Seien M =k =2und f(zy,72) = 2} zo + 571 5. Dann sind
of = 3aixy+ 5] / = ] + 302 23 I11.53
pre (x1,22) = 3x{wa+ 5y, . (x1,22) = 7+ 302 23, (II1.53)
0* 0*
/ (z1,29) = 327+302) = M (II1.54)

01201 011072

e Auf die Stetigkeit der k. partiellen Ableitungen kann man fiir die Giiltigkeit von Satz I11.11
nicht verzichten, wie das folgende Gegenbeispiel beweist. Gegeben sei die Funktion

x2—y2
F - R2 N IR,, F([L‘,y) = zy 22+y2) (.’L‘, y) 7£ <07 0)7 (11155)
0, (z,y) = (0,0).

Fiir (z,y) # (0,0) gilt

%(af,y) = Y57
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Fiir die partielle Ableitung in (0,0) erhalten wir

oF . F(z,0) = F(0,0)
—(0,0) =1 = 0. I11.57
7L0.0) = 1im T80 0 (1m.57)
Die partielle Ableitung nach x lautet also
OF zly+4z?y’ —y° (z,y) # (0,0)
—(.T, y) — (x2+y2)2 ) ) ?/ ) ) (III58)
Oz 0, (z,9) = (0,0),
Beachtet man die Symmetrie F(x,y) = —F(y, x), so folgt
OF OF _ gl a0y £ (0,0)
—(z,y) = ——(y,2) = (z+y%)2 ’ o I11.59
3y (2,9) 5 W %) { 0. (z.1) = (0.0). ( )
Es gilt nun
aber
O*F . %—5(:&0) o ?9_5«)70) .z

Daher ist F' zweimal partiell differenzierbar, aber nicht zweimal stetig differenzierbar.
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