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l. Metrische und normierte Raume

In diesem ersten Kapitel fithren wir den Begriff der Metrik auf einer Menge und den Begriff
der Norm auf einem K-Vektorraum ein, wobei in dieser Vorlesung KK stets den Korper K = R
der reellen oder K = C den der komplexen Zahlen bezeichnet.

1.1. Metrische Raume

Definition I.1. Sei M # () eine nichtleere Menge.
Eine Abbildung p: M x M — RJ heifit Metrik (auf M) :&

(i)
Ve, ye M :

{pa,y) =0 & =

Vae,ye M :

(iii)
Vr,y,z € M :

p(r,y) = ply,z),

p(z,2) < plz,y) + p(y, 2).

In diesem Fall bezeichnen wir (M, p) als metrischen Raum.

Definition I.2. Sei (M, p) ein metrischer Raum.

(i) Sind » > 0 und = € M, so heifit

B,(x,r) = {ye M | ply, x) <7’}

offene Kugel um x vom Radius r.

(ii) Sei A C M eine Teilmenge. Ein Punkt = € A heifit innerer Punkt (I.P.)

=

dr>0:

B,(z,r) C A.

(L.1)

(1.2)

(1.4)



(iii) Sei A C M eine Teilmenge. Ein Punkt x € M heift Haiufungspunkt (H.P.) von A
= Vr>0: By(z,r)n(A\{z}) # 0. (1.6)
(iv) Eine Teilmenge U C M heifit offen

& Jeder Punkt in U ist ein innerer Punkt (L.
& VeeU3Ir>0: By(z,r) C U (1.

—
co
S—

(v) Eine Teilmenge V' C M heiit abgeschlossen

<V enthiélt alle seine Haufungspunkte (1.9)
= {x ist HP.von V = z € v}. (1.10)

(vi) Eine Teilmenge K C M heifit kompakt )
& Jede offene Uberdeckung von K enthélt eine endliche offene Uberdeckung von K.

Bemerkungen und Beispiele.

e Viele topologische Eigenschaften von R, die wir schon frither kennengelernt haben, gelten
auch in allgemeinen metrischen Rdumen, ihr Beweis ist eine blofle Transkription des
Beweises aus Analysis 1.

e So sind M, () € M beide sowohl offen als auch abgeschlossen.

e Weiterhin ist A C M genau dann offen, wenn die Komplementmenge M \ A C M abge-
schlossen ist.

e Jede kompakte Menge K C M ist beschréankt und abgeschlossen.

e Fiir M = K? ist die Kompaktheit von K C M nach dem Satz von Heine-Borel sogar
aquivalent zur Beschrénktheit und Abgeschlossenheit von K. Dies ist fiir metrische Rdume
jedoch im Allgemeinen falsch.

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition der Kompaktheit ist folgendes allgemeines In-
tervallschachtelungsprinzip.

Lemma 1.3. Seien (M, p) ein metrischer Raum und (K,,)%%, € P(M)N eine absteigende Folge
nichtleerer kompakter Mengen K,, O K, # (. Dann ist auch ihr Schnitt K nichtleer,

K = ijn £ 0. (L.11)

Beweis. Wir fiihren die Annahme K = () zum Widerspruch. Wir definieren die aufsteigende
Folge (U,)%>, € PB(M)YN von Mengen U, := M \ K,, C U, ;. Als kompakte Mengen sind die
K,, auch abgeschlossen, und die Mengen U, sind alle offen. Wir beobachten, dass

Ky ¢ M =M\K=|JU,. (1.12)
n=1



Also ist {U,}2, eine offene Uberdeckung von K7, die wegen deren Kompaktheit eine endliche
offene iiberdeckung enthélt. Es gibt also ein N € N so, dass

K1QU1UU2U...UUN:UN:M\KN. (113)

Damit ist
= KinKy = Ky, (1.14)
was der Annahme widerspricht, dass alle K, # () nichtleer sind. n

Definition I.4. Sei (M, p) ein metrischer Raum.

(i)

(i)

(iii)

Eine Folge ()%, € MY heifit konvergent :<
dxeM Ve>0 dng e N Vn >ng: plx,x,) < e (I.15)
In diesem Fall schreiben wir

lim z, =2«  oder =z, >z, n—o0. (1.16)
n—oo

Eine Folge ()%, € M™ heifit Cauchy-Folge :&
Ve>0 dnge N Vm,n >ng: (T, ) < e (1.17)
Ein metrischer Raum M heifit vollstindig <

Jede Cauchy-Folge in M ist konvergent. (I.18)

Bemerkungen und Beispiele.

Eine Metrik p auf einer Menge M definiert einen Abstand p(zx,y) zwischen je zwei Ele-
menten x,y € M dieser Menge.

(R, p) ist ein vollstandiger metrischer Raum mit pj(x,y) := |z — y|.
Ebenso ist (C, pj.|) ein vollstandiger metrischer Raum mit pj(w, 2) := |w — z|.

Ist d € N, d > 2, so ist (R? peurs) ein vollstindiger metrischer Raum beziiglich der
euklidschen Metrik

—

peukl(f; y) = \/(LIZ'l — y1)2 + (%2 - y2)2 + ...+ (Q?d — yd)2, (Il9)

wobei & = (z1,...,%4),7 = (y1,...,94) € R%

Ebenso ist (C%, puni¢) ein vollstindiger metrischer Raum beziiglich der unitiren Metrik

Punit (0, 2) = V/|wy — 212+ |wy — 202 + ... + |wg — 24|%, (1.20)
wobei @ = (wy,...,wq), 7= (21, ..., 24) € C

Sind (M, p) ein metrischer Raum und N C M eine Teilmenge, so ist auch (N, p) ein
metrischer Raum, wobei die Metrik p: N x N — R{ durch die Restriktion p:= p {nxn
von p auf N x N definiert ist, d.h. fir x,y € N ist p(z,y) := p(z,y). Dies ist eine
Eigenschaft, die normierte Rdume nicht besitzen, s.u.



e Somit ist auch (Q, p.|) ist ein metrischer Raum mit py|(z,y) := |z — y|. Allerdings ist Q

nicht vollstandig.

e Sei (M, p) ein metrischer Raum. Wie bei KK sind M, () C M offen und abgeschlossen, und
fiir eine Teilmenge A C M gilt

{Aist offen} < {A°= M\ Aist abgeschlossen}.

(1.21)

e Es gibt viele metrische Raume, die keine Vektorrdume sind. Beispielsweise ist M =

{a,b,c} bzgl. p(a,a) = p(b,b) = p(c,c) = 0 und p(a,b)
metrischer Raum (M, p), den man als Graph (M, A), A

kann.

p(b, c)

= pla,c) = 1 ein

C M x M, veranschaulichen

e Etwas anschaulicher ist das folgende Beispiel der Entfernungstabelle (Autobahnkilometer)
zwischen den Stadten. Wir setzen M := {BS, HB, HH, H} und definieren p auf M x M

durch folgende Tabelle:

[, [ Bs [ ®B [ mH [ H ]
BS | Okm |176,2km | 199,0 km | 66,8 km
HB | 1762 km | O0km | 130,2 km | 123,0 km
HH | 1990 km | 130,2 km | Okm | 157,5 km
H | 66,8 km | 123,0 km | 157,5 km | 0 km

Dann ist (M, p) ein metrischer Raum.

Definition I.5. Seien (M, p) und (N, u) zwei metrische Raume und f: M — N.
(i) Die Abbildung f heifit stetig in z € M

& Ve>03d6>0:

f[Bp(x,(S)} C B,(flz],e) (I.22)

& Vex>03>0VyeM: plx,y) <d = p[f(x), fly)] <e. (1.23)
(ii) Die Abbildung f heifit folgenstetig in x € M
= Y (2,)52, € MY ; r=lim z, = f(z)= lim f(z,). (I.24)
n— oo n—o0

Lemma 1.6. Seien (M, p) und (N,p) zwei metrische Réume und f : M — N. Dann gilt
folgende Aquivalenz:

f ist stetig < f ist folgenstetig (1.25)

Beweis. Der Beweis ist die Transkription des Beweises der entsprechenden Aussage aus der
Vorlesung Analysis 1 unter Ersetzung von |z — y| durch p(x,y). O

Bemerkungen und Beispiele.

e In metrischen Rdumen fallen Stetigkeit und Folgenstetigkeit zusammen. In allgemeinen
topologischen Rédumen ist dies nicht der Fall; es gilt nur

Stetigkeit =  Folgenstetigkeit. (1.26)

e Die umgekehrte Implikation erhélt man fiir allgemeine topologische Rdume nur durch
Ersetzung von Folgen durch Netze und deren Konvergenz.



1.2. Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir beweisen den Banachschen Fixpunktsatz!, ein “klassischer” Satz der Funktionalanalysis.

Definition 1.7. Sei (M, p) ein vollstdndiger metrischer Raum. Eine Abbildung T': M — M
heifit Kontraktion

o J0<g<1Veye M p[T(2),T(y)] < q-plz,yl. (1.27)
In diesem Fall bezeichnet man ¢ als Kontraktionsrate von 7.

Lemma 1.8. Seien (M, p) ein vollstéandiger metrischer Raum und 7' : M — M eine Kontrak-
tion. Dann ist T stetig auf M.

Beweis. Zu ¢ > 0 wihlen wir § := e. Sind nun x,y € M mit p[z,y] < &, so gilt auch
p|T(z), T(y)] < ge <e,und T ist (sogar gleichméafig) stetig auf M. O

Satz 1.9 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien (M, p) ein vollstdndiger metrischer Raum und
T : M — M eine Kontraktion. Dann besitzt T in M genau einen Fixpunkt z, € M, d.h. es
gibt genau eine Losung z, € M der Fixpunktgleichung

v, = T(x). (1.28)

Beweis. Da M # (), gibt es einen Punkt xy € M. Wegen T : M — M ist mit x auch T'(z) in
M, und wir kénnen

VnelN: =z, = T(ryp1) = [ToT|(xp—2) == [ToTo---0oT|(xg) € M (1.29)

N J
-~

n Faktoren

setzen. Wir zeigen nun, dass die Folge (z,)%, in M konvergiert. Seien m,n,ny € IN mit
m > n > ng. Dann ist mit der Dreiecksungleichung

Pltm, ] < pltm, Tm-1] + plTm-1,Tm—2] + ...+ plTni1, Tn]. (1.30)
Fiir £ € IN ist aulerdem
pleksr, o] = p[T(2e), T(xp-1)] < q- plrg, Tp—1]
= q- p[T(xe1), T(x—2)] < ¢ plag, v4i]
< oo < g pla, ), (1.31)

wobei wir k-mal die Kontraktionseigenschaft (1.27) verwendet haben. Damit ist, fiir m > n >
no,

p[$m,$n] S <qm—1 +qm—2

+

.ot q”) plz1, xo

1o

< g ool (Yd) < 7o plenad > 0 (1.32)

lengl.: Contraction Mapping Principle



fir ny — oo. Somit ist (z,)5, eine Cauchy-Folge in M. Da M vollsténdig ist, konvergiert
()52, auch,

r, = lim z, € M. (1.33)

n—o0

Auflerdem ist x, ein Fixpunkt, denn 7T ist nach Lemma 1.8 stetig in M, und es gilt somit

r, = limz, = lim T(z,—1) = T(lim 2,1) = T(z.). (1.34)

n—oo n—oo n—oo

Ist nun z,, € M irgendein Fixpunkt von 7', so folgt aus der Kontraktionseigenschaft (I1.27),
dass

plrs, tw] = p[T(2:), T(7a)] < q- ple, vl (1.35)
also plx,, T..] = 0 und somit .. = z.. O

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes ergibt auch eine quantitative Aussage iiber die
Rate, mit der sich die Iteration xz, := T'(x,_1) dem Fixpunkt annéhert.

Korollar 1.10. Seien (M, p) ein vollstéandiger metrischer Raum, 7" : M — M eine Kontraktion
mit Kontraktionsrate ¢ € (0,1) und z, € M der Fixpunkt von 7. Sind zyp € M und z,, :=
T(xy—1), fiir alle n € N, so gilt

p[ZEn,ZL’*] < q p[T(JIO)7$0], <136)

fiir alle n € IN.

Beweis. Folgt sofort mit n := ng und m — oo in (1.32). O

1.3. Vektorraume und lineare Abbildungen

Die Lineare Algebra ist die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen, die struk-
turerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorrdumen. In diesem Abschnitt fithren wir einige
Begriffe der linearen Algebra ein, ohne die wir die Inhalte aus Analysis 2 nicht formulieren
konnen und die deshalb unabdingbar sind. Wir beschrédnken uns hier auf Vektorrdume iiber
die Korper R der reellen Zahlen und C der komplexen Zahlen, die wir wie schon in Analysis 1
einheitlich mit K bezeichnen, sofern die sich darauf beziehende Betrachtung fiir beide Fille
durchgefiithrt werden kann.

Definition 1.11. Eine Menge X heifit Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum :&
Auf X sind Addition (+) : X x X — X und Multiplikation mit einem Skalar () : K x X — X



definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) Va,b,ceX: a+b = b+a, (@+b4+c = a+(b+ec), (1.37)
(i) 0eXVieX: da=ad+0 = 0+a, (1.38)
(i) Yae X I(—ad)eX: d+(-a) = (—d)+a = 0, (1.39)
, . ' a-(@+b) = a-d+p-b,

(iv) Va,be X, a,p e K: {(Oé-i-ﬁ) i=a-dtpd (1.40)
(v) Vae X, a,feK: 1-d = d, a(fd) = (af)d. (1.41)

Die Elemente von X heifien Vektoren, 0 € X ist der Nullvektor. Eine Teilmenge Z C X, die
selbst ein Vektorraum ist, bezeichnet man als Teilraum oder Unterraum von X . Vektorrdume
iiber R bezeichnet man auch als reelle Vektorrdume, Vektorrdume iiber C als komplexe
Vektorraume.

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichungen (1.37), (I1.38) und (I1.39) besagen zusammen, dass X beziiglich der Addition
(+) eine abelsche Gruppe bildet.

{0} C X ist der kleinste und X C X der groBte Unterraum von X.

Sind n € N, aj,a0,...,a, € K und #1,75,...,%, € X Vektoren, so bezeichnet man
Summen der Form o %1 + as@s + ... + o, @, € X als Linearkombination der #; und
die Zahlen o in diesem Zusammenhang als ihre Koeffizienten.

Multiplikation mit einem Skalar und Skalarprodukt ist nicht dasselbe.

K ist ein Vektorraum iiber K. (Dieses Beispiel ist allerdings etwas kiinstlich.)
Fiir d € IN ist

€
X2

K' = {F=| " || m,20,...,24 € K (1.42)
Td

beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar,

1 Y1 Yr1+ Y1
S I IR I (e : (L.43)
T4 Yd YTq + Ya

ein Vektorraum iiber K. Dabei sind

0= 1: und — | | = N (1.44)

10



e [ir d € N definieren wir die kanonischen Basisvektoren durch

1 0 0
0 1 0
. 0 ~ 0 . 0
cc=1.1,éea=1.1,....,e&a=1.1". (1.45)
0 0 0
0 0 1
Die Menge {&), €, ..., €1} C K¢ bezeichnet man auch als Standardbasis.
e Mit der Standardbasis wird
I
S X2 S - "
Tr = = XT1€1 + To€y + ... + Tg€q. <I46)
Xd
d.h. jeder Vektor kann als Linearkombination der d kanonischen Basisvektoren €, ..., ey €
K¢ mit seinen Komponenten z, ..., 74 € K als Koeffizienten geschrieben werden.
e Die Darstellung (1.46) ist eindeutig in dem Sinne, dass fir oy, 51, a2, o, ..., g, Ba € K
aus 06151 +CY2€2 +... +ad€d = ﬁlgl —|—62€2 +... +Bd€d auch 1 = ﬁl, Qg = ﬁg, ey Qg = 5(1
folgen.

e Fiird = 1,2, 3 gewinnt man durch Zeichnungen eine gewisse Vorstellung von den Vektoren
in R

e Schrinkt man bei den komplexen Zahlen die Multiplikation auf die reellen Elemente ein,
so ist C = R? ein Vektorraum iiber R (der Dimension 2).

e Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums ist die Menge der reellen Funktionen auf [« (],

a,feER, a<p,
F = {f:]|o,8] = R} (1.47)
Mit f,g € F und v € R wird F durch
Veelafl: (f+v-9)(@) = fl2)+7-9(z) (.48)

zum Vektorraum (“punktweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar”). Dabei
sind

Voela Bl @) =0, (—f)(z) = —f(x). (149)
Fiir diesen Vektorraum F liefert eine Zeichnung eine gewisse Anschauung.

e Das obige Beispiel ldsst sich noch wie folgt verallgemeinern. Sind A # () eine Menge und
X ein Vektorraum iiber K, so wird durch punktweise Addition und punktweise Multipli-
kation mit einem Skalar wie in (1.48) auch der Funktionenraum

Fo={f:A- X} (1.50)

zum Vektorraum iiber K.

11



e Insbesondere ist F' fiir A := Z¢ und X := K! = K gleich (genauer: isomorph zu) K¢,
K = {Z:Z{ > K, v u,}. (1.51)

e Die Notation fiir Vektoren mit Vektorpfeilen ist etwas schwerféllig, und wir schreiben im
Folgenden einfach x, y, e und e statt z, v, &%) und &),

Definition I.12. Seien X und Y zwei K-Vektorraume. Eine Abbildung A : X — Y heifit
linear oder (linearer) Operator

e Vr,ye X, aeK: Alar+y) = aA(x) + Ay). (1.52)
Die Menge der linearen Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit £(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Menge L£(X;Y) der linearen Abbildungen ist selbst ein K-Vektorraum beziiglich
punktweiser Operationen, d.h. fir « € K und A, B € L(X;Y) ist («A + B) € L(X;Y)
definiert durch

VeeX: (aA+ B)(z) := aA(zr)+ B(x). (L.53)

Durch vollstdandige Induktion erhélt man aus (1.52) leicht, dass

A<§:aixi> = Zf:aiA(:vi), (I.54)

fir alle z1,...,2, € X und aq,...,q; € K.
A(0x) = A(0k-0x) = Ok -A(0x) = Oy.
Seien M, N € N und X = K™ und Y = K". Wir bezeichnen mit

el(X),eQ(X),..., e](\j() C X und el(y), ez(y),..., e](\,y) cCY (1.55)

die jeweiligen Standardbasen in K™ und K*.

Sei A € L(KM;K") eine lineare Abbildung. Fiir jeden Vektor z € KM lisst sich der

zugehorige Bildvektor A(z) € K” in eindeutiger Weise als Linearkombination A(x) =

Vlel(y) + ’7262(Y) +...7n€ ](VY) der kanonischen Basisvektoren in KV darstellen.

Insbesondere gibt es N - M eindeutige Zahlen {a, .|n € ZY, m € Z3} so, dass

A(el(X)) =4ai el(Y) + @21 62(Y) + -+ an,1 GJ(VY) s

A(GQ(X)) = a12 el(Y) + a2 2 62(Y) + -+ an?2 GJ(VY) R

(L56)

(Y)

A(egj{)) = ai,Mm € -+ Q2 M €9 (¥)

+ 4 anuey

gelten.

12



o Fir

r = xlel(x) + .%'QGZ(X) + ...+ :UMe]Ej() € X (L.57)
ist dann
Alz) = el( ) 4 ygeQ(Y) + ...+ yNe](VY) ey, (1.58)
wobei
M
VneZl: y, = Zammxm. (1.59)
m=1
e Die zu A gehorige Zahlentabelle
a1 Qi ... G
MIA] = a2:71 a2:,2 CL2;M c KMN (1.60)
Clj;u CLJ;/,2 a]\;,M

bezeichnet man als Matrix und genauer als Matrixdarstellung von A beziiglich der Stan-
dardbasen in KM und K¥.

e Fiir M, N € N ist die Matrixdarstellung M : £(K"; K") — KM eine lineare Bijektion
zwischen den Vektorrdumen L£(K;KY) und KM®. D.h. M ist bijektiv und es gilt
MaA + B] = aM[A] + M[B] fiir alle & € K und A, B € L(KM; K").

e Konkret bedeutet dies, dass man die Matrixdarstellung als riesigen Spaltenvektor inter-
pretiert, den man aus Platzmangel in eine Tabelle mit N Zeilen und M Spalten schreibt.
Dann ergibt sich

aq ... QLM bii ... bium
MIA] = , M[B] =
anNi ... aNM bni ... bvwm
aai1+bin ... aarym +big
= MJ[aA+ B] = : : : (I.61)
aany +byy1 ... aany + by

e Obwohl dies aus Sicht der linearen Algebra etwas ungenau ist, werden wir im Weiteren
nicht mehr zwischen £(K";K") und K" unterscheiden und die lineare Abbildung A
mit ihrer Matrixdarstellung gleichsetzen,

a171 aiz ... Q1M
az 1 Az9o ... QM

A = i i ; . (1.62)
ani1 anNg2 ... QN M
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e Sind XY, Z drei K-Vektorrdume und A € L(Y; Z) sowie B € L(X;Y), so ist auch deren
Komposition linear, (Ao B) € L(X; Z).

e Sind M/N,P € Nund X = KM Y = KV, Z = K¥, so ist fir A € £(Y;Z) und
B € L(X;Y) die Matrixdarstellung von (A o B) € L(X; Z) durch das Matrizprodukt der
Matrixdarstellungen von A und B gegeben.

1.4. Normierte Raume und Operatornorm

Als Néchstes definieren wir spezielle metrische Raume, die normierten Raume.

Definition I.13. Sei X ein K-Vektorraum (K = R oder C).

Eine Abbildung || - || : X — R{ heit Norm (auf X) :<
(i)
VreX: {llz] =0 & z=0} (1.63)
(i)
Vee X, e K: Azl = [N - |z, (1.64)
(i)
Vo,ye X ety < el + llyll (1.65)
In diesem Fall bezeichnet man (X, || - ||) als normierten Raum.

Bemerkungen und Beispiele.
e Jeder normierte Raum (X, | - ||) ist ein metrischer Raum (X, p) bzgl. der Metrik
Veye X pz,y) = [lv—yl. (1.66)

In diesem Fall nennt man p die durch die Norm || - || induzierte Metrik.

e Damit iibertragen sich alle topologischen Begriffe und auch die Begriffe der Konver-
genz, der Cauchy-Folge und der Vollstandigkeit auf normierte Rdume: Seien x € X und
(1,)22, € XN eine Folge in X. Diese Folge konvergiert gegen x = lim,_,o{z,} genau
dann, wenn

Ve>0 dngelN VYn>ng: |z,—z| < ¢, (1.67)
und sie ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn

Ve>0 dngelN Vm>n>ng: |z, —x,] < €. (1.68)

e Ist ein normierter Raum (X, ||-||) bzgl. der induzierten Metrik p(z,y) = ||x—y|| vollsténdig,
so nennen wir (X, | - ||) Banach-Raum.
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e Ist (X,|| - |) ein normierter Raum, so ist || - || : (X, |- ||) = (Ra, || - ||) stets stetig.
e Fiir d € Nist (R |- |leua) ein reeller Banach-Raum beziiglich der euklidischen Norm

lellowa = /a2 +ad+...+a3 = (aheun (1.69)

wobei (+|-)eu das euklidische Skalarprodukt {x|y) := x1y; +x2ya+. . .+24yq auf R notiert.

o Fiir d € Nist (C% || - [|unit) €in komplexer Banach-Raum beziiglich der unitéiren Norm

it == VI2?+ 122+ 41z = V{2 (1.70)
wobei (-|-)unit das unitdre Skalarprodukt (z|w) 1= Zyw + Zows + . . . + Zqw, auf C? notiert.

1
e Fiird € Nund 1 < p < oo definiert ||z, := (|z1|P + |22" + ... + |z4/P)” eine Norm auf
K% ebenso ||z]|c := max{|z1],|22], ..., |z4|}. Sie sind alle &quivalent zueinander, d.h. zu
p,q € [1,00] gibt Konstanten 0 < ¢, , < C,, < 00, sodass

VeeK': o lall, < llolly < Cogllallp- (L71)

e Analogist fir KN={f: N> K} ={z=(2,)2, CK} und 1 < p < oo durch

o0 1
lally, = (D keal?)’ (1.72)
n=1
eine Norm definiert, ebenso durch

|2]lo0 = Sgp{|xn|} (L73)

Dabei verstehen wir (KN, |- ||,) als den Teilraum von K¥, fiir dessen Elemente z auch
|z||, < oo gilt, und wir bezeichnen

(1) = 00 = (2= @) CK| Ylnl <o} @70

¢?(IN) ist vollsténdig fiir alle 1 < p < oo. Die Norméquivalenz (1.71) gilt in diesem Fall
nicht.

Definition I.14. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) zwei normierte IK-Vektorraume. Wir bezeichnen
mit

B(X;Y) == {A: X - Y| Aist linear, ||A|gxxy) < oo} (L.75)

den Raum der beschrinkten linearen Operatoren (von X nach Y), wobei

Ax
Al sxy) == sup {” “Y} = sup  {[|Az|y} (1.76)

zeX\{0} ]| x zeX, |z x=1

die Operatornorm von A ist.
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Satz 1.15. Sind (X, || - || x) ein normierter Raum und (Y, || - ||y) ein Banach-Raum, so ist auch
(B(X:Y), | - |lacx;y)) ein Banach-Raum.

Beweis. Ubungsaufgabe ]

Satz I.16. Seien (X, || - [lx) und (Y, - [|y) zwei Banach-Rédume iiber K und A : X — Y linear.
Dann gilt folgende Aquivalenz:

{11Allpxy) < oo} & {A: X =Y ist stetig }. (L.77)

Bemerkungen und Beispiele.
e Fiir A € B(X;Y) folgt sofort aus (1.76), dass

veeX:  JAzly < [Alscen - lolls. (L78)
Fir x = 0 ist diese Abschétzung trivial richtig, und fiir z # 0 kénnen wir wie folgt
abschétzen,
[Az]ly [ Az ]l
[Azlly = F——-llz[x < sup , Azlix = lAlseoyy - llzllx. (179)
]l w20 L l2']lx

e Sind (X, || - ||x), (Y, |ly) und (Z,]| - ||z) drei Banach-Raume und B € B(X;Y") sowie
AeB(Y;Z),soist AB € B(X;Z), und es gilt die Submultiplikativitit

1AB|sx;z) < [ Allseviz) - [ Bllsxy) (1.80)

der Operatornorm. Fiir x € X \ {0} mit Bz # 0 gilt ndmlich

IABzlz _ [AB2)llz |Belly _ { ||Ay||z} { ||B~”U||Y}
p— . ~ p . Sup
l]lx [Bzlly  lzllx vervioy U lwlly - wexvioy U ll2llx
= [Allsrz) - [1Bllsexar), (L.81)
was natiirlich auch fiir Bz = 0 richtig ist.
Als Néchstes diskutieren wir speziell die euklidsche (IK = R) Norm || - ||2 = || - ||ews bzw. unitére
(K =€) Norm || |2 = [| - [[unit auf K<,
. Lo 1/2
12, = (2|z) ", (1.82)

wobei fiir d € N und 7 = (21,...,24),5 = (Y1, ..., ya) € K2

@7y = > 2w (1.83)

das euklidsche bzw. unitére Skalarprodukt darstellen. (Dabei betrachten wir reelle Zahlen A € R
als komplexe Zahlen mit verschwindendem Imaginérteil.) Zunéchst beweisen wir die

16



Satz 1.17 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Sindd € Nund &= (z1,...,24)7, 7= (y1,...,y4)" € K% so gilt

(@] < 7o 11312, (1.84)
d.h.

< (zd: |xy|2) v (Ed: |xy|2> 1/2. (1.85)

v=1 v=1

d
5 Ty Yu
v=1

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. K = C an — s.o. Weiterhin ist (1.84) fiir (Z]7) = 0 trivialerweise
richtig, und wir nehmen im Folgenden an, dass (Z]y) # 0 gilt, was & # 0 und % # 0 und somit
auch ||Z]| > 0 und ||y]| > 0 nach sich zieht. Fiir jedes A € K ist dann || AZ + ¢]|>» > 0, also

0 < AT+ gIAT+7) = AT + (§19) + AT + AM712)
= [AP(@1Z) + (@19) + 2Re{\ (7]7) }. (.86)

Wir setzen

_ W
S TEETE i

wobei r > 0 spater gewihlt wird. Dann sind |A| = r und

9Re{\- (@]} = 2Re{ —%} = —2r |(@|P). (1.88)

Damit folgt aus (1.86), dass

@ < 5(@7) + - (719)- (L.89)
2 2r
Die Behauptung (1.84) resultiert nun mit r := gi?) O

Seien nun M, N € N und X = KM und Y = K" sowie ||Z]|x := /|z1]>+ ... + |zn[? und
191 x == VIl + -+ lyul?, fiie @ = (21, 2p) € KM und § = (s, ..., yn) € KV,

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die linearen Abbildungen Hom(KM; K") von KM
nach K mit den N x M-Matrizen identifiziert werden kénnen, Hom(X;Y") ~ My (K), und

deshalb einen M - N-dimensionalen K-Vektorraum bilden. Insbesondere ist der Vektorraum der
linearen Abbildungen von K™ nach K endlich dimensional.

Lemma I.18. Seien M, N € N und A € £(K™;K") eine lineare Abbildung mit Matrixdar-
stellung

1,1 Q12 ... AaiMm
21 Q292 ... QA2 M

A= : , (1.90)
ani1 AaNg2 ... QN M
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Dann ist A € B(K™;K") beschriinkt beziiglich der normierten Riume (K || - ||3) und
(KN, || - ||l2), und es gilt

N M 1/2
Ao < (X lounl?) (Lo1)

n=1 m=1

Beweis. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 1.17) ist

e = (Sanr) " = (|l

n=1 m=1

M

<[S (o) (S|

1 m=1

N M 1/2
- (Z 3 \an,mwz) 7o (L92)

Also ist

= N M 1/2
p [T oK .
[Allpacm gy = sup < ZZIan7m| < 0. (1.93)
F£0 -
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Il. Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir erinnern zunichst an den (abstrakten) Begriff einer Folge: Eine Folge (a,)>2, € AY in
einer Menge A ist eine Abbildung

aey : N—=A, n—a,. (IL.1)
Wir haben meistens A = K oder A = KV verwendet, es besteht aber kein Grund, fiir A

nicht auch allgemeinere Mengen zu wihlen. In diesem Kapitel werden wir fiir A die reell- oder
komplexwertigen Funktionen auf einer Menge M wéahlen, d.h. A := F mit

F o= {f:M—>K}. (I1.2)

Wir wollen also Folgen (f,,)°%, € FN in F studieren. Eine solche Folgen heift Funktionenfolge
auf M.

11.1. Punktweise und gleichmaBige Konvergenz

Definition II.1. Seien M # () eine nichtleere Menge und F := {f : M — K}.
(i) Eine Funktionenfolge (f,)°, € FN auf M heifit punktweise konvergent (gegen

feF)
= VeeM3If(r) e K: h_)m folz) = f(2), (I1.3)
und wir schreiben in diesem Fall auch
fn Pl f, n—oo. (IL.4)
(ii) Eine Funktionenfolge (f,)5, € FN auf M heifit gleichmiiBig konvergent (gegen
feF)
& JfeF: lim {sup | fn(x) — f(x)]} = 0, (IL.5)
n—oo xeM
und wir schreiben in diesem Fall auch
fn gy f, n— oo. (IL.6)
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wenn man die Definition der Konvergenz lim,, ., a,, = 0 der Zahlenfolge
Ay, = SUp,eps | fu(z) — f(2)] in (I1.5) einsetzt, erhdlt man bei gleichméBiger Konvergenz

Ve>0dnye NVn>nyVe e M: |fu(z)— f(x)] < e (IL.7)

Zu einem vorgegebenem ¢ > 0 liegen also alle Funktionen f,, innerhalb einer e-Umgebung
um die Grenzfunktion f herum, sofern n geniigend grofl gewéhlt wird.

e Sind M = [-1,1],

—1 falls -1 <z <0,
flz) = 0 falls z = 0, (IL.8)
1 falls0O<az <1,

und

ent _ pmna

fo(z) = tanh(nzx) = —— (I1.9)

ent 4 e—nz’
so gelten f,,(0) =0 = f(0) und |f,,(—z)— f(—2)| = |fu(z)— f(2)|. Zur Kldrung, ob f, — f

punktweise und/oder gleichmiflig konvergiert, geniigt es also, z > 0 zu betrachten, sodass
f(x) =1. Fir = > 0 ist

nr __ ,—NnT 2 —nx
f@) —fula)) = 1- 5 = 2 < e o, (11.10)

1

fiir n — oo, also konvergiert f,, — f punktweise. Fiir 0 < z < n~! sind aber e™"* > ¢~}

und e"* + e ™ < 2e. Also ist

_ 1
swp [f(z) = fal@)] 2 [f(1/n) = fall/m)] 2 e = (IL.11)
und f,, konvergiert nicht gleichméflig gegen f.

e In der Tat ist der Begriff der gleichméfiigen Konvergenz stérker als der der punktweisen
Konvergenz,

(a0 = (£ "5 F). (11.12)

Der Begriff der gleichméfiigen Konvergenz wird eingefiihrt, weil der (scheinbar natiirliche)
Begriff der punktweisen Konvergenz die Vertauschbarkeit des Limes n — oo mit anderen
Grenzprozessen nicht gewahrleistet, wie wir an den folgenden Beispielen sehen.

e Seien M =[0,1] € R und f,(x) := z™. Dann ist

lim f,(x) = f(z) = {?: Eﬁ:;i[ﬁ ) (I1.13)

n—oo
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Offensichtlich ist f unstetig bei x = 1, es ist also

1mhmh@%:@ﬁ@y:ﬂm:1 (I1.14)

z 1 n—oo

#1 = f(1) = 0 = lim f,(1) = lim lim f,(x),

n—00 n—ooz 1

d.h.

<fn stetig, fn Pty f) 2 (f stetig) ) (I1.15)
Dies wird auch durch das in Glgn. (I1.8)-(I1.9) definierte Beispiel belegt.
Seien M = R und f,(z) = nz sin(nzx), fI = n2 cos(nz). Dann sind

f(z) = lim fy(e) = 0, f() = 0. (IL.16)

fiir alle x € R, d.h. die Nullfunktion f = lim,,_,, f, ist punktweiser (und sogar gleichmé&fi-
ger) Limes der Funktionenfolge (f,,)22,, aber f/ konvergiert nicht gegen f’, denn

o I S _
nll_{{)lo f1(0) = nh_)nolon oo #0 1'(0). (I1.17)

Wir folgern, dass
<fn differenzierbar, f, pity: f) # (f;z Pty f’) , (I1.18)

und beobachten, dass auch bei gleichméfliger Konvergenz diese Implikation i.A. falsch ist.
SchlieBlich erinnern wir an das Beispiel der Dirichlet-Funktion f :[0,1] — R,

(&@%:{1,mmermmu,

' (I11.19)
0, fallsz €[0,1]\Q,

Da f. punktweiser Limes einer R-integrablen Funktionenfolge (fa/)52, und f. selbst
nicht R-integrabel ist, konnten wir folgern, dass

(ﬂeRmJLﬁﬂ@Sf)#<fenmu). (11.20)

Wir zeigen nun, dass die Konvergenz von (f,)52, bzw. von (f )2, in keinem der letzten drei
Beispiele gleichméfig ist:

(i) Fiir 0 < e < & ist, mit f,(z) = 2™ und f wie in (IL.13),

[fnl =) = f(1=2g)] = |ful=¢)] = (1 —¢)" (IL.21)
= exp[n-In(l —¢)] > é > 0,
vorausgesetzt, wir wahlen € > 0 so klein, dass
n-ln(l—¢) > —1] & [&7 >1—e /|, (11.22)

Daher ist die Konvergenz von f,(x) = ™ nicht gleichméfig.
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(ii) Zwar gilt im zweiten Beispiel mit f,(z) := n="/2sin(nz), dass f, gy f, aber f! konvergiert
nicht einmal punktweise, geschweige denn gleichméfig.

(iii) Offensichtlich ist im Beispiel der Dirichlet-Funktion, fiir alle M € IN,

s%pu foo(a:)—fM(a:)‘ > ’ Joolanrer) = fulaan)| =1 > 0, (11.23)

-1 =0
wobel (a,,)5_; € QN [0, 1] eine Abzéhlung ist. Also auch hier gilt nur fy, Py foo, aber
nicht gleichméBig.

Wie wir nun sehen werden, sind die fiir punktweise konvergente Folgen falschen Schlussfolge-
rungen (I1.15), (I1.18), und (I1.20) fiir gleichm#Big konvergente Folgen durchaus richtig.

1.2. GleichmaBige Konvergenz und Stetigkeit

Satz I1.2. Seien (X, p) ein metrischer Raum, M C X eine nichtleere Teilmenge, 2o € M und
(fn)22, € FN eine gleichméiBig gegen f € F := {M — K} konvergente Funktionenfolge auf M.
Weiterhin existiere

VneN: a, = lim f,(x). (I1.24)

T—T0

Dann ist die Folge (a,)%, € KY konvergent, und es gilt

nh_)rgo{an} = a = xllgslo f(z). (I1.25)
Mit anderen Worten,
lim lim f,(z) = lima, = a = lim f(z) = lim lim f,(z). (I1.26)
n—00 T—To n—00 T—xQ T—TQ N—00

Beweis. Seien € > 0 und ng € IN so grof3, dass fiir alle n > ny
sup [ fo(2) — f(z)] < €. (IL.27)
zeM
Damit ist fiir alle m > n > ng auch
|am — an| = Tim [fo(2) = fo(2)] < sup [fn(2) — f(2)] + sup [f(z) = fu(z)] < 2e.
T—=T0 zeM zeM
(I1.28)
Also ist (a,)22, € KN konvergent, und im Limes m — oo erhalten wir aus (I1.28) auflerdem
Vn>ng: |a—a, < 2, (I1.29)

wobei a := lim,,_, a,. Wéahlen wir nun zu obigem ny € IN eine Zahl § > 0 so klein, dass

Va € By(ro,0) "M : | fo(2) —an| < e, (I1.30)

so folgt fiir alle z € B,(zo,d) N M, dass
[f(z) —al < |f(2) = fao(@)] + [fro(2) = ang| + lan, —a] < 5e. (I1.31)
Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, gilt somit lim,_,,, f(z) = a. O
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Korollar I1.3. Seien (M, p) ein metrischer Raum und (f,)5%, € FY eine gleichmiflig gegen
f € F :={M — K} konvergente Funktionenfolge auf M. Seien weiterhin o € M und f, stetig
in zg, fiir alle n € IN. Dann ist auch f stetig in xg.

Beweis. Korollar I1.3 folgt sofort aus Satz I1.2 mit a,, := f,(z¢) und a := f(z0). (Man beachte,
dass xg € M und nicht nur zq € M vorausgesetzt wird.) O

Vor der Formulierung eines weiteren Korollars aus Satz I1.2 erinnern wir an an den Begriff eines
Funktions(vektor)raums. Fiir jede nichtleere Menge M # () -ob mit Metrik ausgestattet oder
nicht- bildet die Familie F := {M — K} der auf M definierten Abbildungen mit Werten in K
beziiglich punktweiser Verkniipfungen einen K-Vektorraum.

Wir beobachten, dass der Unterraum F;, C F,
Fy, = {f M — ]K|f ist beschrankt} c F (I1.32)
der beschrankten Funktionen auf M beziiglich der Supremumsnorm

[flle = sup |f(x)] (11.33)
xeM

ein Banach-Raum ist. Die gleichmiifiige Konvergenz einer Funktionenfolge (f,)5°, € Fi gegen
eine Grenzfunktion f € F ist nimlich gleichwertig mit der Konvergenz von (f,)%%, € FY im
normierten Raum (%, ||-[|s). Die Vollstdndigkeit von (Fy, ||+]/o) bedeutet hier konkret, dass
auch die Grenzfunktion f wieder beschrankt ist, f € F.

Die beschrankten Abbildungen in F,, die zusétzlich stetig in M sind, bilden wiederum einen
Unterraum Cy(M) C F, C F. Das nun folgende Korollar behauptet nun, dass auch dieser
Unterraum ein Banach-Raum ist.

Korollar I1.4. Ist (M, p) ein metrischer Raum, so ist der K-Vektorraum Cy(M;K) C F,
der stetigen und beschrankten Funktionen M — KK ein beziiglich der Supremumsnorm (I1.33)
abgeschlossener Unterraum von F, und somit ein Banach(unter-)raum.

11.3. Das mathematische Pendel - ein Anwendungsbeispiel

Wir betrachten ein Fadenpendel der Léange ¢ > 0 und Masse m > 0 der Kugel, die am Fa-
denende angebunden ist. Der Faden selbst sei masselos, Luft- und andere Reibungseffekte seien
vernachlassigbar. Der Aufhédngungspunkt des Pendels liege am Ursprung und der Auslenkungs-
winkel ¢ € R werde von der Ruheposition (Pendel héngt unbeweglich nach unten) aus in
mathematisch positiver Richtung (gegen den Uhrzeigersinn) gemessen. Die Bogenldnge der
Auslenkung des Mittelpunkts der Kugel zum Zeitpunkt ¢ € R ist dann L(t) = ¢ - ¢(t) und
die Kraft, die die Verdnderung der Bogenlédnge mit der Zeit bewirkt ist nach den Newtonschen
Gesetzen durch

mL(t) = K[L(t)] = —mg sin[p(t)] (I1.34)
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gegeben, was auf die Differenzialgleichung
G(t) = S L(t) = =7 sin[p(t)] = —+* sinfp(t)] (I1.35)
fithrt, wobei k := \/W > 0 ist. Wir fithren nun die (geeignet skalierte) Winkelgeschwindigkeit
wt) = k1el) € R (11.36)
und den (Zeilen-)Vektor
O@t) = (p(t), w(t)) € R? (11.37)
ein. Mit diesem Vektor lasst sich Differenzialgleichung (11.35) dquivalent umschreiben zu
o) = F[O(t)], Flp,w] == (kw, —rsin[y]). (I1.38)

Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass nach Vorgabe eines Anfangswinkels g und einer
Anfangswinkelgeschwindigkeit wy, d.h. nach Vorgabe eines Anfangsvektors Oy = (¢q, wo) € R?
es genau eine auf Ry stetige und auf R* stetig differenzierbare Losungsfunktion © : R — R?
so gibt, dass

Vit>0: O(t) = F[O(t)] und ©O(0) = 6, (11.39)
gelten. Aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung folgern wir, dass die Existenz

einer solchen Losung der Differenzialgleichung (I1.39) dquivalent ist zur Existenz einer auf Ry
stetigen Losungsfunktion © : Ry — R?, die der Integralgleichung:

Vt>0: O(t) =06y + /OtF[@(S)] ds (I1.40)

= <¢0+/0t ke (s) ds | wo—i—/otl-isin[gp(s)] ds),

Wir zeigen nun, dass es zu jeder Wahl von ©y € R? eine eindeutige Funktion © € C(Rg; R?)
gibt, die (I1.40) erfiillt. Dazu seien o > 0 und

genigt.

X. = {0 eCRRY | [|0]], < oo}, (IL41)
wobei die Norm || - ||, durch

o, = ~O)]len I1.42
O], = sup {e™ N0} (11.42)

definiert ist. Der Parameter o wird spiiter geeignet festgelegt. Ahnlich wie Korollar I11.3 und
Korollar I1.4 kann man beweisen, dass auch (Xa, | - ||a) ein Banach-Raum ist; wir fithren den
Beweis hier nicht aus.
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Fiir jedes ©g € R? und © € X,, definieren wir G[©] durch
t
Vt>0: G[O|(t) =06y + / F[O(s)] ds. (I1.43)
0
Wir beobachten, dass wegen |sin(y)| < |¢|

‘ /OtF[@@)] ds

1/2

= /Ot HF[@(S)]Heukl ds = & /Ot (W(S)Q +Sin2[‘ﬂ(5)]> ds

eukl

t
< :‘i/ (w(5)2—|—g0(5)2)1/2ds = /s/ e {e’as H@(S)chm}ds
0 0
t eat K
gm”@Ha/O s < S o], (IL44)
Also ist
t
e, = sup {61610} < sup{e[0llss + | [ FlO@as| |
t>0 t>0 0 eukl
< |©ollewa + gH@”a, (I1.45)
und insbesondere bildet G den Banach-Raum X, in sich ab,
G: Xo — X, (11.46)

Als Nichstes beobachten wir, dass fiir ©,0, € X, wegen |sin(ps2) — sin(p1)| < |p2 — 1|

/0 FlOa(s)] ds / Fleis)ds| < / |F[02(s)] — FIO1(s)]]],.,, ds

- /0 ({unls) — wa(s)}” + { sinlipn(s)] —sin[gol(s)]}2>1/ s
<k /0 ({Mg(S) — wl(s)}2 + {pa(s) — gol(s)}2> 1/2ds
=K /0 e {e‘as |©2(s) — @l(S)HeukI} ds
< n\\@g—@l\\a/teas ds < ea;"' 1©; — 6. (I1.47)
Deshalb ist
|g10:] - gienl, = sup {e [[G1ex1(1) — GiEN1]., } (1L48)
< stlig){e—at /0 {F[©s(s)] — F[O1(s)]} ds kl} < gH@Q — @1||a.

Daher ist G : X, — X, fiir jedes a > k eine Kontraktion mit Kontraktionsrate /. Nach
Satz 1.9, dem Banachschen Fixpunktsatz, besitzt G einen eindeutigen Fixpunkt, © = G[O] €
X,. Dies ist die gesuchte eindeutige Losung von Integralgleichung I1.40.
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11.4. GleichmaBige Konvergenz, Differentiation und
Integration

Das Beispiel der Dirichlet-Funktion in Abschnitt I1.1 zeigt, dass die Grenzfunktion einer punkt-
weise konvergenten Folge Riemann-integrabler Funktionen im Allgemeinen nicht selbst wie-
der Riemann-integrabel ist. Dieser negative Befund wird durch folgenden Satz kontrastiert,
das aussagt, dass die Grenzfunktion einer gleichmdfig konvergenten Folge Riemann-integrabler
Funktionen selbst auch Riemann-integrabel ist.

Satz IL.5. Seien a,b € R, a < b und (f,)32, eine gleichméBig gegen f konvergente Funktio-
nenfolge auf [a,b], so dass f, € Rla,b], fiir alle n € N. Dann ist auch f € Rla,b], und es
gilt

lim fn / f(z (I1.49)

n—oo

Beweis. Siehe Ergénzung I11.5.1. [

Am Beispiel f,(z) = n~"?sin(nz) auf R, mit n € IN, haben wir gesehen, dass Konvergenz der
Funktionenfolge und Differenzierbarkeit der Folgeglieder nichts iiber die Differenzierbarkeit der
Grenzfunktion impliziert — nicht einmal, wenn die Funktionenfolge gleichméfig konvergiert wie
in obigem Beispiel. Es kommt auf die gleichméflige Konvergenz der Ableitungen an, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz I1.6. Seien a,b € R, a < b, und (f,)22, eine Folge differenzierbarer Funktionen auf (a, b).
Sei weiterhin (f,, (o)), konvergent, fiir ein gewisses z¢ € (a,b), und sei die Funktionenfolge
(fl)2e, der Ableitungen auf (a,b) gleichméBig konvergent. Dann gibt es eine differenzierbare
Funktion f : (a,b) — R, so dass

glm

fo 55 und LS (11.50)

auf (a,b).

Beweis. Siehe Ergénzung 11.5.2. O]
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11.5. Erganzungen

11.5.1. Beweis von Satz 1.5

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wahlen ng € IN so grof3, dass

3

Vn>ng: su n < : I1.51
= 10 xe[apb {|f ( )|} 2(b—a) ( )
Da f, € R|a,b], konnen wir eine Partition P = {xy,xs,...,2.} C (a,b) finden, sodass mit
xo:=a, rr11 :=bund
L
I(fa; P) = > (w1 — ;) -sup { ful@) | 25 <@ <y} (IT.52)
3=0
L
I(fa; P) = Y (w01 — @) - inf { fu(2) | 2 <o < wjp0 ) (IT.53)
§=0
auch
‘7 fur P / fulz)dz| | [T(f.; P / fulz)dz| < g (I1.54)
gilt. Wegen
€
sup  {f(z)} < sup {fu(z)}+ (11.55)
Tj ST x5 <x<Tjt1 2(b—a)
folgt
Loe (x T
7 - P T - P c\j+l — ) J
(fa 0) f y 40 +JZ b— CL
_ b
= I(fn; Po) + < / fo(z)dx + €, (I1.56)
fiir n > ng. Analog erhélt man
I(f, P) / fo(z)dx — €, (I1.57)

fir n > ng. Daher ist

0 < bf(x)dg; - bf(w)d:v — inf ]{T(f P)} —  sup { (f: P)}

PePlab PePla,b]

<I(f;R) — I(f; Ry) /fn da:—i—»s - /fn da:—e = 2¢. (I1.58)
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Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt aus (I1.49) die Gleichheit von Ober- und
Unterintegral von f, also dass

f e Rla,b. (I1.59)

Somit erhalten wir, fiir n > ny,

b b b
[ h@ae [wad = | [t - s (1L.60)
b 9 b 19
< / [fule) = S b < s / dr = =,
was (11.49) impliziert.
11.5.2. Beweis von Satz 11.6
Sei € > 0, und wéhle ng € IN so grof3, dass, fiir alle m > n > ny,
| fin(@o) = fa(zo)| < g (11.61)
wd - sup |, = £(0)] < Q(bg_ nE (I.62)

Wir setzen nun F,, ,(x) := f.(x) — fu.(x). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
gibt es zu jedem x € (a,b) eine Zwischenstelle y € (x, xo] (falls x < x) bzw. y € [zg, x) (falls
T > 1), so dass

Fon(x) = Fun(xg) + (x — ) - Fém(y) (I1.63)

Damit erhalten wir, fiir alle x € (a,b) und m > n > nq,

(@) = fu(@)] < [fm(0) = fulzo)| + |2 = o] - [ (y) = fu(¥)]
<

5 |lv —xo| €
< = — ) I1.64
So Tt pma 2 5 (I1.64)
also ist (f,)2, gleichméfig konvergent auf (a, b),
fo 25 F = lim f,. (11.65)
n—oo

Es bleibt zu zeigen, dass f differenzierbar auf (a,b) ist und dass f' = g := lim,, f,. Dazu
fixieren wir # € (a,b) und betrachten die Funktionenfolge (¢,)>2, auf (a,b) \ {z} und die
Funktion ¢ : (a,b) \ {x} — R, definiert durch

sy i SO A O =) 1.66)

t—x t—x
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Nun stellen wir fest, dass
Vn e N : %im on(t) = fl(x). (I1.67)
—x
Weiterhin ist, fiir m >n > ng und t € (a,b) \ {z},

Gm(t) — du(t)] = |Fm:n<t‘z - Zn,m)\

fiir eine geeignete Zwischenstelle y' zwischen ¢ und x, abermals nach dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechung. Daher konvergiert (¢,)5°, gleichméBig auf (a,b) \ {z}. Da f, gegen f
konvergiert, folgt

= |FL.()

3

) = @) < 56 =a) (11.68)

b0 B ¢ auf (a,b)\ {z}. (I1.69)
Wir wenden nun Satz I1.2 mit
fo =00, fi=0¢, M:=(a,b)\{z}, To:=2, A,:= [ () (I1.70)
an und folgern, dass
/ . . . . o . /
fiw) = limg(t) = lim A, = lim f,(z) (IL.71)

existiert und somit die gewiinschte Gleichung f’ = lim,,_,, f/, gilt.
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I1l. Differentiation
vektorwertiger Funktionen

111.1. Totale Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel ist IK = R ausschliefllich.

Definition ITI.1. Seien (X, || -||x), (Y, |- |ly) zwei Banach-Raume iiber R, U C X und V C Y
zwei nichtleere offene Teilmengen und x € U.

(i) Eine Abbildung F : U — V heifit total differenzierbar oder Fréchet-differenzierbar

bei x.
F —F(z)— A
& JAEBX:Y): lim{” (r+2) = Flz) Z”Y} = 0. (IIL.1)
20 1211 x
In diesem Fall heifit
F'(z) = dF(z) = A (IT1.2)
totale Ableitung oder Fréchet-Ableitung von F bei x.
(ii) Die Abbildung F': U — V heifit total differenzierbar auf U
& Ve eU: Fist differenzierbar bei . (I1L.3)

In diesem Fall ist F': U — B(X;Y).

Bemerkungen und Beispiele.

e Fir (X,||-lx)=(Y,]|-|ly) = (R,|-|) sind die linearen Abbildungen von R nach R reelle
1 x 1-Matrizen, also reelle Zahlen, B(R;R) = R. Nach Definition III.1 ist f : R — R somit
genau dann total differenzierbar bei x € R, wenn es eine Zahl f’(x) € R gibt, sodass

{If(33+2) — =) - f/(:v)-ZI}

E

= | lim

z—0

(Het =Sy,

z

= 0. (IIL.4)

lim

z—0
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Dies ist aber offensichtlich gleichwertig mit der Existenz von

fi(z) = lim {f(x T2 - f(x)} €ER. (I11.5)

z—0 z

Fiir dim(X) = dim(Y") = 1 fiillt also totale Differenzierbarkeit mit dem tiblichen Begriff
der Differenzierbarkeit einer reellen Funktion einer reellen Variablen zusammen.

e Weiterhin bemerken wir, dass die Ableitung einer total differenzierbaren Funktion ein-
deutig ist. Gilt ndmlich (III.1) sowohl fiir A € B(X;Y) als auch fir A € B(X;Y), so
setzen wir B:= A — A. Ist nun z € X \ {0} und ¢ > 0, so beobachten wir, dass

[B=lly _ By _ . [B(E2)lly

= = lim (I11.6)
121l x 1£2][x =0 [tz x
da der zweite Ausdruck gar nicht von ¢ abhéngt. Somit ist aber
B A— At
1By [ 1A= D)l )
12l x t=0 12l x

< lim { |F(x+tz) — F(z) — A(tz)Hy}

|F(z +tz) — F(z) — A’(tz)uy}
Itz x

+1im{
[t x

— t=0 t—0

=0,

also ist | Bz|ly = 0, fiir alle z € X, was Bz = 0 und daher B = A — A = 0 impliziert.

e Wir stellen fest, dass die totale Differenzierbarkeit (III.1) von F': U — V bei x € U auch
dquivalent durch

IF (x) e B(X;Y), § >0, r,: B(0,0) =Y Vze B(0,9) : (ITL.8)
F(x+2z)— F(z) = F'(2)z + ry(2)]|2]|x, mit iliI(l)“?“x(Z)Hy =0

dargestellt werden kann. In der Tat ist das Restglied r,(z) in (IIL.8) gegeben durch
ra(2) = ||2||¥ (F(z + 2) — F(z) — F'(2)z).

Lemma IIL.2. Sind U C X, V C Y offene Teilmengen zweier Banach-Riume (X, | - || x),
(Y, |l - |ly) und F : U — V total differenzierbar bei x € U, so ist F' auch stetig in z € U.

Beweis. Trivial. O

Satz II1.3 (Kettenregel). Seien U C X, V C Y und W C Z offene Teilmengen dreier R~
Banach-Réume (X, || - [|x), (Y5 |lv), (Z,] - ||z), und seien G : U — V total differenzierbar bei
z €U und F : V — W total differenzierbar bei y := G(z) € V. Dann ist auch FoG: U — W
total differenzierbar bei x, und es gilt

(Fo@G) (z) = F'[G(z)] o G'(2). (I11.9)
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Beweis. Zur Verdeutlichung schreiben wir im Beweis Ry(z,2) = |z|y' (H(z + z) — H(z) —
H'(z)z) statt ry(z) fiir das Restglied eine Funktion H. AuBerdem schreiben wir y, := G(z + 2)
und yo := G(x). Wir setzen (II1.8) sukzessiv ein und erhalten so das Restglied von F o G,

verwenden jeweils die Restgliedabschidtzung aus (II1.8). Dann ist das Restglied von F o G
gegeben durch

Riec(@,2) |2]x = (FoG)(z+2) — (FoG)(z) - F'[G(x)] G'(x) 2 (TT1.10)
= F(y.) — F(yo) — F'(y0) G'() 2
= F(y:) — F(yo) — F'(0)(y= — %) + F'(y0) [y: — yo — G'(z)2]
= Rp(yo, y= — o) Y= — wolly + F'(yo) Rz, 2) ||2| x
= Rr(yo, Y- — %) HG,(@Z + 112l x RG($7Z)HY + F'(yo) Ra(z, 2) ||| x.

Also ist
|Rroc(e.2)llz < 1Re(uo, v = )|z (16" @)llscea) + | Rala, ) Iv)
+ [[F'[G(@)]llviz) |1 Ra (2, 2) ||y (I11.11)
und deshalb lim, ¢ || Rroc(z, 2)||z = 0, wobei wir lim, oy, = yo verwenden. H

111.2. Partielle und stetige Differenzierbarkeit

Wir wollen nun fiir das Folgende stets annehmen, dass X = RM und Y = RY, wobei M, N € N
und die euklidsche Normen ||z||x = 2?2 +22+...+ 2%, ylly = V¥ +v2+...+ 9% zu
Grunde gelegt werden.

Definition III.4. Seien M € N, U C RM offen, x € U, F: U - R und j € {1,2,..., M}.
(i) Die Funktion F' heifit bei x € U partiell nach x; differenzierbar

oF F te;) — F
(@) _ lim{ (z + te;) (:’C)} (111.12)
Oxj t—0 t
existiert, wobei e; = (0,...,0,1,0...,0) der j-te kanonische Basisvektor ist. In diesem

Fall heifit 85—9 =: 0,,F(r) partielle Ableitung von F nach x; bei x.
(ii) Die Funktion F heifit bei x € U partiell differenzierbar

= Vje{l,2,...,M}: Fistbei z partiell nach x; differenzierbar. (II1.13)

(iii) Die Funktion F' heifit auf U partiell differenzierbar

& Ve eU: F ist bel x partiell differenzierbar. (I11.14)
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Bemerkungen und Beispiele.

e Die partielle Ableitung einer Funktion F' nach einer Variablen x; bedeutet konkret, dass
man F(xy,xg, ..., 21,2, Tj+1,...,2xy) nach z; differenziert und alle anderen Variablen,
T1,...,%j_1,Tjq1,--., T, als Parameter betrachtet.

e Wir betrachten U = R® und F(x) := z1 23 + 103 z9, wobei x = (1, T2, ¥3). Dann sind

OF (z) a2 OF (z) 9w+ 1040, 8g(x)
3

= 50 2% 2. I11.15
893'1 8x2 T3b2 ( )

e Wir betrachten U = R? und F(z) := sin(z? — x3), wobei z = (z1, z3). Dann sind

OF(x) OF(x)

v 9 —2x5 cos(z] — x3). (I11.16)

= 21 cos(a? — x3),

Definition IIL.5. Seien M, N € N, U C RM V C RY offen und F = (Fy, Fy, ..., Fy) : U —
V.

(i) F ist bei x € U partiell nach x; differenzierbar

= Vi=1,2,...,N: Fist bei x partiell nach z; differenzierbar. (II1.17)

(ii) F ist bei x € U partiell differenzierbar

& Vi=1,...,N,j=1,...,M: Fist bei z partiell nach z; differenzierbar.
(I11.18)

(iii) F' ist auf U partiell differenzierbar

& VYax e U: Fist bei x partiell differenzierbar. (I11.19)

Satz IT1.6. Seien M, N € N, U C R™ und V C R offene Teilmengen und F = (Fy,..., Fy) :
U — V total differenzierbar bei x € U. Dann ist I’ bei z auch partiell differenzierbar, und es
gilt

OF;(z)

Vie NV, jeNY: Tl (F'(x));;- (I11.20)
J

Beweis. Wir setzen z := te;, dann ist

(Pt = Fa) = F@) -2l |, (1

0 = g%{ il — 15%{; |F(x+ te;) — Fl) —tF'(x)ejH}.
(I11.21)

Daher muss auch, fiir jedes 1 =1,2,..., N,

o Sl : _ o [ Ei(w +tey) — Fi(x) :

0 = tig {7 [Rlo +16) ~ i) — (Fa))y o} = tim {0 (P
(I11.22)

gelten. L]
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Wir bemerken, dass die Umkehrung von Satz II1.6 im Allgemeinen falsch ist, denn es gibt
Funktionen, die zwar partiell, aber nicht total differenzierbar sind. Fiir die Umkehrung von
Satz I11.6 muss man zusétzlich auch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen fordern.

Definition III.7. Seien M, N € IN, U C R™, V C R" offene Teilmengen und F : U — V.
(i) F heiit stetig differenzierbar auf U

& F ist partiell differenzierbar auf U und (I11.23)
F
Vi=1,...,N, j=1,..., M : & ist stetig auf U.
8:16]-
CHU;V) = {F U=V ‘ F ist stetig differenzierbar auf U}. (I11.24)

(ii) Sei k € N. F heifit k-mal stetig differenzierbar auf U.

& Fist auf U partiell differenzierbar und Vj =1,..., M :
oF

e U — RY ist (k — 1)-mal stetig differenzierbar auf U. (I11.25)
Ly

CHU;V) = {F U=V ’ F ist k-mal stetig differenzierbar auf U}. (II1.26)

(iii) Die Klasse der unendlich oft (stetig) differenzierbaren Funktionen auf U mit
Werten in V wird mit

Cx(U;V) = (CHU;V) (I11.27)
k=1
bezeichnet, und
Co*(RM; V) == {F € C*(R™;V) | supp(F) ist kompakt } (I11.28)

= {FeC®R";V)|IR< o0 VZeRY, |Z|> R: F(Z) =0}.
sind die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger.

Satz IT1.8. Seien M, N € N, U C R™ und V C R offene Teilmengen und F = (Fy,..., Fy) :
U — V stetig differenzierbar auf U. Dann ist F' auch total differenzierbar auf U, die Abbildung
F': U — B(RM;RY) ist stetig in U, und fiir alle z € U gilt

OF () OF ()
o1 e ox
Fliz) = | C| (I11.29)
OFN (x) OFN ()
ox1 o ox

Die Matrix (0, F;)i=1,..~, der partiellen Ableitungen heift Jacobimatrix von F bei x.

j=1,...,M
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Beweis. Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall N = 1.
Wir schreiben x = Z;Ml xjej, 2 = ijl zjej und wy, = 37 zje;, fiir alle 0 <m < M, sowie

OnF(z) = 22 — 0. Damit ist
F(x+2) — F(z) - i_l O F () 2m
= ’{;(_x +wy) — F(x +wy-1)} + {F@ +wy-1) — F(z + wy—2)}
+.. +{Flz+w)—Fz+uw)} - mi_l(‘?mF(x) Zm
- ‘ mﬁ; (F(x + wn) — F(z + wpn_1) — 0 F(z) zm}‘
< i |F(2 4 w1 + Zmem) — F(2 + win_1) — O F(2) 2| (I11.30)

3
I

Weiterhin sind alle 0,,F auf einer offenen Umgebung U > x stetig, und daher sichert eine
geniigend kleine Wahl von ¢ > 0, dass z + K5 C U, wobei K := [—d,6]™. Insbesondere folgt
aus der Kompaktheit von x + Ky, dass 0,, F' gleichméBig stetig auf = + Kj ist und somit

Q(6) == max max|0,F(z +y) — 0, F(z)] — 0, (II1.31)

1<m<M yEKs

fiir & — 0. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir nun fiir jedes m € Z*
die Existenz einer Zahl 0 < 1, < 1, sodass

Fx+wn1+2m) — F@+wn-1) = OnF (T + W1+ Vmzm) * Zm, (I11.32)
und wegen w,,_1 + V.2, € Ks erhalten wir daraus
|F(2 + W1 4 2m) — F(@ 4+ win—1) — 00 F(2) 2| < Q(6) [2m]- (I11.33)

Setzen wir (II1.33) in (II1.30) ein, so erhalten wir

[El ‘F“Z Za F(2) 2| < H || <Z| wl) £ Q) M2 0, (1TL34)

fiir § — 0, unter zusétzlicher Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und (II1.31)
im letzten Schritt. Dies beweist die totale Differenzierbarkeit von F' bei x.

Fiir N > 1 wenden wir (II1.34) auf alle Komponenten Fi, Fy, ..., F)y an und erhalten

z—0

VI<n<N: lim{ Fo(z + 2) — Za Fof ’} = 0. (111.35)
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Konvergenz in RY ist jedoch gleichwertig mit komponentenweiser Konvergenz, und deshalb ist
(II1.35) dquivalent zu

. { 1
lim { — ’
=0 | ||2]]

Fo(a +2) — Fy(z) — f: O F () zmH} = 0. (I11.36)

[]

Korollar IIL.9. Seien M, N € N, U C RM und V C R" offene Teilmengen und F : U — V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist stetig differenzierbar auf U. (I11.37)
(17)  F ist total differenzierbar auf U, und
F' U — B(RM;R") ist stetig in U. (I11.38)
(iii) F € CY(U;V),d.h.F ist partiell differenzierbar auf U,
und seine partiellen Ableitungen sind alle stetig in U. (I11.39)

Korollar TI1.9 zeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammen fallen, sofern die
Ableitungen stetig sind. Dies veranlasst uns zu einer allgemeineren Definition des Begriffs des
stetigen Differenzierbarkeit.

Definition ITI1.10. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) zwei Banach-Raume tiber I und U C X und
V' C 'Y zwei nichtleere, offene Teilmengen. Die Menge der stetig auf U differenzierbaren
Funktionen mit Werten in V ist definiert als

CHU;V) = {F U —=V ’ F ist total differenzierbar auf U und F' € C[U;B(X;Y)]}.
(IIL.40)

I11.3. Vertauschbarkeit stetiger partieller Ableitungen

Der folgende Satz zeigt, dass stetige Differenzierbarkeit auch die richtige Bedingung fiir die
Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen darstellt.

Satz III.11. Seien M,k € N, U € RM™ und V C R offene Teilmengen und F € C*(U;V).
Seien weiterhin ji, jo, ..., Jx € {1,..., M} und sei 7 € Sy eine Permutation von k Elementen.
Dann gilt fiir jedes x € U dass

O F(x) _ O"F () . (ITL.41)
8%8% e 8$jk axjﬂmé?:vjm) e 8$j7r(k)
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Beweis. Wir zeigen (II1.41) zunichst fir & = 2. Seien dazu F € C*(U;V) sowie «,f3 €
{1,..., M} mit o < 8. Dann ist

OF) {l(gi(x +tea) — g_F ($)>}

Oz, O t=0 | t xg

= lim lim {i [F(x +teq + seg) — F(x + teq) — F(x + seg) + F(I)]}

t—0 s—0 | st
= %g% £1£I(1){G(t,$)} (TI1.42)
wobei
1
G(t,s) = p [F(:U +teq + seg) — F(x + seg) — F(x + tey) + F(x)] , (I11.43)

fiir festes © € U. Wir definieren weiterhin, fiir festes s # 0,

Gs(t) == F(x+teq + seg) — F(x +te,), (111.44)
so dass,
1 s ~ 1 .dG(6:t)
1 [OF oF O*F
=< [a—xa (x + Oiteq + seg) — pr (x + Httea)} = . (x + Oiteq + 05 sep),

nach zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, wobei 6;,60, €

0,1).

Sei nun € > 0. Da aggxa bei x stetig ist (als Funktion des Vektors x), gibt es ein § > 0 so, dass
O*F 0PF
9) = — < ITI.46
@) ||Iz1ﬁ}2<6 O0xp 0x, (z+2) Oxg 0z, v c ( )

gilt. Fiir ||, |[t| < 6 ist auch ||f;te, + 0 seg|| < V23, und wir erhalten aus (I11.46), dass

O*F 0*F O*F
— = lim lim |G(t — 111.47
0x4 O g ’ x5 0, ' 50 550 (t,) 05 0, ’ ( )
0*F ‘
< sup |G(t,s) — )| < e.
= ailes () O D

Da ¢ > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, muss die linke Seite verschwinden und also

0*F PF

Oz, 013 ¥ = O0xp 0z, o

(I11.48)

gelten.
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Seien nun k > 3, F € C*(U;V) und 1 < ¢ < k — 1. Dann ist

R akféle
F = € C"TH U V) C CHU; V), (111.49)

aszwxju?, <o Ty

und damit gilt nach (II1.48)

OF PF
_ , (I11.50)
axjewjul 8$jz+1xje
Setzen wir F ein, so erhalten wir
OFF OF
= , (ITL.51)
6mj1 Ce ijeﬁxj“l Ce al'jk 856]'1 Ces afL‘je+lafL‘je e 8xjk

also die Giiltigkeit von (III.41) im Fall, dass 7 eine Transposition ist. Da sich jede Permu-
tation als Komposition von Transpositionen schreiben lésst, folgt somit (II1.41) auch fiir den
allgemeinen Fall 7 € Sk. m

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass es in (I11.48) sogar geniigen wiirde, die Existenz von

8‘% , STI; , &fjgx . und deren Stetigkeit zu fordern, um auch die Existenz und Stetigkeit

2 .
8‘3 I 71 schlieBen.
230

e Fir k=2und o, € {1,..., M} behauptet (II11.41), dass
PF(z)  0°F(x)

von

= . I11.52
0x,013 O0xp0x, ( )
o Seien M =k =2 und f(zy,29) = 23 2o + 521 25. Dann sind
0 0
8_3{1 (z1,75) = 3229+ 515, 8_3{2 (z1,70) = 2%+ 302 23, (I11.53)
0? 0?
L (rms) = 34243043 = 2STLT) (I11.54)

83728371

a$18$2

e Auf die Stetigkeit der k. partiellen Ableitungen kann man fiir die Giiltigkeit von Satz I11.11
nicht verzichten, wie das folgende Gegenbeispiel beweist. Gegeben sei die Funktion

e 0,0)
FiRZSR, Floy) =4 W oms @) #(0,0), 11155
@) { 0" (ry) = (0,0) (15

Fiir (z,y) # (0,0) gilt

OF 2 .2 9 (2 2) _ 9p(22 — 12 4 42203 — P
OF () = =Y 2 ty) m 2oy oy T Ay =y gy
i, x2 + y2 (I.Q + y2)2 (I.Q + y2>2
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Fiir die partielle Ableitung in (0, 0) erhalten wir

oF F(xz,0) — F(0,0
9F 4.0y = lim L@ =FO.0 (1IL57)
ox z—0 T
Die partielle Ableitung nach x lautet also
aF 1.4y+41.2y37y5
—([E,y) — (z24+y2)2 ((L’,y) 7& (070 ) (III58)
Ox 0, (x,y) = (0,0)
Beachtet man die Symmetrie F(z,y) = —F(y,x), so folgt
OF OF _gtrHRe ) £ (0,0)
—(z,y) = ——(y,x) = (z2+y%)2 ’ e I11.59
5y @Y =~ ) { 0" @) = (0.0) (1H1:59)
Es gilt nun
Gyax(o’o) = 1115% ; = 5%7 = —1, (I11.60)
aber
QF 9F x, 0) — 9F O, 0
J (0,0) = lim ay( ) ay( ) — lim Y = 1. (I11.61)
8x8y z—0 T z—0

Daher ist F' zweimal partiell differenzierbar, aber nicht zweimal stetig differenzierbar.
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IV. Richtungsableitung und Extrema

In der Vorlesung {iiber Differentiation einer reellen Funktion f einer reellen Verénderlichen
haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Extrema, Minima
und Maxima gefunden: An einer solchen Stelle gilt notwendig f' = 0, und f” > 0 bzw. f” <0
sind hinreichend dafiir, dass diese Stelle ein Minimum bzw. Maximum ist. Ziel dieses Abschnitts
ist die Formulierung eines entsprechenden Kriteriums fiir reelle Funktionen mehrerer reeller
Veréanderlicher.

IV.1. Der Satz von Taylor in mehreren Veranderlichen

Dazu verallgemeinern wir als erstes den Satz von Taylor auf mehrere Variablen.

Satz IV.1 (Taylor). Seien M € N, k € Ny und U C RM eine offene Teilmenge. Seien weiterhin
2o € U und z € RM | so dass

S = {m+tz|0<t<1} C U, (Iv.1)

und sei F' € C**1(U;R). Dann gilt

k M

3 1 3 O F (o)

| . ) J1 J2 J
=0 p: P - 0%1 . a.l’]p p

M 1 ko oktl
1— o tF
+ ) (/ ( |s) (2 + 52) ds> 2 Zs
i1 =1 0 k! 833]‘1 ce 3xjk+1
: T M
wobei z = (z1,...,2m)" = 2057 Zj€5

Beweis. Wir definieren

f(t) == F(xg+tz). (IV.3)
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Da U offen ist und {zo +tz |0 < t < 1} enthélt, ist fiir geniigend kleine > 0 auch S := {zo +
tz|—n <t < 14n} C U. Durch Anwendung der Kettenregel (Satz I11.3) auf f := FoG : [ — R,
wobei

I'=(—n,14n) und G:I—U, tw xo+tz, (IV.4)

erhalt man nun leicht, dass
f € C*(I;R). (IV.5)
Die Kettenregel sichert némlich, dass mit ' € CY(U R) und G € C'(I;U) auch f € CY(I;U)

mit

f'(s) = F'(zg+ sz) - G'(s)

0G1(s)
B (6F(x0 + s2) OF (xo + sz)) ds
9r1 0 Orum 0G 1 (5)
8Guls)
21
_ [OF (o + s2) OF (xo + s2)
N 8.%1 T a.CEM
ZM
M
£ ale
J1=
Setzen wir nun
Y OF ()
Fl([[‘) = Z 87]1 zjl? (IV?)
j1=1
so ist F; € C*(U;R) und
f'(s) = (F10G)(s). (IV.8)

Abermals erhalten wir dann aus der Kettenregel, dass f' € C'(I; R) mit
f'(s) = (f'(s)) = Fi(zo+s2)-G'(s)

M M
OF(xo + s2) O*F(xg + s2)
= E T om, R T E T 0w, (IV.9)
Ja2=1 J.g2=1

wobei wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen geméfl Satz I11.11 verwenden.

Nach (k + 1)-maliger Anwendung dieses Arguments erhalten wir dann, dass f € C**1(I; R) -
wie in (IV.5) behauptet — und dass

M
OPF (xg + sz
f(p)(s) - Z o0x; (9(x-0 8;. Zj e R (Iv.10)
J1o Ji o Jp

J1,J25-Jp=1
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fiir alle p=0,1,...,k+ 1. Nun wenden wir den Satz von Taylor auf f an und erhalten, fiir alle
tel,

Lo 9"
0 = 3 5000+ [ e s (v 1)
p=0
und insbesondere fiir t = 1 € I ergibt sich
Kt 1 (1 _ gk

M 1 k41
1 p O F (xg + s2)
+ E Z (/0 (1_8) ale.”al,k_’_l ds TR Ry
]

Korollar IV.2. Seien M € N, k € Ny und U C RM eine offene Teilmenge. Seien z, € U und
r € RM, so dass

S = {xg+tz|0<t <1} CU, (IV.13)
und sei F' € C**1(U;R). Dann gilt
k P
OPF () A Y
Flzo+2) = Z Z (axm <80$PM) ’ ( - - ) (IV.14)
Y L0k

i o1l par!
p1+-..tppr=k+1

k+1 1 k+1 1 M
0" (xg + s2) 22
_ 5)k S tM
* Z (/0 (k+ 1)1 =) < ozt ... 02k} ds ml.oooom! )

D1yeees pprr=0
p1+...+ppr=k+1

Bemerkungen und Beispiele. Fiir M =2, U := R? und F(x1,23) := cos(x;) + cos(zz)
ist offensichtlich F' € C*°(R?* R). Der Graph von F #hnelt einem Eierkarton. Wir wenden nun
Satz IV.1 fiir £ = 2 an und erhalten mit

oF oF

8_1;1 = —sin Ty, (9—1‘2 = — sinxQ, (IV15)

0*F 0*F 0*F 0*F
- = = - =— IV.16
0x? COS L 0x1015 0x2011 ’ 03 oS L2, ( )

dass
F(x 4+ z) = cos(xy) + cos(xa) — 21 - sin(zy) — 22 - sin(z2)
1 1

~5 22 cos(xy) — 3 22 - cos(wy) + Rs - ||z||2uk1, (IV.17)
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wobei
2

axh 8Ij2 axh ||Z||§uk1

und deshalb

1 2, 53 3
(1—29)* (PF(x+sz) 0F(x+s2)
3] <
[Rs| < /0 2 < o3 * o3 )ds

1 1 — 2
— / ( 5 ) { sin(x; + sz1) + sin(zg + 322)} ds,
0

(IV.19)

— /0 %{1+1}(1—5)2d8 = %

gilt.

IV.2. Gradient, Richtungsableitung und Hessesche Matrix

Definition IV.3. Seien M € N, U C R™ eine nichtleere offene Teilmenge und z € U.
(i) Fiir F € CY(U;R) bezeichnen wir den Spaltenvektor

OF (x)

oz
VF(z) = (F'(z))" = : (IV.20)

OF (x)

Ox pr

als Gradient von F bei x und
M
OF(x)

F — . V.21
(VF(x)]2) ; e, ( )

heifit Richtungsableitung von F bei x in Richtung z, wobei (z|y) := Zj\il x;y; das
euklidsche Skalarprodukt auf R™ bezeichnet.
(ii) Fir F' € C*(U;R) heiBt Hess F(z) € My (R),

O*F(x)

(Hess F(x))” = (F”(x))i]. = 020z (IV.22)

Hessesche Matrix von F bei x.

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir betrachten nun einen Vektor z = (21, ..., zy) € RM der Linge 1, d.h. 23+ 22+ ...+
22, =1, und bilden fiir F' € C'Y(U;R),U C RM offen und z € U,

lim{F (z+tz) = F (x)} =S )y = (VR@)). (IV.23)

t—0 t
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Es gilt also
F(z+tz) = F(z)+t[(VF(z)|z) +r(t)], (IV.24)

mit lim;_,or(¢) = 0. Die Richtungsableitung gibt also an, wie stark F' an der Stelle z in
Richtung 2z wachst.

e Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir weiter, dass
(VE(2)l2)| < (IVF@)|- 2] = [VF(z)]l. (IV.25)
Andererseits hat aber |VF(x)||~! - VF(z), fir VF(z) # 0, die Linge 1, und es gilt

M> _ INF@IE o). (1V.26)

<VF(*”> NE@) = TVF@)]

Also ist

IVF@)| = max{(VF())

2 e RM, |z = 1}, (IV.27)

und somit ist die Richtungsableitung maximal, wenn z parallel zum Gradienten gewé&hlt
wird. Anders ausgedriickt, liegt der Gradient einer Funktion bei x in Richtung des grifst-
maglichen Anstiegs von F.

e Auflerdem steht der Gradient von F' bei x senkrecht zur zu x gehorigen Niveaumenge. Ist
namlich o € C°°((a,b); Ng) eine Kurve in

Ng = {z€U|F(z)=E} = F'(E), (IV.28)
so folgt sofort, dass

- 25 4 _ (oro| )
(IV.29)

j=1

IV.3. Kritische Punkte und Extremalwerte bei mehreren
Veranderlichen

Definition IV.4. Seien (M, p) ein metrischer Raum, U C X eine nichtleere Teilmenge und
F :U — R. Dann heif}t

xg €U lokales{ Minimum } von F'

Maximum

| | { F() > F(x) }
& 30 >0Vx € By(x,0)NU : - p : (IV.30)
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Definition IV.5. Seien X ein Banach-Raum, U C X eine offene Teilmenge und F' € C*(U; R).
Ein Punkt z € U heifit kritisch (oder extremal)

= F'(zg) = 0. (IV.31)
Bemerkungen und Beispiele. Im Fall, dass X = R bedeutet (IV.31)

xg € U ist kritisch & VF(zy) = 0. (IV.32)

Satz IV.6. Seien X ein Banach-Raum, U C X eine offene Teilmenge und F' € C*(U;R). Dann
gelten

(i) (xo € U ist lokales Minimum von F) = (F’(xo) = O). (IV.33)

(74) (xo € U ist lokales Maximum von F) = (F'(mo) = O). (IV.34)

Beweis. Wir zeigen nur (i), (ii) ist analog. Seien also xy € U ein lokales Minimum von F' und
d > 0 wie in (IV.30). Da U C X offen ist, gibt es ein ¢’ > 0, sodass B,(x,0’) € U. Nach
(IV.30) gilt also, mit 6” := min{d, '} > 0, dass

Vz € By(x0,0"):  F(xo+2z)— F(zg) > 0. (IV.35)

Fir z € X mit ||2|| =1 und ¢t € (0,0"”) ist £tz € B,(x0, ") und deshalb

1 F(xyg£tz) - F
LF (20) 2 = - F'(xo)(£t2) = lim{ (20 £12) <IO)} > 0. (IV.36)
t t\0 t
Fiir alle z € X mit ||z|| = 1 muss daher F'(zg)z = 0 gelten. Ist nun w € X \ {0}, so setzen wir
2w := |Jw]|7'w und beobachten, dass ||z,|| = 1. Deshalb gilt
Vwe X\ {0}: Fl(zo)w = [Jw]|(F'(z) 20) = 0, (IV.37)
was fiir w = 0 trivial richtig ist. O]

Korollar IV.7. Seien M € N, U C RM eine nichtleere offene Teilmenge und F € C'(U;R).
Dann gelten

(1) (a:o € U ist lokales Minimum von F) = (VF(xO) = 0). (IV.38)

(11) <x0 € U ist lokales Maximum von F) — (VF(xO) = 0). (IV.39)

Bemerkungen und Beispiele. Wir kommen nun auf das Beispiel (IV.15)-(IV.19)

F:R* =R, (x1,29)+ F(x1,29) = cos(x1) + cos(xs) (IV.40)

45



zuriick. Die Menge £ der Extremalpunkte von F' ist gegeben durch

E = {:c = (z1,72) € R?

VEF(z) = <_S?n(x1)> = 0} — 7 x 7Z. (IV.41)
— sin(zs)

Dabei sind etwa (0,0) € £ ein lokales Maximum und (7,7) € £ ein lokales Minimum, jedoch

sind z.B. (0,7), (m,0) € £ weder lokale Minima noch lokale Maxima, sondern Sattelpunkte.

Wie in der Kurvendiskussion fiir reelle Funktionen einer reellen Verédnderlichen, lassen sich
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines lokalen Maximums oder Minimums durch die
zweiten (oder hoheren) Ableitungen formulieren.

Sei F' € C*(U;R), wobei U C RM eine offene Teilmenge ist. Dann ist nach Satz II1.8

OPF(x)  0°F(x)
(%ciamj N 835]8:62

d.h. die Hessesche Matrix von F'ist reell und symmetrisch und somit selbstadjungiert. Wir ver-
wenden im Folgenden eine Variante des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Matrizen, der in der
linearen Algebra bewiesen wird. Wir beschrénken uns hier auf den Fall reeller, symmetrischer
Matrizen.

Ve eU, i,je N (F"(x)),; = = (F'(z)),, € R, (IV.42)

Satz IV.8 (Spektralsatz). Seien M € IN und A € My«p(R) eine reelle, selbstadjungierte
Matrix, A;; = A;;, € R, Vi,j € {1,...,M}. Dann sind alle Eigenwerte A\j, Xo,..., Ayy € R
reell, und es gibt eine ONB {¢4 }a1...1 C RM aus zugehorigen Eigenvektoren von A, so dass

Ya=1,...M: Apey = AaPa- (IV.43)

Explizit gilt mit ¢, = Z —1 Pali)e; sogar

Vi,j=1,...,M : ZAQ% ©al7).- (IV.44)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass die Eigenwerte \q, ..., A\y; von A durchaus nicht alle paarweise ver-
schieden sein miissen.

e Weiterhin bemerken wir, dass die Transformationsmatrix U, die die kanonische Basis
{e1,...,en} mit Ue; = ¢; auf die ONB {1, ..., ¢} aus Eigenvektoren von A abbildet,
orthogonal ist, U € O(M), d.h. UUT = UTU = 1. Wegen

Uj = ¢;(@), Uk = ¢i(0), (IV.45)

folgt daraus, dass
Z% Pa(l) = (UUN)y = (D)ig = b5y, (IV.46)
> alh) 08(j) = (UTV)ag = (Lap = Jap. (IV.47)
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Definition IV.9. Seien M € N, A = AT € My« (R) eine selbstadjungierte Matrix mit
Eigenwerten A1, ..., Ay € R.

(1) A heiit positiv definit s VYa=1,....M: X, >0; (IV.48)
(1) A heifit positiv semidefinit < Va=1,....M: )\, >0; (IV.49)
(i7) A heifit negativ definit e Ya=1,...,.M: X, <0 (IV.50)
(7v) A heiBt negativ semidefinit < Va=1,....,M: ), <O0; (IV.51)
(v) A heifit indefinit e Ja,fe{l,...,M}: AN >0,03<0. (IV.52)

Lemma IV.10 (Minimax-Prinzip). Seien M € N und A = AT € My (R) eine reelle,
selbstadjungierte Matrix mit Eigenwerten Ay < Ay < ... < Ay Dann gilt

P min{%‘xERM\{O}} < max{%

Beweis. Aus (IV.44) erhalten wir, mit z = S ze;,

r e RM\ {0}} = Ay (IV.53)

(e Az) = S a Aga; = 303 Aawigali) pali) 2, (1V.54)

ij=1 a=114,j=1
M M 9 M M 9
=Y (D wwa®) < Y (D wiea)
a=1 i=1 a=1  i=1
M M M
= Y i (Y waleali)) w5 = A d_a? = Ay |l
i,j=1 a=1 i=1

Genauso beweist man (z| Az) > \i||z|*. Somit gilt

(x| Ax) (z] Ax)

(z]z) (z]z)

Die in (IV.53) behaupteten Gleichungen folgen nun durch Einsetzen speziell von x := ¢ bzw.
T = Q. [

A < min{ ‘J:EIRM\{O}} < max{

T € RM\{O}} < Ay. (IV.55)

Satz IV.11. Seien M € N, U C RM eine offene und nichtleere Teilmenge, F' € C*(U; R) und
zo € U ein Extremalpunkt, VF(z) = 0. Dann gelten:

(i) Ist die Hessesche Matrix F"(xo) von F bei z positiv definit, so ist z( ein lokales Minimum.

(ii) Ist die Hessesche Matrix F”(xq) von F bei xy negativ definit, so ist xq ein lokales Maxi-
murm.
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Beweis. Wir beweisen nur (i), der Beweis fiir (ii) ist analog. Zunéchst bemerken wir, dass
die positive Definitheit von F”(zy) und die Stetigkeit von F” in U impliziert, dass auch F"(z)
positiv definit ist, falls ||z — x| geniigend klein ist. Sind 0 < Ay < Ay < ... < Ay die Eigenwerte
von F”(zy) und z € RM| so gilt nimlich nach Lemma IV.10

(2| F"(2) z) = (2] F"(2o) 2) + (2] [F"(2) — F"(20)] 2)
> Mill=l® = lz]l - [[[F" () = F"(w0)] 2|
> { M — [[F"(x) = F"(x0) || parmony } - 121 (IV.56)

Wiéhlen wir nun § > 0 so klein, dass ||F"(z) — F"(x0)|| < A1/2, fiir x € Bs(xo), so folgt dann
A
Vo € B(xg,0) Vz € RM ; (z| F"(x)z) > 31 2|7 (IV.57)

Nun wenden wir den Satz IV.1 von Taylor mit £ = 1 auf F fiir o und z € B(0,6) an und

erhalten
F(y+2) = Flxg) = (VE( >r>+§/1<1_>. (PE o ts2)
o T2 To) = & : S) zi 2 axz@xj 3
=0

h ij=1
' A
= / (1—3s) <z ‘ F"(zg + s2) z> ds > Zl |z]I> > o, (IV.58)
0 7
2A2)2/2
da {zg+s2]0<s <1} C Bs(xg). O

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass aus (IV.58) ersichtlich ist, dass das Minimum bei x, auch nicht ent-
artet ist, d.h. dass F(z¢ + z) > F(x) fiir alle z € B(zo,d) \ {0} gilt.

e Betrachten wir abermals F'(x1, z2) = cos(x;) + cos(z2) auf R? mit kritischen Punkten

E = {(mm, nam) | ny,ny € Z}. (IV.59)
Mit
0’F 0*F 0’F 0’F
- = = —_— = - IV.60
ox? cos(z1), 0x101s 019011 ’ 03 cos(z2) ( )
ist dann
— cos(z1) 0
FU(ZEI,IQ) == . (IV61)
0 — cos(xq)
Nun ist
—1, fallsn € 27,
—cos(nm) = (IV.62)
+1, fallsn € 27 + 1.
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Also zerfallt £ = 77 x nZ. in disjunkte Teilmengen,
E = (277 x 277Z) U (277 X 277+ 7) U

(27Z + 7 X 2nZ) U (2nZ + 7 x 277 + ),
(IV.63)

und

positiv definit auf (27Z + 7 x 27Z + ),
F"ist < negativ definit auf (27Z x 277Z), (IV.64)
indefinit auf (277 X 277+ 7) U (27Z + 7 X 277Z).

Entsprechend sind
— (0,0) € (27Z x 277Z,) ein lokales Maximum, da F”(0,0) negativ definit ist,

— (m,m) € (2nZ + 7 x 207 + 7) ein lokales Minimum, da F”(w, ) positiv definit ist
und

— (0,7m),(m,0) € (27Z + m X 27Z) U (27Z x 277 + 7) sind Sattelpunkte, da F”(0, )
und F”(7,0) indefinit sind.

e Tatséchlich kann man im Fall, dass zy ein kritischer Punkt mit indefiniter Hesseschen
Matrix F”(xy) zeigen, dass die Eigenvektoren {¢,} zu negativen Eigenwerten die Rich-
tungen angeben, in denen F' lokal maximal ist. Genauso geben die Eigenvektoren {p,}
zu positiven Eigenwerten die Richtungen an, in denen F' lokal minimal ist.

Wegen dieser geometrischen Interpretation bezeichnet man die durch die Eigenvektoren
{¢a} definierten Raumrichtungen als Hauptachsen und die orthogonale Matrix U, die die
Hessesche Matrix diagonalisiert als Hauptachsentransformation.

e Sind U = R? und F(x1,z9) := 2} — 13, so ist

oF oF
o, T, o, x5 = E=1(0,0)}, (IV.65)
0*F O*F *F O*F
_ — = 0. - =_-1222 IV.66
O3 " 0x107 029011 T O3 T2 ( )
Somit ist
20
F” = IV.
00 = (5 7) (v 67)

positiv semidefinit. Der Punkt = = (0,0) ist aber kein lokales Minimum. Wir sehen an
diesem Beispiel, dass sich Satz IV.11 nicht auf kritische Punkte mit positiv semidefiniter
Hesseschen Matrix verallgemeinern lésst.

Definition IV.12. Seien M € N, U C R eine offene und nichtleere Teilmenge und F €
C?*(U;R). Ein Punkt zy € U heifit Sattelpunkt
= 1 ist extremal, VF(zy) = 0, und

36>0, 2 ERMVO<t<d: F(rg+tz) < F(xg) < Flzg+ tzy). (IV.68)
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Bemerkungen und Beispiele.

e Ist xy ein Extremalpunkt von F' mit indefiniter Hesseschen Matrix F”(zg), so ist xo auch
ein Sattelpunkt von F.

20



IV.4. Ergdnzungen

IV.4.1. Beweis von Korollar 1V.2

Beweis. Korollar IV.2 folgt unmittelbar aus Satz IV.1 und der Identitét

1 OPF () - 1 OPF ()

- Z e e § : V.69
, o A AN IR YL Y- ST ( )

p1+...+ppr=p

die wir nun fiir alle z € U und p € {0, 1,...,k+1} durch Induktion in p zeigen wollen. Offenbar
sind beide Seiten in (IV.69) gleich F(z), fiir p = 0. Gilt nun (IV.69) fiir p € {0,1,...,k}, so
erhalten wir

1 JZ”: P (z) B i 0 l 1 Xm: o F(x) ]
[ . Oz, |t . .
2. ij:l@x]l 0,025, Pt ozj,., | p! P dzj, ...0xj,
B i 0 { i 1 OPF () ]
g al’j P1sesp pr=0 p1! .- .pM! aleol .. .(9;1:? .. .&L’%M
p1+..-+Pp =P
=1 L opyioeg=0 piloopul 9t 8x§j+1 .. 0xhY
p1+...+tPp =P
e 17, 1) roste ]
il R pilo (B =D opu! 9P oz ... Oxhy
p1+.FD;+.Appr=p+1
. M p +1
Dj:=Dj Dj oP F(.T) :|
= . : , IV.70
; I pl,.%o p!pilpy! Ot 02 Ol ( )
p1+...+tppr=p+1
wobei wir
1[p,>1 1p,>1 ;
Upiz1) _ Izl _ p (Iv.71)
(p; —1)! (i =D py!
verwendet haben. Nun vertauschen wir die Summationen und erhalten (IV.69) fiir p + 1:
M K+1
p+1 ol o) Ot O '
j:l P1s--Ppf=0 1 M
p1+---+ppr=p+1
Iil 1 {XMJ } 1 P (z)
= —_— p . .
it p+1 f= J ! ooy Ot L Ok
p1+---+ppr=p+1 ~- -
=1
Nach Induktion gilt damit (IV.69) fir alle p € {0,1,...,k+ 1}. O



V. Umkehrfunktionen und
implizite Funktionen

V.1. Umkehrfunktionen und lokale Invertibilitat

In Kapitel IIT haben wir gezeigt, dass totale und partielle Differenzierbarkeit zusammenfallen,
sofern die Ableitungen stetig sind, was uns in Definition III.10 auf folgende Verallgemeinerung
des Begriffs des stetigen Differenzierbarkeit gefiihrt hat:

CHU;V) = {F U -V ‘ F ist total differenzierbar auf U und F' € C’[U;B(X;Y)]}.
(V.1)

Zur Vorbereitung des Satzes iiber die Umkehrfunktion benétigen wir ein Lemma zur Lipschitz-
Stetigkeit total differenzierbarer Abbildungen.

Lemma V.1. Seien (X,| - |lx) und (V.| - ||y zwei K-Banach-Réume, U C X eine offene
Teilmenge und z, 2’ € U so, dass

S ={l-az+ar'|0<a<1} C U (V.2)
Seien weiterhin F': U — Y total differenzierbar auf U und
M= sup 1F' () sy < oo (V.3)
Dann gilt
|F(x) = F(z')ly < Mz —a||x. (V.4)

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass sich (V.4) im Fall Y = R mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differen-
zialrechnung dahingehend verschérfen ldsst, dass F'(x)—F(z') = F'((1—a)z+ax’)-(z—2'),
fiir ein geeignetes o € (0, 1) gilt.
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e Fiir vektorwertige Abbildungen gilt dies aber im Allgemeinen nicht. Sind beispielsweise
U=(-mm),Y =R?und F(9) = (%9), so ist einerseits F(7/2)—F(0) = (9)—(§) =

sin 9

(7). Andererseits ist F'(¢9) = (5"7), und mit ¢; = 0 und ¥, = Z erhalten wir
m
[FWa) = FW)lly = V2 # 5 = [F'@)s@y) - [92 = 1], (V.5)

fiir jede Wahl von 9. Insofern hat der Mittelwertsatz der Differentialrechnung kein mehr-
dimensionales Analogon.

Satz V.2 (Lokale Invertibilitdt). Seien (X, || - ||) ein Banach-Raum iiber K, U C X eine
nichtleere, offene Teilmenge, o € U und F € CY(U; X). Sei weiterhin A := F’(x() € B(X)
invertierbar mit (beschriinkter) Inverse A~! € B(X). Dann gibt es eine offene Umgebung U C U
mit U 5 xq so, dass folgende Aussagen gelten:

(i) V := F(U) C X ist offen und yo := F(z0) € V.

(i) Die Restriktion F € CY(U; V) von F auf U ist eine Bijektion mit stetig differenzierbarer

inverser Funktion F'~* € CY(V;U).
(iii) Fiir alle y € 1% gilt

-1

(F Y = (FIF () (V.6)

Beweis. Wir schreiben im Folgenden B(X) := B(X;X) und || - [lop :== || - [[8x)- Wegen F €
CHU; X) ist F' € C|U; B(X)] stetig. Daher kénnen wir ein § > 0 so finden, dass

1

Vo€ Bx(x,20):  [[F'(x) = Allop = [[F'(x) = Flao)[lop < SAT]L
op

(V.7)

Wir setzen nun 7 := 6/(2|| A7 ||op) und betrachten fiir y € By (yo,n) die Abbildung ¢, : U — X,
oy(z) == x4+ A7y — F(2)]. (V.8)
Fir x € Bx(xg,0) ={z € X : ||z — x¢||x < 0} ist dann nach Lemma V.1

[fy(x) = zollx < l¢y(2) — @y(@o)llx + lldy(x0) — 2ollx (V.9)
< sup {lIg,()llop} lr = wollx + ATy — F(z0))llx

z€Bx (20,20)

< sup {lIg,()lop} = zollx + A lop Iy — vollx-

z€Bx (20,20)

Nun ist ||y — yol| <n = m und, fiir alle z € Bx(xo, 20),

1 (Dlop = [[1 = AT F'(2)],, = [[A7(A-F'(2))

op

< A lop - 1F"(2) — Allop < (V.10)

N | —
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Setzen wir dies in (V.9) ein, so erhalten wir

Yz € Bx(z0,0) : |y () — mol|x < %5 + %5 =, (V.11)
also bildet ¢, die abgeschlossene Kugel Bx(z0,0) in sich ab,
Yy € By (Yo,7) : ¢y : Bx(z9,6) — Bx(xo,9). (V.12)
Auflerdem ist ¢, auf Bx (10, 6) eine Kontraktion, denn fiir alle z, 2’ € Bx(x0,0) gilt
I6y(2) = &y(@)llx < sup {llg}(2)llsw } Iz = 2llx < %le—x’llx, (V.13)
2€Bx (20,26)

geméf (V.10). Nach dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz 1.9, hat deshalb ¢,, fiir jedes y €
By (yo,n), einen eindeutigen Fixpunkt z, € Bx(x,?), so dass

vy = Gylry) = 2y + A7 [y— Flz,)], (V.14)

was gleichwertig ist zu
y = F(x,). (V.15)

Zu (i): Setzen wir nun
V = By(y,n), U = FV), (V.16)

so folgt, dass e Yo offen ist und U > xo. AuBerdem impliziert die Stetigkeit von F', dass mit
V auch U = F~1(V) offen ist.

Zu (ii): Die Eindeutigkeit der Losung der Glg. (V.15) zeigt, dass F : U — V eine Bijektion mit
Umkehrfunktion G := F~1:V — U ist.

Als Nichstes zeigen wir, dass F”(x) € B(X) invertibel ist mit beschrinkter Inverse (F'(z))™! €
B(X), fiir alle € Bx(x¢,20). Dazu fixieren wir « € Bx(x¢,20) und definieren Q) := F'(z) €
B(X) und, fir N € N,

Ry = Y A'[(A-QA™]". (V.17)

Wegen © € Bx(x0,20) ist |[A — Qllop - |4 lop < 3, nach (V.7). Fiir M, N,N, € N mit
M > N > N, folgt dann

M
IRy — Rullop = | D> AT [(A-Q)A™]"
n=N+1 op
M M 1

<A op D 1A= Qllgx) - 1A By < 1A oy Y o

n=N+1 n=N+1
<Ay i o = 1A e (V.18)
> op 9No . .

n=Np+1
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fir No — 00. Also ist (Ry)22, eine Cauchy-Folge in B(X) und deshalb konvergent,

R = lim Ry = iAl [(A—Q)A7']". (V.19)

N—oo

Auflerdem erhalten wir wie in (V.18), dass

_ — 1 _
[Rllop < (A 1||0p-22—n = 2[|A7|op. (V.20)
n=0
Schliefilich ist
QR = > QA [(A- QA" (v

(e o]

{ —(A-QAT [A-QAT"+ 44 [(A-Q)A™']" }

n

I
WE

{[(A-Qa™]" = [(A- Qa7 ]} = [(A-Qa™]" = 1,

I
=)

n

und genauso folgt RQ) = 1, also

-1

R=Q" = (Fl)) (v.22)

Seien jetzt y,y+2 € V und z := G(y), 2+ w := G(y+2) € U C Bx(wo, 26). Wir setzen wieder
Q = F'(z) = F'[G(y)] und R := Q! und beobachten, dass

w = (r+w)—z =Gly+2)— Gy), (V.23)
z = (y+z)—y =Fx+w)— F(x). (V.24)
Damit ist
G(y+2)—G(y) — Rz =w— R[F(z +w) — F(z)]
= — R[F(z +w) — F(z) — Qu]. (V.25)
Aus der Kontraktionseigenschaft (V.13) erhalten wir aulerdem, dass
o et
—H{x—kw )+ A (y—Flz+w))} — {z+ A7 (y— F(z }H

= llgy(z +w) = gy(@)lx < Fllx+w)—zlx = Flwlx, (V.26)

95



was, mit F(z+w) — F(z) =y+2—y =z,

1 _ _

5 lwlx = llwlx = [A7[Fy+w) = F@)lfly = llwllx = [[A72]| (V.27)
und somit

lwllx < 2147 2)x < 2[[A lop - [l2llx (V.28)

impliziert. Insbesondere konvergiert w — 0, falls z — 0, und G ist stetig in y. Aulerdem folgt
durch Einsetzen in (V.25), dass

1 {1002 00 = Reli] IRk, (WPt w) - Fo) = Quli) _
20| A lop w2

=0 12l x [[wl]|x
(V.29)
also ist @ differenzierbar bei y € V und G'(y) = R.
Zu (iii): Fiir y € V definieren wir R(y) := (F’[G(y)])_1 € B(X) und beobachten, dass
I1Ry+2) = Rl = || Rl +2) PG RW) - Rty +2) FIGG +2)] R
= |[Bw+ 2 {F10ty + 2] - FIEWN RW)|
< 4JATYE, | FGy + 2)] = F'IGW)]], (V.30)

unter Ausnutzung von (V.20). Da F' : U — B(X) stetig in G(y) € U und G stetig in y sind,
ist auch I’ o G stetig in y, und wir erhalten

lim | R(y + 2) = Ryl < 4147 I, - lim | F/[Gy + 2)] - FG(w)]

= 0. (V.31

op

Also ist R = (F~1) stetiginy € V. O

Bemerkungen und Beispiele. o
Gleichung (V.6) lisst sich zu F~1 € C*(V;U) verallgemeinern, falls F' € C*(U; X).

V.2. Lokale Auflosbarkeit

Als Néchstes werden wir Satz V.2 iiber die lokale Umkehrbarkeit von Funktionen benutzen, um
zu zeigen, dass unter gewissen Bedingungen eine Gleichung

F(z,y) = 0 (V.32)

lokal nach y aufgelést werden kann, d.h. es gibt eine Funktion h so dass

(F(x, y) = 0) — (y = h(x)) (V.33)
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Zur Motivation betrachten wir erst einmal das Beispiel einer linearen Abbildung. Seien M, N €
N und A € B(RM™N; RY) eine N x (M + N)-Matrix. Schreiben wir RM*" = RM x RY und
bezeichnen seine Elemente mit (z,y) € R¥ ™, wobei 2 € RM und y € R sind, und schreiben
wir weiterhin A = (A,, 4,), wobei A, € B(R™;R") und A, € B(RY; RY), mit

a1 ... Aim a1 mM+1  --- Q1M+N
A = ;
ani ... aNM aN.M4+1 --- OANMAN (V.34)
A, A,
so lasst sich A(z,y) schreiben als
Alz,y) = Ay + Ayy. (V.35)
Ist nun A, invertibel, also det A, # 0, beobachten wir folgende Aquivalenz:
Aly,2) =0 & A,z+Ayy =0 & y=[—A oA (V.36)

Wir sehen also, dass die Gleichung A(x,y) = 0 implizit eine Funktion h : R® — RY definiert,
namlich h = —A; " o A, € B(RM;RY), so dass

(A(x, y) = o) & (y - h(@). (V.37)

Dieses lasst sich fiir differenzierbare Funktionen verallgemeinern, wie der folgende Satz verdeut-
licht.

Satz V.3 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien M, N € N, U C RM*¥ eine offene Teilmenge,
F € CYU;RY) und (z9,y0) € U so, dass F(xg,yo) = 0 und dass A, € My, n(R) invertibel ist,
wobei

OFi(x0, o)

Vg =L N (A = =5
J

. (V.38)

Dann gibt es zwei offene Teilmengen UCUundW CRM mit U > (20, y0) und W > z, sowie
eine Abbildung h € C*(W;RY) so, dass

(i)Vz € W (z,h(z)) €U, (V.39)
(i0)¥(z,y) € W x R¥)NT : (F(z,y) =0) & (y = h(z)). (V.40)
(i) h(z0) = o, (V.41)
(i)' (x0) = —A,' 0 A,, (V.42)

wobei (A,);; = 0F;(x0)/0z; € Mym(R).
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Beweis. Wir definieren F' € C'(U; RM*V) durch

F(z,y) = (=, F(z,y)) (V.43)
und beobachten, dass
oF, .. R oF ... 9F
Or1 Oz r oy YN
oF oFy oFy OFy
o1 ox oy YN
P (V.44)
OFn 41 L OFy 41 OFn 41 . OFn 41
Oz Oz s o1 Oyn
OFn4N . OFn 4N OFM4N . OFM 4N
o1 8CEM 8y1 8?/1\7
1 0
1
0
0 1
8F1 e 6F1 % e aFl
Ox1 oz \r Oy1 Oyn
OFy . 0Fy oFy . OFy
0z Oz s oyt YN

Nach dem Késtchensatz fiir Determinanten gilt dann

~ 1 0
det[F'(zo,50)] = det = det A, # 0, (V.45)
A | oA,

da A, invertibel ist. Somit ist auch F' (x0,yo) invertibel, und nach dem Satz V.2 iiber die

Umkehrfunktion gibt es Umgebungen
(z0,50) €U CU, (x0, F(x,50)) € V C RM+N, (V.46)
——

=0

so dass F : U — V invertibel ist, mit inverser Funktion G=F1.V> ﬁ, Ge 01(17; (7) und
G/(ﬂfo, 0) = (F,(xo,yo))_l. Nun ist

1 0\ 1 0\ _ 1 0\ (1 o0
A, A, —A;le A;l - —Ay—le Ay—1 A, A,

= ( ]é ?1 > (V.47)
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d.h.

-~ B 1 0
G($07O) - <—A;1Am A;l )

Da V offen ist, gibt es ein § > 0, so dass

Byaren [(20,0),6] = {(m,f) ER]‘“N’ (2, f) — (o, 0)|[rars~ <5} c V.

Wegen
1z, 0) — (20, 0)|[ga+n = ||z — 20| gar
ist mit
W = Bgru(zo,9)
auch

W x {0} C Bgu(zg,0) x {0} C Bprusn [(xO,O),(S] c V.

(V.48)

(V.49)

(V.50)

(V.51)

(V.52)

Daher definiert die Restriktion von G : V — U auf W x {0} eine Funktion h : W — RY durch

VeeW: (z,h(z)) = CA}’(x,O).

Offensichtlich ist dann, fiir alle z € W,

(z,h(z)) = G(x,0) € GW x{0}) € G(V) = T,
und (V.39) ist bewiesen. Weiterhin ist, fiir x € W,

(x,0) = F[G(x,0)] = Fla,h(x)] = (. Fle,h()]),
also F' (z,h(z)) = 0 und

Vee Woye RY:  (y=h(z)) = (F(z,y)=0).
Umgekehrt ist fiir 2 € W und y € RY, mit (z,y) € U und F(z,y) = 0,
(x,y) = @(F\(x,y)) = @(a:, F(z,y)) = G(z,0) = (z, h(z)),

also

V(z,y) € WxRY)NU:  {F(z,y) =0} = {y=h(2)}.

(V.53)

(V.54)

(V.55)

(V.56)

(V.57)

(V.58)

Glgen. (V.56) und (V.58) ergeben zusammen (V.40) und, falls (z,y) = (zo,y0) gesetzt wird,

auch (V.41).
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Schlielich berechnen wir A" auf W; zunéchst ist

B tes) — b ey tei 0) — Gures
[ H, _y (Gunte 00 Cunte0) (g
t—0 t t—0 t
Also ist h € C*(W;RY) und
hi € ACH]
Oh;(z) _ 9Guy (x O)’ (V.60)
a$j &zzj
fiir i € NYY und j € N, Speziell fiir z = ¢ folgt dann aus (V.48), dass
Ohi(wo)  9Ghr1i(w0,0) A 1
5o, B, (@ (a:o,O))MW (4" 0 A,),, (V.61)
und damit auch (V.42). O

V.3. Extrema mit Nebenbedingungen
und Lagrangesche Multiplikatoren

In diesem Abschnitt lernen wir eine schone und in der Praxis sehr niitzliche Anwendung des
Satzes V.3 iiber implizite Funktionen kennen: Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
zur Berechnung von Minima (oder Maxima, wir behandeln der Einfachheit halber nur Minima)
von Funktionen mehrerer Variablen mit Nebenbedingungen. Dazu betrachten wir zunéchst ein
motivierendes Beispiel:

Sei F': R? — R gegeben durch
Ve,yeR:  Flr,y) = (r—a)’+(y—b) (V.62)

wobei a,b > 0. Offensichtlich ist der Graph von F' ein Paraboloid um (a,b), und (a,b) ist auch
das globale und einzige lokale Minimum von F':

Fa,b) = 0, F(z,y) = 0, (V.63)
denn F' € C*(R* R),
2(x —a)
VE@y) = \gpy_p) =0 < @y = (), (V.64)
und
/" 2 O . . . .
F'(xz,y) = (O 2) ist positiv definit. (V.65)
Wir stellen also fest, dass
F(a,b) = 0 = min{F(z,y) | (z,y) € R*}. (V.66)
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Wir wollen nun ein etwas modifiziertes Minimierungsproblem behandeln, bei dem F' nicht iiber
R?, sondern nur iiber einer Teilmenge G C R? minimiert werden soll. Beispielsweise kénnte G
die Gerade y = ax + [ darstellen, also

G = {(z,ax+B) |z e R} = {(x,y)eRQyG(x,y):o}, (V.67)

wobei die Nebenbedingung G = 0 gegeben ist durch
G(z,y) == ax+ [ —y. (V.68)
Gesucht sind nun Fg, g, yg € R, so dass
Fo = F(zg,yc) = min{F(:z:,y)| (x,y) € Q}. (V.69)

(Wenn es mehrere Losungen fiir z¢, ye gibt, suchen wir natiirlich alle solche Losungen.) Das
Problem (V.69) lasst sich leicht explizit 16sen: Wir lésen die Nebenbedingung G(z,y) = 0 nach
y auf und setzen das Ergebnis in F ein,

min {F(z,y) | (z,y) € G} = min{F(z,az + B) | = € R}
= min {fas(2) | z € R}, (V.70)
wobei f, 5 € C®(R;R) definiert ist durch
fap(@) = F(z,00+8) = (v—a)*+ (az+ B —b)?
= 2® — 2ax + a® + o*2” + 202 (B — b) + (B — b)*

=(1+aP)2* +2[aB —ab—a]lx+a®+ (B —b)> (V.71)
Dann sind
fc’yﬁ(:c) = 2(14+ )z +2(aff — ab — a), fc’y’”@ = 2(14+0a*) > 0, (V.72)
und somit sind
a+ab—apf aa + o?b+ 3
TG = T Yo = arg+p = BT (V.73)

Fo = fap(zc)
= 1+1&2 {(a+ab—aﬁ)2—2(a+ab—a,@)2+(1—|—a2) (a2+(5—b)2)}
- 1+1a2 {— (a+ab—aB)’ +(1+a?) (a2+52+62—2b6)}. (V.74)

Wie wir sehen, sind die Rechnungen schon fiir dieses einfache Beispiel ziemlich umfangreich.
Auflerdem héngt alles an der expliziten, globalen Auflésbarkeit von F(z,y) =0 <y = ax + 5.

Im Allgemeinen sind mehrere, komplizierte Nebenbedingungen gleichzeitig zu beriicksichtigen,
die nicht explizit auflosbar sind. Fiir diesen Fall hat Lagrange eine elegante Methode entwickelt.
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Definition V.4. Seien M, N € N, M > N, und U C RM eine nichtleere offene Teilmenge.
Eine Abbildung G € C*(U; R") heifit Nebenbedingung :<

V = G(U) > 0 und ist offen, (V.75)
VeeG:=G'({0}): tk[G'(z)] = N. (V.76)

Bemerkungen und Beispiele.

e Gleichung. (V.76) bedeutet, dass die Jacobimatrix G’ von G bei jedem Punkt z in G
vollen Rang N hat, rk[G’(z)] = dimg Ran|[G'(z)] = N, was gleichwertig mit der Aussage
ist, dass die (nicht quadratische!) N x M-Matrix G'(x) fur jedes x € G maximal viele -
ndmlich N - linear unabhéngige Spalten hat.

e Damit ist (V.76) gleichwertig mit
Ve €GN ji<jp< <y Mi o det |(Gl0)ig),,y ] A0 (V.TT)
Dabei miissen die Indizes ji, jo, ..., jny nicht fiir alle x € G gleich sein.

Satz V.5. Seien K,N € N, K > N,U C R¥ eine nichtleere offene Teilmenge und F €&
CHU;R). Sei G € CY(U; ]RN) eine Nebenbedingung und

= {zeU|G@)=0} C U (V.78)

Ist nun zy € G ein lokales Minimum der Restriktion von F' auf G, d.h.

30 >0Vx € B(x9,0)NG: F(zx) > F(xo), (V.79)
so existiert ein A = (A\y,..., A\y) € R, so dass
VF(x) + (A VG(x0)) = 0, (V.80)
d.h.
Vji=1,... K: aFIO Z)\ aG 9Gilxo) _ (V.81)

Die Zahlen Ay, ..., Ay € R bezeichnet man als Lagrangesche Multiplikatoren.

Beweis. Nach Voraussetzung (V.77) gibt es 1 < j; < jo, -+ < jy < K, so dass die Matrix

0Gi(zo) .. 9Gi(zo)
8(2]'1 89:]-]\,
: : (V.82)
OGN (z0) .. 9GN(z0)
Oz, Oz
invertibel ist. Nach geeigneter Umbenennung der Variablen xi,...,xx konnen wir o0.B.d.A.
annehmen, dass
=K-N+1, jpo=K-N+2,..., jy=K—-N+N=K. (V.83)
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Schreiben wir nun z = (w, )7, wobei

w:(:cl,...,xK,N)T, ZI(SL’K,NJA,...,JJK)T, <V84)

zo = (wp, 29) und entsprechend auch

G'(z0) = (Aw, A2), (V.85)
mit
9Gi(xo) ,  9Gi(z0) dG1(z0) . 9Gi(=0)
Ow1 Owg_N 0z1 ozNn
Ay = : : , A= : : , (V.86)
0GN(zo) ... OGN(wo) OGN(zo) .. 9GN(%0)
8w1 BwK_N 821 321\]

so ist nach (V.82) die Matrix A, invertibel. Nach dem Satz V.3 iiber die implizite Funktion ist
deshalb die Gleichung G(x) = 0 lokal bei xy nach z auflésbar, d.h. es gibt eine offene Menge
W 3wy in RE7Y und eine Funktion h € C*(W; RY) so, dass h(wg) = 2o,

V(w,z) e WxRY)NU: (G(w,2)=0) & (z=h(w)). (V.87)
Auflerdem ist
R (wy) = —A; o A, (V.88)
Wir zeigen nun, dass wy ein lokales Minimum der Funktion Fe CHW;R),
Fw) = Flw, hw) (V.89)
ist. Dazu wéhlen wir ¢’ > 0 so klein, dass B(wy, 30") C W ist und setzen
i = max { || (w)||ssnm) | w € Blug,20)} < oo, (V.90)

als Maximum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Kugel. Fiir w € B(wy,d’) ist dann,
nach dem Satz von Taylor mit £ = 0,
‘2

H(w,h(w)) = @o||

= llw = wollfx—v + Ih(w) = zol[f~

= Jlw —wolffr—n + [[A(w) — h(wo)|[zx

2

/0 W (wo + s(w — wp)) [w— wo] ds

N '

RN
< (14 42) o — ol - (v.o1)
Setzen wir nun ¢ := (1 + 42)~"/2 - min{4, '} > 0, so gilt
Vw € B(wy,d") : H(w,h(w)) - xOHRK < A+ pHY? lw—wo| < 9, (V.92)
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also (w, h(w)) € B(xg,0). Mit (V.79) und (V.87) erhalten wir damit also, fiir jedes w €
B(wo,(5”>,

F(w) = Flw,h(w)] > F(xg) = Flwy, h(wy)] = F(wo), (V.93)
und wy € W ist ein lokales Minimum von F , wie behauptet.
Nach Satz V.3 ist damit wy € W ein kritischer Punkt, F'(wo) = 0, d.h. fiir alle k € NK— gilt

_9F(w) _ 0 (Flw. h(w))

0 8wk awk

w=wo

_ OFfwo hwg)] 5~ OFfup, hwo)] | Ohu(wo)

owy, = 0z; owy,
8F(x0) aF(Io) 1
_ a’IUk Zl azz (Az )%J (Aw)J k
OF (20) <= [ o= OF (o) 8G (o)
0 0) / 4—1 (o
= = A )i o———. 94
Setzen wir nun, fiir j =1,2,..., N,
N
OF () N
Y= ) g (A (V.95)
i=1
so folgt unmittelbar
OF(z0) <~ . 0G,(xo)
_ YD o) L 0G;(Zo)
Vk=1,2,..., K —N: T, JZIAJ S, 0. (V.96)
Multiplizieren wir (V.95) mit (A.);, = 8Gajz(f°) und summieren iiber j = 1,..., N, so erhalten
wir, fiir alle ¢ =1,2,..., N,
N N
OF ()
0 = Z{Z aZ,O (Azl>w - /\J} (Az)zé
j=1 ~ i=1 ¢
N N N
OF (x
= 50 2 LS A (A f — (A
i=1 Zi j=1 j=1
oy
OF(z0) . 0G;(x)
— o _ IO
-, PRy o (V.97)
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Fiigen wir (V.96) und (V.97) mit (wy, ..., wx_n) = (z1,...,2x_n) und

(21,...,2n) = (TK-N+1, - - -, Ti¢) Zusammen, so erhalten wir (V.81),
OF (z AN ene:
Vk=1,...,K: 85%0) — ;Aj a]aEkO> = 0. (V.98)
O
Bemerkungen und Beispiele. Zur Hlustration betrachten wir noch zwei Beispiele.
e Wie im motivierenden Beispiel ist F' € C*(R?;R) gegeben durch
F(z,y) = (z—a)*+ (y —b)?, (V.99)

allerdings wollen wir jetzt F' unter der Nebenbedingung G(x,y) = 0 minimieren, wobei
G(z,y) = 2 +y*— L (V.100)
Es sind also K =2, N = 1 und, mit zg = (20, ¥0),
OF (z0) 0G(xp)

o tAT— =2 ((xo —a) + Azo) = 0, (V.101)
A =2 —b)+ A = 0. V.102
Somit ist A # —1, und es gilt
a b
= = — . 1

Durch Einsetzen in die Nebenbedingungen erhalten wir dann

Y T R

S(1+N? = a®+ b

SAe = Va2 +02 -1, (V.104)
Daher sind
I a b
(x5, 95) = i<\/a2+62’ \/a2+b2) (V.105)

die beiden Moglichkeiten fiir das gesuchte Minimum. Wegen

- a 2 b 2
Fag, ) = (\/GQ—W”) " (¢6Lz:+ba+b>
B 1 20 g2 ! —
= (Zamm ) @ > (s
_ Pt ) (V.106)

1)2 (a® + 1)
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ist somit
1

zr yf) = ———(a,b V.107

( 0 yO) \/m( ) ( )
die Losung des Minimierungsproblems (V.99)—(V.100).
Als weiteres Beispiel betrachten wir abermals K = 2 und N = 1, U := (—m,7)* C R?,
r € (1,2) und die Funktion G, € C*(U;R), die fiir z = (x,y) € U durch

Gr(x,y) = r —cos(z) — cos(y) (V.108)

gegeben ist und deren Nullenstellenmenge

Gr(z,y) = {2 eU|G.(2) =0} = {(z,y) €U | cos(z)+ cos(y) =r} (V.109)

ist.
Wir priifen zunéchst, ob G, eine Nebenbedingung im Sinne von Definition V.4 definiert.
Dazu beobachten wir, dass

V = GHU) = {r—ircm—l—cy‘cm,cye(—l,l)} = (r—2,r+2) (V.110)

T

ist. Also ist V C R offen und wegen r —2 < 0 < 3 < r+ 2 liegt auch 0 in V. Weiterhin ist
Gi(z,y) = (sin(z), sin(y)) € R"? (V.111)

und entweder ist der Rang rk[G”.(z,y)] = 1 gleich eins und damit maximal oder rk[G".(z, y)]
0. Letzteres ist gleichbedeutend mit G/ (z,y) = (0,0), also sin(z) = sin(y) = 0. Da wei-
terhin x,y € (—m, ) gilt, ist sin(z) = sin(y) = 0 wiederum &quivalent zu (x,y) = (0,0).
Es folgt

Ve e UN{(0,0)}: 1k[G(z,y)] = 1. (V.112)

Da jedoch G,(0,0) = r — 2 < 0 nicht verschwindet, ist (0,0) ¢ G,, und G, ist somit eine
zuldssige Nebenbedingung geméfl Definition V.4.

Wir wollen nun die Funktion (z,y) — 3(2? + y*) auf G, maximieren bzw. die Funktion

F € C*(U;R), gegeben durch
1
Flz,y) = =5 +v), (V.113)

minimieren. Sei nun x, = (g, yo) € G, ein lokales Minimum von F' auf G,. Nach Satz V.5
gibt es dann ein A € R, sodass

o OF () o 0G () _ .
T =5 = = /\T = A sin(xg), (V.114)
L OF (zy) _ | 0G(zy) _ .
Yo = o A o A sin(y) - (V.115)
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Wire A = 0, so wiren zop = yo = 0, aber (0,0) ¢ G,, also gilt A # 0. Auflerdem ist die
Sinusfunktion ungerade, deshalb folgt, dass

A< 0. (V.116)

Weiterhin beobachten wir, dass cos(xg) + cos(yp) = r > 1 ist. Da auerdem cos(a) < 1
gilt, miissen deshalb

cos(zg) > 0 und cos(yp) > 0 (V.117)

und somit g, yo € (—7/2, 7/2) gelten. AuBerdem sind F(as, y) = F(\:v|, ]y|) und G, (:E,y) =
Gr(\xl, ]y|), deshalb konnen wir xg, yo > 0 annehmen, also

0 < 2o,y < g (V.118)

fur alle 0,7 € {—1,1}
Wir unterscheiden nun drei Fille:

(i) o = 0: Dann sind cos(yo) = — 1 und F(0,y0) = —3y3 = —3[arccos(r — 1)]2.

(i) yo = 0: Dann sind cos(zg) = r — 1 und F(z0,0) = —32§ = —i[arccos(r — 1)]%.
(111) 0 < xg,yo < m/2: Dann sind 0 < sin(zy),sin(yp) < 1, und wir verwenden (V.114)-
(V.115) um A zu eliminieren, namlich

sin(zg) 1 _ sin(yp)
= — (V.119)
Wir definieren f : (0,7/2) — R* durch
flz) = Sinx(x) : (V.120)
so ist mit g : [0,7/2] = R{, g(z) := sin(x) — x cos(x)
fz) = x cos(:v)xZ— sin(x) _ _%‘ (V.121)

Weiterhin ist ¢'(x) = asin(x) > 0 auf (0,7/2) und wegen ¢(0) = 0 somit g > 0 auf
(0,7/2). Es folgt, dass f* < 0 auf (0, 7/2) ist. Also ist f auf (0, 7/2) streng monoton fallend
und insbesondere injektiv. Gemafl (V.119) gilt f(zo) = f(yo) was zp = yp impliziert.
Damit ist auflerdem r = cos(xg) + cos(yp) = 2 cos(zy), also

To = yo = arccos (37) (V.122)
und

F(zg,z9) = —|arccos (%T)}2 (V.123)
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Wir vergleichen noch die Ergebnisse der Félle (i)-(iii): Dazu fithren wir s :=r—1 € (0, 1)
ein und

Vse[0,1]:q(s) == V2 arccos[3s + 3] — arccoss] . (V.124)
Wir beobachten, dass
q(0) =2 arccos[3] — arccos[0] > V2 arccos[\/ii] — arccos|[0]
- 2-%—1 > 0. (V.125)
AuBerdem ist fiir alle s € (0, 1)

q(s) = (sin[arccoS(S)])—l _ (\/5 sinfarccos(3s + %”)—1
(1 — 32)—1/2 _ (2 11— (%S + %)2])—1/2

= (1—s)"1? [(1 +s)7V - (24 %s)—lﬂ >0, (V.126)

da 2 4+ s > 1+ s. Es folgt, dass ¢(s) > 0 fiir alle s € (0,1), was mit s =7 — 1

arccos(r — 1) < arccos(3r) (V.127)

Sl

impliziert. Deshalb ist
F0,arccos(r — 1)] = Flarccos(r — 1),0] = —% [ arccos(r — 1)]2 (V.128)
> — [arccos(%r)}2 = Flarccos(3r), arccos(57)]
und die Menge M der Minimierer ist

M = {(a -arccos(3r) , T - arccos(37) ‘ o, 1€ {1, 1}} . (V.129)
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V.4. Ergdanzungen

V.4.1. Beweis von Lemma V.1
Beweis. Wir definieren drei Folgen

(Cn)oy,  (mp)oey,  (ra)o2y, (links, mitte, rechts)

in .S durch folgende Rekursion. Wir setzen
by =2, my = §(m+x'), r=xa.
Fiir n € IN setzen wir dann

1
£n+1 =Ly, Mp1 = 5(&1 + mn)7 Tn+1 = My,

° X ° °
£n+1 = gn Mpt1 T'n41 = My Tn
falls
[F(tn) = F(ma)||y, > [[F(ma) = F(ra)|y,
und
Uit i= My,  Myiq i= ) (My 4+ 70)y  Thg1 :=Tn,
° ° X °
gn €n+1 =my Mp+1 Tn+1 = Tn
falls

1F(ln) — F(ma)lly < [[F(mn) = F(ra)|ly-

Somit gelten stets:

1 _
1on = mallx = [lmn =rllx = Fllln —rallx = 27" [l —2'l|x

und

1 (Cns1) = F(ruga)lly = max {|F(€,) = F(ma)lly, [|F(ma) — F(ra)|ly -

Schreiben wir weiter

b, =(1— ag))x + ag)x’, m, = (1 — aﬁlm))x + a;m):v’, = (1— a;’"))x +
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fiir eindeutige Folgen (a,(f))zozl, (agm))zo:p (aﬁf)):’:l in [0, 1], so folgt, dass

o < aﬁﬁl < oM < 0‘521 < al”, (V.139)
Damit sind (an )):;1 und (aﬁf))go:l monoton und beschrinkt, also konvergent. Wegen
0 < o gt — Im=blx _ 5o (V.140)
- [l — a'|| x

gilt dann sogar, dass alle drei Folgen gegen dieselbe Zahl konvergieren,

a, = lim o = lim o™ = lim o). (V.141)
n—oo n—oo n—oo
Definieren wir
T, = (l—a)r+a,2 €8 (V.142)
so folgt damit
z, = lim ¢, = lim m, = lim r,. (V.143)
n— 00 n— 00 n—r00

Wir beobachten nun, dass fiir n € IN
[F'(n) — F(ro)lly _ [|[F(n) = F(mn) + F(mn) — F(ra)|ly

”én - TNHX 2 Hgn—i—l - rn—&-lHX

ST UF() = Fomal + [Fm) — F) )
1

||fn+1 - Tn+1||x

_ [F (€ns1) — F(rps)lly

”€n+1 - Tn+1||X

max{HF(zn) — F(my)lly, [|F(my) — F(m)HY}

(V.144)

Y

wobei wir 1 (a + b) < max{a, b}, fiir a,b > 0, benutzt haben. Damit erhalten wir, dass

|F@) = Fa)ly _ IFE) = Fealy _ [ F () = F)lly
lr—alx [t -nlx Slmp{ 16— rallx }
< timsup { [ [P) = Plo) = F (0 (6= )

— [Fra) = F(z.) = F'(z.) - (ra — 2.)] + F'(@.) - (by = 70)

J

p— — / . —
< nmsup{”F (ba) = F(a.) = F'(z.) - (&, mny}
n—00 ||€n - l'*HX
. F(r,) — F(xy) — F'(x,) - (r, — x4 ,
+ limsup {H (ra) (z.) () ( )“Y} + || F'(2s) || Bex v
n—o00 ||7ﬂn_$*”X
= |F' (@) lsxyy < M. (V.145)

]
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VI. Grundziige der MalBtheorie

VI.1. Ringe und Figuren

Definition VI.1. Sei Q eine Menge und B(2) := {A : A C Q} ihre Potenzmenge. Ein
Mengensystem R C B(2) heiBt Ring <

0 e R, (VL.1)
AB € R = A\ B € R, (VI1.2)
A,B € R = AUB € A (VL3)

Wir bemerken, dass aus (VI.2) mit A, B € R auch
ANB = {weAlweB} = {wed|wé¢(A\B)}
= A\(A\B) € A (VI4)

Damit folgt, dass ein Ring mit endlich vielen Mengen auch deren Vereinigung und Durchschnitt
enthalt,

A Ay A e Ro= (A ()4 e R (VL5)

j=1 j=1

Bemerkungen und Beispiele.
e Die leere Menge bildet einen Ring, R = {0}.
e Ebenso erhiilt man einen Ring, wenn man noch die volle Menge hinzufiigt, ' = {0, Q}.
e Natiirlich ist die Potenzmenge J(2) selbst ein Ring.

e Fiir das nichste Beispiel erinnern wir an die Halbordnung < auf RY, die fiir a,b € R?
gegeben ist durch
a <b:& a <b, as<by,...,aq <by. (VL.6)

Definition VI.2. Sei O = R? und d > 1. Fiir a,b € R¢ mit a < b heifit

[a, b) = [al,bl) X [ag,bg) X X [CLd,bd) (VI?)
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(nach rechts halboffener) Quader. Die Menge aller Quader bezeichnen wir mit £,. Die Verei-
nigung endlich vieler Quader sammeln wir im System der Figuren,

Jo = {aU-—Uav | a1,%,...,qv € Qa, N < o0}. (VL8)
Lemma VI.3. §, ist ein Ring.

Beweis. Offensichtlich gelten (VI.1) und (VIL.3) trivialerweise, und die einzig nachzuweisende
Eigenschaft ist (VI.2).
Dazu zeigen wir zunichst, dass die Differenz zweier Quader eine Figur ist. Seien a, b, a’, b’ € R?

mit ¢ < b und o’ < V. Wir zeigen, dass [a,b) \ [@/,V) € F4. Dazu ordnen wir die Koordinaten
(1)

a,,by,,al, b, nach der GroBe, d. h., fir alle v = 1,2,...,d, definieren wir —oco < z;,’ < ... <
) < 00, durch {xl(,l), . ,xl(,4)} = {a,,b,,a,, b}, wobei 1 < k, < 4, je nachdem, wie viele

Koordinaten doppelt auftreten. Anschlieend setzen wir
K o= {1,..., ks =1} x{1,.. . kg — 1} x --- x {1,... kg — 1} (VI.9)
und, fiir £ := (&,...,&) € K,
g = [xg§1)7x561+1)> x [xg&)’l,g&z—kl)) S o X [xggd)7x¥d+1)>‘ (VI.10)
Fiir £ # ¢ gilt offensichtlich g¢ N g = 0. AuBerdem sind
@) = |J g (V) = U e (VL11)
£€K: geNla,b)#0 £eK: genla’ b )#0D
und insbesondere ist die Differenz der Quader [a,b) und [d¢’, V') eine Figur,

[a,b) \ [d, ) = U G € Ta (VL.12)
£EK: gen(la,b)\[a' b)) #0

Seien nun f € §q4 eine Figur und ¢y, ..., ¢y € Qq so, dass f = Uf\il Gi-
Sei weiterhin ¢ € Q4. Nach (VI.12) und (VL.3) ist dann

fva = (Ua)\e = U@\a) € 50 (VL13)

i=1 i=1

d.h., die Differenz einer Figur und eines Quaders ist eine Figur. Sind nun f € §, eine Figur
und qi,...,qy € Qg so, dass f = Uﬁvzl ¢;, dann ist nach (VI.13) auch

N

i =i(Ua) = CoFrae)\ - \ay € S (VI14)

J=1

]

Mit einer Partition analog zur Konstruktion der Quader ¢¢ in (VI.10) kann man zeigen, dass
sich jede Figur als endliche Vereinigung disjunkter Quader schreiben lésst.
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Lemma VI.4.

Sq = {qlu---UqN | q1,G2,--.,qn € g, N <oo, Vi<j: quQjZQ}, (VL.15)
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Wir kommen nun zum Begriff des (Raum-)Inhalts.

Definition VI.5. Sei ;8 C B(2) ein Ring. Eine Abbildung i : 8 — [0, oo] heifit Inhalt
(auf R) <

(i) (@) = 0.
(ii) Sind Ay, Ay, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so ist x additiv,

M(LAJAz’) = iN(Az) (VI.16)

Ist p(A) < oo, fiir alle A € R, so bezeichnen wir den Inhalt u als endlich.

Das wichtigste Beispiel fiir Definition V1.5 in unserem Zusammenhang ist das iibliche, d—dimen-
sionale Volumen: Fiir a,b € R, mit a < b, ist [a,b) € Qg ein Quader mit Volumen

d
pa(lab)) = ], —av). (VL.17)
v=1
Sind weiterhin ¢q, ¢o, ..., qn € Qg paarweise disjunkte Quader, so setzen wir

N

a(Ua) = iudm. (VL18)

i=1

Nach Lemma VI.4 ist jede Figur darstellbar in eine endliche Vereinigung disjunkter Quader,
und insofern lésst sich jeder Figur durch (VI.18) ein Volumen zuordnen.

Lemma VI.6. py ist ein Inhalt auf § .
Beweis. Definition VI.5(i) und (ii) gelten trivialerweise, falls die Wohldefiniertheit von pq :
Sa — [0,00] gesichert ist. Dazu ist zu bemerken, dass die Zerlegung einer Figur in disjunkte

Quader keineswegs eindeutig ist. Sind ¢q,...,qn € Qq und §Gy,...,4n € Qg jeweils paarweise
disjunkt, ergeben aber in der Vereinigung dieselbe Menge,

M N
U%’ = Uﬁj, (VI.19)
i=1 j=1

so bleibt zu zeigen, dass auch die zugeordneten Volumina gleich sind,

ﬁ:/‘d(%‘) = Md(Lij%‘) = Md(@%) = ﬁ:ﬂd(éj)- (VI.20)
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Dafiir bemerken wir, dass ¢;; := ¢;N§; € Qg eine Familie disjunkter Quader definiert, und dass

und qu = U(jl] (VI21)

I
Q.
1=
=
EEN

firallet=1,...,M und alle 7 =1,..., N gilt. Also ist

N

éud(qi) = iw(Ud) ZZM Gij)

=1 = 11]1

= i“d(@fi ) = Zud Qj), (V1.22)

7j=1 %

und g4 ist auf den Figuren wohldefiniert. O]

VI.2. PramaBe

In den folgenden Betrachtungen gehen wir von endlichen Vereinigungen A; U AsU...U AL von
Mengen A, € AR in einem Ring | C P(Q2) zu abzihlbar unendliche Vereinigungen (J -, A4,
solcher Mengen iiber. Um dies zu beschreiben, fithren wir noch etwas Notation ein:

Seien ) eine Menge, R C B(N) ein Ring und (A,)22, € RN eine Folge in R.
e Dann heifit (A,,)22, aufsteigend, falls A,, C A, fiir alle n € IN gilt,
e und (A4,)5, heiflit absteigend, falls A, O A, fiir alle n € IN gilt.
e Wir schreiben A,, 7 A, falls (A4,)2, aufsteigend ist und | J,, A, = A gilt
e und A, N\ A, falls (4,)22, absteigend ist und ()2, A, = A gilt.

n=1

Definition VI.7. Seien Q2 eine Menge und R C B(12) ein Ring. Eine Abbildung i : 8 — [0, o0
heifit Pramafl (auf R) <

(i) w(@) = 0.
(ii) Die Abbildung u ist Sigma-additiv, d. h., ist (A4,)2>, € RN eine Folge paarweise dis-
junkter Mengen in R, so dass auch ihre Vereinigung in 9 liegt, | J. -, 4, € MR, so gilt

M(GAn) - f: (A, (VI1.23)

Gibt es auflerdem eine Folge (A,)>2, in R mit u(A,) < oo, fir alle n € N, und A, ~ Q,
d.h. A, C A, 1 und Uzozl A, =, so heilt das Pramafl p Sigma-endlich.

Wir sehen, dass jedes Pramafl auf R auch einen Inhalt auf R definiert. Um Bedingungen fiir
die Umkehrung dieser Aussage zu formulieren, fiihren wir noch den Begriff der (-Stetigkeit ein.
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Definition VI.8. Seien 2 eine Menge und R C PB(2) ein Ring. Ein Inhalt p : | — [0, oo]
heifit @-stetig, falls fiir jede absteigende Folge (A,,)°2, € RN mit p(A;) < oo und A, \, 0 gilt,
dass

lim u(A,) = 0. (VI.24)

n—oo

Das folgende Lemma besagt, dass unter der Bedingung der (-Stetigkeit endliche Inhalte auch
PramaBe sind.

Lemma VI.9. Scien Q eine Menge, SR C P(Q2) ein Ring und p : R — [0, 00| ein Inhalt. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Ist p ein Pramafl auf R, so ist p ist (-stetig.
(ii) Ist der Inhalt px endlich und @-stetig, so ist p auch ein Pramaf.

Beweis. (i): Sei (B,)52, eine absteigende Folge in R mit p(B;) < oo und B, \, 0. Bilden wir
A, = B, \ By11, so ist (A,,)22, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R, und B; ldsst sich
als disjunkte Vereinigung fiir alle N € IN wie folgt darstellen,

N 00
= [J4. u By = |J A (V1.25)
= n=1

Weil p ein Pramaf ist, folgt daraus, dass
wB) = (UA ) + u(Bys) Zu o) + u(Byi) und  (VI.26)

S u(A) = M(Um) = u(B) < oo. (VL.27)

Insbesondere ist die Reihe Y > | 1(A,) konvergent, und deshalb muss

o0

p(Byt1) = Z w(Ay) — 0 (VI.28)

n=N+1

konvergieren, fiir N — oo.

(1i): Sei (An)7Z, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 3R, so dass auch A := U A, €
M. Setzen wir BN = Un LA, und By = U~ N1 An, so sind BN und By dlsJunkt und

A= BN U Bp. Offensichtlich sind BN € R und somit auch By = A\ BN € R. Da pu ein
endlicher Inhalt ist, sind

IU(A)’ M(BN)v :U(EN) < o0 (VI29)
endlich, und die Disjunktheit von By und By impliziert, dass ju(A) = u(By) + ju(By) bzw.

VNel: w(By) = p(A) — u(By). (VI.30)
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AuBerdem impliziert die Disjunktheit der Mengen A,,, dass By \, 0, fir N — oo, denn zu
jedem x € A gibt es genau ein n(z) € N, so dass € A,(,), und somit ist ¢ By, fiir alle
N > n(x). Aus der (-Stetigkeit und (VI.30) folgt deshalb

0 = lim u(By) = lim pu(A\ By) (VL.31)
N—oo N—oo
N
= w(A) = lim p(By) = p(4) - lim u(nL:JlAn)
N 00
= u(4) - ngnoo;u(fln) = wA) - ;u(fln),
was gerade die Sigma-Additivitét ergibt. m

In dem nun folgenden Satz verwenden wir folgende elementare Identitét,

Lemma VI.10. Seien  eine Menge, R C P() ein Ring, p : | — [0, 00] ein Inhalt und
A, B € R. Dann gilt
w(AUB) + u(ANB) = u(A) + u(B). (VL.32)

Beweis. Wir beobachten, dass in
AUB = AU (B\A) und B = (ANB) U (B\A) (VI.33)

auf den rechten Seiten jeweils zwei disjunkte Mengen vereinigt sind. Aus der Additivitiat des
Inhalts folgt damit

pAUB) — p(A) = w(B\A) = w(B) — p(ANB), (VI.34)
woraus sich sofort Glg. (VI.32) ergibt. O

Satz VI.11. pg4 ist ein o-endliches Pramafl auf § .

Beweis. Da wir in Lemma VI.6 bereits gezeigt haben, dass p4 einen (offensichtlich endlichen)
Inhalt auf §; definiert, bleibt nach Lemma V1.9 nur die (-Stetigkeit und die o-Endlichkeit von
[t 70 Zeigen.

Die o-Endlichkeit ist aber trivial richtig, da mit Q,, := [-n,n)? € Q, eine aufsteigende Folge
(Qn)%, € TN mit pg(Qn) = (2n)? < oo und Q,, * R? definiert wird.

Fiir den Beweis der (-Stetigkeit von p4 sei (A4,)5%; eine monoton fallende Folge in §4, d.h. A, D
A,y1. Es reicht zu zeigen, dass

J = Ji_)rgoud(An) = 7irelﬂf\lud(An) > 0, (VI.35)
die Aussage
(A # 0 (VI.36)
n=1
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impliziert, wobei wir 0. B. d. A. § < 1 annehmen kénnen. Wir fixieren nun n € IN und wéhlen
nichtleere, disjunkte Quader ¢V, ..., ¢®) in Qg so, dass

L
= | Jd", (VI.37)

wobei ¢ = 2 4+ [—c®  ®)fiir geeignete 29 € R% und ¥ € (R*)?. AnschlieBend definieren
wir etwas kleinere Quader

© © gomit MY ©
7R CO BT I T e —e® 0y e VI.38
! ( 1+ud(q“))> [ ) ‘ (V1.38)
und setzen
L
= [ Jd". (V1.39)

=1
Wir beobachten, dass der Abschluss von B,, kompakt ist und dass

L
B, = Ug(f) C A,. (VL.40)
(=1

Weiterhin beobachten wir, dass

pa(An) — pa(Ba) = fj{ud@(% - (1—%)%@@)}

(=1
— 252 n—1— Z( Md(q(f)) )
L+ pa(q®)
< 252-”—1-5 < 5277t (VL.41)
(=1

Der Inhalt von B, C B, C A, ist also nur geringfiigig kleiner als der von A,. Allerdings ist
nun unklar, ob auch (B,,)>; wie (A4,)32; eine monoton absteigende Folge von Figuren ist. Um
dies sicherzustellen, definieren wir im néchsten Schritt eine weitere Folge (Cn)%.; € § von

Figuren durch
N

CN = ﬂBn = CN_lﬂBN g CN—l- (VI42)

n=1

Offenbar ist (Cy)%_; monoton absteigend und mit (VI.32) ergibt sich aus (VI.42), dass
1a(Cn) = pa(Cno1 N By) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(Cy-1 U By). (V1.43)

Nun ist CN—I Q BN_1 Q AN—l und auch BN Q AN Q AN—la also CN—l U BN Q AN—I- Setzen
wir dies und (VI.41) in (VI.43) ein, so erhalten wir

1a(Cn) = pa(Cn-1) + pa(By) — pa(An-1)
> pa(Cnor) + pa(An) — pa(Ay—y) — 62771

1
= a(Cn-1) + pa(An) — pa(An-1) — 152_(N_1)7 (VI.44)
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woraus wir schlieflen, dass

1
Ha(Cx) = ma(Ax) = pa(Cnoa) = pa(Axaa) — 702787 (VL.45)

1

> pg(Cn—2) — pa(An—2) — 70 (2-N-D 4 9-(V-2)
1 N-1
> 0 2 pa(Ch) = pa(Ar) — 15 22_"
N-1
1 n 1 1 1

= Md(Bl)—Md(Aﬂ—ZcS;Q > —16—15 = _557

wobei wir im letzten Schritt C; = B; und (VI.41) mit n = 1 anwenden. Wegen puq(Ay) > 6
impliziert dies, dass

VNelN: ,ud(C'N) > g 0. (VI46)

was wiederum zur Folge hat, dass Cy # (), fiir alle N € IN.

SchlieBlich stellen wir fest, dass (Cn)%_, eine monotone Folge nichtleerer, kompakter Mengen
ist, Cn 2 Cny1 # 0, was nach Lemma [.3 impliziert, dass auch der Durchschnitt aller Cy
nichtleer ist. Mit C,, C B,, C A,, folgt also

N4 2 OB 2 NG #0 (VL17)
n=1 n=1 n=1

O

VI.3. Sigma-Algebren

Die entscheidende Einsicht, die den Grundbaustein der Mafitheorie darstellt, ist, dass der Begriff
des Mengenrings (hier: die Figuren §1) nicht flexibel genug ist und durch den der Sigma-Algebra
ersetzt werden muss.

Definition VI.12. Sei €2 eine Menge und P(2) := {A : A C Q} ihre Potenzmenge. Ein
Mengensystem 20 C B(Q2) heifit Sigma-Algebra (iiber ) &

Qe A (VI.48)

Ae = A = Q\A € (VI.49)

A, ¢ = [J4 e (VI.50)
n=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass 2l = {0}, 2} und 2 = () die kleinstmogliche bzw. die groBtmogliche
Sigma-Algebra iiber € sind. Der Ausganspunkt der Mafltheorie ist jedoch die Erkenntnis,
dass fiir Q = R? der Ring der Figuren F,; zu klein und die Potenzmenge B(Q2) zu grofl
sind.
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e Weiterhin bemerken wir, dass jede Sigma-Algebra 2 auch ein Ring ist. Denn mit 2 € 2
ist auch ) = Q¢ € ; fiir A, B € A setzen wir A; := A, Ay := B und A, := 0, fiir alle
n > 2. Dann ist (A4,)52; eine Folge in 2, und deshalb ist auch AU B = |J_, 4, € 2.

n=1

Schliefflich sind mit A, B € 2 auch A¢, B¢ € . Dann ist auch A°U B € 2 und somit auch
A\B = ANB° = [A°UB]" € «A. (VL51)

Lemma VI.13. Jeder (endliche, abzdhlbare oder auch iiberabzihlbare) Durchschnitt von
Sigma-Algebren ist wieder eine Sigma-Algebra.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachpriifen der Eigenschaften (VI.48)—(VI.50). O
Ist nun & C P(Q) ein System von Teilmengen von (2, so setzen wir
A(E) = ﬂ {Q[ CP(Q) ‘ ADE, Aist eine Sigma—Algebra} : (VI.52)

Dieser Durchschnitt ist nicht leer, denn 3(£2) ist selbst eine Sigma-Algebra, die £ enthélt. Nach
Lemma VI.13 ist A(E) wieder eine Sigma-Algebra, und nach Konstruktion ist sie die kleinste
Sigma-Algebra, die £ enthélt.

Definition VI.14.
(i) Zu & CP(NQ) heifit A(E) die von & erzeugte Sigma-Algebra.
(i) Fiir Q = R¢ heifit die von den Quadern Q4 bzw. den Figuren g4 erzeugte Sigma-Algebra
die Sigma-Algebra der Borelmengen,

SBd = Ql(ﬂd) == Ql(%d) (VI53)

Wir bemerken, dass, wenn 2 bereits eine Sigma-Algebra ist, die von 2A erzeugte Sigma-Algebra
mit 2 iibereinstimmt. Insbesondere ist

ARAE)) = AE), (VI.54)
fiir jedes £ C P(9).

Satz VI.15. Seien O, C B(R?) die offenen, Cq C P(R?) die abgeschlossenen und Ky C R (RY)
die kompakten Mengen in R?. Die von ihnen erzeugten Sigma-Algebren stimmen alle mit den
Borelmengen iiberein,

By = AO,) = AC) = AK). (VL55)

Beweis. In R? ist eine Menge genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist;
das ist die Aussage des Satzes von Heine-Borel. Also ist Ky C C4, und deshalb auch 2A(K,) C
2(C,). Sind umgekehrt A € Cy eine abgeschlossene Menge und B, € K4 die abgeschlossene
Kugel in R um den Ursprung und mit Radius » € R*, so sind auch A4, := AN B, € K, fiir
alle n € IN, und

A = GAn e AK,). (VL56)

n=1
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Also ist Cqy € A(Ky), und somit gilt nach (VI.54))
AKg) C ACy) C A(AK,) C A(Ky). (VL.57)

Also ist A(Kq) = A(Cy).

Ist A € C4 abgeschlossen, so ist A° € Oy offen. Weil 4(Oy4) mit A¢ auch dessen Komplement
A enthalt, folgt also, dass Cy C A(O,), was nach (VI.54) wiederum 2A(C4) C A(Oy) nach sich
zieht. Dasselbe Argument liefert aber auch A(0y) C A(C,), und somit erhalten wir

Ay = AC) = AOy). (VL58)

Wir zeigen nun noch, dass By = A(0y). Seien dazu a,b € R? mit a < b, d.h. a; < by,...,aq4 <
bq. Zu n € IN definieren wir

A, = (a1+ b - ,bl) X - X (ad+ b = a4 , bd) i (VL.59)
2n 2n
Dann ist A, € Oy, fiir alle n € IN, und
[, b) = | A, € A0y). (VI.60)

n=1

Also ist Q4 C A(Oy), woraus abermals mit (VI.54) auch 24(Q,) C A(Oy) folgt.

Um die umgekehrte Inklusion 2(0;) C A(Q,) zu beweisen, betrachten wir eine offene Menge
A € Oy4. Da jeder Punkt x € A ein innerer Punkt ist, gibt es ein r(x) > 0, so dass B,(;)(r) C A.
Wir withlen nun p(z) € QT so, dass (2d)"'r(z) < p(z) < d~'r(z) und dann einen Punkt
y(z) € Q4, mit ||ly(z)—x|| < (4d)*r(x). Definieren wir nun noch ¢(z) € Q¢ durch ¢, () := p(z),
fir alle v = 1,...,d, so beobachten wir dass |z, — y,(z)| < &,(z) und somit dass

v € [y(x) —e(x), y(x) +e(x)) C Byw(z) C (VI.61)

Insbesondere ist

A= Yot € | @) —e@), y@) +el@) C A (V1.62)
z€A z€A
also
A = U [y(z) —e(z) , y(z) +e(x)). (VI.63)

Die Vereinigung auf der rechten Seite in (VI.63) ist abzéhlbar, denn die Menge der Quader
[y(z)—e(x) , y(z)+e(z)) € Qqist mit y(z),e(z) € Q% abzihlbar. Es folgt also, dass Oy C A(Qq)
und somit auch A(0;) C A(Q,) = B,. O

VI1.4. Das aul3ere Mal3

Wir fithren nun den auf Caratheodory zuriickgehenden Begriff des dufleren Mafles ein.
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Definition VI.16. Seien 2 eine Menge, R C PB(2) ein Ring und p : R — [0, o0] ein Pramal
auf R. Fiir Q € P(N) sei

WQ) = {(An)ii‘;l CR ’ QC QA” } (VL.64)

wobei (A,,)5°, C R eine Folge in R bezeichne. Das duflere Maf (beziiglich ) ist die Abbildung
p* o PB(Q) — [0, 00], die durch p*(Q) := oo, falls U(Q) = 0, und

p(Q) = inf {3 (A | (A3 € 4@}, (VL65)

falls L(Q) # 0, definiert ist.

Lemma VI.17. Seien Q2 eine Menge, R C *B(2) ein Ring und p : R — [0, 00| ein Prémaf auf
R. Fiir jede Familie {Q,}22, C Q von Teilmengen von 2 besitzt das zugehorige duflere Mafl
folgende Eigenschaften:

pt >0 , wu(0) =0, (VI.66)
Q1 CQ = p(Q1) <p(Q2), (VL.67)
i (U@) £ D i@, (VL6S)
n=1 n=1
Ist A € 1R, so gelten weiterhin noch
VQePQ): p(Q) = p(@QNA) + p(Q\A), (VL.69)
W) = u(A) (VL70)

Beweis.
Glg. (VL.66): Die Nichtnegativitéit von p* ist offensichtlich. Mit A,, := 0 ist (A4,,)5%, € U(0) und
deshalb 0 < p*(0) < 0.

Glg. (VI.67): Mit Q1 C Q2 ist U(Q1) 2 U(Q2) und daher p*(Q1) < p*(Qo).

Glg. (VL68): Seien (Q,,)22, eine Folge in P(N2) und Q := |J.~, Qy. Sei weiterhin ¢ > 0. Wir
konnen fiir alle n € IN annehmen, dass $(Q,,) # 0, denn anderenfalls ist die rechte Seite in
(VI.68) unendlich und (VI.68) somit giiltig. Nach Definition von p* gibt es dann zu jedem
Qn € B(Q) eine Folge (Anm)o_, € U(Q), so dass

VneN:  p'(Qu) = > p(Anm) — 27" (VL.71)
m=1

Da Qn C U;—; Anm, ist auch Q C .7, _; Anm, d-h., die (abzihlbare) Doppelfolge iiberdeckt
Q also (Apm)pe =1 € Q). Somit ist

pQ) < D u(Anm) < Y {u(@Qu)+e27) = e+ ) 1 (Q). (VL.72)
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Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, impliziert dies (VI.68).
Glg. (VI.69): Seien Q € P(Q2) und A € R. Setzen wir 1 := QN A, Q2 = Q \ A und
Q3 := Q4 := -+ : =0, so folgt aus (VI.66) und (VI.68), dass

Q) < H@QNA) + 1 (@) A) (VL73)

Es verbleibt also die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Dazu kénnen wir wieder $(Q) # 0
annehmen, denn anderenfalls gilt ©*(Q N A) + p*(Q \ A) < oo = p*(Q) trivialerweise. Ist also
(An)5e, € U(Q), dann beobachten wir zunéchst, dass pu(A,) = p(A, N A) + p(A4, \ A), weil p
ein Inhalt ist. Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir

D (A A) + ) u(A\A) = ) u(Ay). (VI.74)

Auflerdem sind (A, NA)2°, e QN A) und (4, \ A)>2, € U(Q \ A), daher sind

pw(QNA) ZMA NA) und p*(Q\ A) Z,uA \ A4), (VL.75)

n=1

woraus mit (VI.74)

H(QNA) + 1 (Q\4) Zu (VLT6)
fiir alle (A,)%2, € 4(Q) folgt. Also gilt auch
pQOA) + w(Q\A) < inf {Zu D= 1@, (VL)
Glg. (VL.70): Mit Ay := A und Ay := Ag := --- :== () ist (4,)°, € U(A), und deshalb ist
1(A) < p(A). (VL.78)

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, verwenden wir, dass p auf R ein Pramafl und
somit (-stetig ist. Wir wissen bereits, dass U(A) > (A,0,0,...) nicht leer ist. Seien also
(An)e, € U(A) beliebig und ¢ > 0. Wir setzen By := A\ (UnN:1 A,) € R und beobach-
ten, dass (By)%X—; € RN monoton absteigend ist und dass

N
p4) = p(anlJAn) + u(By) ZM ) + u(By). (VL79)

n=1

Mit N — oo ergibt dies insbesondere
Z“ ) + lim p(By). (VL.80)

Nun bemerken wir, dass By N\, 0, da A C U, A,. Weil p (-stetig ist, folgt damit, dass
limy o0 (By) = 0, und wir haben

wA) < 3 A, (Vis1)
n=1
fir alle (A,)>2, € U(A), was u(A) < p*(A) nach sich zieht. O
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Satz VI.18 (Caratheodory). Seien € eine Menge, )8 C B(2) ein Ring, p : | — [0, 00] ein
Pramaf auf S und p* : P(2) — [0, oo] das zugehorige duBere Maf. Dann ist

W= {ACP@) | VQEPQ): 1(Q) =p(@QNA)+ 1 (@Q\A)] (V1.82)
eine Sigma-Algebra, die R umfasst, also
R C AR) C A C P(Q). (VI.83)

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass 2A* eine Sigma-Algebra ist, denn nach (VI.69) ist ;8 C A*.
Weiterhin ist trivialerweise 2 € 2*, und auch die Implikation A € A* = A° € A* gilt trivial,
wenn wir  \ A = @ N A¢ beachten. Es ist also nur nachzuweisen, dass 21* unter abzéhlbaren
Vereinigungen abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir zunéchst A, B € 2*. Dann ist

pQ) = w(QNA) + p(QnAY (V1.84)
= p(QNANDB) + ' (QNA°NB)
+u (Q@NANB) + " (QNA°N B
= u(QNANB) + W (QNA°NB)
+u (Q@QNANB) + p(QN[AUBI).

Ersetzen wir in dieser Identitdt @ durch @ N [A U B, so fillt der letzte Term heraus, und die
anderen drei bleiben unverandert,

p(QN[AUB]) = p(QN[AUBINANB) + u (QN[AUB]N AN B)
+u (QN[AUBINAN B (VI.85)
= (QNANB) + W (QNA°NB) + p(QNANB).

Ersetzen wir die ersten 3 Terme auf der rechten Seite von (VI.84) durch die linke Seite von
(VIL.85), so erhalten wir

pi(Q) = p(@N[AUBI) + p(QNIAU BI), (VI.86)

also AU B € 2*. Sind nun A;, Ay € A* disjunkt, so sind A; N Ay = 0, A; N A = A; und
A$ N Ay = Ay, und aus (VI.85) folgt dann auBerdem, dass

p(Q@N[AIUA]) = p(Q@N A + p'(QNAy). (VL.87)

Durch Induktion iibertragen sich (VI.86) und (VI.87) sofort auf endlich viele Mengen:
Ist (A,)2,; C A* eine Folge paarweise disjunkter Mengen und

N 00
By = |JA, sowie A = []A4, (VI.88)
n=1 n=1
so folgt, dass By € 2* und
N
p(Q@NBy) = > p(QNA). (V1.89)

n=1

83



Wegen By C Aist Q \ By 2 @\ A und daher p*(Q \ By) > p*(Q \ A), was mit (VI.89) und

By € " zusammen

N
p(Q) = w(QNBy) + p(Q\By) > > p(QnNA,) + p(Q\A) (VI.90)
n=1
ergibt. Im Limes N — oo erhalten wir daraus
Q) = 3 p(@NA) + @\ 4) (VL91)
n=1

> p(QRNA) +p(Q\A) = p(Q),

wobei wir zusétzlich (VI.68) verwenden. Also muss tatsdchlich Gleichheit tiberall in (VI.91)
gelten, und es folgt, dass A € 2A*. ]

VI1.5. MaBe

Definition VI.19. Sei 2 eine Menge und 20 C PB(Q2) eine Sigma-Algebra. Eine Abbildung
p A — [0, 00] heift Mafl (auf 2):<

(i) w(@) = 0.
(ii) Die Abbildung p ist o-additiv, d. h., ist (

in 2, so gilt
m (U An> = ) (A, (V1.92)
n=1 n=1

Gibt es auflerdem eine Folge (A4,)32, in A mit u(A4,) < oo, fiir alle n € N, und A, ~ Q,
dh. A, C A,y und 2, A, =, so heiBit das MaB ;@ Sigma-endlich.

Ap)5e, eine Folge paarweise disjunkter Mengen

Ein Maf ist also ein Priamafl auf einer Sigma-Algebra. Wir kommen nun zum Hauptresultat
dieses Kapitels.

Satz VI.20. Seien Q2 eine Menge, R C P(Q) ein Ring und p : R — [0, 00] ein Pramaf auf

M. Dann definiert die Restriktion des dufleren Mafes p* : PB(2) — [0, oo] eine Fortsetzung

Ao 2A(R) — [0, 0], so dass also u‘% = p. Ist das Pramafl p
AR

Sigma-endlich, so ist d1e einzige Fortsetzung von u zu einem Mafl auf 2((R).

Beweis. Wie bereits in (VI.66) bemerkt, gilt ©*(0) = 0. Um zu zeigen, dass die Restriktion von
p* auf A(R) ein Mafl definiert, brauchen wir also nur die Sigma-Additivitdt von p* auf 2A(R)
nachzuweisen. Dazu beobachten wir, dass 2((9R) C *, nach Satz VI.18. Die Sigma-Additivitét
von p* erhalten wir aus (VI.91) sogar auf 2*, indem wir @) := A setzen,

p(A Z,u (ANA,) + p(A\A) Z,u (VI1.93)

n=1
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Zum Beweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung von p wiirden wir noch die Begriffe der Dynkin-
Systeme bzw. der monotonen Klassen benotigen. Aus Zeitmangel verzichten wir auf diese Kon-
struktion und verweisen den interessierten Leser auf die Biicher von Bauer [1] und von Lieb
und Loss [2].

O

Korollar VI.21. Das auf den Figuren §; definierte Pramaf3 11, hat eine eindeutige Fortsetzung
zu einem Sigma-endlichen Mafl auf B,, das Lebesgue-Borel-Maf}, das wir abermals mit j,
bezeichnen.

Definition VI.22. Sind ) eine Menge und 2f C P(Q2) eine Sigma-Algebra, so bezeichnet
man das Paar (Q,2() als Messraum oder messbaren Raum, und die Mengen in 2 heifilen
messbar. Ist weiterhin g : 2 — [0, 00] ein Ma$, so bezeichnet man das Tripel (2,2, 1) als
Mafiraum.

Insbesondere ist nach Korollar VI.21 das Tripel (R?, B, i14) ein Mafiraum.

Wir bemerken noch, dass sich das sogenannte Lebesque-Maf$ vom Lebesgue-Borel-Maf in einem
wichtigen Punkt unterscheidet: Ist A € 9B, eine messbare Menge mit Mafl Null, py(A) = 0,
so gilt wegen der Monotonie des dufieren MaBes auch y5;(A’) = 0, fiir jede Teilmenge A" C A.
Trotzdem muss A’ nicht notwendig messbar sein, und obwohl 0 ein natiirlicher Kandidat fiir
pa(A’) ist, wéire dann g(A’) nicht definiert. Diesen Nachteil kann man noch beseitigen, indem
man zu den Borelmengen noch die Mengen in 2* mit dusserem Mafl Null hinzufiigt. Genauer
gesagt definieren wir die Nullmengen durch

Ny = {A € A*(3a) ) 15 (A) = o} (VI.94)
und anschliefend die Sigma-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen durch
Sd = Q[(%d U‘ﬁd). (V195)

Da £; C 2A*(F4), kann man sich leicht {iberzeugen, dass das Lebesgue-Borel-Mafl auf 9B, in
eindeutiger Weise zum Lebesgue-Maf} auf £, fortgesetzt werden kann.

SchlieBlich stellt sich die Frage, ob 2A* C B(Q2) eine echte Teilmenge darstellt. Die Antwort
auf diese Frage héngt von 2, dem Ring R und dem darauf definierten Inhalt p ab. Ist etwa €2

abzahlbar, und enthalt R die Elemente von (2 als einelementige Mengen, so ist sofort A(R) =
PB(Q2) und somit auch A* = P(Q2). Fiir den Ring F; der Figuren mit Pramaf 14 gilt jedoch

A (Fa) # P(RY). (VL.96)

Die Konstruktion von Mengen in P(R?) \ A*(F,) ist allerdings anspruchsvoll, unintuitiv und
fithrt auf (scheinbar) paradoxe Sachverhalte. Eine interessante Diskussion dieser Mengen findet
man bei Oxtoby [3].

Satz VI.23. Das Lebesgue-MaB g : By — [0,00] besitzt die Eigenschaften der dufleren
Regularitiat und der inneren Regularitit, d.h. fiir jedes A € B, gilt

pa(A) = inf {pa(U) |U 2 A, U ist offen} (VL.97)
= sup {p(C) | C C A, C ist kompakt}. (VI.98)
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Beweis. Wir zeigen nur (VI1.97)), bemerken aber zuvor, dass R O A offen und () C A abge-
schlossen sind. Fiir pg(A) = oo gilt (VI.97) trivialerweise, sei also uq(A) < 0o. Da pg = 1|z,
wobei p* das zum Ring §, der Figuren gehorige dulere Maf notiert, gibt es geméf (VI.82) zu

jedem e > 0 eine Folge (A4,)5%, in §4, so dass

Ac Uy md ) = (Lnaan) e

(V1.99)

Jedes A, ist aber die Vereinigung endlich vieler halboffener und paarweise disjunkter Quader.

Daher gibt es Folgen (a;)$ ,, (b))%, in RY, mit ay, < by, so dass

A C U lag, br) und pg(A) > (Zud([ak,bk))) — .

Wihlen wir nun ¢ < a; so, dass

pa((ce,br)) < pa([an, be]) + €275,

SO ist
o0 o0
U = U Crybr) 2 U lar, br) 2 A

k=1 k=1

offen und

hal4) = (w {uaflend) —-2+}) -

— (iﬂd((ck,bk)))—zs > pg(U) — 2e.

Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt daraus (VI.97).
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VIl. Integration iiber Mal3e

VIl.1. Riemann-Integrabilitdit monotoner Funktionen

Zu Beginn dieses Kapitels beweisen wir zwei wichtige Lemmata iiber das Riemann-Integral
monotoner Funktionen auf R*. Dazu rufen wir in Erinnerung, dass, fiir a,b € R mit a < b, die
Menge der Partitionen des Intervalls (a, b) gegeben ist durch

o0

Pla,b] = U {(xo,xl,xg, Ce o TN) ) a=:2g< T < - <ITN_1 <IN = b}. (VIL.1)

N=1

Fiir eine beschrinkte Funktion F : [a,b] — R und P = (z,))_, € P[a, b] sind dann

I[F, P = Z(mn — Tp-1) sup {F(z)}, (VIL.2)
IIF,P] = Y (2n—anm1) inf  {F(x)}, (VIL3)

Tp—1<x<p

3
Il
—

und Obersumme und Untersumme berechnen sich aus

b b
/ F = inf Z[F,P] und / F = sup Z[F,P]. (VIL.4)
a PeP[a,b] a PePla,b]

Stimmen Ober- und Untersumme {iiberein, so heifit die beschriankte Funktion F : [a,0] — R
Riemann-integrierbar, F' € R|a, b], und die Obersumme heifit das Integral von F,

/a Playde = TF _ / e (VIL5)

Das uneigentliche Integral, fiir a« = —o00, b = oo oder unbeschrianktes F', ist durch einen geeig-
neten Grenzprozess definiert.

Wir wollen hier die spezielle Situation studieren, dass ' : R* — R{ monoton fallend ist. Dann
ist die Einschrinkung von F' auf [a, b] beschrénkt, fiir alle 0 < a < b < 0.

87



Lemma VIL1. Ist F : R* — R monoton fallend, so ist F' auf [a,b] Riemann-integrierbar,
fiir alle 0 < a < b < oco. Ist dariiber hinaus

b
Ir == sup / F(z)dr < oo, (VIL.6)

0<a<b<oo

so ist F' auch auf [0, c0) Riemann-integrierbar, und [ F(x) dx = Ip.

Beweis. Seien 0 < a < b < oo, dann ist F : [a,b] — [0, F'(a)] beschrinkt. Fiir P = (z,)Y_, €
Pla, b] sind

sup  {F(z)} = F(z,—1) und inf  {F(z)} = F(z,) (VILT)

Tp_1<x<zn Tn—1<x<Tp
Wiéhlen wir speziell z,, := a + (b — a), fiir n = 0,1,..., N, so folgt damit, dass

b

b
0 < / F- / F < T[F,P] — Z[F,P] (VILS)
b—a (5 - (b—a) [F(a) = F(b)
= (;F(xn_l) - ;F(mn)> = N — 0,
fir N — co. Somit ist F' auf [a,b] Riemann-integrabel. Da F' > 0, gilt auflerdem
b v
Vo<d <a<b<l: /F(x)dx < / F(z)dz. (VIL.9)
Dabher ist die Folge (Iy )%=, wobei
¢
L = / F(z)dz, (VIL10)
1/k

monoton wachsend in k£ und ¢, und es gilt

Ir = lim lim [, = lim lim [;,. (VIL.11)

k—00 £—00 L—00 k—00

]

Das néchste Lemma zeigt, dass fiir monotone Funktionen nicht nur die Riemann-Integrabilitét
leicht zu zeigen ist, sondern dass auch die Vertauschung des Integrals mit dem Grenzwert fiir
monotone Folgen monotoner Funktionen unproblematisch ist.

Lemma VII.2. Sei (F})2, eine monoton wachsende, punktweise konvergente Folge nichtne-
gativer, monoton fallender, Riemann-integrierbarer Funktionen auf R*, deren Integrale konver-
gieren, d.h. Fi, : RT — R besitze folgende Eigenschaften:

Vo<z<a <oco : Fi(zr) > Fp(a') > 0, (VIL.12)
VeeR" : Fulz) < Fep(z) < F(z) = lim Fi(z) < . (VIL.13)

k—o0

Dann gelten
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(i) Die Funktion F := limj_,o F) : RT — RJ ist genau dann Riemann-integrierbar auf R,

wenn
[e's)

lim Fi(z)dr < oo. (VIL.14)

k—o0 0

(ii) Gilt (VIL.14), so stimmen auch die Integrale iiberein,

o0

/000 F(z)dx = /OOO <lim Fk($)> dr = lim Fi(x) du. (VIL.15)

k—o0 k—o00 0

Beweis. Zunéachst stellen wir fest, dass mit £}, auch F' monoton fallend ist. Sind ndmlich 0 <
r <’ < oo, s0ist Fi(z) > Fj(2'), und deshalb gilt

F(x) = lim Fi(x) > lim Fi(2') = F(a2'). (VIL.16)

k—o00 k—o00

Daher ist F' : [a,b] — [0, F(a)], fiir 0 < a < b < oo, beschrinkt, monoton fallend und nach
Lemma VIIL.1 auch Riemann-integrabel. Wihlen wir wieder die Partition P = (z,,)Y_, € Pla, V]
mit , == a+ (b —a), fiir n =0,1,..., N, so folgt, fiir alle & € IN, dass

T b b
(JS/F—/fzSTWH—ﬂ%H

F(2n_1) — Fi(zn)} (VIL17)

_ b;[a (i{F% N Z{F“"" F m})

< (b=a) [F( )= Fb )] + (b—a) max {F(z,) — Fi(z,)}.

1<n<N

Ist nun € > 0, dann wéhlen wir erst N € IN so grof3, dass

¢=o)lF@=Fo] _ ¢ VILLS)
und anschlieend wahlen wir ky € IN so grof}, dass
Vkzk:  (b—a) max {F(r) ~ Fe.)} < % (VIL19)
Zu jedem € > 0 gibt es also ein kg € N, so dass
b b
Vk>ko: 0 < /aF_/aFk < e (VII.20)

Da Fj, < F auf [a,b], folgt aus (VII.20) insbesondere, dass F' auf [a, b] Riemann-integrabel ist
und dass

b b
/F(x)d:v = lim [ Fi(z)dx, (VIL.21)

k—oo [,
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fiir alle 0 < a < b < o0.
Existiert nun limy_, fooo Fi(z) dr < oo, so folgt aus (VII.21), dass

b 00
/ F(z)dr < lim Fi(z) dz, (VIL.22)
a k—00 0
fiir alle 0 < a < b < 00, also
o0 b o0
/ F(z)dx = sup / F(z)dx < lim Fi(z)dx < oo, (VIIL.23)
0 0<a<b<oo Jq k—oo Jo

und F ist auf Rt Riemann-integrabel. Ist umgekehrt F' ist auf R™ Riemann-integrabel, so folgt
sofort aus F), /' F, dass

lim Fi(z)de < / F(z)dr < oo (VIL.24)
k—oo Jo 0

und limy_, o fooo Fi.(x) dr < oo. Aus (VI1.23)—(VII1.24) ergibt sich unmittelbar die Aquivalenz (i)
und die Identitét (ii). O

VIl.2. Messbare Funktionen

Nach diesen vorbereitenden Lemmata iiber Riemann-Integrale monotoner Funktionen kommen
wir nun zur Definition des Messbarkeitsbegriffs.

Definition VIIL.3. Seien (©,2) und (2',2A") zwei Messrdume. Eine Abbildung f : Q —
heifit messbar :&
vA e fiA)ed (VIL.25)

Ist speziell (<, 2A) = (R,DB,), wobei wir vereinbaren, dass R = R U {~00,00} und B, =
A(B1 U {{—00},{oc}}), so heifit eine messbare Abbildung Q — R reell-messbar.

Wir werden in dieser Vorlesung nur reell-messbare Funktionen behandeln, es wird also stets
(0, 2') = (R,B,) sein. Das folgende, wichtige Lemma besagt, dass die Menge der reell-
messbaren Funktionen unter abziahlbaren Supremums- und Infimumsbildung, sowie den Limes
Superior und Limes Inferior abgeschlossen ist.

Lemma VIIL.4. Seien (2,2, 1) ein Mafraum und (f;)72; eine Folge reell-messbarer Funktio-
nen. Dann sind supy, fx, infy fi, limsup,, fx, liminfy fi, und, falls fiir alle w € 2 existent, auch

limy, f;. reell-messbar.

Beweis. Wir beweisen nur exemplarisch, dass f := sup,, f reell-messbar ist, und dazu schreiben
wir [71HA) ={w e Q|f(w) € A} = {f(w) € A} u. s. w. Fiir b € R ist

fH([~o0,b)) = {s%p frlw) <b} = ﬂ { fe(w) < b}. (VII.26)
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Da f; reell-messbar ist, ist {frx(w) < b} € A. Weil 2 unter Differenzbildung und abzéhlbarer
Durchschnittsbildung abgeschlossen ist, ist also auch f~!([—o0,b)) € 2. Somit ist auch

f_l([a,b)) = f_l([—oo,b)) \ f_l([—oo,a)) e A (VIL.27)

fir alle ¢ < b. Ebenso ist
F({oo}) = fH(10,00)) \ U £ (0.n)) € 2, (VII.28)

und analog f~!({—o0}) € 2. Wir definieren nun
¢ = {A € B(R) ‘ FHA) € 91} (VIL.29)

und erhalten also aus (VIL.27) und (VII.28), dass
QU {{oo}, {-x}} C €. (VIL.30)

Weiterhin beobachten wir, dass €; eine Sigma-Algebra ist, weil dies auf 2 zutrifft und das
Urbild f~! mit mengentheoretischen Operationen vertauscht. Da die halboffenen Intervalle £
zusammen mit {oo} und {—oo} die Sigma-Algebra 9, erzeugen, folgt also B; C ¢&;. O

Die Klasse der reell-messbaren Funktionen ist geniigend grof um alle erdenklichen Beispiele mit-
einzuschliefen — auch die meisten “pathologischen” Beispiele, wie etwa die Dirichlet-Funktion.
In der Tat ist die Konstruktion konkreter nicht-messbarer Funktionen genauso schwierig wie
etwa die Konstruktion von Mengen in B(R?) \ 2A*(Fa).

Wir wollen nun das Integral fiir nichtnegative Funktionen eines Mafiraums definieren.

Definition VIIL.5. Seien (€2, 2, 1) ein MaBraum und f : Q — [0, o] eine reell-messbare Funk-
tion. Fiir A > 0 definieren wir die Niveaumengen von f durch

A(f.A) = (N o)) = {we Q] flw) > A} (VIL31)
Nach Definition VIL.3 ist A(f,\) € A, und
F(f,0) = u(A(S,N) = pu[f~ (A 00))] (VIL32)
definiert eine Abbildung F(f, -) : R — [0, oc].

Offensichtlich ist F'(f, A) stets eine in A monoton fallende Funktion, denn fiir A < X ist (A, oo] D
(N, 00|, daher auch

A(fN) = F((od)) 2 FTH (VL o0l) = AL, (VIL33)

und somit

F(f,\) = u(A(£,N) = u(AfFN) = F(LN). (VIL34)

Nach Lemma VIL.1 ist dann F(f,-) auf [a,b] Riemann-integrabel, falls 0 < a < b < oo so
gewahlt sind, dass F(f,a) < co.
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Definition VIIL.6. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum.

(i) Eine reell-messbare Funktion f : Q — [0, 00] heifit (u-)integrabel, falls F(f,-) auf R
Riemann-integrabel ist. In diesem Fall heifit

/ f(w)du(w) = /00 F(f,\)dA (VIL.35)
Q 0

Integral von f.

(ii) Eine reell-messbare Funktion f : Q — R heifit (u-)integrabel, falls f, := max{f,0} und
f- := max{—f,0} jeweils p-integrabel sind. Das Integral von f ist dann definiert durch

| r@aue) = [ fo@du) = [ £ due (VIL36)

(iii) Eine komplexe Funktion f : Q@ — C heifit messbar, falls Re{f} und Im{f} jeweils
reell-messbar sind. Sind dartiber hinaus Re{f} und Im{f} jeweils u-integrabel, so ist f
(u-)integrabel, und ihr Integral ist definiert durch

/Qf(w)dMOU) = /kaﬁf(w)}duOU)-+ ijglnuj(w>}du«u» (VI1.37)

Bemerkungen und Beispiele.

e Sind M € 2 eine messbare Menge eines Mafiraums (2,2, 1) und

1 falls we M,
1y(w) =1we M| = { 0 falls w¢ M (VII.38)
so ist, fiir n > 0,
0, falls n>1,
Ay, N) = {weQ|1yw) >n} = { M. falls g< n<1 (VIL.39)
Somit erhalten wir
F(1y,A) = p(M)-1[0 <n <1] (VIL.40)
und
/ Ll dp(w) = p(M). (VILAI)
Q

e Insbesondere folgt aus (VIL41), mit M = {w € Q]| f(w) > A}, wobei A > 0 und f
messbar sind, dass

[ A7) > Ndute) = u({1(@) > ) = F(). (VIL42)
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e Zur Rechtfertigung von (VIL.35) dient folgende formale “Herleitung”, die eine niitzliche
Merkhilfe (aber auch nicht mehr als das) darstellt:

| renan = | OO( / 1[f<w>>A]du<w>) A
= [ ([ > i) aute)
_ /Q ( /Of(w)dx) du(w) = /Q F@)dp(w).  (VIL43)

(Problematisch ist in (VIL.43) die Vertauschung der Integrationen, d.h. die zweite Glei-
chung.)

VIl.3. Die Konvergenzsitze

Der grofie Vorteil der Definition VII.6 liegt aber in der Miihelosigkeit, mit der wir mit ihrer Hilfe
die Konvergenzsdtze beweisen konnen. Das ist der Gegenstand der folgenden Untersuchungen.
Dafiir definieren wir noch zuvor den Begriff “fast {iberall”.

Definition VIIL.7. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Eine Eigenschaft £ : Q — {w, f} (w = wahr, f
= falsch) gilt p-fast iiberall ;<

ENf)eA und p(EN(Sf) =0, (VI1.44)

d.h., die Menge, auf der &£ nicht gilt, hat Mafl Null.
Wir kommen zum ersten Konvergenzsatz.

Satz VII.8 (Monotone Konvergenz). Seien (£2,%2, ) ein Maraum und (fx)?2; eine monoton
steigende Folge nichtnegativer, p-integrabler Funktionen, d.h., fi : Q — [0, 00], fr < frs1, und
Jo fo(w) dpu(w) < oo, fiir alle k € IN. Dann ist f := limy, fi = sup, fi reell-messbar und genau
dann p-integrabel, wenn

Jim [ fi(w) dp(w) < oo, (VIL.45)
— 00 0
und in diesem Fall gilt
[ 1@ dut) = fin [ fiw)dnto). (VIL46)
Q —Ja

Beweis. Die Reell-Messbarkeit von f haben wir bereits in Lemma VII.4 bewiesen. Sei nun
A > 0. Aus der Monotonie von (f)52, folgt sofort, dass {fr > A} C {frs1 > A} C {f > A}
und daher

G {fi>2r € {f>A}. (VIL.47)
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Sei andererseits w € {f > A}, was gleichwertig ist mit sup, fix(w) > A. Dann gibt es aber ein
ky = ko(w) € N, so dass fi,(w) > A, und damit w € {fy, > A}. Also ist auch umgekehrt
{f > A} CUpe {fx > A}, und somit gilt

{f>A = G{fk > A} (VIL48)

Definieren wir nun By := {f; > A} und, fiir alle k£ > 2,

B, = {fk > )\} \ {fk—l > )\}, (VII49)

so ist (By)p2, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2 mit | J;—, By = {f > A}, und es gilt

F(fi N = n({fi>A) = #(QBJ'>7 (VIL50)

F(f, \) = u({f>)\}> - u(DBj). (VIL51)

Aus der Sigma-Additivitdt von p folgt dann, dass

Fi\) = F(fi Zu b Zu (f, 0 = FO),  (VIL52)

fiir & — oo. Damit ist (F)?2; eine monoton steigende Folge nichtnegativer, monoton fallender
Funktionen auf Rt mit punktweisen Limes F' = limy, F},. Im Fall, dass F' < oo auf R*, folgt nun
die Behauptung direkt aus Lemma VII.2. Gibt es umgekehrt ein Ay > 0, so dass F'()\g) = oo,
so sind beide Seiten der behaupteten Gleichung (VII.46)) unendlich, und die Behauptung gilt
trivialerweise. O]

Lemma VIIL.9 (Lemma von Fatou). Seien (£2, 2, ) ein Mafiraum und ( f;)?2; eine Folge nicht-
negativer, p-integrabler Funktionen, d.h., f : @ — [0,00] und [, fi(w) dpu(w) < oo, fiir alle
k € IN. Ist dariiber hinaus lim infj,_, o, fQ fr(w) dp(w) < oo, so ist f := liminfy f; reell-messbar,
p-integrabel, und es gilt

hgninf/fk ) dp(w /f ) dp(w (VIL.53)
—00
Beweis. Definieren wir fi,(w) = inf;> [i(w), so ist (f1)$2, eine monoton steigende Folge

reell-messbarer Funktionen mit limy o0 fr(w) = liminf, o fe(w) = f(w). AuBerdem ist f
p-integrabel, da fr < fi. Nach Satz VII.8 der monotonen Konvergenz gilt deshalb

[r@ ) = jim [ i) = tminf [ o) dute
< hmmf/fk ) du(w), (VIL.54)

wobei letztere Ungleichung abermals aus fi, < fy folgt. ]
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Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Sétze der Analysis, dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz!.

Satz VII.10 (Majorisierte Konvergenz). Seien (€2, 1) ein MaBraum und (fx)?2; eine punkt-
weise, p-fast iiberall konvergente Folge komplexer, u-integrabler Funktionen, die durch eine -
integrable Funktion ¢ : Q — [0, co] majorisiert wird, d.h. fx : Q@ — C, f(w) := limy, fx(w) € C,
p-fast iiberall, |fi| < g, fiir alle £ € N, und [, g(w) dp(w) < co. Setzen wir f(w) := 0, falls
fr(w) divergiert, so ist f p-integrabel, und es gilt

| s@dne) = Jim [ i) duo) (VIL55)

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir nichtnegative f; zu zeigen, denn wir kénnen stets f, =
(Refir)+ — (Refr)— +i(Imfy)+ —i(Imfy)_ zerlegen, wobei jeder der vier Terme auf der rechten
Seite aus einer nichtnegativen Funktion resultiert.

Sei also fr nichtnegativ, konvergent, f, — f, pu-fast iiberall, und majorisiert durch g, d. h. 0 <
fr < g, und sei f(w) := 0, falls fi(w) divergiert. Wir wenden das Lemma von Fatou auf (fx)?2,
und f := liminfy, f;, an. Dann ist f(w) = f(w), falls fx(w) konvergiert, und f(w) > 0 = f(w),
falls fi(w) divergiert. In jedem Fall ist 0 < f < f, f und f sind reell-messbar und p-integrabel,
und es gilt

/ Fw) dp(w / J(@)dp(w) < limint / Fiu(w) dp(w (VIL56)

Anschlielend bemerken wir, dass (g— fx)52; genau wie (fx)52; die Voraussetzungen des Lemmas
von Fatou erfiillt. Wir wenden letzteres mit g — f = liminf(g — fx) = g — limsup,, fr an,
beachten die Linearitéit (VII.65) des Integrals (fiir deren Beweis wir zwar den Satz VIL.8 iiber
die monotone Konvergenz brauchen, aber nicht die hier zu beweisende majorisierte Konvergenz)
und erhalten erhalten wir

/Qf(w)du(w) = /QQ(W)dM(W) - /Q{g(w—f(W)}du(w)

> [ g)dut) = timint [ {ow) = i)} dute)

= limsup/ﬂfk(w)d,u(w). (VIL57)

k—o0

Da f;, pu-fast iiberall konvergiert, stimmen f und f bis auf eine Menge vom Maf Null iiberein,
d.h. fiir alle A > 0 gilt

u[{w € Q| f(w) > )\}} = u[{w €Q| f(w) > )\}], (VIL.58)
und nach der Definition des Integrals ist daher auch

/ Fw) dp(w / Fw) dp(w (VIL59)

Somit miissen lim inf_, [, fi(w) dp(w) und limsupy_, o [o, fe(w) dp(w) mit [, f(w) dp(w) tiber-
einstimmen. Dies impliziert aber die Konvergenz von [, fi(w) du(w) gegen [, f(w)du(w). O

Lengl.: dominated convergence
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VIl.4. Eigenschaften des Integrals

Es gibt verschiedene Wege zur Einfilhrung des Integrals [, f(w) du(w) einer reell-messbaren
Funktion f : Q — R, der hier vorgestellte folgt [2]. Ein anderer Weg zum Integral fiihrt iiber
Treppenfunktionen, d.h. Funktionen, die auf €2 nur endlich viele Werte annehmen. Das folgende
Lemma zeigt, dass sich in der Tat jede (nichtnegative) messbare Funktion als (monotoner)
Limes von Treppenfunktionen darstellen lasst.

Lemma VII.11. Seien (€2, 2() ein messbarer Raum und f : Q — [0, oo] reell-messbar. Dann gibt
es eine Folge (f1,)32, reell-messbarer Funktionen f7, : @ — R mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Zu jedem L € IN gibt es nichtnegative Zahlen a%),ag), - ,af%) € Ry und paarweise
disjunkte Mengen A(Ll), A(L2), o ,A(LG) € 2, so dass
1 2 22L
fo = aé) 1A(L1) + OéE:) lA(Lz) + ...+ Oé(L )].A(ngL). (VH.60)

Funktionen dieser Form heiflen Treppenfunktionen.

(il) Fur alle w € Q gilt fr(w) < fry1(w) 7 f(w), im Limes L — oo.

Beweis. Fur L € N setzen wir

frw) = ) <£2_L1> 1 [6221 < flw) < zﬁL +28 1 f(w) > 25]. (VIL61)
/=1

Dann ist f;, offensichtlich eine Treppenfunktion und es gilt f;, < f.

Seien w € € so0, dass f(w) < ocound k € N und 7 € {0,1} so, dass 272712k —7—1) < f(w) <
271712k — 7). Dann ist f(w) < 27"k und somit

kE—1 k—3(1+7) 2k —17—1

fL(W) < oL < oL = T = fL_H(LO). (VH62)

Da offensichtlich fr(w) = 2L <2 = f; 1 (w) gilt, falls f(w) = oo, folgt, dass
fo < fr (VIL.63)

Ist f(w) = oo, so ist fr(w) = 2¥ A oo, fiir L — oo. Ist hingegen f(w) < oo, so gilt fiir
L > log,[f(w)], dass
fiw) € flw) < folw)+27", (VIL64)

und somit gilt auch in diesem Fall f;(w) 7 f(w). ]

Satz VII.12. Sei (2,2, 1) ein MaBraum.

(i) Ist f: Q — C eine messbare Funktion, dann ist auch |f] : @ — Ry reell-messbar. f ist
genau dann p-integrabel, wenn |f| p-integrabel ist.
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(ii) Sind f,g:Q — C p-integrabel und « € C, so ist auch f + ag : Q — C p-integrabel, und
es gilt

/Q (f +ag)(w / f(w)dp(w) +a / g(w) dp(w). (VIL65)

Beweis. Wir beweisen nur (ii) und auch dies nur fir « = 1 und fiir f,g : Q@ — RJ. Dazu
beweisen wir (ii) zunéchst fiir zwei Treppenfunktionen

M N
= ala, §:= > Bilp, (VIL66)
i=1 j=1

mit ay,...,an, B, ..., 0y € Rg und Ay, ..., Ay, By, ..., By € A mit u(A;), p(B;) < oo und
A, N A, = ByN By, = (), fiir & # . Aus technischen Griinden definieren wir A := Uf\il A,
B = Uj\;l B;, Ay =B\ A, By:=A\ B und o := ff := 0. Setzen wir

Vie Zé\/[, j € Zév . Q5 1= Oy, 51'7]‘ = 5j (VIIG?)
und Cj; := A; N By, so sind auch die Mengen C;; € 2 paarweise disjunkt, und es gelten

_ M N M N
- ZZ%I% g = ZZﬁi,jloﬁ, (VIL.68)

i=0 j=0 i=0 j=0

33

=0

und
N

(v + Bij) (VIL.69)
=0

%z
.

Beachte nun, dass

,u({w €| flw) > A}) - ,,L({w €0 ‘ S il (W) > A})

- Z Z L[ai; > Al - p(Cyj). (VIL.70)

Also ist

- iiﬂ(%)(/jj CM) = iiai,j-u(cﬁ). (VIL71)

Genauso folgen o o
[ i@ = 33 5, (VILT2)
/Q(erg)( )dp(w) = ZZ(ai,ﬁﬁi,j)u(Oij), (VIL73)
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und daher auch
/Q(f+§)(W) dp(w) = /Qf(w) dp(w) + /Qg(w) dp(w). (VILT4)

Sind nun f,g : Q — RJ beliebige, p-integrable Funktionen, so gibt es gemif Lemma VII.11
Folgen (f1)72, und (g¢)7>, von Treppenfunktionen mit f;, 7 f und g, 7 g, p-fast iiberall.
Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz und mit (VIL.74) folgt somit, dass

L—oo

= Lli_}rglo{/QfL(W)dﬂ(w) + /QgLW)dM(w)}

= [ f)dute) + [ gt dute). (VILT)

[+ a@ane = Jin { [ g+ o o}

]

Der nun folgende Satz zeigt, dass das Lebesgue-Integral auf R wirklich eine Verallgemeinerung
des Riemann-Integrals ist.

Satz VII.13. Ist f € R(R;R{) eine nichtnegative Riemann-integrable Funktion, so gibt es
eine reell-messbare und Lebesgue-integrable Funktion f : R — R{, die u;-fast iiberall mit f
auf R iibereinstimmt und fiir die gilt, dass

/ flx)dx = /f(x) dpy(x). (VIL.76)
N L,_/
Riemann-Integral Lebesgue-Integral

Beweis. Wir beweisen Satz VII.13 nur fiir den Fall, dass supp(f) C (a,b), fiir geeignete —oo <
a < b < oo gilt, d.h. dass f € R[a,b]. Dann gibt es zu jedem k € N eine Partition Py, € Pla, b]
von (a,b), so dass

- . ~ 1
I(f, Be) = L(f,Py) < + (VIL77)
Setzen wir P, := 161 U ﬁg U---u ﬁk, so gilt
- 1
[(fa Pk) - l(f? Pk) S E und Pk g PkJrla (VII?S)

fiir jedes k € IN. Wir schreiben nun P, =: {xg = a < 21 < -+ < xp < x141 = b} und bilden
nun zwei Funktionenfolgen auf [a,b) durch

fk = ZéLzl g, fk = Zl%:l Be 1o, (VH'79)

Q= Ming,  <o<e, {f(2)}, Be = max,, << {f(0)}, Q= [T, 1)
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Offensichtlich sind f;, und fx Treppenfunktionen, fiir die nach (VIL.71) Lebesgue-Integral und
Riemann-Integral iibereinstimmen; genauer gelten sogar

/Rfk(ﬂ?)dul(fl?) = Zazm(Qz) = Zae (e — 1) = L(f, P),  (VIL80)

/Rfk(fc) dp(x) = D Bem(Q) = D Be(wg—zy) = I(f B).  (VIL81)

Weiterhin sind

f@) = lim f(2) = supf,(2) < (o) (VIL82)
fl@) = Jim fi(e) = inf fi(z) > f(z), (VIL.83)

fir alle € [a,b). Nach Lemma VII.4 sind f und f auf R reell-messbar, und der Satz iiber
monotone Konvergenz sowie (VIL.77) und (VIL.80) implizieren, dass

[ = i { [ hwan) = mmign) = [ @i sy

k—o0

/R F@)dps(e) = nm{ /R fk<x>dm<x>} = lim I(f,B) = / aydr. (VILSS)

k—o0

Insbesondere ist

[ A7) = F@)} duato) = o (VILS6)
R

was wegen f— f>0auch f = f fast iiberall nach sich zieht. Da f < f < F, gilt somit auch
f = f fast iiberall. m
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Vill. ProduktmaBe und der Satz von
Fubini

VIil.1. Produkt-Sigma-Algebren

Definition VIII.1. Seien (Q;,2(;) und (2, 2s) zwei Messrdume.
(i) (€1 x Q)-Quader sind die Elemente des Mengensystems

Qi = {A1x Ay | Ay ey, Ay e} C P(U x D), (VIIL1)
(ii) Die von den € x Qo-Quadern erzeugte Sigma-Algebra in 2y x Qs heifit Produkt-Sigma-
Algebra,
Ay @ Ay 1= A(Q ). (VIIL2)
(iii) Fiir 1 € Q; und z5 € €25 sind die kanonischen Projektionen
P2 B2 x Q) — P(Qy), (VIIL.3)
Pyt B x Q) — P(Qy), (VIIL.4)
durch
PP(A) = {z e (z,22) € A}, (VIIL5)
Py (A) = {yeQ| (x1,y) € A} (VIIL6)
definiert.

Wir bemerken, dass die Abbildungen P;? und Py* wegen P2 (A; x€s) = Ay und Py* (Q X Ay) =
A, surjektiv sind. Das néchste Lemma zeigt, dass die Einschrénkungen von Pj? und Py* auf
2A; ® Ay auf Ay bzw. Ay abbilden (und natiirlich wieder Surjektionen sind).

Lemma VIII.2. Sind (2;,2;) und (9, %As) zwei Messrdume und x; € €y, x9 € )y, so gilt
P{BQ : 911 & ng — Q[l, (VIII?)
P;l : 911 & ng — 9[2. (VIIIS)
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Beweis. Wir zeigen nur (VIIL7), fixieren dazu z5 € s, bezeichnen P = P/* und betrachten
das Urbild

PIRL) = {ACQ ®Q | P(A) € Ay} (VIIL9)
Dann ist P~1(2l;) eine Sigma-Algebra, denn
U xQ = PHQY) € PR, (VIIL.10)
P4 = [P, (VIIL.11)
p! ( U An> = JP A, (VIIL12)
n=1 n=1

(Tatséchlich ist das Urbild einer Sigma-Algebra unter jeder Abbildung stets selbst eine Sigma-
Algebra, also auch P~1(2l;).) AuBerdem ist, mit A; € 2; und Ay € Ay,

. Al, falls ’yEAQ,
P(Al XAQ) = { @7 falls y¢A2 } 6911. (V11113)

Daher ist Q55 C P~1(2l;), und somit gilt
A @A = A € AP (A)] = PHA). (VIIL.14)

]

Korollar VIIIL.3. Sind (21,2() und (€, 2A5) zwei Messrdume, f : € x Qy — [0, 00| beziiglich
Ay ® Ay reell-messbar und z1 € Qq, x5 € {25, so sind auch

20 Q= (0,00, wy = flwr,xe), (VIIL.15)
5t Qo = [0,00] , we > f(T1,we), (VIII.16)

beziiglich 2; bzw. 2, reell-messbar.

Beweis. Wir zeigen nur (VIII.15) und fixieren dazu x5 =: y € Qp und B € B; mit B C [0, oo].
Dann ist das Urbild von B unter der Abbildung f{ gegeben durch

(OB = {wi €| flw,y) € B} (VIIL17)
= {wi e | (wy) € B} = PI((B)).

Mit B € B; und der Messbarkeit von f sind f~![B] € 2l; ® 2, und nach Lemma VIII.2 auch
(f1)~'B] = PY(f7'[B]) € 2. O

VIIl.2. Das Produkt zweier MaBe

Satz VIII.4. Seien (€,%A;, 1) und (9, %As, po) zwei Sigma-endliche Mafrdume. Fir A €
A; ® Ay seien
mi(wr) = p2[Ps'(A)] und mo(ws) = i [Pr2(A)]. (VIIIL.18)
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(i) Dann sind my : Q1 — [0, 00] und mg : Qy — [0, 00| reell-messbar, und es gilt

g my(wy) dpg(wy) = ., ma(wa) dpia(ws). (VIIL.19)

(i) p1 ® pg: A @Ay — [0, 00|, definiert durch

(111 ® p2)[A] = my(wr) dpa (wr), (VIIL.20)

951

ist ein Sigma-endliches Maf} auf 2; ® 2s.

Beweis. Nach Lemma VIII.2 sind m; und ms reell-messbar.

(a) Wir zeigen, dass durch (VIIL.20) ein Mafl auf 2; ® 2y definiert wird. Offensichtlich ist
(111 ® p2)(0) = 0. Sei nun (AM™)22, eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2; ® 2. Dann
ist (Pg“1 (A(”)))Zo:1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2y, fiir jedes w; € €. Wir setzen
nun

m{ (W) = pe[Ps(A™)], (VIIL.21)

My(w) = pma[Ps*(A)],  wobei A:=[JA". (VIII.22)

n=1

Weil o Sigma-additiv ist, gilt

Mi(w) = M2[P£”1(QA("))] = MQLQP;”(A("))}
= Z“?[P PAM)] = Zml w), (VIIL23)

und monotone Konvergenz impliziert

(1 @ p2)[A] = My (wy) dpe(wn) Z w1 ) dpea (wn) Z 1 & M2 ]
n=1

Q1
(VIIIL.24)
Also ist g1 ® uo auch Sigma-additiv und somit ein Maf.

(b) Wir bemerken, dass fiir A; € 2, Ay € A
po [Py (Ar X Ag)] = 14, (w1) - p2[As], (VIIL.25)

gemdfl (VIIL.13). Also ist

(11 ® i) (As x Ag) = ( / 1A1<wl>du<wl>) el = Al m[A. (VIIL26)

102



(c) Wir zeigen, dass 3 ® pe Sigma-endlich ist. Weil p; Sigma-endlich ist, fir i = 1,2, gibt
es Folgen (A,Ek))zozl € ()N, mit p; (Agk)) < oo und Agk) - Az(kﬂ), fir alle £ € N, so dass
Q; = Uiil A('k)
Also ist (Agk) AP ) € (2A; @A)N mit (py ® o) [A A(k)} = 11 [AP] - 1,[AP] < 00 und
AW e AR ARTD A(k+1 fiir alle k € IN, so dass ; x Qy = |, AR AP
(d) Genau wie in (a), (b) und (c) zeigt man, dass

(ulfé/mg)[fl] = mo(ws) dps(ws), mit  mo(ws) = [Py2(A4)], (VIIL.27)

Qo

ein Sigma-endliches Mafl auf 2; ® 25 definiert und dass

(m/@—//w)[z‘h x Ag] = p[Ai] - palAs] (VIIL.28)
fir A1 € Qll und A2 € Q[Q gllt
(e) Sei
Fio = {(]1U"'UQN

q; € 2172, Vi<j: qnN q; = @} (VHIQg)

das System aller endlichen Vereinigungen von paarweise disjunkten (£ x Q5)-Quadern. Dann ist
Fi2 ein Ring - analog zum Ring der Figuren F; (endliche Vereinigungen halboffener Quader).

Weil p; ® ug und 5 ® 2 Slgma—addltlv und somit insbesondere endlich additiv - sind, gilt

fir A = U ) X Aj U) e Fi,2, mit A A(j € 1, 5 paarweise disjunkt, dass
(@ p)[A] = Y [AY] wa[AT] = (@ o) (A (VITL.30)

Also sind 1 ® iz und 1 @ g zwei Sigma-endliche MaBe auf 2; ® 2y = A(F,), die auf dem
Ring F; o iibereinstimmen. Nach Satz VI.20 gilt deshalb

e~

1 @ po = 1 Q po. (VIIL.31)

[]

Satz VIIL.5. Seien (2,21, 1) und (2, 2As, po) zwei Sigma-endliche Mafiraume und f : € x
Qy — [0, 0] eine reell-messbare Funktion bzgl. (21 x 2,2 ® 2y). Dann ist

/Q ) dn @ )] < o0 (VTIL32)
= g ( g flwr,wo) dﬂz(wz))dﬂl(wl) < 0

— ( f(wl,m)dm(wn)dm(wz) < oo,
Qo (951

103



und in diesem Fall gilt
/ fwr,we) d(pn @ pio)(wr, w2) = / ( f(wr, wa) dug(w2)>du1(w1)
Q1 %02 951 Qo
_ /Q ( [ feren) dul(w1)>du2(a}2). (VIIL33)

Beweis. Wir verwenden die Notationen von Korollar VIII.3 und Satz VIII.4. Sei A € A; ® 2s.
Dann ist fiir festes y € Qg die Abbildung (14)Y : wy +— 14wy, y] reell-messbar. Weiterhin ist

{wi € Y| Lafwi,y] > A} = {w1 € Q1| (w,y) € A} = PY(A), (VIIIL.34)

fiir 0 < A < 1, und fiir A > 1 ist die linke Seite von (VIIL.34) leer. Damit ist auch

/Q 1alwy,y] dug(wr) = /0 ,ul[{wl e ‘ 14w,y > )\}} d\
= m[P/(A)] = may). (VIIL35)

Also ist

/Q2 (/91 Lafwr, wo] dﬂl(wl)>dﬂz(w2) = mo(w1) dpa(ws) = (1 ® po)[A].  (VIIL36)

1951

Genauso folgt
/Ql ( /Q Lafwr, ] d/‘2(w2)>dﬂl (w1) = (1 @ pa)[Al, (VIIL37)

und wir erhalten damit (VIIL.32) und (VIIL.33) fiir f = 14, d.h.

/ 1A(wl, (A)Q) d(,u1 X ,LLQ) [wl, (A)g] (VIII38)
Ql XQQ

- [ (/ L) i) ) dpo)
_ /Q 2 ( /Q L) dul(w1)>du2(w2),

mit dem Versténdnis, dass mit einem auch die jeweils beiden anderen Terme unendlich sind.

Als Néchstes betrachten wir eine Treppenfunktion f = Zle ay1la,, wobeiay, > 0und Ay € A1 ®
2, paarweise disjunkt sind. Letzteres impliziert, dass auch P{[A,] € 2; ebenso wie Py[A,] € Ay
fiir feste y € s bzw. x € Qy paarweise disjunkt sind. Daher iibertrégt sich (VIII.38) auf f,
und (VIII.32) und (VIIL.33) gelten fiir jede Treppenfunktion.

SchlieBlich gibt es fiir jede reell-messbare Funktion f : 21 x€s — [0, 0o eine monoton wachsende
Folge (f,.)22; von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert, f, ,* f (mit dem
Verstéandnis, dass lim,, e fn(wi,wa) = oo, falls f(wi,ws) = 00). Der Satz iiber monotone
Konvergenz liefert dann die Behauptung im allgemeinen Fall. ]
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Durch vollsténdige Induktion lédsst sich Satz VIII.4 leicht auf das Produkt endlich vieler Sigma-
endlicher Mafle verallgemeinern.

Satz VIII.6. Seien (€, 2, ;) Sigma-endliche Mafiriume, fiir i € NV, Ist 7 € S,, eine Permu-
tation, so definieren wir

Vit x Qo x - x Oy = Qra) X Qra) X - X Qe
(wl,wg, . ,wN) — (ww(l),wﬂ(g), o ,wﬂ(N)). (VIII.39)
Es gilt
(' o ((Ml ®M2) ®M3> DI > QUN = (((Mwu) ®Mw(2)) ®,u7r(3)> ® - ®M7r(N)) oV,. (VIII.40)
Dieser Satz berechtigt uns zu folgender Definition.

Definition VIIL.7. Seien (;,2l;, i;) Sigma-endliche Mafiriume, fiir i € INY. Dann wird, mit

Wome oAy = (o (en) o) e olAy)
= A({A x4y x o x Ay | A e }) (VITIA41)
d
. u1®u2®~--®w::(---((m@ug)@ug)®---®MN), (VIIT.42)

(U x- xQu, AR RUN, 11 @+ - @ ) zu einem Sigma-endlichen Mafiraum. 2 ® - - - @Ay
und 1 ® - - - ® uy bezeichnet man als Produkt-Sigma-Algebra bzw. Produktmaf.

Satz VIIL.8 (Fubini). Seien (Q;,2l;, u;) Sigma-endliche Mafridume, fiir i € NY, und f : ; x
Qy X -+ x Qn — C eine messbare Funktion bzgl. () x ... x Qy, A1 ® ... Ay).

(i) fist gy ®---® py-integrabel genau dann, wenn es eine Permutation x € Sy gibt, so dass

/QK(N) . (/QW) (/Qm) ‘f(wh . ,wN)‘ dpt (1) (w,{(l))) djt(2) (%(2)))

- dppgy (wagy) < 00 (VIIL43)

(ii) Gilt (VIIL.43), so stimmt das p; ®- - - @ py-Integral von f mit der linken Seite in (VIII.43)
iiberein, und es gilt sogar

/ f(wla'--awN)d(,ul®"'®,UN)(W17'--7WN)
QX XQn

= Jo. <f9,7(2> (fg,rm flwrs - wn) dinq) (wwu))) djin(2) (ww@)))

tee duW(N) (wﬂ(N)) (VHI.44)

fiir jede Permutation m € Sy.
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Beweis. Induktion in N und Anwendung von Satz VIIIL.5 O

Definition VIIL.9. Wir schreiben nun im Folgenden
dpy(z) =: dz,  dpg(z) =: dz, (VIIL.45)

fiir das Lebesgue-Maf}, und wir definieren
LP(Q,dp) == {f Q= C ‘ f ist A-messbar und | f|? ist u—integrabel}, (VIII.46)

wobei 1 < p < oo und (£, 2!, 1) ein Mafiraum sind. Insbesondere ist L'(€,2l, i) die Menge der
p-integrablen, komplexwertigen Funktionen.

Korollar VIII.10. Seien d € N und f : R? — C eine By = By ® By ® --- ® Bi-messbare
Funktion. Sei pg : By — Rd das Lebesgue-Borel-Maf.

(i) f ist pg-integrabel genau dann, wenn es eine Permutation x € Sy gibt, so dass

/]R- . (/R </R ‘f(xl, . ,xd) ‘ dx,{(l)) dxﬁ(g)) - dxyyg) < 00. (VIIL.47)

(i) Gilt (VIIL.47), so ist

" f(x) dlz = /]R (/R </]Rf(x1, . 7xd) dxﬂ(1)> d:pﬂ(g)) - dT (), (VIII.48)

fiir jede Permutation m € S;.
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IX. Die Transformationsformel

In diesem Kapitel untersuchen wir das Verhalten von Integralen in R? unter Koordinaten-
transformationen. Um diesen Begriff zu definieren, erinnern wir zunéchst an den Satz iiber
Umkehrfunktionen, der besagt, dass eine Abbildung ¢ € C*(U, V) lokal um yy = ¢(zg) € V
invertierbar ist, falls die Jacobideterminante von ¢ bei x( nicht verschwindet, det[J(xo)] # 0.
Damit ¢ eine Koordinatentransformation ist, fordert man zusétzlich globale Invertierbarkeit.

Definition IX.1. Seien U, V C R¢ offen und zusammenhiingend. Eine Abbildung ¢ € C*(U; V)
heift Koordinatentransformation : <=

(i) Fiir alle z € U ist det[Jy(x)] # 0, wobei Jy(x) = (9¢;(x)/0x;)¢,_, die Jacobimatrix von
¢ ist.

(ii) ¢ ist auf V invertierbar, d.h. es existiert eine Abbildung ¢ =1 € C*(V,U), so dass ¢ tog =
1y und ¢ o ¢_1 =1y.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis der folgenden Transformationsformel.

Satz IX.2. Seien U,V C R? offen und zusammenhingend und ¢ € C*(U; V) eine Koordina-
tentransformation. Ist f € L'(V,d%), so ist |det[J,(x)] |- (f o ¢) € LY(U,d%), und es gilt

/V fly)dly = / Fl6()] | det[Jy(2)]| 'z (IX.1)

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist d = 1, so reduziert sich (IX.1) zur bekannten Transformationsformel, die aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:
Seien U,V C R Intervalle und ¢ € C*(U, V) mit det[J,(z)] = ¢'(z) # 0, fiir alle z € U.
Weil ¢ stetig auf U ist, gilt ¢’ > 0 auf U oder es gilt ¢’ < 0 auf U. Damit ist ¢ jedoch
als streng monotone Funktion auch auf U invertierbar. Etwa fir ¢/ > 0, U = (a,b) und
V = (¢(a), (b)), mit a < b, ist dann

B(b) b do
dy = x)| — dz. :
[, fwa = [ ey (1X2)
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e Formel (IX.2) ist auch eine gute Merkhilfe fiir (IX.1), wenn man 22 mit | det[J4]| identi-
fiziert; Formel (IX.2) resultiert dann durch ”Erweitern mit da”: dy = %dz = ¢'dx.

e Fiir d > 1 folgt aus der Stetigkeit von det[Js] auf der offenen und zusammenhéngenden
Menge U C R¢, dass entweder

{V reU: det[Jy(z)] > 0} oder {V reU: det[Jy(z)] < 0} (IX.3)

gilt.
e Fiir d =2 ist mit U := R x (0,27), V := R*\ {(},0)7 | A € Rj} durch

r - Cos
= IX.4
¢(w) <7" - sin 90) .
die Transformation ¢ € C'(U;V) auf Polarkoordinaten definiert. Dabei sind

ot (371) . v ot + 73

, IX.5
Lo arccos <x1/\/x% + x%) (1%.5)
J, = 8;5: % . cosp —r-sing (IX.6)
¢ = s 88;’% ~ \sing r-cosy '
und deshalb
det[Jy](r, ) = 1. (IX.7)

e Mit Polarkoordinaten lésst sich das Integral der Normalverteilung berechnen:

/e—(l’?ﬂ%%)d?x = /6_($%+$§)d21‘ = /e_ﬂrdrd(p = 27T/ re ™ dr
R?2 1% U 0

= <277r> /000 (dir [e_TZDdT = . (IX.8)

) 1/2
/ e dr = (/ et e dy dmg) = 7. (IX.9)
R2

—00

Also ist

e Fiir d =3 ist mit U := R x (0,7) x (0,27), und V := R?\ (R{ x {0} x R) durch
r r-sind - cos
o v = r-sind - sing (IX.10)
% r-cosv
die Transformation ¢ € C*(U; V) auf Kugelkoordinaten definiert. Dabei sind
991 O¢é1 91
or oY e
Ts(r9, ) = | G2 G2 o2 (IX.11)

9¢3  0¢3  0¢3

or 09 oy

sind - cosp 7r-cosv-cosp —r-sind -sinp
= sind -sing 7r-cost-singp 7r-sind - cosp
cos v —r - sin 0
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und daraus folgt
det[Jy(r,d,¢] = r®-sind-cos®d-cos®p + r?-sin® ¥ - sin® p
+ 7% - sind - cos® ¥ - sin? p + % -sin® 9 - cos® @ (IX.12)

= 72 .sind (cos® ¥ + sin® V) (cos® p +sinp) = 7r?-sin¥.

Wir wenden uns als néichstes dem Beweis von Satz IX.2 zu. Zunachst beweisen wir dazu

Lemma IX.3. Sei A = A* = AT > 0 eine reelle, symmetrische, positiv definite d x d-Matrix,
A € Myxq(R). Dann ist

/Rd exp [— <$’AJJ>} dlz = (det[A])~V/2. (/_OO o= dx>d, (1X.13)

[e.9]

Beweis. Wir bemerken zu Beginn dass A;; = A;; und 4;; >0,da A= A*>0und 4;; € R.
Wir beweisen das Lemma durch Induktion in d. Fiir d = 1 ist A eine Zahl, A;; > 0, und
det[A] = All > (. Damit ist

o o 1 o
—(z|Az) 7. — / e~ WALD)? 10 . / —* (IX.14
e x x e x, .
/—oo —00 \% All —o00 )
und (IX.13) gilt fiir d = 1. Sei nun d > 2 und gelte (IX.13) fiir d — 1. Dann ist

d d—1
(x|Az) = ZmiAm-a:j = Addxd + 2$dZAd]x] + ZA”:L’Zx]
1,j=1 j=1 i,j=1
=1 4 2 d—1
= Ad,d(xd + Zﬁ$]> + ZQm‘Iil’j, (IX15)
j=1 ' ij=1

wobei Q;; == A;; — % eine reelle und symmetrische (d — 1) x (d — 1)-Matrix ist. Durch

die lineare Variablensubstitution

Ag
= /Aga (74 + 4 ) IX.16
Yd dd( d Z Add ( )
sowie z1 1= X1, ..., 24—1 := Tq—1 wird dann
(z]Az) = i + (2|Qz), (IX.17)

und Q = A 1y,—0y> 0 ist insbesondere positive definit. Auerdem erhalten wir dann

1 e
—(z|Az) jd - / —(z|Qz) (/ -5 ) d—1
e dz = e —_— e Yadyy | d" 2
/IRd R4 \/ Ad,d —00

= \/ilT,d - (det[@]) 2 ( / Z e~ dx)d, (IX.18)
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nach Induktion. Beachte nun, dass

Ayg 0 Araa Aig
A = ' ‘ ‘ _ (IX.19)
Ag1p o Adraa Adg-14
Agr - Agaa Add
Der Wert der Determinante von A dndert sich nicht, wenn wir zur j. Spalte, fiir j = 1,...,d—1,

ein Vielfaches der d. Spalte hinzu addieren. Daher ist

det[A] = det .
Ag11 — Ad%iifd’l o Agrar — %ﬁf’d_l Adg-14
0 . 0 Agg
= Ad,d : det[Q], (IXQO)
nach dem Késtchensatz, und (IX.18) und (IX.20) ergeben die Behauptung. O

Lemma IX.4. Seien U,V C R? offen, U konvex, xo € U und ¢ € C*(U; V) eine Koordinaten-
transformation mit der Eigenschaft, dass

VoelU: ”J¢(x) @) = 1| < % (IX.21)

op

wobei || - [lop == || - lsray die Operatornorm beziiglich der euklidschen Norm auf R? notiert.
Dann gilt (IX.1), d.h. ist f € LY(V,d%; R{), so ist | det[Jy]| - f o ¢ € LY (U, d%s; RY) und

[ 1wy = [ riote) [detlsia@)] ate (1X.22)
Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass
Js(x) = Jy(z0) = [J¢(fv) (Jolwo)) " = 1} Jo(o). (1X.23)
Fiir x € U und z € R? ist nach (IX.21) also
o)z = Ja(eo)ell < [|7u(e) - (utw)) ™ = 1| sl < 5 Is(en)ell  (1X24)
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus sofort

1
VreUzeR': |zl < o)zl < 2] Jolao)z]l (IX.25)
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Somit unterscheiden sich die Eigenwerte von Jy(z) und Jy(zo) im Betrag hochstens um einen
Faktor 2, und es gilt

Vrel: %metm(xo)]] < [des (@) | < 2 detlu(ao)]| (1X.26)

Daher ist mit f € L'(V,d) auch | det[J]| - (f o ¢) € L*(U, d’x).

Als Néchstes definieren wir zwei Funktionen f ,g: RY— RY durch

fo) = 1) | det [T(67 )] | 1v iyl (1X.27)
g(x) = e]\:[—z;, M = /OO e dt, (IX.28)

sowie zwei Funktionen F, F. : RY x R? — R{ durch

F(y,z) = f) g[Js(e7"(v) - 2], (IX.29)

Foy,2) = f(y) -QE /O Jo(s2+ 97 (y)) -zds} Aylez+ o7 (y)],  (IX.30)

wobei 1y [ez + ¢7'(y)] und die Konvexitét von U sichern, dass mit ¢~ (y) und ez + ¢~ (y)
auch sz + ¢~ !(y) fiir jedes s € [0,1] in U liegt.

Dann ist F' integrabel, und es gilt nach Lemma IX.3

/ F(y, z) d%y d®z
R xR

- /Vf(y) | det [s(671 )] </}Rdg[J¢(¢_1(y)) ] d%) iy

= / fly) d%y. (IX.31)
1%
Wegen (IX.24) ist
1 €
Hg / Js(sz+ ¢ (y)) - zds (IX.32)
0
1 [ . 1
= |[Jp(z0)z + B [Js(sz+ 07 (y)) — Js(xo)] 2ds|| > 5 | Js(0)2]|
0
fiir alle y, 2 € V x R? mit ez + ¢~ *(y) € U. Daher ist auch F, integrabel, und
~ 1
Gy.2) = f(y)- 9|5 7elw0) 2] (1X.33)

ist eine integrable Majorante. Weiterhin beobachten wir, dass F(y, z) = lim._,¢ F-(y, z) punkt-
weise konvergiert, und deshalb ist

/f(y) dly = / F(y,2)d%d'z = lim{/ F.(y,z) ddyddz}, (IX.34)
% RIxRA RIxR4

e—0
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nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. Fiir € > 0 beobachten wir nun, dass nach Taylor
1 [° _ 1 _ _
L[t s = ol ko7 w) - 067 )]
0
1 _
= = [¢(5Z +9o ) — y], (IX.35)

fiir alle y, z mit ez + ¢! (y) € U, wobei wir abermals die Konvexitéit von U verwenden.

Wir fithren nun die neue Variable
vi=cz+¢ y) (IX.36)

ein, die - fiir festes y - aus z durch eine Verschiebung und Skalierung hervorgeht. Damit wird

/]Rdx]}{d F.(y,2)d%yd% = /}Rd f(y) (/Ug—dg E(gb@) —y)} ddw> iy, (IX.37)

Satz X.1 liefert nun das gewiinschte Ergebnis:

I g 00
~ lim { /Rdxm f(y) - ld gE(qa(x) - y)} 1y[z] d'x ddy}

£
_ /U F(6(x)) dlz = /U ) | det [J(2)]| dz. (IX.38)
0

Beweis. (Satz IX.2) Wir beweisen Satz IX.2 nur fiir f > 0 nichtnegativ. Weiterhin bemerken
wir, dass es reicht,

/ fly)dy = / flo()] | det[Jy(2)]| d*x (TX.39)
d(K) K

fir jedes Kompaktum K C U zu zeigen, denn wegen der monotonen Konvergenz und K; U
gilt dann auch

dy = lim d? = lim d | dx
/VF(?J) y j%o{/qs(Kj)f(y) } ﬁOO{/ flo(@)] | det[Jy(x)]] }

= / flo(2)] | det[Jy(a)]| d'x, (IX.40)
U

wobei

K; = [-4,4]" n {z € U| dist(z, Uc) > j~'}. (IX.41)

Um (IX.39) zu zeigen, bemerken wir, dass es fiir jeden Punkt zq € U einen Radius r(xg) > 0
gibt, sodass B(xg,r(z)) C U und

V€ B(zo,r(z0)) : HJ¢ (Jolmo)) ™ = 1H < % (IX.42)

112



gelten, da J,, stetig in U ist. Somit ist {B(:co, r(mo)) ’ o € K} eine offene Uberdeckung von K,
die wegen der Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung { By, ..., By} enthilt, wobei

B, = B(xn,r(xn)). Mit
B,
By
By

By

sind dann By,..., By paarweise

schlieBlich

/(b Wy = Zij /(b o

K N By,
K N By N B,
K N BsN BN BS, (IX.43)

KNByNBSN---N B,

disjunkt und K = El u---u EN. Nach Lemma IX.4 ist

d _ _ d
(y)d%y = ;/wn) Lyl f(y)d%

= 3 [ g lal lote)] | deol] e (X 41

= > /B flo()] | det[Jy(z)]| d'z = /K Flo(x)] | det[Jy(x)]| da.
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X. Faltung und Regularisierung

Fiir komplexwertige, messbare Funktionen f, g : R? — C definieren wir das Faltungsprodukt
f*g:R*— C von f und g durch

(f*g)(z) = ” ) g(z —y)dy, (X.1)

sofern die rechte Seite fast iiberall endlich ist. Welche genauen Bedingungen man an f und g
stellen mochte, hdngt stark vom Kontext ab. Sind z.B. f und g p-integrabel, so ist f * g fast
iiberall endlich und selbst p-integrabel, denn nach Satz VIII.8 von Fubini gilt

fy)g(z —y)d'y

[rsa@ids = [ |
< [ (L vtiste - nldy) dia
= [l ([ ot = late) (x2)
= ([ riat)- ([ i) < .

Satz X.1. Seien g € C*(R%Ry) mit [p.g(x)d%c = 1 und ¢ > 0. Wir definieren g. €
C>*(R% RY) durch

d%z

1 x
ge(x) = ] 9(2) : (X.3)
Fiir f € LY(R%; d%) definieren wir weiterhin f. € L'(R%; d%z) durch
fei=f*g.. (X.4)
Dann gelten folgende Aussagen:
[ r@ias < [ s (X5)
R4 R4
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lgl{/ (2) — fo(@)| diz } 0, (X.6)

Ok . ok g.

00 d
. d = _— .
fe € C*(RY) un 01,0y, - - - Oy, f O0xy, -+ Oxy, (X.7)
fiir alle k € N und ny,no,...,nx € {1,...,d}.
Beweis. Zunédchst bemerken wir, dass fiir jede messbare Funktion A > 0
{seR!| g(@)hz) > A} = {zenr \ eg(w/e) hz) > A}
= {veRr!| g niey) > e} (X.8)
gilt. Also ist
p({g:h > A}) = et u({yl 9(y) hley) > A}). (X.9)
Daher gilt fiir jede messbare Funktion h > 0, dass
[ownway = < [ u(i] g@hie) > ) dx (X.10)
0
= [ u(wlstnen > ) ix = [ gwhie) dy.
0
Insbesondere ist
[owdy = [sway =1 (X.11)

und wir erhalten (X.5) aus (X.2),

[ i@t < ( / g5<y>ddy) ( / If(x)lddw) - [U@late

Wir zeigen (X.6) nur fiir nichtnegative f : R? — R{. Der allgemeine Fall f : R? — C folgt
daraus durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil und anschliefend jeweils in deren positive
und negative Anteile. Mit (X.10) erhalten wir zunéchst

[ir@ =i < [ \ [ o)) = =) 'y e
< [at( [ 1w - s plate) at
— [ oto) M(ew) 'y (X.13)
wobei
[ 18 - sz =l ats (X.14)

_ /R d (max{f(x), (z = )} — min{ f(2), f(z—p)}) %

- /lex]R+ 1 [max{f(a:), flz—y)} > A >min{f(x), f(x — y)}] d*z d.

115



Wir definieren nun
Aly) == {(=N) eR xR | f(z —y) > A} (X.15)

und

(2,0) € R x R* | max{f(z), f(x = y)} > A\ > min{f(z), f(z — y)} }

= {
= {@ N eRIXRY | f(@) > A> fle—y)}
U

{(mA)eRde+’fx—)>)\>f()} (X.16)
= [A0)NA(y) ] U [A(y) N A(0)] = [A(0)UA(y)] N [A(0)°U A(y)‘]
= [AUAW]N[AO0)NAy)]° = [AW0)UA(y)]\ [A(0) N A(y)].
Damit wird
Isy) = laouaw = laonaw) = Lae) +Law) =2 1aonaw)
= La@)+1aw) — 2 Lao)  Lagy)- (X.17)

Also ist

M(y) = (pa® p1)[B(y)]
= (ta ® p1)[A0)] + (pta ® p1)[A(y)] — 2(pa @ p1)[A(0) N A(y)]

= 2{(ta @ p)[AWO)] — (a @ p)[A0) N Aw)]}. (X.18)

Sei nun § > 0 vorgegeben. Wegen der duBeren Regularitéit (VI.97) des Lebesgue-Mafles gibt es
eine offene Menge U D A(0), so dass

(Ha @ p)[U] < (pa @ p1)[A(0)] + 6. (X.19)
Setzen wir entsprechend U(y) := (y,0) + U, so gilt auch U(y) 2 A(y) und

(1a @ p)[U(y)] < (pa @ p1)[Ay)] + 6. (X.20)

Also ist
(e @ p)[A(0) N A()] = (na © m)[A0)NU(Y)] — 0 (X.21)
— (/1A(0)(:U,)\) . 1U(y)($,)\) ddxd)\) _s

Da U offen ist, gilt

V(z,\) e R"x R":  lim 1y (2, ) = hII(l) 1p(x —y,\) = 1p(x,N). (X.22)
y—

y—0
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Also ist nach dem Satz der majorisierten Konvergenz

lim inf (pq © u1)[A(0) N A(y)

> liminf ( / La(0) Ly dx d>\> -5 = ( / Laq) 1v ddxd)\) — 4

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt damit, dass

lim M(y) = 0. (X.24)

y—0

Damit folgt jedoch - abermalig mit dem Satz der majorisierten Konvergenz - dass

i [170) - awiate} = ] [aaeney -0

0

Der Beweis von (X.7) ist trivial. O
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