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Vorwort

In diesen Tagen besuchen Sie die ersten Vorlesungen Ihres Studentenlebens. Ich hoffe, dass
Ihnen die kommenden Wochen in positiver Erinnerung bleiben. Vielleicht machen Sie — wie
auch ich bei Studienbeginn — folgende Erfahrungen:

Die Lehrveranstaltungen an der Universitdt sind grundsétzlich verschieden vom Schul-
unterricht: Vorlesungen sind Frontalunterricht, und nur in den Ubungen haben Sie die
Gelegenheit, aktiv am Unterricht teilzunehmen.

Das Material, das in der Vorlesung abgedeckt wird, ist ein Vielfaches dessen, was in
derselben Zeit im Schulunterricht behandelt wird.

Der Abstraktionsgrad ist ebenfalls viel groler als in der Schule.

Sie haben das Gefiihl, noch nie soviel neue, interessante Dinge in so kurzer Zeit gelernt
zu haben. Es ertffnet sich geradezu eine neue, bisher unbekannte Welt fiir Sie.

Sie sind fiir alles, was Sie lernen oder nicht lernen selbst verantwortlich. Das gibt [hnen
eine vollig neue Freiheit, aber es erfordert auch ein hohes Mafl an Selbstdisziplin.

Ich mo6chte Thnen deshalb ein paar personliche Ratschldge mit auf den Weg geben:

Ihr Zeitaufwand fiir die (44-2+42)-stiindige Vorlesung Analysis I ist enorm, wenn Sie den
Anspruch haben, auch wirklich zu verstehen, was Sie lernen. Sollten Sie merken, dass Sie
den Aufwand aller Threr Veranstaltungen nicht mehr schaffen, dann empfehle ich Thnen,
lieber Vorlesungen aus ihrem Stundenplan zu streichen, als viele Dinge nur oberflichlich
zu machen.

Suchen Sie sich Kommilitonen /innen, mit denen Sie gemeinsam Ubungsaufgaben und
deren Losungen vor deren Abgabe besprechen.

Erklédren Sie sich gegenseitig den Vorlesungsstoff — nur das, was Sie jemandem {iberzeu-
gend erkldren konnen, haben Sie selbst auch gut verstanden.

Kommen Sie zur Vorlesung statt zu “schwénzen” und sich darauf zu verlassen, in den
Semesterferien alles nacharbeiten zu kénnen. (Im Ubrigen besteht fiir Vorlesungen und
Ubungen sowieso Anwesenheitspflicht!)

Kaufen Sie kein Buch ohne nicht vorher damit gearbeitet zu haben, denn Buchauswahl
ist Geschmacksache — auch bei Mathematikbiichern.

Trauen Sie sich ruhig in Vorlesungen und Ubungen dazwischen zu fragen, wenn Sie etwas
nicht verstehen. Meistens sind Sie nicht allein, und die anderen sind dankbar fiir Thre
kldarende Frage.

Versuchen Sie herauszufinden, ob Sie durch das Schreibtempo in der Vorlesung “ab-
gehéngt” werden. Falls ja, kopieren Sie sich eine Mitschrift eines Kommilitionen oder
wechseln Sie sich mit dem Schreiben ab. Kommen Sie aber auf jeden Fall zur Vorlesung!
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e Der Erfolg Thres Studiums héngt in entscheidender Weise von Threr Begeisterung fiir das
von Thnen gewéhlten Fach ab — unabhéngig vom Fach. Bewahren Sie sich diese Begeis-
terung und versuchen Sie sich auf die Faszination einzulassen, die von den in der Lehre
behandelten Inhalten ausgeht, statt auf ein maximal 6konomisches Studium (= viele gute
Noten mit minimalem Aufwand) zu zielen!
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Vorwissen aus der Schule

Es ist eine immer wieder beklagte Tatsache, dass nicht alle Studienanfénger der Mathematik
dasselbe oder auch nur ein vergleichbares mathematisches Vorwissen besitzen. Defizite entste-
hen einerseits durch individuelle Lernschwéchen und Abwéhlen von Mathematik als Schulfach,
aber auch durch eigenwillige Interpretationen des Lehrplans. Es stellt sich daher die Frage,
welches mathematisches Vorwissen ich Thnen in der Lehrveranstaltung Mathematik [ verbind-
lich unterstelle. Selbstverstdndlich lautet die korrekte Antwort auf diese Frage, dass ich von
der Beherrschung aller im Lehrplan bis zum Abitur vorgesehen Inhalte ausgehe. Diese Antwort
hat fiir Sie vermutlich nur einen sehr begrenzten praktischen Nutzen. Eine gute Orientierung
iiber das von Thnen erwartete Vorwissen bietet das Buch Schulwissen Mathematik von Winfried
Scharlau (Vieweg Verlag).

Hier gebe ich Thnen zusétzlich eine (unvollstédndige!) Liste mathematischer Gegensténde, deren
sichere Beherrschung ich von Thnen erwarte.

e Zahlenbegriffe der natiirliche Zahlen IN, ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q, irrationale
Zahlen, wie v/2, und reelle Zahlen R.

e Elementare Umformungen von Gleichungen: Wenn man auf beide Seiten einer Glei-
chung dieselbe Operation durchfiihrt, erhélt man wieder eine Gleichung. Aber Vorsicht!
Obwohl diese Umformungen in der Schule hiufig als “Aquivalenzumformungen” bezeich-
net werden, ist die neue Gleichung nicht immer dquivalent zur alten. Beispielsweise erhélt
man a-b = 0 aus a = 0, aber a = 0 folgt aus a - b = 0 nur, wenn man auflerdem weif3,
dass b # 0.

e Auflésen von Gleichungen, wie zum Beispiel

3r+4 3x24+4x+5
524647

nach z (durch elementare Umformungen).
e Die p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen.
e Die Binomischen Formeln.
e Geometrische Grundbegriffe
e Die Flacheninhalte von Kreis, Rechteck, Parallelogramm, Dreieck.
e Die Volumina von Kugel, Quader, Zylinder, Prisma.
e Den Satz von Phytargoras.

e Die trigonometrische Funktionen sin, cos, tan, cot, ihre Umkehrfunktionen arcsin,
arccos, arctan, arccos, sowie die hyperbolischen Funktionen sinh, cosh, tanh, coth
und ihre Umkehrfunktionen. (Auch die Graphen dieser Funktionen!)

¢ Die Exponentialfunktion e” = exp[z] und der Logarithmus In[z]. (Auch die Graphen
dieser Funktionen!)
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e Die Stetigkeit einer Funktion.

e Die Ableitung einer Funktion, ihre Interpretation als Steigung der Tangente, Anwendung
auf Minimierungs- und Maximierungsaufgaben, Kurvendiskussion.

e Das Integral einer Funktion, seine Interpretation als Fliache unter der Kurve, den Haupt-
satz der Differenzial- und Integralrechnung.

In der Vorlesung Analysis I werden viele dieser Begriffe -etwa die Differenzial- und Integralrechnung-
neu und griindlich aufgebaut. Man sollte sich aber nicht dariiber hinweg téduschen, dass dieser
Aufbau ohne ein Grundverstindnis dieser Dinge misslingt.



Kapitel I

Grundlagen, Konventionen
und Notationen

Dieses Kapitel stellt eine Ubersicht iiber in der Mathematik hiufig gebrauchte Begriffe, Kon-
ventionen und Notationen dar. Der Inhalt dieses Kapitels wird den Leser(inne)n groitenteils
aus dem Schulunterricht geldufig sein. Die wenigen neu hinzukommenden Begriffe sind so leicht
zu lernen, dass wir! es den Leser(inne)n iiberlassen, sich im Laufe der ersten Woche diese an-
zueignen. In der Vorlesung Analysis I werden wir dieses Kapitel iiberspringen und sein Inhalt
ohne weitere Erklarung benutzen.

I.1 Quantoren und Logik

e Das Zeichen = bedeutet Gleichheit und ist in seiner Bedeutung evident. Das Zeichen :=
bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte definiert wird (in Analogie zur Program-
miersprache Pascal), das Zeichen =: bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte (im
Sinn einer Namensgebung) abgekiirzt wird.

Beispiel:
a = f0), F(1) = b (11)
bedeutet
a wird als .Wert de?“ FU@ktiO@ f beir 0 d.eﬁniert,.der Wert (1.2)
der Funktion f bei 1 wird hingegen mit b bezeichnet.
e Das Zeichen V bedeutet fiir alle (umgedrehtes A wie Alle).
Beispiel:
Ve,y>0: x-y>0 (1.3)
bedeutet
Fiir alle x > 0 und y > 0 gilt x -y > 0. (L.4)

Tn mathematischen Texten wird meistens die 1. Person Plural verwendet — selbst wenn es sich nur um einen
Autor handelt.
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UND NOTATIONEN I.1. Quantoren und Logik

e Das Zeichen 3 bedeutet es existiert (umgedrehtes E wie Existiert).
Beispiel:
Ve>0dy<0: x4y =0 (L.5)
bedeutet

Fiir jedes x grofier Null existiert ein y kleiner Null, so

dass x +y = 0 gilt. (Das gesuchte y ist natiirlich —zx.) (16)

e Man beachte, dass Quantoren im Allgemeinen nicht vertauscht werden diirfen. Dazu be-
trachten wir folgende Beispiele:

VnelNdmeN: m>n

bedeutet
Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl (L.7)
m, so dass m gréfler ist als n. (Diese Aussage ist wahr). '
dmelNVneN: m>n
bedeutet
Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass alle natiirlichen (L8)
Zahlen n kleiner sind als m. (Diese Aussage ist falsch). '
e Das Zeichen = bedeutet impliziert.
Beispiel:
A= B (L.9)
bedeutet
Aussage A impliziert Aussage B, d.h.: Ist A wahr, (1.10)

so ist auch B wahr.

e Fine Aussage A im mathematischen Sinn kann ein Satz, eine Bedingung oder auch eine
Behauptung sein. In jedem Fall ist sie aber wahr oder falsch, A € {w, f}.

Beispiel:
A = Esregnet., B := Die Erde wird nass. (I.11)
Dann gilt die Implikation A = B, was gelesen werden muss als
(A=w) = (B=w).

Dieses Beispiel wirkt etwas kiinstlich. Darum geben wir ein weiteres Beispiel, in dem die
Aussagen von Platzhaltern abhéngen:

J w, fallsz > 5, | ow, fallsy > 7, ] w, falls z > 33,
Alz) = { f, falls z < 5, Bly) = { f, fallsy < 7, Cla) = { f, falls z < 33,
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I.1. Quantoren und Logik UND NOTATIONEN
dann gilt die folgende Implikation (s. (I.18)—(1.19)): (112)
A(z) ANB(y) = C(z-y). '
e Das Zeichen <= bedeutet ist gleichwertig mit oder ist dquivalent zu.
Beispiel:
A <= B (1.13)
bedeutet
A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist. (I.14)
e Das Zeichen V ist ein logisches oder, d.h.
AV B (I.15)
ist wahr, falls A oder B oder beide wahr sind und falsch, (1.16)
falls A und (gleichzeitig auch) B falsch sind. ’
Beispiel:
{z-y=0} <= {(@=0)V (y=0) }. (1.17)
e Das Zeichen A ist ein logisches und, d.h.
ANB (I.18)
ist wahr, falls A und (gleichzeitig auch) B wahr sind und
(1.19)
sonst falsch.
Beispiel 1:
{(z=0)A(y=0)} = {z+y=0} (1.20)
Beispiel 2:
A< B ist gleichwertig mit (A= B)A (B = A) (I.21)
d.h. (um die Verwirrung komplett zu machen)
<A<:>B> = [(A:>B) A (B:>A)} (1.22)
e Die logische Negation wird mit — bezeichnet, also
A (1.23)
ist wahr, falls A falsch ist und falsch, falls A wahr ist. (1.24)
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UND NOTATIONEN 1.2. Mengen
e Eine wichtige Beobachtung ist, dass
(A= B) < (-B=-A4). (1.25)
Dies versteht man intuitiv sofort an folgendem Beispiel:
Es regnet. = Die Erde wird nass.
ist gleichwertig mit
Die Erde ist nicht nass. = Es regnet nicht. (1.26)
e Fiir logische Verkniipfungen gelten
das Kommutativgesetz: (L.27)
AV B = BVA,
ANB = BAA,
das Assoziativgesetz: (1.28)
Av(BvC) = (AVvB)VC,
AN(BAC) = (ANB)AC,
das Distributivgesetz: (1.29)
AV (BAC) = (AVB)A(AVC
AN(BVC) = (AAB)V (AAC).
sowie: (1.30)

- (AV B) = -A A =B,
—|(A/\B) = —-AV =B.

1.2 Mengen

Mengen sind (endliche, abzdhlbare oder sogar iiberabzdhlbare) Sammlungen mathematischer

Objekte.

e {1,5,9} ist die Menge, die die Zahlen 1,5 und 9 enthilt,

o {z € N |z < 5} enthélt alle natiirlichen Zahlen, die kleiner als 5 sind

(also {x € N |z <5} = {1,2,3,4}).

e Jedes Element einer Menge wird nur einmal aufgefiihrt, beispielsweise ist

{1,5,9,9,5} = {1,5,9}.
e v € M heifit z ist Element der Menge M.

e v ¢ M heifit x ist nicht in der Menge M enthalten.
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I.2. Mengen UND NOTATIONEN

e Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird mit #[M] oder auch |M| bezeichnet.
Beispielsweise ist #[{1, 5, 9}] = 3.

e A C B bedeutet, dass die Menge A in der Menge B enthalten ist, also dass A Teilmenge
von B ist. Umgekehrt heifit A O B, dass die Menge A die Menge B enthélt:

(ACB) <= (B2 A) < (r€A=>z€B). (1.31)

e () ={} ist die leere Menge, die kein Element enthélt.

e Gleichheit von Mengen bedeutet elementweise Ubereinstimmung,

(A=B) < (z€ A<=z € B). (1.32)

e {x| E(x)} und {2} ) bezeichnen die Menge aller x, die die Eigenschaft E(x) besitzen.
Beispiel:
{n|3IkeN: n=2k—-1} (1.33)
ist
die Menge aller n, fir die es eine natiirliche Zahl k gibt,

so dass n = 2k — 1 (also die Menge aller ungeraden (1.34)
Zahlen).

Die Eigenschaft E(x) kann auch durch eine Indexmenge Z charakterisiert sein. Beispiel:
Mit Z :={1,3,5,7} ist

{z; | 1€} = {zitiex = {71,273, 25, 27} (1.35)

e Haben wir mehrere Mengen, etwa A, A; und As, so bildet M = {A;, A, A3} wieder eine
Menge — eine Menge von Mengen. Dies kann man so fortsetzen und kommt zu Mengen
von Mengen von Mengen u.s.w. Der Ubersichtlichkeit halber hat sich deshalb im Sprach-
gebrauch bewihrt, die {ibergeordnete Menge M als Familie, System, Kollektion oder
auch Klasse zu bezeichnen. Somit ist M die Familie der Mengen Ay, As und As.

e Die Familie aller Teilmengen einer Menge M bezeichnet man als ihre Potenzmenge
PB(M). Dabei zihlen auch die leere Menge () und M selbst als Teilmenge von M. Fiir
#[M] < oo ist #[B(M)] = 2#M} (Warum?)

Beispiel:

M:={1,2,3} = PM)={0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}.  (L.36)

e Die Vereinigung, der Durchschnitt und die Differenz zweier Mengen A, B werden
wie folgt bezeichnet:

Vereinigung;: AUB = {z|(zr € A)V (z € B)}, (1.37)
Durchschnitt: ANB = {z|(z € A) A (z € B)}, (1.38)
Differenz: A\B = {z|(x € A) AN (x & B)}. (1.39)
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UND NOTATIONEN 1.2. Mengen

e Ist A eine Teilmenge einer Obermenge M, d.h. A C M, so bezeichnet
AC = M\ A (1.40)

das Komplement von A beziiglich M. (Vorsicht, der Notation A° fiir das Komplement
sicht man die Grundmenge M, auf die sie sich bezieht nicht mehr an!)

Beispiel: Seien A = {1,2,3}, B ={3,4,5}, M ={1,2,...,10}. Dann sind
AUB = {1,2,3,4,5}, AnB={3}, (L41)
A\B = {1,2}, A°={4,5,6,7,8,9,10}. (1.42)

e Vereinigungen und Durchschnitte konnen auch iiber Familien {4;};,cz von Mengen A;
gebildet werden, wobei 4 eine Indexmenge Z durchléuft.

Beispiel:

U4 = {a|FieT: zcA} (1.43)
i€

ist
die Vereinigung der Mengen A;, d.h. die x, die in (min- (1.44)
destens) einer Menge A; mit i € T enthalten sind; ’
ﬂAi = {z "v’iGI: x € A}, (1.45)
i€T

ist
der Durchschnitt der Mengen A;, d.h. die x, die in allen (1.46)

Mengen A; mit i € T enthalten sind.

e Fiir Vereinigung, Durchschnitt und Komplementbildung von Mengen gelten Kommuta-
tiv-, Assoziativ-, und Distributionsgesetze, analog zu den entsprechenden Gesetzen fiir
die logischen Verkniipfungen Vv, A und —.

e Sind A und B zwei nichtleere Mengen, so bezeichnet

AxB = {(a,b) |ac A, be B} (1.47)
das kartesische Produkt von A und B, d.h. die
Menge aller Paare (a,b), die sich mit Elementen a aus (1.48)

A und b aus B bilden lasst.

Allgemeiner ist
Al XAQX XAn:{<a1,a2,...,an)}CL1 €A17 ...,anEAn} (I49>

das (n-fache) kartesische Produkt der Mengen
Ay Ay A, dh. die Menge aller  n-Tupel
(ay,as,...,a,), die sich mit Elementen a; aus A;,
fir i € {1,2,...,n} bilden ldsst.

(L50)
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1.3. Ordnungsrelationen UND NOTATIONEN

Vorsicht! Oft wird A; x Ay x --- x A, mit A; UA,U---U A, verwechselt.
Der Unterschied wird aber schon deutlich, wenn man die Zahl der Elemente
fir A := A; = A, betrachtet:

2

#[Ax A] = (#[4])", (I.51)

#[AUA] = #[A]. (1.52)

Sind ay, as, as, . .. Zahlen, so bezeichnen wir (a,,)nen als Zahlenfolge. Man beachte auch

hier den Unterschied zwischen dem Tupel (a,),en und der Menge {a, }nen. So ist bei-
spielsweise fiir die Zahlenfolge a1 = ay = a3 = ... = 1, die konstant gleich eins ist,

(ap)nenw = (1,1,1,...), (1.53)

aber
{antnen = {1,1,1,...} = {1}. (1.54)

Héaufig wiederkehrende Mengen haben in der Mathematik eine eigene Bezeichnung be-
kommen. Wir listen die Symbole fiir die wichtigsten Zahlenmengen auf:

die natiirlichen Zahlen: IN := {1,2,3,...}, (1.55)
die natiirlichen Zahlen mit Null: N, := {0,1,2,3,...}, (1.56)
die ganzen Zahlen: 7 := {0,1,—1,2,—2,3,-3,...}, (1.57)
die rationalen Zahlen: @ := { b ‘ p€EZ, q €N}, (1.58)
q
die reellen Zahlen: R (1.59)
die komplexen Zahlen: C (1.60)

Die prézise Definition der reellen oder gar der komplexen Zahlen geht iiber den iibli-
chen Schulstoff hinaus. Wir werden dies in den kommenden Wochen in der Vorlesung
behandeln.

Weiterhin fithren wir fiir m,n € INy mit m < n noch die Bezeichnung
zZ, = {mm+1m+2,...,n} (I.61)

fiir die natiirlichen Zahlen zwischen m und n ein.

I.3 Ordnungsrelationen

Die Zeichen <, >, <, > haben wir in verschiedenen Beispielen in den vorigen Abschnitten wie
selbstverstandlich benutzt.

e a < b heifit a ist kleiner als oder gleich b.
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KAPITEL I. GRUNDLAGEN, KONVENTIONEN
UND NOTATIONEN 1.3. Ordnungsrelationen

e a > b heifit a ist grofler als oder gleich b.

e a < b heifit a ist kleiner als b. Zur Unterscheidung dieser Relation von
a < b sagt man auch a ist echt kleiner als b oder a ist strikt kleiner als b.

e a > b heifit a ist (echt, strikt) gréfer als b.

e Offenbar gilt

a<b < b>a, (1.62)
a<b < (a<b)V(a=0D), (1.63)
a>b <= (a>0b)V(a=0). (1.64)

Die Ordnungsrelation < l&sst sich aber auch auf andere Mengen, als den uns vertrauten Zahlen
iibertragen. Deshalb ist es zweckméfig, den Begriff einer geordneten Menge prézise zu definie-
ren.

Definition I.1. Eine Menge S # () heifit (total) geordnet beziiglich “<” &
(i)

(i1) Siid a,b,c € S,und gilt a < bund b < ¢, dann gilt auch (1.66)
a<c.

Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen

a < b, a=>boder a>b. (1.65)

Das Symbol “<” heiffit Ordnungsrelation auf S.

Beispiele fiir total geordnete Mengen sind IN, Z, Q und R. Auf den komplexen Zahlen gibt es
keine (mit den Verkniipfungen vertrigliche) Ordnungsrelation. Ebenso gibt es keine (mit den
Verkniipfungen vertriigliche) Ordnungsrelation auf den Vektoren in R3.

Mit Hilfe der Ordnungsrelation kann man Intervalle in R definieren. Seien a,b € R und a < b.
Dann heiflen

(a,b) = {xreR|a<z<b} (1.67)

das offene Intervall von a nach b,

[a, b] .= {zeR|a<z<b} (1.68)
das abgeschlossene Intervall von a nach b,

[a, b) == {zreR|a<z<b} (1.69)
das rechts halboffene Intervall von a nach b,

(a,b] = {zreR|a<xz<b} (1.70)
das links halboffene Intervall von a nach b

und insbesondere
Rt = {zeR|z>0}, R = {zeR|x<0}, (L.71)
Ry = {reR|x>0}, Ry := {zeR|z<0}. (1.72)
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KAPITEL I. GRUNDLAGEN, KONVENTIONEN
1.4. Funktionen UND NO TATIONEN

1.4 Funktionen

Funktionen, auch Abbildungen genannt, sind die wichtigsten Objekte der Mathematik. Eine
Funktion f ordnet jedem Element z seiner Definitionsmenge D genau ein Element f(z) seiner
Wertemenge )V zu. Die symbolische Schreibweise dafiir ist

f:D-=>W, z— f(z). (1.73)

Dabei ist die Definitionsmenge zwar voll ausgeschopft, denn f(z) ist fiir jedes x € D definiert.
Fiir die Wertemenge muss das aber nicht der Fall sein. Sind D' C D und W C W Teilmengen
von D bzw. W, so bezeichnen wir mit

f(D) = {fz)eW|zeD} (1.74)
die Bildmenge (oder das Bild) von D" und

7)) = {zeD]| f(z) e W} (1.75)
die Urbildmenge (oder das Urbild) von W' .

Es kann also f(D) C W durchaus eine echte Teilmenge des Wertebereichs sein. (Wir sollten
hier aber erwdhnen, dass diese Konvention nicht einheitlich akzeptiert ist. Manche Autoren
verlangen, dass fiir f : D — W auch stets f(D) = W gilt, andere fordern noch nicht einmal,
dass f[7'(W) =D.)

Definition 1.2. Seien D, W # () und f : D — W eine Abbildung.

f heiBt surjektiv <  f(D) = W, (1.76)
f heiBt injektiv & Va2’ € D: (f(z) = f(2') = (z=2), (L.77)
f heiit bijektiv :&  f ist surjektiv und injektiv. (1.78)

Bemerkungen und Beispiele.

e exp: R — R, x> €” ist nicht surjektiv, (wegen e > 0) aber injektiv (wegen der strengen
Monotonie der Exponentialfunktion).

e sin: R — [—1,1], z +— sinxz ist surjektiv aber nicht injektiv.
e tan: (—7/2, 7/2) - R, x + tanx ist bijektiv.

Definition 1.3. Fir g: A — B und f : g(A) — C ist die Verkettung oder Komposition
oder auch Hintereinanderschaltung f o g von g und f wie folgt definiert:

fog : A—C, xl—>f(g(x)) (1.79)
Satz 1.4. Seieng: A— B und f: B — C.
(1) Sind f und g surjektiv, so ist auch fog: A — C surjektiv.

(1i) Sind f und g injektiv, so ist auch fog: A — C injektiv.
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KAPITEL I. GRUNDLAGEN, KONVENTIONEN
UND NO TATIONEN 1.5. Beweistechniken

(11i) Sind f und g bijektiv, so ist auch fog: A — C bijektiv.

Beweis.

Zu (i): Sei ¢ € C. Weil f surjektiv ist, gibt es ein b € B mit f(b) = c¢. Weil g surjektiv ist, gibt
es ein a € A mit g(a) =b. Also gilt (fog)(a) = c.

Zu (ii): Seien a,a’ € A mit (f o g)(a) = (f o g)(a’). Weil f injektiv ist, folgt g(a) = g(a’). Weil
g injektiv ist, folgt dann auch a = a'.

Zu (iii): Folgt aus (i) und (i1). O

Wichtig ist also zu beachten, dass der Definitionsbereich von f mit dem Bildbereich von g
iibereinstimmt. Man beachte auch die Reihenfolge: obwohl die Komposition f o g heifit, wird
erst g auf x € A angewandt und danach f auf das Ergebnis g(x) € B.

Eine wichtige Klasse von Funktionen ist die der charakteristischen Funktionen, auch Indika-
torfunktionen genannt. Ist D eine nichtleere Menge und A C D eine Teilmenge, so ist die
charakteristische Funktion von A gegeben als

1 fallsz € A,

0 falls z ¢ A. (1.80)

14 : D— {0,1}, xr—>{

Mit anderen Worten: 1 4[z] ist genau dann gleich 1, wenn x in A liegt und anderenfalls gleich
0.

1.5 Beweistechniken

I.5.1 Vollstidndige Induktion

Eine héufig verwendete Beweistechnik ist die vollstdndige Induktion. Zunéchst stellen wir
das Verfahren abstrakt vor. Nehmen wir an, wir wollten Aussagen A(1), A(2), A(3), ... beweisen.
Dann konnen wir folgende Tatsache verwenden.

Satz 1.5. Gibt es ein ng € IN, so dass A(ng) wahr ist, und gilt die Implikation
An) = An+1), (1.81)
fir jedes n > ng, n € N, so ist A(m) wahr, fir jedes m > ng, m € IN.
Beweis. Wendet man (1.81) (m — ng)-mal an, so erhilt man
A(ng) = Ang+1) = Ang+2) = --- = A(m — 1) = A(m). (1.82)
0

Der Beweis durch vollstindige Induktion wird an einem Beispiel am deutlichsten. Wir wollen
fiir n € IN die Summe

F(n):=1+2+4---+n (1.83)
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KAPITEL I. GRUNDLAGEN, KONVENTIONEN
1.5. Beweistechniken UND NOTATIONEN

berechnen, und wir haben die Vermutung, dass F(n) = G(n), wobei

n+1)

Gn) = ™ > (1.84)
Nun gilt es, die Aussage
An) = w & F(n)=G(n) (1.85)
fiir alle n € IN zu beweisen.
e Induktionsanfang: Wihle ng := 1. Dann ist
Flng) = F(1) = 1 = 1(1; Y _ ) = Gn). (1.86)

und A(ng) = A(1l) = w.
e Induktionsannahme: Seien n > 1 und gelte A(n) = w, also F(n) = G(n).

e Induktionsschritt: Wir zeigen, dass aus A(n) = w auch A(n + 1) = w folgt. Dazu
beobachten wir, dass unter Verwendung von F'(n) = G(n) auch

n(n+1)

Fn+1) =n+14+F(n) = n+1+Gn) = n+1+ 5
_ (”“)2(””) ~ G+ 1) (L87)

gilt, dass somit also A(n + 1) = w richtig ist.

Nach Satz 1.5 ist damit A(n) = w fiir alle n € IN bewiesen.

1.5.2 Beweis durch Widerspruch

Neben der vollstdndigen Induktion ist auch der Widerspruchsbeweis eine héufig verwendete
Methode, die auf (I.25) beruht,

(A= B) & (-B=-A4).) (1.88)
Wir illustrieren dies wieder mit einem Beispiel:
A=w:s V2eq (1.89)
Dann gibt es p, ¢ € IN, teilerfremd, so dass V2 = g, also ware
B =w & 2¢> = p* (1.90)

Dies ist aber unméglich (ergibt einen Widerspruch), weil der Primfaktor 2 in 2¢? in ungerader
Anzahl und in p? in gerader Anzahl auftreten miisste.
Alsoist {B=f}={-B=w}={-A=w}, dh.

V2 ¢ Q. (1.91)
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1.6 Notationen

Seien m,n € Z mit m < n und

A = {am, Gnst1, Qa2 -5 A0} (1.92)

eine Menge von Zahlen. Dann ist das Summenzeichen wie folgt definiert,

Z a; = A+ Qi1 + Qoo+ ...+ ay. (1.93)

i=m

Wir bemerken, dass der Summationsindex ¢ durch irgend einen anderen Buchstaben aufler m
oder n ersetzt werden kann,

Zai = Zak = Zaj. (1.94)
i=m k=m j=m

Firm >n wird > a; := 0 definiert.

Mit Z := {m,m+1,...,n} und A wird die Summe auch oft noch anders geschrieben:
Zai = Zai = Z a. (1.95)
i=m 1€L acA
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I.7 Erginzungen

I.7.1 Aquivalenzrelationen

Haufig ldsst sich eine Menge in eine Familie disjunkter Teilmengen zerlegen, deren Elemente
jeweils dhnliche Eigenschaften haben. Beispiel:
Wir zerlegen Z in 7. = Ay U Ay U Ay, wobei

Ay =32 = {3k|k € Z}, (1.96)
A =3Z+1 = {3k+1|ke 7}, (1.97)
Ay :=37Z+2 = {3k+2|keZ} (1.98)

Offensichtlich sind 4g N A; = Ay N Ay = Ay N Ay = (). Die Elemente in A; (j = 0,1,2) lassen
sich dadurch charakterisieren, dass sie einen Rest j beim Teilen durch 3 ergeben.
Wir formalisieren nun diese Uberlegungen.

Definition 1.6. Sei A eine Menge. Eine Abbildung R : A x A — {w, f} heifit Relation auf
A. Fiir R(a,b) = w schreiben wir auch a ~ b.

Definition I.7. Eine Relation R : AxA — {w, f} auf einer Menge A, mit R(a,b) = w <:a~b
heifit Aquivalenzrelation, falls folgende drei Eigenschaften gelten:

Reflexivitit Vae A: an~ a, (1.99)
Symmetrie Va,be A: a~bsb~a, (1.100)
Transitivitiat Va,b,c€e A: (a~bAb~c)= (a~c). (I.101)

Satz 1.8. Fine Aquivalenzrelation auf einer Menge A bewirkt eine Zerlegung von A in dis-
gunkte Teilmengen. Dabei sind zwei Elemente aus A genau dann dquivalent, wenn sie derselben
Teilmenge angehdren.

Beweis. Zu a € A definieren wir

lal. ={x € Alan~z}. (L.102)

Wegen a € [a].. ist [a]~ nicht leer. Wir zeigen nun fiir a,b € A, dass
entweder [a]l. N [b]. = 0 (1.103)
oder la]~ = [b]~ (1.104)

gilt. (Wegen [a]. # 0 konnen (1.103) und (1.104) nicht gleichzeitig gelten.)

Sei [a]. N[b]~ # 0. Dann gibt es also ein gemeinsames Element ¢ € [a]. , ¢ € [b]. . Damit gelten
a ~ cund ¢ ~ b, also auch a ~ b. Ist nun z € [a]., dann gilt  ~ a und mit @ ~ b auch = ~ b,
also z € [b]. Es folgt, dass [a]. C [b].. Genauso erhilt man [b]. C [a]., also [a]. = [b]~. Damit
ist (1.103)—(1.104) gezeigt.

Schreiben wir jetzt

A= Jla], (1.105)

a€A

folgt die Aussage unmittelbar durch Zusammenfassen gleicher [a]... [
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Definition I.9. Die Teilmengen [a]. heifien Aquivalenzklassen. Die Familie der Aquivalenz-
klassen bezeichnet man mit

A/ ~  (sprich: " A modulo ~ "). (1.106)
Liegt a in einer Aquivalenzklasse, so heifit « Reprisentant der Klasse.

Bemerkungen und Beispiele. Sind A := Z die ganzen Zahlen und p € N eine natiirliche
Zahl, so sind

m~n & JkeZ: m—n = kp. (I.107)
= 7Z = [0]~U[l]U...U[p—1]., (I.108)
Gl = {kp+j|keZ}. (1.109)

Z/ ~ bezeichnet man auch mit Z/pZ oder Z, und [j]~ =: [J] mod p-

Definition I.10. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Eine Teilmenge S C A heifit
ein vollstindiges Repriasentantensystem zu ~, falls folgende zwei Eigenschaften gelten:

(i) Jedes Element aus A ist zu einem Element aus S dquivalent.
(ii) Die Elemente aus S sind paarweise nicht dquivalent.

Bemerkungen und Beispiele.

A = {g CR?| gist eine Gerade}, (I.110)

g1 ~ g2 < ¢ und gs sind parallel.

= S = {ge A| gn{0}={0}} (1.111)
ist ein vollstdndiges Représentantensystem. (I1.112)
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KAPITEL I. GRUNDLAGEN, KONVENTIONEN

UND NOTATIONEN

1.7.2 Das griechische Alphabet

Das griechische Alphabet wird in der Mathematik haufig verwendet. Zum Abschluss geben wir
noch eine Liste der gebréuchlichsten griechischen Buchstaben:

KLEIN
a alpha B beta |~y gamma | 6 delta e epsilon
e epsilon | ( zeta n eta 6 theta ¥ theta
L jota k kappa | A lambda | p mii v nii
& xi 0 o T pi @ phi p rho
o rtho o sigma | ¢ sigma T tau v upsilon
¢ phi ¢ phi X chi v psi w omega
GROSS
I' Gamma | A Delta | © Theta | A Lambda | Z Xi
II Pi > Sigma | T Upsilon | & Phi ¥ Psi
2 Omega
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Kapitel 11

Gruppen, Ringe und Koérper

Im vorigen Kapitel I haben wir die wichtigsten Zahlenmengen bereits genannt:

die natirlichen Zahlen,

N = {1,2,3,...}, (11.1)
die ganzen Zahlen,
Z = {0,+1,-1,42,-2,.. .}, (I1.2)
die rationalen Zahlen,
Q = {g ’pEZ,qE]N}, (IL3)

sowie die reellen und die komplexen Zahlen,

R und C. (11.4)

Wir wenden uns zunéchst IN, Z und Q zu. Fiir a,b € N ist auch a + b € IN. Diese Tatsache
bezeichnet man als Abgeschlossenheit von IN beziiglich Addition.

[LA. gilt a — b € N jedoch nicht. Dafiir geht man von IN zu Z iiber; fiir a,b € Z sind a + b und
a —b € Z. Insbesondere ist 0 das neutrale Element beziiglich Addition in Z: a4+ 0= 0+a = a.
Man sagt, dass Z beziiglich der Addition + eine Gruppe bildet.

Weiterhin ist Z auch beziiglich Multiplikation abgeschlossen, d.h. fiir a,b € Z ist auch a-b € 7Z,
und es gilt das Distributivgesetz, a(b+ ¢) = ab + bc. Somit ist Z beziiglich der Addition + und
der Multiplikation (-) ein Ring.

SchlieBlich gelangt man von Z zu Q durch die Forderung, dass auch Abgeschlossenheit beziiglich
Division gelten soll: Fiir a,b € Q sind a +b,a —b,a-b € Q und § € Q, falls b # 0. Diese
Eigenschaften von @ stehen auch exemplarisch fiir die allgemeine Definition eines Kdrpers.
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IL.1. Gruppen KAPITEL II. GRUPPEN, RINGE UND KORPER

II.1 Gruppen

Definition II.1. Eine Menge G heifit Gruppe <
Auf G ist eine Verkniipfung o : G x G — G definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(G1) VYa,bceG: (aob)oc = ao(boc), (IL.5)
(G2) JeeGVaeG: aoce = eoa = a, (IL.6)
(G3) YaeGIa'eG: aoa! =a'oa = e (IL.7)

Dabei bezeichnet man (G;) als Assoziativitit, e als das neutrale Element und o' als das
zu a inverse Element. Die Anzahl #[G] der Elemente in G bezeichnet man als Ordnung
von G.

Gilt aulerdem noch

(G4) Ya,beG: aob = boa (Kommutativitit), (IL.8)
so nennt man G kommutativ oder abelsch.
Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir abelsche Gruppen G schreibt man die Verkniipfung “o” haufig als Addition + : G x
G — G, und die Eigenschaften (G1)—(G4) nehmen folgende, uns aus der Schulmathematik
sehr vertraute Gestalt an:

(G1) Va,bce@: (a+b)+c = a+ (b+oc), (I1.9)
(Gy) 30eGVaed: a+0 = 0+a = a (11.10)
(Gs) YVaeGI —aeG: a+(—a) = (—a)+a = 0, (IT.11)
(G)) VabeG: a+b = b+a. (11.12)

e Die Menge IN = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen ist beziiglich der Addition keine
Gruppe, da weder das neutrale Element der Addition 0 noch das zu einer gegebenen
natiirlichen Zahl n additiv inverse Element —n in IN liegt.

e Die Menge Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen ist beziiglich der Addition
eine abelsche Gruppe mit 0 als neutralem Element und £~! = —k als zu k € Z inversem
Element.

e Die Menge @ \ {0} der rationalen Zahlen ohne Null ist beziiglich der Multiplikation eine
abelsche Gruppe mit 1 als neutralem Element und ¢~' = 1/q als zu ¢ € Q \ {0} inversem
Element.

e Die Assoziativitéit erlaubt es uns, Klammern bei der Gruppenverkniipfung einfach weg-
zulassen oder bei Bedarf einzufiigen,

(aob)oc = ao(boc) =: aoboec. (I1.13)
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KAPITEL II. GRUPPEN, RINGE UND KORPER I1.2. Ringe

e Das neutrale Element e einer Gruppe ist eindeutig. Ist ndmlich €’ irgendein (moglicher-
weise von e verschiedenes) Element von G, das die Eigenschaft (Gy) besitzt, so folgt
¢ =coed =e.

1

e Sind G eine Gruppe, a € G und b € G ein (moglicherweise von a~' verschiedenes) zu a

inverses Element, also a o b =bo a = ¢, so folgt dass
b =cob = (a'oa)ob = alo(aob) = aloe = a ', (I1.14)
und das zu a inverse Element, o™, ist eindeutig.
e Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements folgen dann auch

(@)™t =a und (aob)t = bloal (I1.15)

1 1 1

letzteres wegen aobobtoa™! = aoecoa™t = aoca"! = e.
e Die Menge G := R\ {1} bildet beziiglich a 0 b := a + b — ab eine Gruppe.
e Hiufig wird das Verkniipfungszeichen weg gelassen, und man schreibt

aob =: ab. (I1.16)

II.2 Ringe

Definition II.2. Eine Menge R heifit Ring &
Auf R sind zwei Verkniipfungen Addition + : R x R — R und Multiplikation () : Rx R — R
definiert, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(Ry) R ist beziiglich der Addition + eine abelsche Gruppe, (I1.17)
(Ry) Va,b,ce R: (@-b)-¢c = a-(b-c), (I1.18)
(R3) Va,b,ceR: a-(b+c¢) =a-b+a-¢c, (b+c¢)-a ="0b-a+c-a. (I1.19)

Dabei bezeichnet man (R3) als Distributivitéit und vereinbart, dass Multiplikation vor Addi-
tion ausgefiihrt wird (Punktrechnung vor Strichrechnung).

Bemerkungen und Beispiele.
e Die Menge IN := {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen ist kein Ring.

e Die Menge Z :={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen bildet einen Ring.

Die Menge 27 :={...,—4,—2,0,2,4,...} der geraden Zahlen bildet einen Ring.

Die Menge 2Z + 1 := {...,—5,-3,—1,1,3,5,...} der ungeraden Zahlen ist gegeniiber
Addition nicht abgeschlossen und deswegen auch kein Ring.

Q, R und C sind Ringe.
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I1.3. Kérper KAPITEL II. GRUPPEN, RINGE UND KORPER

I1I.3 Korper

Definition IL.3. Ein Ring I heiit Kérper! <
I besitzt zu (Ry)—(R3) zusitzlich die folgenden Eigenschaften:

(K1) Va,bel: a-b = b-a, (11.20)
(Ky) 1 e€eF\{0}VaeckF: la =a-1 = a, (I1.21)
(Ky) Va T\ {0} aé €T\ {0} : o é _ (11.22)

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist IF ein Ring, der die Eigenschaften (K5) und (K3), aber nicht (K) besitzt, so bezeichnet
man [ als Schiefkorper.

e Die Eigenschaften (R;)—(Rj3) sowie (K;)—(K3) eines Korpers F implizieren, dass F \ {0}
beziiglich der Multiplikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 ist. Man
bezeichnet F* := I\ {0} als multiplikative Gruppe von F.

e Der Ring Z der ganzen Zahlen ist kein Korper.
e Die Menge Q := {p/q|p € Z,q € N} der rationalen Zahlen bilden einen Korper.

e Weitere Korper sind die Menge der reellen Zahlen R und die Menge der komplexen Zahlen
C. Diese Korper sind fiir diese Vorlesung am wichtigsten. Deshalb schreiben wir K statt
F, falls F = R oder IF = C.

e Ist p eine Primzahl, so bilden die Restklassen Z, modulo p einen Korper.

lengl.: Field
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Kapitel 111

Reelle und komplexe Zahlen

III.1 Ordnungsrelation und Vollstindigkeit

Zu Beginn dieses Kapitels rufen wir den in Definition I.1 eingefiihrten Begriff einer geordneten
Menge in Erinnerung.

Definition ITI.1. Eine Menge S # () heifit (total) geordnet beziiglich “<” :&
(7) Sind a,b € S, so gilt genau eine der drei Relationen a < b, a = b oder a > b. (II1.1)
(#7) Sind a,b,c € S, und gilt a < b und b < ¢, dann gilt auch a < c. (II1.2)
Wie gesagt, sind N, Z und @ total geordnete Mengen.
Definition ITI.2. Seien S # () eine total geordnete Menge und 7' C S eine Teilmenge.
(i) T ist nach oben (n.o.) beschrinkt

< dJaeSVteT :t<a, (I1L.3)

(ii) 7" ist nach unten (n.u.) beschrinkt

& dbeSvteT : b<t, (T11.4)

(iii) T ist beschrinkt:

< T ist nach unten und oben beschrankt. (I1L.5)

Definition ITI.3. Seien S # () eine total geordnete Menge und 7" C S eine nach oben be-
schrinkte Teilmenge. Ein Element b € S heifit Supremum von T :&

(i) VteT: t <, (I11.6)
(11) VaeS, a<b3dteT: a<t. (IIL.7)

Ist T C S eine nach unten beschrinkte Teilmenge, dann heifit d € S Infimum von T &

(i) VteT: t>d, (I11.8)
(iv) Ya€e S, a>d3teT: a>t. (111.9)
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Eine nach oben beschréankte Teilmenge T" C S muss nicht notwendig ein Supremum besitzen. In
Definition II1.3 wird auch nicht behauptet, dass ein b € S mit den Eigenschaften (I11.6)—(II1.7)
existiert. Ebensowenig ist klar, ob jede nach unten beschrankte Teilmenge ein Infimum besitzt.
In der Tat geben wir ein Gegenbeispiel zu einer solchen Vermutung.

Lemma II1.4. Seien S := Q und T := {a € Q | a® < 2}. Dann ezistiert kein Supremum von
T in S.

Beweis. (Skizze) Man sieht leicht ein, dass * = 2 fiir jedes Supremum b € S von T gelten
muss. Diese Gleichung hat jedoch keine rationale Losung. O

Das in Lemma II1.4 vorgestellte Gegenbeispiel illustriert eine der fundamentalen, immer wie-
derkehrenden Fragestellungen in der Mathematik: Existiert ein (vorher definiertes) Objekt?
Von gleichrangiger Bedeutung ist die Frage nach der Eindeutigkeit eines (vorher definierten)
Objekts, und auch diese Frage wollen wir am Beispiel des Supremums illustrieren.

Lemma II1.5. Secien S # () eine total geordnete Menge und T C S eine nach oben beschrinkte
Teilmenge, fiir die ein Supremum b € S exmistiert. Dann ist dieses Supremum eindeutig, und
wir schreiben

b =: sup T, (I11.10)

das Supremum von T. (Die Eindeutigkeit berechtigt uns nun zur Benutzung des bestimmten

Artikels.)

Beweis. Sei b’ € S ein (moglicherweise von b verschiedenes) Supremum von 7'. Nehmen wir an,
b < b. Dann gébe es nach (II1.7) t € T, so dass b’ < t. Weil I/ ein Supremum ist, gilt allerdings
auch b > t. Widerspruch. Also ist ¥ > b. Durch Vertauschen der Rollen von ¥ und b erhilt
man genauso b’ < b, woraus b’ = b folgt. O

Definition III.6. Eine total geordnete Menge S # () erfiillt das Supremumsaxiom
& Jede nach oben beschriankte Teilmenge T' C S besitzt ein Supremum, sup7 € S.
Bemerkungen und Beispiele.

e Besitzt jede nach oben beschrinkte Teilmenge 7" C S ein Supremum, sup 7’ € S, so ist
dieses nach Lemma III.5 eindeutig.

Das Supremum sup(7’) ist die kleinste obere Schranke an 7" C S.

Analog ist das Infimum inf(7") ist die grofite untere Schranke an 7' C S.
e IN und Z erfiillen das Supremumsaxiom, sind aber keine Kérper;
e () ist ein Korper, ist total geordnet, erfiillt aber nicht das Supremumsaxiom.

Definition ITI.7. Sei IF # () ein Korper und eine total geordnete Menge. IF heifit geordneter
Korper im Sinne von Definition II1.7 <

Va,b,c e I : a<b = a+c<b+ec, (IT1.11)
Va,b e I : a>0ANb>0 = a-b>0. (I11.12)
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Bemerkungen und Beispiele.

e Ein Korper I auf dem eine totale Ordnung “<” definiert ist, ist kein geordneter Korper
im Sinne von Definition II1.7, falls nicht (III.11) und (II1.12) erfullt sind.

e () ist ein geordneter Korper im Sinne von Definition II1.7.

e )2 bildet mit der Addition und Multiplikation wie in (II1.16)—(II1.17) einen Kérper. Man
kann auf Q? auch eine totale Ordnung definieren, aber keine, beziiglich der Q? ein geord-
neter Korper im Sinne von Definition I11.7 wiére.

Satz II1.8. Es gibt einen eindeutigen geordneten Korper im Sinne von Definition I11.7, der Q
enthdlt und das Supremumsaziom erfillt. Wir nennen diesen Korper die reellen Zahlen und
bezeichnen ihn mit R.

Der Beweis dieses Satzes ist mit unseren bisher eingefithrten Mitteln sehr aufwéndig und wenig
lehrreich. Wir kommen in Abschnitt V.4.3 auf die Konstruktion der reellen Zahlen zuriick.

Lemma II1.9. Seien Ty, T5; C R nach oben bzw. unten beschrinkte Mengen. Dann gelten

(1) Ve>03t, €T supT) — e < 1y, (IT1.13)
(ZZ) Ve >0dt, €15 inf Ty + & > ts. (IIIl4)
Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen von Supremum und Infimum. m

Bemerkungen und Beispiele.

e Lemma II[.9 besagt, dass man das Supremum sup(7}) einer nach oben beschriankten
Teilmenge 77 C R und das Infimum inf(7}) einer nach unten beschrinkten Teilmenge
T5 C R durch Elemente aus T} und T, beliebig gut ndhern kann: Zu vorgegebenem ¢ > 0
-und sei es auch noch so klein- findet man t; € T} und t, € T3, so dass

0 < sup(Th)—t1 < e und 0 < to—inf(Tr) < e (I11.15)
e Es sind supl0, 5] = sup(0,5) = 5 und inf[0, 5] = inf(0,5) = 0.
e Mit T := {1, %, %, %, ...} sind sup7T =1 und inf 7" = 0.
e Sei T':={cos(n)| n € Z}, dann sind inf 7' = —1 und sup 7" = 1, wie in Ergénzung I11.3.3
bewiesen wird.
II1.2 Die komplexen Zahlen
Definition ITI.10. Auf der Menge R? := R x R seien Addition und Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) == (a+¢c, b+d), (I11.16)
(a,b) - (¢,d) :=(a-c—b-d, b-c+a-d), (ITL.17)

definiert.
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Lemma II1.11. Die Menge R? := R x R bildet beziiglich der Addition (I11.16) und der Multi-
plikation (111.17)) einen Korper, den Korper C der komplexen Zahlen. Dabei sind (0,0) das
neutrale Element beziiglich Addition und (1,0) das neutrale Element beziiglich Multiplikation.
Die inversen Elemente in C sind wie folgt gegeben,

—(CL, b) - (_a7 _b>7 (11118)
1 a —b
(@) = (a2+b2’ a2—|—b2>’ (I11.19)
wober zu beachten ist, dass
(a,b) # (0,0)] = [(a L0V b 0)] = [aQ B> o] (I11.20)

Beweis. Der Beweis, dass C ein Korper ist, erfolgt durch Nachpriifen der Eigenschaften (R;) —

(R3) und (K7) — (K3). O
Zu jeder komplexen Zahl z = (a,b) € C definieren wir

ihren Realteil Re{z} = a € R, (TTI1.21)

ihren Imaginirteil Im{z} := b € R, (T11.22)

ihren Betrag 2] == Va2 + b2 € R{, (I11.23)

und die konjugiert komplexe Zahl z = (a,—b) € C. (T11.24)

Es ist bequem, die so genannte imaginire Einheit i := (0, 1) einzufiihren. Identifizieren wir
weiterhin 1 := (1, 0), so kann man jede komplexe Zahl (a,b) € C als (a,b) = a-14b-i schreiben.
Damit ist

z = Re{z}-1 + Im{z}-i. (II1.25)

Weiterhin sind mit dieser Schreibweise (II1.16) und (III.17)) dquivalent zu

(@a-14+0b-i) + (c-1+d-i) =(a+c¢)-1+ (b+4d)-1i, (TI1.26)
(@-14+0b-1) - (c-1+d-i) = (ac—0bd) -1 + (bc+ ad) - i. (I11.27)

Insbesondere ist
i = (0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1, (I11.28)

d.h. die imaginére Einheit ist eine Quadratwurzel aus —1. Das ist auch die einzige zusétzliche
Rechenregel, die man beim Rechnen mit komplexen Zahlen im Vergleich zu den reellen beach-
ten muss. Diese bemerkenswerte Eigenschaft von ¢ fiithrt letztendlich dazu, dass iiber C jedes
Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Satz II1.12 (Fundamentalsatz der Algebra). Fir N € IN seien cg,c1,...,cn—1 € C. Dann gibt
es A, Ao, ... \y € C, so dass, fiir alle z € C,

Nrey 2N ezt = (=M (=) (2= Ay). (I11.29)
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Beweis. Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra erfolgt meist mit Hilfe des Satzes von
Liouville in der Funktionentheorie. O

Eine sehr niitzliche Beobachtung ist, dass die komplexen Zahlen mit verschwindendem Ima-
gindrteil mit den reellen Zahlen identifiziert werden konnen. Dies rechtfertigt auch den Namen
“Realteil” fiir die erste Komponente einer komplexen Zahl. Definieren wir

ReC := {(a,0) = a-1€C|acR} (I11.30)

so sieht man leicht, dass ReC C C ein Teilkorper ist, d.h. ReC C C ist eine Teilmenge, die
selbst ein Korper ist. Aulerdem ist ReC C C isomorph (als Korper) zu R. Etwas genauer
formuliert, ist

J:R—ReC, a—a-1 (II1.31)

eine Bijektion, die die Korpereigenschaften erhilt, d.h. es gilt J(a + b) = J(a) + J(b) und
J(a-b) = J(a) - J(b). Mit (II1.31) kénnen wir R und Re C = J[R] miteinander identifizieren
und die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen. Konkret geschieht diese
Identifikation einfach durch das Weglassen von “1”, also indem wir a+14b := a-1+b-i schreiben
und Einsen 1 als Faktoren auslassen. Mit dieser Identifikation wird dann auch

2 = z-2, (11L.32)

fiir jede komplexe Zahl z € C, sowie
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) + i(b+d), (IT1.33)
(a+1ib) - (c+1id) = (ac—bd) + i(bc + ad). (I11.34)

Von grofler Bedeutung ist schliellich noch die Polardarstellung fiir komplexe Zahlen. Fiir
z = (a,b) € C\ {0} wihlen wir eine Phase ¢ € R so, dass

a , b
cos(p) = N und  sin(p) = N7 (I11.35)

Die Phase ¢ ist durch (II1.35) bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Mit dieser Phase
wird dann

z = |z| cos(p) + i|z] sin(y). (I11.36)
Ist nun z = |Z| cos(v)) + i|Z| sin(v)), mit ¢ € R, so ist

z-Z =|z]|Z] {[cos(gp) cos(v)) — sin(yp) sin(w)] + i [Sin(go) cos(y)) + cos(yp) sin(w)]}
= |z| |Z| {cos(go + ) + i sin(e + w)} (111.37)

Wegen der Ahnlichkeit mit dem Additionsgesetz e®e? = e**¥ fiir die Exponentialfunktion (und
nicht nur deswegen) schreibt man auch

e = cos(p) + i sin(p). (I11.38)

In dieser Polardarstellung haben dann Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen
folgende grafische Interpretation:
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e Die Addition zweier komplexer Zahlen erfolgt komponentenweise, wie bei Vektoren in der
Ebene R2.

(a,b) + (¢,d) = (a+c, b+d). (I11.39)

e Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen erfolgt durch Multiplikation ihrer Betrége
und Addition der Phasen,

(rye1) - (rp ') = ryrpel@rtee), (IIL.40)
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I11.3 Erginzungen

II1.3.1 Ausfiihrlicher Beweis von Lemma 111.4

Beweis. Offensichtlich ist T' z.B. durch 2 nach oben beschréinkt. Nehmen wir an, 7" hétte das
Supremum b € Q, etwa b = §, p,q € N (offenbar gilt b > 0).

(i) Nehmen wir zuniichst b* > 2 an, und setzen wir b := b — L € Q, wobei n € IN noch spéter
gewahlt wird. Dann beobachten wird, dass

2b 1
- =4+ >V

2
n

= b?

n n n

> 2, (111.41)

sofern wir n € IN gréBer als 2b/(b* —2) wiihlen. Dann wiire b < b auch eine obere Schranke.
Widerspruch. Also gilt: b < 2.

(ii) Nehmen wir umgekehrt an, dass b? < 2. Setzen wir ¢ := b + %, n € IN, so gilt ¢ > b und

26 1 2b
P =V+—t5+= <2 (111.42)
n n n

sofern wir n € IN grofer als 2b/(b* — 2) wihlen. Dann wire t € T. Widerspruch. Also gilt
b > 2.

Aus (i) und (ii) folgt, dass b*> = 2. Bekanntlich ist die Losung dieser Gleichung, b = /2,
irrational, also b € Q. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass b ein Supremum von 7T’
ist und insbesondere b € Q gilt. ]

I11.3.2 Die archimedische Eigenschaft
Satz II1.13. Sei Ry := {z € R| £ > 0}. Ry besitzt die archimedische Eigenschaft, d.h.

(1) YVeeRy,yeRaIneN: nx > y; (IT1.43)
(1)) Ve,yeR, z<yIgeQ: =z < q < y. (I11.44)

Beweis.
(i) Seien x € Ry und y € R, sowie

A = {nz|n e N} (II1.45)

Wiire (i) falsch, dann wire Vn € IN : nz < g, also wire A C R durch y € R nach oben
beschrankt. Weil R das Supremumsaxiom erfiillt, wire dann z := sup A € R. Dann wire
z —x < z, deshalb gébe es ein Z € A mit z —x < Z. Andererseits ist Z - als Element in A - von
der Form zZ = m - z,m € IN. Somit wire z < (m + 1)z € A, was im Widerspruch zu z = sup A
steht.

(17) Seien z,y € R,z < y. Nach (i) gibt es ein n € IN, sodass

nly—z)>1 < nx <ny-— 1 (I11.46)
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Aus der abermaligen Anwendung von (i) erhalten wir my, my € IN, sodass my > nx, my > —nzx,
also —mo < nx < my, was gleichwertig ist mit

nr € (—ma, my). (I11.47)

Wegen

(—mg, my) C [—my, my) = U [m—1, m) (I11.48)

m=—mso—+1

gibt es eine Zahl m € {—msy + 1, —mg + 2,...,my }, sodass
m—1 < nzr < m. (T11.49)

Wegen m — 1 < nx < ny — 1 gilt dann auch

nr < m < ny, (II1.50)
was gleichwertig ist mit
r < 2 o<y (IIL.51)
n
O

I11.3.3 Diophantische Abschitzungen

Fir T = {cos(n)| n € Z} zeigen wir, dass sup(T)) = 1. Offensichtlich gilt sup(7) < 1, da
cos : R — [—1,1]. Wir miissen also nur zeigen, dass auch sup(7’) > 1 richtig ist.

Wegen der Periodizitat der Kosinusfunktion und ihrer Achsensymmetrie ist cos(n) = cos(—n) =
cos(2mk — n), fir alle k € Z. Somit ist T = {cos(7y) | v € I'ax} mit

Iy = {27k —n|kneZ}. (111.52)

Ist nun v € (—m, 7], so gilt mit den Additionstheorem

cos(a) — cos(f) = —2 sin [%(a + B)] sin [%(a - B)] (II1.53)
fiir trigonometrische Funktionen und der Abschétzung |sin(vy)| < |v|, dass
cos(y) = 1—[cos(0) —cos(v)] = 1—2sin*(y/2) > 1—147. (I11.54)
Somit ist

sup(T) > 1 — 5 (inf{h] | v € Fzﬂ}>2. (II1.55)

Die Behauptung sup(7") > 1 folgt nun aus dem folgenden Satz.
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Satz I11.14. Fiir alle o € R st

m(a) = inf{|k:a—n| ’ k,n e Z} = 0. (II1.56)

Beweis. Fiir a € Q ist die Aussage trivial, und wir konnen 0.B.d.A. a € R \  annehmen.
Weiterhin beobachten wir, dass m(a) = m(oa + n) fiir beliebige 0 € {—1,1} und n € Z gilt.
Sei nun ¢ € Z die eindeutige Zahl, fiir die

1

gilt. Dann ist oy € R\ Q von der Form oy = oo + n entweder mit (o = 1) A (n = —{) oder
(0 =—=1)A(n=1{). Es gilt also

m(ag) = m(a), m(ag) < g, ap € (0,3), (IIL.58)

wobei wir die triviale Abschétzung |a| > m(a) benutzen.
Zu «aq gibt es ein eindeutiges ko € IN so, dass koag < 1 < (ko + 1)y gilt, und wir setzen

o1 = min {1 — koao, (ko + 1) — 1} (I11.59)
und beobachten, dass
1
0 < ar < 5([1 ~ koao] + [(ko + Dag — 1]) — —ap. (I11.60)
Ist a; = 1 — kgayp, so ist auBerdem
m(ay) = inf {]k‘ — kkoay — nl ‘ k,n e Z} > m(ap), (IT1.61)

was natiirlich auch fiir oy = (ko 4+ 1)ag — 1 richtig ist.
Zu «a; gibt es ein eindeutiges k; € IN so, dass kjag < 1 < (k1 + 1)y gilt. Wir setzen

a9 = min {1 — ko, (k1 + 1oy — 1} (I11.62)

und beobachten, dass wieder
1
0 < ag < 5 und  m(az) > m(ay) (I11.63)

gelten.
Fahren wir so fort, so erhalten wir eine Folge ()32, € (0, 3)™ positiver Zahlen mit

0<a <2%,; < - < 2%y < 277 (I11.64)
und so, dass fiir jedes v € IN

—v—1
270 >

v

m(a,) > -+ > m(ag) = m(a) > 0 (I11.65)

gilt. Also muss m(a) = 0 sein. O
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Kapitel 1V

Endliche, abzihlbare und
iiberabzihlbare Mengen

Wir haben schon einige Mengen in den Kapiteln I und II kennengelernt, etwa die Zahlenmengen
N,Z,Q und R. Jede dieser Zahlenmengen enthélt unendlich viele Elemente,

#[IN] = #[Z] = #[Q] = #[R] = oo (IV.1)

Um mengentheoretische Unterschiede zwischen ihnen auszumachen, miissen wir unsere bishe-
rigen Begriffe iiber Mengen verfeinern.

IV.1 Abzihlbare Mengen
Definition IV.1. Zwei Mengen A, B heiflen gleichmichtig
= I f:A—= B: fist bijektiv. (IV.2)
Bemerkungen und Beispiele.
e Jede N—elementige Menge, {aq,as, ...,ay} ist gleichméchtig zu {1,2,..., N}, denn
f:AL2,...,N} = {ay,aq9,...,an}, k— ag, (IV.3)
ist eine Bijektion.

e NN ist gleichméchtig zu Z, denn

0, falls k =1,
[ N—>Z, k- s k, falls k gerade A k > 2, (IV.4)
—3 (k—1), falls k ungerade A k> 2,

ist eine Bijektion,

f()y=0, f2)=1, fB)=-1, f4)=2, f(5)=-2, ... (IV.5)



KAPITEL V. ENDLICHE, ABZAHLBARE UND
UBERABZAHLBARE MENGEN IV.2. Dezimaldarstellung von Zahlen

Definition IV.2. Eine Menge A heifit abzdhlbar <
(a) A ist endlich, d.h. #{A} € N (:& #{A} < c0) oder (IV.6)
(b) A ist unendlich, #{A} = oo, und A ist gleichméchtig zu IN (IV.7)
Ist A nicht abzahlbar, so heifit A iiberabzihlbar.
Lemma IV.3. Seien A eine abzihlbare Menge und B C A. Dann ist B abzdhlbar.
Satz IV.4. IN x NN ist abzdhlbar.

Beweis. Wir zeichnen die Elemente (m,n) € IN x IN in eine Tabelle und definieren eine Abbil-
dung J : N — IN x N, indem wir den Pfeilen folgen,

J1):=(1,1) — J(2):=(1,2) J(6) :=(1,3)
v /!
J(3):=(2,1) J(5) :=(2,2) (IV.8)
3 S
J(4) = (3,1)
Die Bijektivitat von J ist offensichtlich. O

Satz IV.5. Q ist abzdhlbar.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Q. Jedes Element ¢ € Q. lésst sich eineindeutig durch
(m,n) € N x N als

m
¢ = (IV.9)

darstellen, wenn man voraussetzt, dass m und n teilerfremd sind (d.h. man kann m/n nicht
kiirzen). Also ist

J:Qy — A= {(mn) € NxN |m,n teilerfremd}, UL (m,n), (IV.10)
n

eine Bijektion. Nach Satz IV.4 ist IN x IN und nach Lemma IV.3 somit auch A € IN x IN
abzéhlbar. Also ist Q. abzidhlbar. m

IV.2 Dezimaldarstellung von Zahlen
Definition IV.6. Eine Folge (in A) ist eine Abbildung

a:IN— A n+—— a,, (IV.11)
wobei A # () eine Menge ist. Statt (IV.11) schreibt man auch

ay,as,as,... oder (a,)r,. (IV.12)

n=1
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IV.2. Dezimaldarstellung von Zahlen UBERABZAHLBARE MENGEN

Wir wollen nun die Dezimaldarstellung von Zahlen zwischen 0 und 1 genauer untersuchen.

Definition IV.7. Eine Folge a : N — {0,1,2,...,9} heifit Dezimaldarstellung der Zahl
O, ajasdsg . . .

= VneNIkeN k>n: a, <0O. (IV.13)
Die Menge der Dezimaldarstellungen bezeichnen wir mit D.
Die Bedingung (IV.13) schliefit Zahlen mit Periode 9, wie z.B.
x = 0,1729999... (IV.14)

aus, denn diese ist ja bereits durch
0,173000. ..

dezimal dargestellt, und wir mochten, dass die Dezimaldarstellung eindeutig ist, siehe auch
Abschnitt IV.3.3.

Lemma IV.8. Die Menge der Dezimaldarstellungen D und die Menge [0,1) :={zx € R|0 <
x < 1} sind gleichmdchtig.

Satz IV.9. D ist nicht abzihlbar.
Beweis. Nehmen wir an,
D = {(a") o (@) e+ } (IV.15)

wére eine Abzdhlung. Definiere nun eine Folge (b,,),en durch

- { 1, falls o € {5,6,7,8,9}, 1V.16)
7, falls ai” €{0,1,2,3,4},
so dass
VneN: b, # a. (IV.17)
Offenbar wére
(bn)nen € D, (IV.18)
da alle b,, verschieden von 9 sind. Andererseits impliziert aber (IV.17), dass
VEEN: (bnew # () (IV.19)
also
(bn)nen & {(aV), o (6P, -~} = D, (IV.20)
was in Widerspruch zu (IV.18) steht. [

Satz IV.10. R ist diberabzdhlbar.

Beweis. Wére R abzéhlbar, so wire auch [0,1) C R als Teilmenge abzdhlbar. [0,1) ist aber
gleichméchtig zur iiberabzéhlbaren Menge D der Dezimaldarstellungen und somit selbst iiberabzéhl-
bar. Also kann R nicht abzéhlbar sein. O
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UBERABZAHLBARE MENGEN IV.3. Ergénzungen

IV.3 Erginzungen

IV.3.1 Teilmengen abzihlbarer Mengen sind abzihlbar

Beweis. Ist #{B} endlich, so gilt die Behauptung automatisch. Wir kénnen also 0.B.d.A. vor-
aussetzen, dass B und somit auch A O B unendlich sind,

#{B} = #{A} = . (IV.21)
Da A abzéhlbar ist, gibt es eine Bijektion
r:IN—= A n—a,, (IV.22)
und
A = {xy,29,23,...}. (IV.23)
Da B C A, gibt es eine Zahl n; € N, so dass
¥ B, o B,,..., xy, 1 ¢€B, ©, €B. (IV.24)
Weiterhin gibt es eine Zahl ny € IN,ny > nq, so dass
To1 € B,..., Tn,1 & B, x,, € B. (IV.25)
Fiithren wir dieses Verfahren so fort, erhalten wir eine Abbildung
y:N—= B, j=y;=umx,, (IV.26)

wobei nj € N, 7 <n; <mnji;. Weil x : N — A eine Bijektion ist, gilt z,,, # x, falls m < n.
Insbesondere ist fiir 7 < j auch n; < n; und somit z,,, # x,,,

i<j] = n;<ng = Yo=Tp, F Tn; = Yi- (IV.27)
Also ist y injektiv. Ist nun b € B C A, so gibt es ein n € IN mit
b = n. (IV.28)

Mit der oben beschriebenen Prozedur erhélt man dann n = n;, fiir ein gewisses j € N, 7 < n
(nach endlich vielen Schritten, das ist hier der Punkt!), also

b =z, =y (IV.29)
Somit ist y auch surjektiv und damit bijektiv O
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IV.3.2 Abzihlbare Vereinigungen abzihlbarer Mengen
sind abzihlbar

Satz IV.11. Jede Vereinigung abzihlbar vieler abzdhlbarer Mengen ist abzdhlbar.
Beweis. Seien die Mengen Aj, As, Az, ... gegeben als

A; = {xj1,252,%j3,...}. (IV.30)
Dann ist

A= JA = {ou |30 R) €N XN :ay, € A5} (IV.31)

JjeN

Wie im Beweis von Satz IV.5 folgern wir nun, dass A gleichméchtig zu einer Teilmenge von
IN x IN und somit abzahlbar ist. O

IV.3.3 Beweis der Gleichmichtigkeit der reellen Zahlen
und der Dezimaldarstellungen (Lemma IV.8)

Beweis. Seien (a,)5, € D eine Dezimaldarstellung und, fiir N € N,

N
v = Y a, 10" € Q C R. (IV.32)
n=1

Offensichtlich gilt immer ¢y < 1, deshalb ist die Menge
A = {ql,QQ,Q3,...} g R (IV33)

nach oben beschriankt und hat ein Supremum sup A € [0,1]. Wegen (IV.13) gilt sogar gy <
1 — 107", fiir ein gewisses 7 € IN, und daher

sup A € [0,1). (IV.34)
Wir erhalten somit eine Abbildung
J:D—10,1), (an)nen — sup A. (IV.35)

Seien nun (a,)nen, (bn)new € D und (an)new # (bn)new. Wir zeigen, dass dann auch sup A #
sup B, wobei B = {p1,p2,p3,...} und py = 27]1\[:1 b, - 107", Dann gibt es ein m € N, so dass

a; = bl, a9 = bg, ceey Qo1 = bm_l, QA S bm —1 (IV36)

(oder umgekehrt, dann vertausche man die Rollen von (ay,)nen und (b,)nen).
Weiterhin gibt es nach (IV.13) ein 7 > m + 1 mit

az < 8. (IV.37)
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KAPITEL IV. ENDLICHE, ABZAHLBARE UND
UBERABZAHLBARE MENGEN

IV.3. Ergénzungen

Bilden wir nun qy, fiir N > n, so gilt

m—

|
NE

gN =
1 n=1

S
Il

1 n—1 N
107" = > by 107+ D an 107> ay 107"

%/
<9.10—#
m—1 n
<) by 107", 107 4 Y 941077, (IV.38)
n=1 n=m++1
=10-m—10—7
und andererseits, fiir N > m,
N m—1
py = Y by-107" > Y by 107" A by, - 107 (IV.39)
n=1 n=1
Mit
A={q,9,q, ...}, B:={p1,p2,ps, ...} (IV.40)
und
QW<@<@g=<.., PP<p<p3<... (Iv.41)
erhalten wir dann
Vk € N : sup A = sup{qr, Gk+1, Qr+2, - - -} (IV.42)
VeeN:  supB = sup{q,qet1,qes2, - - -} (IV.43)
Also ist
sup A = SUP{%, Qi+1, Qa+2;5 - - }
m—1
< by - 107" 4 (@, +1) - 107™ — 107"
n=1
m—1
< by - 107" 4+ b,, - 107™ — 107"
n=1
< Sup{Pm, Pmt1, Pmt2, -} — 107"
= supB —10"" < supB. (IV.44)
Insbesondere ist
J[(an)nelN] = SllpA < SupB = J[(bn>n€]N}7 (IV45>

und somit J injektiv.
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Um die Surjektivitéit zu zeigen, wéihlen wir eine Zahl xy € [0, 1) und bestimmen die natiirliche
Zahl a; € {0,1,...,9} so, dass

0 < a = 29—0a,-107" < 107%. (IV.46)
Anschlieflend wéhlen wir ay € {0,1,...,9} so, dass
0 < @y := 11 —ay-1072 < 1072 (IV.47)
und allgemein a, € {0,...,9} so, dass
0 < ap = mp_1 —ap-107F < 107F, (IV.48)

fir vorher gewdhlte ay,as,...,a,1 € {0,...,9}. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge
(an)nen € D. Bilden wir wieder

N
gn = Zanlo_na A = {Q1>Q2>---}> (IV49)
n=1

so ist mit (IV.46)-(IV.48), fiir alle N,k € N

gy < x9 < gv+107Y < gy + 107N, (IV.50)
Also gilt, fiir alle N € IN,
supA < z9 < sup{gn,qng1,-. .} F107Y = sup A+ 107V, (IV.51)
Aus
VNeN: supA < 25 < supA+1077Y (IV.52)
folgt aber
zo = supA = J[(an)nen], (IV.53)
und J ist auch surjektiv und somit bijektiv. O]
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Kapitel V

Folgen und Konvergenz

V.1 Konvergenz von Zahlenfolgen

Wir erinnern an den Begriff der Folge, den wir schon im Kapitel III verwenden. Eine Folge
(an)22, € AN in A ist eine Abbildung a(y : N — A, n — a,. Folgen mit Werten in A C K
nennen wir Zahlenfolgen.

Definition V.1.
(i) Eine Zahlenfolge (a, )%, € K¥ heift konvergent :<

JdaeKVe>03dnoe NVn>ng: |a,—al <e. (V.1)

In diesem Fall heifit « Grenzwert oder Limes von (a,)° ,, und wir schreiben statt (V.1)
auch abkiirzend

a, = a, n— 00, (V.2)
oder
lim {a,} = a. (V.3)
n—oo

(ii) Eine Zahlenfolge (a,)2°; € KN heifit divergent :<

(an)s2 ist nicht konvergent. (V.4)

(iii) Enthélt eine Zahlenfolge (a,,)22; € K¥ eine konvergente Teilfolge (a,, )5, so heifit deren
Grenzwert limy_,{an, } Hiufungswert von (a, )

n=1"

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass der Limes einer konvergenten Folge eindeutig ist. Ist ndmlich

a, —a und a, —ad, n— oo, (V.5)
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so gibt es fiir jedes € > 0 zwei Indizes ng, ny € IN, so dass

Vn >ngp: la, —a| <e, (V.6)

Vn > ng: la, —d'| <e. (V.7)
Fiir n > max{ng, n{} ist demnach
la—d| < |a, —al + |a, —d| < 2e. (V.8)

WEeil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, folgt daraus

e Seien K = R und a,, := 1/n. Dann konvergiert a,, — 0, fir n — oc.

e Seien K = R und a,, := (—1)"++. Dann ist (a,);2, divergent und hat die Hiufungswerte

n=1
{_17 1}
e Seien K = C und a, :== a+ % +1i — % Dann konvergiert a,, — a + i3, fiir n — oo.
e Seien K = C und a,, := cos(n) + i sin(n). Dann ist (a,)3>, divergent.

e Jede konvergente Zahlenfolge (a,,)7; in K ist auch beschréankt. Genauer gesagt, ist dann
die Menge {a,}22, C K der Folgeglieder beschriankt, d.h.

dJR<ocoVneN: |a, < R. (V.10)
Ist ndmlich a := lim, o a,, so kénnen wir € := 1 in (V.1) wihlen und erhalten ein
ng € IN, sodass
Vn>ng: |a,| < la|+|a, —a| < |a]+1. (V.11)
Also gilt (V.10) mit
R = max {|ai|, |as],...,|an,—1],]a| + 1} < oo. (V.12)

e Die Konvergenz von komplexen Folgen ist gleichbedeutend mit der Konvergenz ihres Real-
und Imaginérteils,

(22)22, € CY ist konvergent < (V.13)
(Re{2,})22, € R und (Im{z,})22, € RY sind beide konvergent.

Ist ndmlich |z, — 2| = \/Re{z, — 2}2 + Im{z, — 2} < ¢, so sind auch |Re{z, — z}| < e
und |[Im{z, — z}| <e.

Sind umgekehrt |[Re{z, — z}| < e und [Im{z, — 2}| < ¢, so ist |z, — 2| < V/2¢.
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Satz V.2. Seien a € K und (a,), (b))%, € KN zwei konvergente Zahlenfolgen. Dann sind

n=1’
auch (a, £b,)22, (0a,), und (a, - b,)5, konvergent, und es gelten
lim{a, £b,} = lim{a,} £ lim {b,}, (V.14)
n— o0 n— 00 n—o0
T}LIEQ{CY a,} =a- 7112{.10{&”}, (V.15)
lim {a, -b,} = lim {a,} - lim {b,}. (V.16)

Sind auflerdem b, # 0, Vn € N und b # 0, so ist auch (a,/b,)>, konvergent, und es gilt

. fan lim,, o0 {an}

1 — = —. 1
S { } 1m0 o0 b} (V.17)

Beweis. Wir zeigen nur (V.14) fir die Summenfolge (a,, + b,)22; und (V.15). Wir setzen a :=
lim,, o {a,} und b :=lim, . {b,}.
Sei € > 0. Dann ist auch €/(2 4 |a]) > 0. Weil (a,)32 ; konvergent ist, gibt es nj, € IN, sodass

Vn>ng: la,—al < 2+€|&‘, (V.18)
und weil (b,,)7°, konvergent ist, gibt es nj € IN, sodass
Yn>nl: |bn—b < g (V.19)
Setzen wir nun
no = max{ng,ng}, (V.20)
dann gilt fiir alle n > ng, dass
|(an +by) — (a+0b)| = |(a, —a)+ (b, — )] (V.21)
<lan—al+ by —b] € > +> < e
2+ o] 2
und
aa, —aal = |a|-|a, —al < 2|O_é|_|; < e (V.22)
[

Bemerkungen und Beispiele.

e Mit Hilfe von Satz V.2 kénnen wir viele Folgen sehr effizient auf Konvergenz untersuchen.
Setzen wir beispielsweise
3+ 4n? — 2nt 3Tt +4n"2 -2

= - : V.23
“ n*+n 1+n-3 ( )

so erhalten wir
lim,, oo {3n"* +4n=% — 2} 3-lim, oo{n ™} +4 - lim, oo {n 72} — 2

lim {a,} = =
Jim {an} lim, oo{l + 13} 1+ limy, oo {n 3}

= - = -9 (V.24)
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V.2 Reelle Folgen und Monotonie

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass der Konvergenzbegriff in C auf den in R zurtick-
gefithrt werden kann. Aus der Ordnungsstruktur in R erhalten wir allerdings noch weitere
Aussagen, die keine Entsprechung in C haben.

Definition V.3. Eine reelle Zahlenfolge (a, )%, € RN

monoton steigend an < Gpit,
heift streng monoton steigend o VYnel - an < Ap1, (V.25)
monoton fallend Ay > Gpit,
streng monoton fallend Qp > Qpy.
Satz V.4. Sei (a,)>2, eine Folge in R.
(1) Ist (a,)52, nach oben beschrinkt und monoton steigend,
50 st (an)oe konvergent. (V.26)
(17) Ist (a,)22, nach unten beschrdinkt und monoton fallend,
50 st (an)peq konvergent. (V.27)
Beweis. Offensichtlich sind (7) und (i7) dquivalent, wie man aus Ersetzung von a,, durch —a,
ersieht. Wir zeigen nur (7). Die Menge A := {ay, as, as, ..., } ist nach oben beschriankt, und wir
setzen
a = sup A. (V.28)

Sei nun € > 0. Weil a das Supremum von A ist, gibt es nach Lemma III.9 ein a,, € A, so dass
Uny < @ < @y, + €. (V.29)

Da (ay)nen monoton wachsend ist, gilt a,, < a, fir n > ng, und daher
Vn>ny: 0 < a—a, < a—a, < ¢ (V.30)
Also ist (a,)22; konvergent und lim,, . {a,} = a. O

Sei (a,)%, € [-R, R]Y eine nach oben und unten durch £R, 0 < R < oo beschrinkte Folge.
Setzen wir

A = Aam, Gmi1, Gmeo, - - -}, (V.31)
so gilt
[-R,R] O Ay D Ay D A3 DO ... (V.32)
Setzen wir weiter, fiir m € IN,
b :=inf A,, und ¢, :=supA,,, (V.33)
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so gilt
VmelN: —-R <45, <c¢, <R. (V.34)
AuBerdem impliziert (V.31)-(V.32), dass
b, = inf A, = min{am, ianm+1} < infA,1 = by, (V.35)
Cm = supA,, = max{am, supAmH} > sup Ami1 = Cogr- (V.36)

Also sind beide Folgen, (b,,)5°_; und (¢,,)_,, beschrankt und monoton und daher auch kon-
vergent in R.

Definition V.5. Sei (a,)?, eine Folge in R.
(i.a) Ist (a,)22; nicht nach oben beschriankt, dann setzen wir

lim sup{a,} = lim {a,} = . (V.37)
n—oo n— oo

(Dabei ist “ oo ” nur als Symbol zu verstehen. co, —oo ¢ R.)

(i.b) Ist (a,)32,; nach oben beschrénkt, und ist (¢;,)5°_,, mit ¢, := sup{am, @mi1, ...}, nicht
nach unten beschrankt, so setzen wir

limsup{a,} = —o0. (V.38)

n—o0

(i.c) Ist (a,)22; nach oben beschriankt, und ist (¢,,)°_;, mit ¢, := sup{am, @my1,- - .}, nach
unten beschrinkt, so setzen wir

liinﬁs:ip{an} = n%l_rgo{cm} = n%i_rgo{sup{aﬂn > m}}. (V.39)
(i)
liminf{a,} := lim, , {a,} = —limsup{—a,}. (V.40)
n—00 n—00

o0

limsup,,_,,.{a,} heiit Limes superior von (a,)% ,,

[e.o]

liminf, ,,{a,} heiit Limes inferior von (a,)% .

Bemerkungen und Beispiele.

e Sei a, := n fiir n € IN. Dann ist (a,)>2; nicht nach oben beschrinkt, und es gilt (i.a),
also limsup,,_, {a,} = c©.

e Sei a, := —n fiir n € N. Dann ist (a,)>, nach oben beschrinkt. Weiterhin ist ¢, =
sup ({—m, —-m—-1,—m-—2,.. }) = —m, deshalb ist (¢;,,)5°; nicht nach unten beschrankt,
und es gilt (i.b), also limsup,,_, . {a,} = —o0.
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e Sei a, == (=1)"(1 + 2). Wegen —2 < @, < 2 ist dann (a,);2, beschrénkt, und es gilt
(i.c). Weiterhin ist

s == () (B5) -G (D) -

(V.41)
{2]{:—}-1 —2k—2 2k+2 } 2k+1
C = S . =
S ) T R T 2%k
also ¢,,, — 1, fiir m — oo, und limsup,,_, {a,} = 1.
e Genauso sieht man, dass liminf, ,.{a,} = —1 fir a, := (—1)”(1 + %) Wir beobachten,
dass —1 und 1 Héufungswerte der Folge (a,)7°, sind.
e Sei (an)ye, eine Abzéhlung von @ N (0, 1).
Dann sind liminf,, ,{a,} = 0 und limsup,,_, . {a,} = 1.
Satz V.6. Sei (a,), € RN eine Folge in R.
(i) Folgende Charakterisierungen sind gleichwertig:
{lim sup{a,} =: a € R existiert (ist nicht gleich —oo oder oc) } (V.42)
n—oo
& {V€>OEInOE]NVm2n0: Ay < a+¢ und
Ve > 03(ny)j2, € NY n;<nj VieN: a, > a— 5} (V.43)

& {(an)zo:l ist nach oben beschrinkt und a ist ihr grofiter Hdufungswert}. (V.44)

(ii) Folgende Charakterisierungen sind gleichwertig:

{lim inf{a,} =: a € R existiert (ist nicht gleich —oo oder 0o) } (V.45)

n—oo
& {V€>03n0€]NVm2n0: Qm > a—¢ und

Ve > 03(ny)j2, € NN nj<nVjeN: a, < g+6} (V.46)

J

& {(an)oo ist nach unten beschrdinkt und a ist ihr kleinster Hdufungswert}. (V.47)

n=1
Korollar V.7. Ist (a,)2, € RN eine reelle Zahlenfolge, so gilt

[(an)le ist konvergent in ]R] & [lim sup{a,} = liminf{a,} € ]R], (V.48)
n—oo

n—o0

und in diesem Fall gilt weiterhin

limsup{a,} = liminf{a,} = lim{a,}. (V.49)

n—oo
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Bewets.

= Ist (a,)52, konvergent mit Limes a := lim, ,o{a,}, so ist (a,)>; nach (V.10) auch be-
schrénkt. AuBerdem ist auch jede Teilfolge (a,,;)32, konvergent, und zwar mit gleichem Grenz-
wert, lim; ,o{a,;} = a. D.h. jedoch, dass jeder Hdufungswert gleich a sein muss und nach
(V.44) und (V.47) insbesondere limsup,,_, {a,} = a = liminf, ,{a,} gilt.

<: Sind (a,)%2; beschrinkt und a := limsup,,_, {a,} = liminf, ,{a,} € R sowie ¢ > 0, so
gibt es nach (V.43) und (V.46) natiirliche Zahlen n{, nj € IN so, dass

Vn>ng: a, < a+e, (V.50)
Vn>ng: a, > a—c¢. (V.51)
Fiir n > max{n{, ny} ist dann also —¢ < a,, — a < ¢, und lim,,_,{a,} = a. O

V.3 Cauchy-Folgen
Definition V.8. Eine Zahlenfolge (a,), € K¥ heifit Cauchy-Folge
S Ve>0dnge NVm,n>ng:  |ay —ay| <e. (V.52)

Cauchy-Folgen spielen in der Analysis eine grofie Rolle, weil man mit ihrer Hilfe den Konver-
genzbegriff einfithren kann, ohne expliziten Bezug auf den Grenzwert zu nehmen.

Lemma V.9. Ist (a,)%, € KN eine konvergente Zahlenfolge, so ist sie auch eine Cauchy-
Folge.

Beweis. Seien € > 0 und a := lim,,_,.{a,}. Dann gibt es ein ng € IN, so dass

Vn>ng: |a,—al < /2. (V.53)

Also ist
Vm,n>ng: |am—ay| < |lam—al + |a, —al < e. (V.54)
O]

Satz V.10 (Cauchy-Kriterium). Ist (a,)>2; € RN eine Cauchy-Folge, so ist sie auch konver-
gent.

Beweis. Sei (a,)°2, € RN eine reelle Cauchy-Folge. Withlen wir € := 1, dann gibt es nach

(V.52) ein ng € IN, so dass (mit m := ny)
Vn>mng: |a,—ag| < 1 (V.55)
Also ist

Vn2>ng: an] < ang| + lan = an| < fan,| + 1, (V.56)
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und daher
VneN: |a,| < 1+ max{|ai|,|asl,...,|anl}, (V.57)
d.h. (a,)5, ist nach oben und nach unten beschrénkt. Nach Definition V.5 sind deshalb

a = limsup{a,}, a:=liminf{a,} € R, (V.58)
n—o0

n—oo

und es geniigt zu zeigen, dass a = a. Sei dazu € > 0 gewéahlt. Weil (a,)5°; eine Cauchy-Folge
ist, gibt es ein ng € N, so dass

Vn>ng: |a, —an| < e, (V.59)
was
Vn>ng: apy—¢ < a, < ap,+¢ (V.60)
impliziert. Daher gilt auch,
Upy — € < nigrl;{an} = by < Cpy = :;a{an} < ap, + €. (V.61)

Aus (V.61) und der Tatsache, dass b,, monoton steigt und c,, monoton sinkt, erhalten wir

Uny — € < by, < nh_)rrgo{bm} =a (V.62)

und
a = T}Lrlgo{cm} < Cpy < Ay F €, (V.63)

also
0 <a—a < (an+e) = (an, —e) = 2. (V.64)

Da e > 0 beliebig klein gewéahlt werden kann, folgt daraus, dass
a = a, (V.65)
was nach Korollar V.7 die Konvergenz von (a,,)5, zur Konsequenz hat.

n=1

(an)2y, (bn)22; € RN wegen

n=1»

Ist (2,)22, € CN eine komplexe Cauchy-Folge mit Re{z,} =: a,, und Im{z,} =: b,, so sind
lam — an| < |zm — 2o und by, —bn] < |z — 2l (V.66)

zwei reelle Cauchy-Folgen, die nach dem ersten Beweisteil damit auch beide konvergent sind,
was nach (V.13) die Konvergenz der komplexen Zahlenfolge (z,)5°, nach sich zieht. O
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V.4 FErginzungen

V.4.1 Vertauschung von Limiten mit Produkt und Quotient

Beweis. (Fortsetzung des Beweises von Satz V.2) Als konvergente Folgen sind (a,)2; und
(bn)5e, beschriankt. Es gibt also ein R < oo, so dass

max { sup |a,|, sup |b,|, |a|, o]} < R. (V.67)

Sei € > 0. Dann gibt es ng, ng € N, so dass

Vn>ny: la,—al < R (V.68)
€
Vn>ng: |b,—0 < R (V.69)
Setzen wir ng := max{ny, ng}, dann gilt, fiir alle n > ny
|anb, — ab| = l|anb, — ab,, + ab, — ab
£ £
< _ . . J— < —_ o —_— = . .
< lan —al - |by| + |a] - |6, — 0] < 5 R+ R 5 € (V.70)

Also ist lim, oo {a,b,} = ab.
Fiir den Beweis von (V.17) zeigen wir zuniichst, dass die Folge (7~)%°, beschrinkt ist. Dazu

bn
— I

setzen wir ¢’ := 5. Aus der Konvergenz von (b,);"; folgt dann die Existenz von 7y € N, so

dass
Vn>ng: |b,—b < €& = % (V.71)
Damit ist aber
Vn>ng: |by] = [b+b,—b > |b|—|b,—0b] > % (V.72)
Also ist
max{m,supl} < R ::3 —i—max{ﬂ‘lgk < ﬁo} < 0. (V.73)
bl " Tbn 0] ||

Fiir ¢ > 0 impliziert wiederum die Konvergenz von (b,,)?; die Existenz von ng € IN, so dass

£
Vn>ng: [b—0b, < yoch (V.74)
Somit ist dann
1 1 b — by 5 €
Yn>ng: |——-| = < = = . V.75
vz gl = e < R = W75)
Also konvergiert (%);‘;1 in K gegen ;. Die Behauptung (V.17) folgt nun aus (V.16). O
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V.4.2 Limes Superior/Inferior als grofiter /kleinster Hiufungswert

Beweis. (Beweis von Satz V.6) Aussagen (i) und (ii) sind offenbar wieder dquivalent, und wir
zeigen nur (7). Dazu zeigen wir

(VA2) = (V43) = (V.44) = (V.42). (V.76)

(V.42) = (V.43): Sei limsup,_,,{a,} = @ € R, und sei ¢ > 0. Nehmen wir an, es gibe
unendlich viele a, > @ + ¢, also eine Teilfolge (a,,;)?2; mit a,, > @ + . Wegen n; — oo, fiir
J — 00, gibt es zu jedem m € IN ein n; > m und deshalb ist

VmeIN: sup{a,} > an, > a+te, (V.77)
n>m
also
limsup{a,} > a+¢ = limsup{a,}+e¢. (V.78)
n—00 n—oo

Widerspruch. Daraus folgt die Existenz eines ny € IN, so dass
Vn>ny: a, < a+e. (V.79)

Gébe es nur endlich viele n € IN mit a,, > a — ¢, so miisste es n;, € IN geben, so dass

Vng>ng: a, < a—e. (V.80)
Dann wire aber
limsup{a,} < sup{a,} < a—e = limsup{a,}—-e. (V.81)
n—oo nzn/o n—o0

Widerspruch. Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge (a,;)32, mit a,; > @ — ¢, fiir alle j € N.
(V.43) = (V.44): Seien € > 0 und ng € IN und (a,,;)%2, so, dass

J

(sznoz am§d+5>/\<‘v’j€]N: an.Z&—5>. (V.82)

Dann gilt
VieN,n;>ng: |an, —al < e, (V.83)

und a ist ein Haufungswert von (a,,)>2 ;. Auflerdem ist (a,,)>2, nach (V.82) offensichtlich nach
oben beschrénkt.
Ist nun b > a, so wihlen wir ¢ := b_Ta > 0. Nach (V.43) gibt es ein ny € N, so dass

Vm>ng: an, < at+ec = b— 2e¢. (V.84)

Also kann b kein Haufungswert von (a,)2%; sein. Somit ist a der grofite Haufungswert von

(an)ﬁ’il-
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(V.44) = (V.42): Seien (a,)92; eine nach oben beschriankte Folge und a ihr grofiter Haufungs-
wert. Weil (a,)2%; nach oben beschréinkt ist, ist limsup,,_, . {a,} < co. Ist andererseits ¢ > 0,

so gibt es eine Teilfolge (an,;)32; mit a,, > a — ¢, fiir alle j € IN. Dann ist

j=1
limsup{a,} = lim (sup{a,}) > lim ( sup {a,}) > a—c¢, (V.85)
n—+00 n—=00 "m>n N0 " jeNin; >n ’

und mit € — 0 folgt

a < limsup{a,} < oo. (V.86)

n—oo

Sei nun ¢, := sup,,>,{amn}. Dann ist ¢, monoton fallend und limsup,, ,, {a,} = lim, ,oc{c,}.
Weiterhin gibt es zu jedem n € N einen Index m(n) > n, so dass

1
Cp —— < Am(n) < Gy, (V87>
n

nach Definition des Supremums. O.B.d.A. kénnen wir m(n) < m(n+1) annehmen und erhalten
eine konvergente Teilfolge (apmm))ne; mit

lim {@ppy} = lim {c,} = limsup{a,}. (V.88)
n—oo

n—0o0 n—o00

Also ist limsup,,_, . {a,} ein Hiaufungswert von (a,)3> ;. Weil a der groBte Haufungswert ist,
folgt

limsup{a,} = a. (V.89)

n—o0

]
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V.4.3 Konstruktion der Reellen Zahlen

In diesem Kapitel wollen wir die Konstruktion der reellen Zahlen vorstellen. Dabei kann man
verschiedene Wege beschreiten - etwa den iiber die Dedekindschen Schnitte. Wir wihlen je-
doch einen andere Weg, der in die Funktionalanalysis weist: Wir fithren die reellen Zahlen
als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen ein - ganz analog zur Vervollstindigung normierter
Vektorrdume.

Aquivalenz rationaler Cauchy-Folgen

Definition V.11. Sei

R = {(an);’f:l cQN|VEeNIng e NVYm,n>ng: |am — a,| < 10”“} (V.90)
die Menge aller rationalen Cauchy-Folgen. Wir definieren eine Relation ~: R x R — {w, f}
durch

(@)% ~ (b))%, & VYhkeNIngc NVm,n>ng: |a,— b, < 1075 (V.91)
Gilt (V.90), so heiflen a := (a,,)72, und b := (b,)2, dquivalent.
Lemma V.12. ~: R x R — {w, f} ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Seien a 1= (a,)5% 1, b= (bn)5, ¢ := (cn)i>y € R.

Reflezivitit: a ~ a ist gleichwertig mit a € R.

Symmetrie: Offensichtlich ist a ~ b gleichwertig mit b ~ a.

Transitivitit: Sei k € IN, und gelten a ~ b und b ~ ¢. Dann gibt es ng, nj € IN, so dass

Vm,n>ng: |G — by < 107571 (V.92)

Vn,l>nl: by —cg| < 107FL V.93
0

Mit ng := max(ng, ng) ist damit

Vm,d>ng:  am —co| < Jam — bp| + b —c] < 1075410751 < 107F.
(V.94)

und daher gilt auch a ~ c.
O
Bemerkungen und Beispiele.

e Somit zerfillt R in disjunkte Aquivalenzklassen, die wir als reelle Zahlen bezeichnen,
R = R/~. (V.95)
e Ist a € R, so bezeichnen wir die zugehérige Aquivalenzklasse mit [a).

e Die rationalen Zahlen sind in folgender Weise in R eingebettet: Zu ¢ € Q betrachten wir
die konstante Folge (g, ¢, q;...) = (q)7L;. Offenbar ist (¢)72; € R, und wir identifizieren
q € Q mit der Aquivalenzklasse [(¢)32,] € R.

e Wir schreiben insbesondere [0] := [(0)72,].

n=1
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KAPITEL V. FOLGEN UND KONVERGENZ

V.4. Ergénzungen

Die Ordnungsrelation auf R =R/ ~

Lemma V.13. Seia = (a,);2, € R und [a] # [0]. Dann gilt

entweder [a] > [0] = ILngeNVn>ng: a, >10"" (V.96)
oder [a] < [0] & FLngeNVn>ng: a, <—107%, (V.97)

Beweis. Da [a] # [0], ist (an)22, % (0)5°,, und es gilt
JLENVNy e NIA>Ny:  |az —0| = |az| > 1071 (V.98)

Waihlen wir nun k := L + 1, so ergibt sich aus der Tatsache, dass a € R,

dng e NVm,n>ng: |am —a,| < 1075, (V.99)

Jetzt wihlen wir Ny := ng in (V.98) und erhalten

In>ng:  az| > 1075 (V.100)
Wir setzen dann n := 7 in (V.99) und sehen, dass
Vm>ng:  lam| > laa| = |am —az| > 10757 107 = 9.107% (V.101)
Ist apn, > 0, S0 ist ap, = |ay,| und nach (V.98) gilt fiir alle m > ny:
Um = Ung + Qm — Gng = |Ung| + Gm — Qny = |Gng| — |@m — an,]
>9.-100*~10% = 8. 10t >10"" (V.102)
Ist umgekehrt a,, < 0, so ist a,, = —|ay,|, und analog folgt
Vm>ng: a, < —107% (V.103)
[
Lemma V.14. Seien a := (a,)22,, b:= (b,)>, € R. Dann gilt
(@ ~b) <= (a—b~0), (V.104)
wobei a — b = (an, — b,)5% .
Beweis.
7=":1st a ~ b, so gilt insbesondere
VEeN3Inge NVn>ng: |a, —by| < 1077, (V.105)
also auch
VEeN3Ing e NVm,n>ng: |(a, —b,) —0] < 1077, (V.106)

wobei 0 das m. Element der Folge 0 ist. Mit anderen Worten: (a — b) ~ 0.
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7<=": Ist umgekehrt (a —b) ~ 0, so gilt (V.105). Weiterhin ist (a,); € R, und daher gibt es
ny € N, so dass

Ym,n>nh:  |am —an| < 107% (V.107)
Fiir m,n > max(ng, ng) erhalten wir somit
|G = bp| < am — an| + |an, —by| < 2-107F, (V.108)
d.h. a ~b. O
Fiigen wir Lemmata V.13 und V.14 zusammen und beachten Definition 1.1, so erhalten wir

Korollar V.15. Die reellen Zahlen R = R/ ~ sind beziiglich ,<“ total geordnet, d.h. zu
a,b € R gilt entweder [a] = [b] oder [a] < [b] oder [a] > [b], und fir a,b,c € R ist mit [a] < [b]
und [b] < [c] auch [a] < [c].

Die Grundrechenarten

Definition V.16. Seien a = (a,)>;, b= (b,)32, € R. Wir definieren

atb = (a, £b,)2,, (V.109)
a- Z_) = (an : bn)zo:p (VllO)

1 1 o
1 V111
b (bn + sgn(by,) - 10”)n:1’ ( )

wobei sgn : Q — {—1,1},
. 1, falls ¢ > 0,

sgn(q) = { 1, falls ¢ <0. (V-112)

Lemma V.17. Seien a = (a,);2, b= (by);>; € R. Dann sinda £ b, a - b € R, und fir
b 0 ist auch % €ER.

Beweis. Da a,b € R, gibt es zu k € IN zwei Zahlen ng, ng € IN, sodass
Vm,n > ng: | — an| < 107771, (V.113)
Vm,n > ng: by — b < 10771 (V.114)
somit gilt fiir alle m, n > max(ng, ng):
[(am £ b)) = [(am — an) £ (b, — by)| (V.115)
< am — ap| 4 by —bn| < 1077110771 < 107F,
also a £ b€ R. Mit k := 1 folgt aus a,b € R, dass

dng € NVm,n>ng:  |am — an|, |y —ba| < 1071 (V.116)
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Setzen wir m := ny, so folgt daraus, dass

Vm,n>mng:  |an| + |bn| < |ano|+|bno|—|—2-10_1 < Hang | + by | + 1.

Mit
C = <i‘ar’+’br‘> +17
r=1

erhalten wir

sup |a,| < C, suplb,] < C.
nelN nelN

Wir beobachten nun, dass
| @b, — anbp| = |(@m — an)by + an (b — by)]
< am = anl - [bm| + an] - [byn — by
< C (lam — an| + |bm — byl).

Seien nun k € IN und ¢ € N so, dass C' < 10°. Dann gibt es n), nj € IN, so dass

Vm,n > ng: | — an| < 10777,
Vm,n > ng: by — b < 107F7E
Also ist mit (V.120)
Vm,n > max(ny,ng) :  |ambm — anb,| < 107F,

dh.a-beR.

Ist schlieBlich b ~ 0, so existieren nach Lemma V.13 zwei Zahlen L, nj € N, sodass

Vo >nh:  |b > 1075
Fiir £ € N gibt es njj € IN, so dass
Vm,n>ng:  |byp —by| < 107 k-12E
und so erhalten wir fiir alle m,n > max(ng,ny) + 2L+ k+1 =: ny.

|(bm—|—sgn(bm) 107™) 71 = (bn + sgn(by) - 107”)71‘

_ ( 1 ) : ( ! ) : ‘bm — by + sgn(by,) 107" — sgn(b,)10™"

|by| + 10—™ |b,| + 10—7

Also ist + € R.

IS

57

(V.117)

(V.118)

(V.119)

(V.120)

(V.121)
(V.122)

(V.123)

(V.124)

(V.125)

(V.126)



V.4. Erginzungen KAPITEL V. FOLGEN UND KONVERGENZ

Lemma V.18. Seien a = (an)p2y, &= (an)5ly, b= (bn)pZy, b= (b)), € R mita~ a und
b~b. Dann sind

a+b ~ a+b (V.127)
a-br~a-b (V.128)
und, falls b+ 0,
é N % (V.129)
Beweis. Wie in Lemma V.17 gibt es L € N, so dass
Ve N:an, |an|, |ba], [ba] < 10 (V.130)
Zu k € N gibt es dann ng € IN, so dass
Vm,n > ng: |am — anl, by —ba| < 1075717 (V.131)
Also sind fiir alle m,n > ng
(@ £ ) = (@0 £ Do) = [(@m = @0) £ (b — by)]
<2-107F1F < 107k (V.132)
und
|t - by — @y - bu| = (@ — )b + G (b, — by
< b - [ = ] + | - b — bl
<2-10%- 107178 < 107 (V.133)
Dies beweist (V.127) und (V.128). Glg (V.129) ist analog. O
Korollar V.19. Die Verkniipfungen +, —, - : R xR — R,
la] £ 18] = la+b], (V.134)
[a] - [b] == la - b}, (V.135)
und die Abbildung 1/(-) : R\ {[0]} — R,
[—;] - H (V.136)
sind wohldefiniert, d.h. unabhdngig von den gewdhlten Reprdsentanten a,b € R.
Lemma V.20. R ist beziiglich der in (V.134)~(V.135) und durch
VideR HeR\(}: § = |og] (v.137)

definerten Verkniipfungen ein Kdérper.
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Beweis. Nachpriifen der Kérperaxiome; dabei sind [0] und [1] = [(1)$2,] die neutralen Elemente
der Addition bzw. Multiplikation. n

Definition V.21. Fiir je zwei Elemente [a], [b] € R mit [a] # [b] definieren wir
[a] <[] = [a—0b <O, (V.138)
[a] > [b] = [a—0b > 0, (V.139)
wobei die rechten Seiten in Lemma V.13 definiert sind.
Lemma V.22. R st beziiglich "<” ein geordneter Kérper.
Beweis. Nachpriifen der Definitionen III.1 einer totalen Ordnung und II1.7 eines geordneter

Korpers. 0

Das Supremumsaxiom

Satz V.23. R erfillt das Supremumsazxiom.

Beweis. Sei A C R eine durch [¢] € R, ¢ = (¢,)52; € R nach oben beschrinkte Teilmenge,
wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass A NR™* # ().
Da ¢ € R, ist auch ¢ beschréinkt, d.h. es gibt ein N € IN, sodass

Vigle A: [d] < [(10M)2,]. (V.140)

Wir setzen nun by := S, - 10V~ wobei 3; € {0,1,...,9} so gewiihlt ist, dass
Jo €A @ > [(51 : 10N*1);°:1] und (V.141)
VeeA: =z < [((Bl +1)- 10N*1)Z°:1] (V.142)

Anschliefend setzen wir by := by + 35 - 1072, wobei 8, € {0,1,...,9} so gewihlt ist, dass

Jzo € Ay > [(b)p2,] und (V.143)
VeeA: z < [(62+10N—2)f:1], (V.144)

w.s.w. Fiir allgemeines k& € IN setzen wir by := by + B¢ - 1087% wobei 3, € {0,1,...,9} so
gewahlt ist, dass

Jap€ A x> [(by)p2,] und (V.145)
VieA: x < [(bk+10N*’“)gO:1]. (V.146)

Die so gebildete Folge (b,) +n = 1% =: b ist offenbar eine Cauchy-Folge, denn fiir m > n > ng
ist

< 10N < 10N, (V.147)

Emj Be - 1077

l=n+1

|bm - bnl -
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Sei nun d := (d,)%,; € R mit [d] < [b], d.h. [b —d] > [0]. Nach Lemma V.13 gibt es dann

n=1

mg, M € IN, sodass
Vm>n>mg: dp < by—107" < b, — (1077 — 10N, (V.148)

wie in (V.147). Fir ng := mo + N + M + 1 ergibt dies

Vm >ng: dy > b, — 107771 (V.149)
was
d] < [(bny =107 | < = |02 ] < a € A (V.150)

impliziert. Also ist [d] keine obere Schranke an A.
Sei schlieflich x = [a] € A, und nehmen wir an, dass [a] > [b], also [a — b] > [0]. Dann gibt es
mg, M € IN, sodass

Vm>k>mo: an > byp +107Y > b+ 107 — 10V7F, (V.151)
Fiir £k := M + N + 1 + mg bedeutete dies, dass fiir alle m > k
U > b +107" —107M71 > b4 9. 107 M
= by + 910" > p 410V F (V.152)
was

z = [a > [(bk+10N*’“)Z°:J (V.153)

impliziert. Gleichung (V.153) steht jedoch in Widerspruch zu (V.146). Also gilt [a] < [b].
Zusammenfassend erhalten wir

Vg €A o] < [b], (V.154)
vid <[b] 3al(=an)eA: [d < [al. (V.155)
Also ist [b] = sup A. O
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Kapitel VI
Reihen

V1.1 Definitionen und Beispiele

Definition VI.1. Sei (a,,)%%, € KN eine Zahlenfolge. Dann heifit die Folge (s,,)_; € KN, mit

Sy 1= Zm:an, (VIL.1)
n=1

Reihe in K. Ist (s,,)2_, konvergent, so schreiben wir

z:lan = 7&131)0{3,”} = nlzgréo { Zan}. (VI1.2)

n=1

Eine Umschreibung des Cauchy-Kriteriums, Satz V.10, und des Monotoniekriteriums, Satz V.4,
von Folgen auf Reihen liefert

[e.e]

Lemma VIL.2. Sei (>0 a,)

(

€ KN cine Reihe in K. Dann gilt

m=1

NE

o
an> st konvergent <
1 m=1

Ve>0dng e NVm >n>ng: < e. (VIL.3)

k=n

Lemma VI1.3. Sei (a,)°, € (R$)N eine Folge nichtnegativer Zahlen. Dann gilt

{(Sa) ot homergent in b {(30an)

m=1
n= n=1

oo

ist nach oben beschrdnkt}. (VI.4)

m=1

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir beachten, dass man nicht nur Reihen als spezielle Folgen gewinnen kann, sondern
dass man auch umgekehrt Folgen als spezielle Reihen auffassen kann, ndmlich mit a,, :=
Sp — Sp—1-
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e Sei A € K mit 0 < |A] < 1. Dann ist die geometrische Reihe (> " )\”)::0 konvergent
in K, und es gilt

> 1
) L — VIL.5
7; ) (VL5)
Aus
m m m m m—+1
(E) = xS - S S s
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
folgt ndamlich
- 1 — At 1
L= AP = _ VIL.7
s ; T—x 1-2x (VL)

fiir m — oo.

Satz V1.4 (Cauchy). Sei (a,)%, € (R§)N eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen.
Dann gilt

m ¢
{(Z (zn> ist konvergent in ]Rar} & {(Z 2k . a2k>£ ist konvergent in ]Rar}. (VLY)
m=1 =1
n=1 k=0
Beweis. Fiir k € Ny setzen wir
2k+1_1
dk = Z ap = A9k + a/2k+1 + e + Aok+1_1. (Vlg)
n=2k
Da die Folge (a,)32; monoton fallend ist, folgt dass
d, < 2F max {CLQk, o ,a2k+1_1} = 2% ao, (VL.10)
und fiir m = 271 — 1 erhalten wir
m 4 l
> a, de <) 2% ag. (VL11)

n=1 k=0 k=0

Aus der Monotonie der (a,)5, folgt aber umgekehrt auch, dass

d, > 2% min {an, . ,a2k+1,1} > 2% gopi1 = %2“1 Aok+1, (VI.12)
und fiir m = 2! — 1 erhalten wir
m Y4 1 /+1
an = dp, > = 28 ag. VI.13
2t 2tz g2 e V)

n=1

Glg. (VI.11) und (VI.13) bedeuten aber, dass (Zm an)oo genau dann nach oben beschrinkt
m=1

ist, wenn (Zi:o 2k . a2k> nach oben beschrankt ist. Nach Lemma VI.3 ist dann auch die
=1

an) gleichwertig mit der Konvergenz von (Zizo 2k a2’“> =1 =

m
n=1

Konvergenz von (Z
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir untersuchen die Reihe (Y7 a,(a))

n=1

oo

m=1

e (ROY, wobei a > 0 und a,(a) = n~°,
mit Hilfe des Satzes VI.4 von Cauchy auf Konvergenz. Da 2Fa.(a) = 202
Reihe offensichtlich konvergent, wenn o > 1 und divergent, wenn 0 < o < 1.

, ist diese

e Insbesondere ist die harmonische Reihe ()" l)fnozl € (R$)N divergent. In der Tat

n=1n

konnen wir spéter leicht mit Hilfe der Integralrechnung zeigen, dass > -,

unbeschrankt wachst, falls m — oo.

V1.2 Absolute Konvergenz

Definition VI1.5. Eine Reihe (an:1 an):zl in K heifit absolut konvergent

= Die Reihe (Z |an|> ist konvergent in Ry .
=1

Lemma VI.6. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Ist die Reihe (Y. a,)"_ € KN absolut konvergent, so ist (Y-, |an|) . €

konvergent. Zu jedem e > 0 gibt es also ein ng € IN, so dass

m
Vm>n>ng: Z|ak| < e
k=n
Mit der Dreiecksungleichung gilt dann auch
m m
Vm>mn2>ng: ‘Zak‘ < Zlak\ < g,
k=n k=n

also ist nach Lemma V1.2 (37" a,) . konvergent in K.

n=1

Bemerkungen und Beispiele.

L'~ In(m)

(VL.14)

(Rg)™

(VI.15)

(VL.16)

e Nicht jede konvergente Reihe ist auch absolut konvergent. Um dies zu sehen betrachten

wir die Reihe (Y7, a,) | mit a, := (=1)""'1 € R.
Wir beobachten, dass fiir m = 2k gilt

- 1141 _ 14 .5 _1 _ 1
Sop =1l—5+3—3+ tgg-—%

1,1 1 1 1 1 1
Sl-—gt3—st togag—mt g s — S22

>0

(VL17)

Also ist die Folge (sg;)52; der Summen mit gerader Zahl von Summanden monoton wach-

send. AuBlerdem ist wegen 20(2¢ — 1) > (2

k

i 1 1 oy
Z( 51 2_> = 20l — 1) < Zﬁ < const < o0 (VIL.18)
— =1

(=1

63



VI.2. Absolute Konvergenz KAPITEL VI. REIHEN

beschrénkt, da die Reihe (Ze L %) konvergent ist. Somit ist die Folge (s2x)52; kon-
vergent.

Sei nun € > 0. Da (sg5)52, konvergent ist, gibt es ein kg € INg so, dass

Ve Z k Z ko . |Sgg - 52k| S (Vllg)

Wl M

Wir wahlen ng € IN so groB, dass ng > 2kg + 2 und = ist. Sind nun m,n € IN mit
m > mn > ng, so gibt es eindeutige Zahlen ¢,k € IN, ¢ > k > kound 0,7 € {0 1}, sodass
= 20+ o und n = 2k + 7 gelten. Damit erhalten wir aus (VI.19)

w(m

|Sm — Sn| = |S2040 — Soktr| < |S2040 — Soe| 4 |S20 — Sok| + [S2k — S|
1 15 1 e €
<———<———<. VI.20
S t3tg S 3Tzt =° (V1.20)

Also ist (s,)5%, eine Cauchy-Folge und daher auch konvergent.

e Andererseits ist (> (—1)”“%)::1 nicht absolut konvergent, denn

n=1

(Z?ﬁ |(—1)n+1%|)::1 = (Zzzzl %):::1 ist divergent.

Eine fundamentale Eigenschaft absolut konvergenter Reihen ist die Tatsache, dass auch “Um-
ordnungen” absolut konvergieren, und zwar alle gegen denselben Grenzwert.

Definition VL7. Scien (a,)2;, (b,)52, € KN Zahlenfolgen. Die Reihe (0" b,) | heift

n=1

Umordnung der Reihe (Y} an):::l =
JBijektion 0 :IN = IN VnecIN: b, = a,(). (VI.21)

Satz VI.8 (Grofier Umordnungssatz). Seien (>, an)fnozl eine Reihe in K und

(>r, bn)f::l eine Umordnung von (Y1, an)::y Dann gelten

{ (i an) :le'st abs. konv.} = { <g bn> st abs. konv. }, (V1.22)

n=1
{(; an> m:1zst absolut konvergent} = { ; a, = ; bn}. (VI.23)
Beweis. Seien 0,7 := o' : N — IN Bijektionen, so dass
VneN: a,m) = b, an = brn). (VI.24)
Fir m € N setzen wir
A(m) = max{o(1),0(2),...,0(m)}, (VI1.25)
B(m) := max{7(1),7(2),...,7(m)}. (VI.26)
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Zu (i): Wir betrachten nun die monoton steigenden Folgen (s,,)5%_;, (,,)5°_; in R, wobei

= lanl,  tw = > |bal. (VI.27)
n=1 n=1

Wir beobachten, dass, fiir jedes m € N,

m A(m)
= Z|%(n)| < Z |an| = Sa@m), (VI.28)
n=1
m B(m)
Sm = Z\br(n)\ < Z lbn| = tB(m)- (VI.29)
n=1 n=1
Somit ist
sup{t,m} < sup{sA(m} < sup{sm} < sup{tpwm)} < sup{tn}, (VI1.30)
meN meN melN melN
also
sup{sm,} = sup{tm}, (VIL.31)
melN meN

und (8,,)2_, ist genau dann konvergent, wenn (¢,,)°_, konvergent ist, nach Satz V.4 (i).
Zu (ii): Da 7 : N — N eine Bijektion ist, muss B(m) > m und

{r(1),7(2),....,7(m)} C {1,2,...,B(m)} (VL.32)
gelten, was
{1,2,....m} ={o[r(V)],o[r(2)],...,0[r(m)]} (VI1.33)
€ Q= {olilof2l.....oBm)]} C {L.2..... A[B(m)]}

impliziert. Also ist

B(m) B(m)
ISUED S SYTIED S SR D IR D SR I
n=1 n=1 k€EQm ke{l,...m} k€Om\{1,...,m}
und wegen Q,, C {1,2,..., A[B(m)]} ist dann
A[B(m)] o0
| Z oSl Yl S Jal < S Jal (V1.35)
n=1 keQm\{1,...,m} n=m+1 n=m+1
Ist nun € > 0, und ist my € IN so grof3, dass
m m e
Vm>me: Y laal, Y |bal < 5 (VL.36)
n=mo+1 n=mo+1

65



VI.2. Absolute Konvergenz KAPITEL VI. REIHEN

dann sind, wegen B(m) > m,

00 m 00 B(mo)
‘Zan—ian, )an— Zobn < % (VL.37)
n=1 n=1 n=1 n=1

Also ist mit (VI.37) und (VI.35))

0o 00 0o B(mo) B(mo) m m 00
‘an_zan S‘an_ z:obn + ’ z:obn_zo:an + ’ian_zan
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n= n=1
<X LN ] < (V1.38)
3 n=mo+1

Da ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt | Y07, b, — Yo7 | a,| = 0, also

n=1

ibn = ian. (VI1.39)
n=1 n=1

[]

Umgekehrt zeigt der nun folgende Satz, dass jede konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe in R so umgeordnet werden kann, dass sie gegen jeden beliebigen vorgegeben Grenzwert
konvergiert.

Satz VI.9. Se: (Zm an):;l ewne Reihe in R, die konvergent, aber nicht absolut konvergent

n=1

ist, und seien o, € R,a < (3, beliebig. Dann gibt es eine Umordnung (an=1 bn)oo von

m oo -
(anl an)m:17 so dass

liminf{t,,} = «, limsup{t,,} = B, (VI.40)
m—r0o0

m—0o0

wobei (t,,)°°_, die Folge in R mit t,, :=> -, by, ist.

n=1

Eine Anwendung von Satz V1.8 ist das Cauchy-Produkt.

Dazu betrachten wir zwei Zahlenfolgen (a,)%,, (b,)5%, € KN und die zugehorigen Reihen

(>, oan):;:17 (>, bn)f::l in KK, die wir als absolut konvergent annehmen. Wir bilden nun
Cy ‘— (lobo, (VI41)
c1 = Cl()bl + albo, (VI42)
Cy = (lobg + a161 -+ (lgbo, (VI43)
Cn = aob, + aib,_1 + ...+ a,bp = Zak bp—r, (VI1.44)

k=0

fiir n € Ny, und betrachten die Reihe (Z::O cn)zzl, das Cauchy-Produkt der Reihen
(2o an):zl und (3250, bn);ozl'
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Satz VI.10 (Cauchy-Produkt). Seien (> " an):zl, (>, bn)zjzl zwei absolut konvergente

Reihen in K und ¢, := Y _ agbp_g, fiirn € No. Dann ist das Cauchy-Produkt (Y. c,)

absolut konvergent in K, und es gilt

gcn = iiakbnk = (ian> : (ibn) (VI.45)

n=0 k=0 n=0 n=0

m=1

Beweis. Seien a := Y > jan, b= Y by, A= >"7 lan|, B := >~ |bs|. Sei weiterhin
e > 0. Wegen der absoluten Konvergenz von (ZZO:O an)oo und (ZZO:O bn)::() gibt es ein
ng € IN, so dass, fiir alle n > ny,

m=0

‘Q—Zak <e, )b—Zbk’ < e (VI.46)
k=0 k=0
" 19 - 19
A— ’ < ° ‘B— b ‘ < ° 1.4
‘ ;'a“ = A+B+1 ’;W = A+B+1 (VL.47)

Wir beobachten nun, dass fir M > 2m, M,m € N

M M n m M M M
Shled £ 30wl ol < D03 laallbsl + DD laal sl (VI4S)

n=2m n=2m k=0 a=0 f=m a=m =0

Also ist, fiir M > 2m > m > ny,

émm o) (irbm) + (éaa\) (ﬂzmgwgr)

<A <e/(A+B+1) <e/(A+B+1) <B
£

Somit ist (Y0, C"):::o absolut konvergent. Auflerdem ist

2m m m m m 2m
=S5 <l (Se) (S + [(Se)(350) - S
n=0 a=0 B=0 a=0 B=0 n=0
< ’a—iaa - |b] + ‘iaa -’b—ibﬁ‘
a=0 a=0 B=0
() (S 10al) = (3 Jeal) (30101
a=0 =m a=m =0
<e(lb|+ A+ A+ B) < 2(A+ B)e, (VL.50)
also gilt auch (VI1.45). O
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V1.3 Konvergenzkriterien

Fiir die Uberpriifung, ob eine Reihe konvergent oder divergent ist, diskutieren wir drei Konver-
genzkriterien: das Majorantenkriterium, das Wurzelkriterium und das Quotientenkriterium.

Satz VI.11 (Majorantenkriterium).

(i) Ist (a,)2, € KN eine Zahlenfolge und ist (b,)°2, € (R{)N eine Folge nichtnegativer
Zahlen, sodass (Y., b )0021 (absolut) konvergent ist und |a,| < b, fir alle n € N gilt,
s0 1st auch (Zn 1 an) _, absolut konvergent in K.

(11) Sind (a,)5 s (RN und (b))%, € (RGN zwei Folgen nichtnegativer Zahlen, sodass
(Zn N ) | divergent ist und a, > b, fir alle n € N gilt, so ist auch (Zn 1 an)oo
divergent.

m=1

Bewets.

(i) Die Reihen iiber (a,)%2; € (Rg)™ und (b,)22; € (R¢)™ sind jeweils genau dann konvergent,

wenn (s,,)2_; bzw. (t,,)2°_, nach oben beschrinkt ist, wobei s,, 1= 37" a, und t,, := 37" by.

Wegen der Divergenz von (Y., by, ):: ist (t,,)2°_, unbeschrankt somit auch (s,,)>_;, da
m > tm > 0. Also ist auch (Y. an) | divergent.

Zu Zu (i): Fiir € > 0 gibt es, wegen der Konvergenz von (Z?Zl bn)qo::p ein ng € N, so dass

VYm>n>ng: Z]ak\ < Zbk < e. (VL51)
k=n k=n

Also ist (anzl an)::1 absolut konvergent und somit auch konvergent, nach Lemma VI.6. [
Satz VI.12 (Wurzelkriterium). Sei (a,)2, € KN eine Zahlenfolge.
(i) Gilt
limsup { m} < 1, (VI.52)
n—s00

so st die Rethe (an:1 an):zl absolut konvergent in K.
(11) Gilt
limsup { V/|a,|} > 1, (VI.53)
n—oo

so st die Rethe (Z:;l an)::1 divergent in K.

Bewess.
u (i) Sei o := limsup,,_,o, { /|a,|} < 1. Fiir € := 5% > 0 gibt es dann nach Satz V.6 (i)
ein ng € IN, so dass

Vn>ng: Vla < at+e = < 1 (VL.54)
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Also ist, fiir alle m > n > ny,

. = k TNl ank T4+ a\" o= /l+a\i
2 lal = > (Var) SZ( 2 ) S( 2 ) < 2 )
k=n k=n k=n 7=0
1+ a\n 1 1+ a\n 2
= . = . . VI1.55
(=) == = 7)) (=) (V155)
Wegen 1+ch < 1 folgt lim,, {(HTa)n = 0, und somit ist nach dem Cauchy-Kriterium fiir

Reihen (an:1 an):zl absolut konvergent.

(Gem&B (VL.54) ist |a,| < (142)" eine summierbare Majorante und die Behauptung hétte sich
nach (VI.54) auch direkt aus Satz VI.11 (i) ergeben.)

Zu (ii) Seien o := lim, oo sup { {/la,|} > 1 und € := %1 > 0. Dann gibt es eine Teilfolge

(an, )52, mit

1
VieN: fla,| > a-c = O‘; > 1 (VL.56)
Dann sind
1N\ 7
VieN: lan| > (O“; )= (VL57)

Um zu zeigen, dass (2?21 an):::l divergiert, beweisen wir, dass das Cauchy-Kriterium nicht
erfiillt ist. Seien ndmlich ¢ := % und ny € IN irgendeine natiirliche Zahl. Dann gibt es ein j € IN,
so dass n; > ng, und

n;
‘ S| = lanl = 156 (VL58)
k:?’L]'
Fiir m :=n :=n; > ng ergibt sich daraus ein Widerspruch zum Cauchy-Kriterium. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir limsup,,_,., ¥/|a,| = 1 gibt es keine allgemeine Aussage. Beispielsweise ist {/ n—lp — 1,

m L)
n=1 n?2/)m=1

mit n — oo, fiir alle p > 0, es ist aber ()
m 1\ . .
(Z ) . divergent in R.

n=1n/m

(absolut) konvergent in R und

Satz VI.13 (Quotientenkriterium). Sei (a,)2%, € KN\ {0} eine Zahlenfolge.

(i) Fiir

limsup{w} <1 (VL.59)

n—o0 |an|

ist die Reihe (30| an):: absolut konvergent.

=1
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(i1) Gibt es ein ng € N, so dass

Vn>ng: > 1, (VIL.60)

so ist die Reihe (an:1 an)zzl diwergent.
Bemerkungen und Beispiele.

e Ein Vergleich mit Bedingung (VI.53) aus dem Wurzelkriterium fiir die Divergenz einer
Reihe wiirde, iibertragen auf das Quotientenkriterium, die Bedingung

n—00 |an|

fiir die Divergenz einer Reihe suggerieren. Dies ist jedoch falsch, wie das folgende Gegen-
beispiel illustriert.

limsup{|an+1|} > 1 (VL61)

o Fir

P { 37", falls n ungerade ist,

2-nt1  falls n gerade ist, (VL62)

ist (a,)°, sicher konvergent, da |a,| die summierbare Majorante 27""! besitzt, aber

" 2—2k
limsup{‘a +1‘} > limsup{’a2k+l|} = limsup{ Zk} = limsup{(%)%} = 0.
n—00 |an| k—o00 |a2k:| k—o00 3 k—o0
(VL.63)

V1.4 Exponentialfunktion und
trigonometrische Funktionen

Eine der wichtigsten Anwendungen der obigen Konvergenzkriterien ist die Darstellung bzw.
Definition elementarer Funktionen durch Potenzreihen. Wir beginnen mit der Exponential-
funktion.

e Seien z € C\ {0} und a, := z"/n!. Wir beobachten, dass

ntl )
(e R emt B (VL64)
|| (n+ 1)z (n+1)
Also ist
. |an+1| IR T |Z| _ : |Z| _
hgl_ilip { ol | hgl_}s;ip el S Tim el S 0 < L (VI.65)
Mit Hilfe des Quotientenkriteriums, Satz VI.13, sehen wir also, dass die Reihe ( Yo %)::1
absolut konvergiert. Den Limes dieser Reihe nennen wir Exponentialfunktion,
o0 zn
exp: C— C, expz] = Z pr (VI.66)
n=0
Dabei vereinbaren wir, dass exp[0] := 1, d.h. hier ist Konvention 0° = 1 sinnvoll und die

Reihe fiir exp[0] besitzt nur einen nicht-verschwindenden Summanden.

70



VI1.4. Exponentialfunktion und
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e Analog seien z € C\ {0} und ¢, := (—1)*22*/(2k)! sowie s := (—=1)k2z%*1/(2k + 1)!.

Dann sind
. [ } . { |Z|2 }
lim su = limsu =0 < 1, VI.67
PR { ] e 2k + 2)(2k + 1) (VL67)
. |Sk41] } : { Els }
lim su = limsu =0 < 1, VI.68
k%oop { || lHoop (2k 4+ 3)(2k + 2) ( )

und die zugehorigen Reihen, die Kosinusreihe cos|z] und die Sinusreihe sin[z],
2k+1

% 5 (V1.69)

e (_1)k ZQk e
cos(z] = OO sin|z Z
k=0 ) =0

sind absolut konvergent fiir z € C\ {0}. Fiir z = 0 ergibt sich cos[0] = 1 und sin[0] = 0.

2k

e Weiterhin beobachten wir, dass wegen i?* = (—1)* und wegen des Grofien Umordnungs-

satzes (wo geht er ein?)

n > 2k Qk o 2k+1 2I<:+1

i L iz
e’ = expliz] = ; o kz_o + Z 2k 1)1 (VIL.70)
0 k 2k o0 (_1)k Z2k+1
- Z + Z - ——— = cos[z] + i sin[z]
|
— —~ (2k+1)!
fiir alle z € C gilt.
e Insbesondere sind dann
=i 3 = VL71
cos[—z] = Z (— Z 2k = cos|z], (VL.71)
k=0 k=0
) B = (—1)F (—z)%“ s JE 2t '
sin[—z] = SRR Z % e —sinz], (VL.72)
k=0 k=0
woraus
1, . L 1 . .
5(6“ +e %) = é(cos[z] + isin[z] + cos[—z] +isin[—2]) = cos[z], (VI.73)
1, L 1 _ . .
?(67’2 —e ) = 2—(008[ z] +isinfz] — cos[—z] — isin[—z]) = sin[z] (VI.74)
i i
folgen.
e So erhalten wir fiir alle z € C die hyperbolischen Funktionen aus den trigonometrischen
durch
1
cosh(z] = cosiz] = 5(62—1—6_2) Kosinus Hyperbolicus, (VL.75)
, . 1 _ . .
sinh[z] := - sin[iz] = §(ez — ¢ %) Sinus Hyperbolicus. (VIL.76)
i
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e Definieren wir auflerdem die Binomialkoeffizienten
m

Vm,n € Nog,m >mn: ( ) =
n

so gilt

VmeNyz,weC:  (z4+w)™ Z( >

, (VLT7)

m—n. (VL.78)

Setzen wir a,, := ;—T,L und b, ;= %, dann erhalten wir also fiir das Cauchy-Produkt

m m S M
Cm 1= E Ap Oy = E g —
n! (m —n)!

R m! n omen L= (m
—Ezn!(m—n)!zw —%Z n)= "
n=0 n=0

Also gilt das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion

m—n

(VL.79)

(z +w)™
m!

Vz,we C: explz]-explw] = <ian)(ibn) (icm> = expz + w].

m=0

(V1.80)

e Schlielich erhalten wir die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen und

komplexe Argumente z,w € C, etwa

cos|w] — sin[z] sin[w]

iz iz w —iw 1 (%1 —iz W —tw
e +e ) (e +e )—4—@,2(6 —e F) (e —eT™)

cos|z

ez z+w) +€—z z+w)) = COS[Z—F’LU],

DO | = = | =

und genauso sin[z + w] = sin|z] cos[w] + cos|z] sin]w].
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V1.5 Erginzungen

V1.5.1 Riickfiihrung des Quotientenkriteriums
auf das Wurzelkriterium

Beweis von Satz VI.13 [Quotientenkriterium).

Zu (i) Sei = limsup,,_, {M} € RJ. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ng € IN, so dass

lan|

Vn>ng: ‘C|Ln+’1‘ < B+e, (VI.82)
an
nach Satz V.6 (ii). Also ist,
Vn>mng:  lan < 0| . |1 |@no-+1] o ||
|an-1] |an—2| [N
< (B4 <)l (VL83)
und daher
lan] < (BHe) - an,| - (B+e)™ — B+e, fiirn— oo. (VI.84)
Somit erhalten wir, dass
limsup { {/|a,|} < B+e. (VIL.85)
n—0o0

Mit € — 0 folgt damit, dass

limsup { {/|a,|} < B = lim {|an+1|}’ (VI.86)

n—00 n—reo ‘a"‘

und (7) folgt nun aus dem Wurzelkriterium.
Zu (ii) Sind umgekehrt ny € IN und

Vn > ng |T"+‘1| > [ —e, (VIL.87)
an,
SO ist
Vn>ng+1: lay| > || . 1] [@no 1] N, |
|an-1| |an_2] [
> (B —g)rtmo. |Gy |- (VI.88)
Also ist

V9anl > (B—2)+ {/]an,| - (B —e)~1m, (VI.89)

und daraus folgt, dass
limsup { /|a,|} > le {(B=2) Vlan,| - (B—e) 1m0} = B—=. (VI.90)
n—00 n—0o

Im Limes € — 0 impliziert dies

limsup{W} > f, (VL.91)

n—oo

und (i7) folgt abermals aus dem Wurzelkriterium. O
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Kapitel VII

Topologische Grundbegrifte

VII.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition VII.1.
(i) Fiir alle x € K und r > 0 heifit

B(z,r) = {yeK: |y—z|<r} (VIL.1)
offene Kugel vom Radius r um x.
(ii) Sei A C K eine Teilmenge. Ein Punkt # € A heifit innerer Punkt (I.P.) von A

& Ir>0: B(z,r) C A (VIL.2)

(iii) Sei D C K. Ein Punkt x € K heifit Haufungspunkt (H.P.) von D

= Vr>0: B(z,r)N (D\{z}) # 0 (VIL.3)
& Vr>03yeD, y#x: |y—z <

Bemerkungen und Beispiele.

e Fir K=R, z € Rund r > 0ist B(x,r) = (x —r,z + ) das offene Intervall der Linge
2r um x.

e Fiir K=C, z € C und r > 0 bezeichnet man B(z,r) = D(z,r) ={w € C: |w—z| <r}
als offene Kreisscheibe vom Radius r um z.

e Fir K=R und a,b € R, mit a < b, sind
[a,b] ={z € R|xzist HP. von [a,b]} = {x € R|zist HP. von (a,b)}, (VIL4)
(a,b) ={z e R|xist LP. von [a,b]} = {z € R|zist LP. von (a,b)}. (VIL5)

e Fir K=Rund A = {1, %, %, %, ...} ist die Menge der inneren Punkte leer, und 0 ist der

einzige Haufungspunkt von A.
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Lemma VIIL.2. Ist A C K, so gilt

{x ist Hiufungspunkt von A} < {3 (z,)02; C A\ {z} : lim z, = z}. (VIL.6)

Beweis. Sei x ein H.P. von A, dann ist fiir jedes n € IN der Schnitt B(x, =) N A\ {z} # 0, d.h.
es gibt es zu jedem n € IN einen Punkt x, € A\ {z} sodass |z, — z| < 1/n, und somit gilt
lim,, oo T, = .

Sei umgekehrt (z,,)22; C A\ {z} eine Folge, die gegen x = lim,,_,+, ,, konvergiert. Dann gibt es
zu jedem r > 0 ein ng € N, so dass z,, € B(z,r), fiir alle n > ng. Damit ist B(z,r)N (A\{z}) 2
{2y, } # 0 (und enthilt sogar alle, bis auf endlich viele Folgeglieder). ]

Definition VII.3.
(i) Eine Teilmenge A C K heifit offen

< Jeder Punkt in A ist ein I.LP. oder A = ()
& VYeeAIr>0: Bg(z,r) CA. (VIL.7)

(ii) Eine Teilmenge D C K heifit abgeschlossen

< D enthilt alle seine H.P. oder D = ()
& VeeK: (zist HP.vonD = z€ D). (VIL8)

(iii) Eine Teilmenge C' C K heifit beschrinkt

& dJR< > : CC Bk(0,R). (VIL.9)

(iv) Eine Teilmenge D C K heifit (offene) Umgebung von x € K

& D ist offen und D > =. (VIIL.10)

Satz VII.4. Fir A C K sind folgende Aussagen gleichwertig:
{Aist offen } < {A°:=K\ A ist abgeschlossen.} (VIL.11)

Beweis. Fiir A = K oder A = () ist die Behauptung trivialerweise richtig. Wir kénnen also
annehmen, dass ) # A K.

“=" : Seien A offen und z € K ein H.P. von A°. Ist r > 0, so ist also B(z,r) N (A°\ {z}) # 0.
Daher kann B(z,r) nicht Teilmenge von A sein und somit ist x auch kein I.P. von A. Da A
als offene Menge nur I.P. enthélt, folgt, dass = ¢ A, also z € A€ gilt. Zusammen erhalten wir
damit, dass A€ alle seine H.P. enthélt, also abgeschlossen ist.

“«<” @ Seien A abgeschlossen und x € A. Weil A¢ alle seine H.P. enthélt, kann 2 ¢ A° kein H.P.
von A° sein. Es gibt also ein r > 0, sodass B(z,r) N (A°\ {z}) = 0, und wegen A°\ {z} = A°
bedeutet dies B(z,r)NA° = (), d.h. B(z,r) C A. Somit ist z € A ein L.P. von A. Weil z beliebig
in A gewahlt war, folgt die Offenheit von A. O
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Bemerkungen und Beispiele.
e Fiir x € K und r > 0 ist die offene Kugel B(z,r) C K vom Radius r um z offen.
e Fiir a,b € R, a < b, sind (a, b) offen und [a, b] abgeschlossen.

e Fiir a,b € R, a < b, ist (a,b] weder offen noch abgeschlossen. Da b € (a,b] kein I.P. von
(a, b] ist, ist (a, b] nicht offen. Da a ein H.P. von (a, b] ist, der nicht in (a, b] enthalten ist,
ist (a, b] nicht abgeschlossen.

e Die Teilmengen (), IX € B(IK) sind sowohl offen als auch abgeschlossen. Sie sind die einzigen
Teilmengen von K, die beide Eigenschaften besitzen.

Lemma VIIL.5.
(1) Ist A CP(K) eine Familie offener Teilmengen von K, so ist auch deren Vereinigung

U A offen. (VIL.12)

Ae

(11) Ist A CP(K) eine Familie abgeschlossener Teilmengen von K, so ist auch deren Durch-
schnitt

ﬂ A abgeschlossen. (VIL.13)
Aet

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass (7) und (i¢) nach Satz VII.4 dquivalent sind. Gilt z.B. (7)
und ist A C P(K) eine Familie abgeschlossener Teilmengen von K, so ist A’ := {A°|A € A}
nach Satz VII.4 eine Familie offener Teilmengen von K, und aus (i) folgt, dass

YJa = (J & (VIL.14)
Aeat Al
offen ist. Abermals nach Satz VII.4 folgt nun, dass
(A = ( U AC) (VIL.15)
Aed Ael

abgeschlossen ist und somit (i7) gilt. Genauso zeigt man umgekehrt (ii) = (4).
Es geniigt also (i) zu zeigen. Seien 2A C P(K) eine Familie offener Teilmengen von K und

T € Jyeq A dhx € E, fiir ein gewisses A € 2. Weil A offen ist, gibt es ein 7 > 0, sodass
B(z,7) C A. Also ist

B(7,x)

N

Ac |4 (VIL16)

und J oo A ist offen. O

Lemma VII.6. Se: K € IN.
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(i) Sind Ay, As, ..., Ax C K offene Teilmengen von K, so ist auch
K
(A offen, (VIL17)
i=1

(ii) Sind Ay, As, ..., Ax C K abgeschlossene Teilmengen von K, so ist auch

K
U A; abgeschlossen. (VIIL.18)
i=1

Beweis. Wie in Lemma VIL.5 sind (i) und (i7) dquivalent, und es geniigt (i) zu zeigen. Sind
Ay, Ay A C K offen und = € A;, fiir alle t = 1,2, ..., K, so gibt es ry,ry,...,7x > 0, so
dass

Vi=1,2,...,K : B(z,r;) CA,. (VIIL.19)
Mit r := min{ry, re,...,7x} > 0 ist dann aber auch
K K
B(z,r) = [\Blz,r) € (A (VIL.20)
i=1 i=1
und (X, A, ist somit offen. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Glgen. (VII.17) und (VIL.18) sind fiir K’ = oo i.A. falsch. So sind z.B. M,, := (0,141/n) C
R fiir jedes n € IN offen, aber

ﬁMn = (0,1] (VIL21)

ist weder offen noch abgeschlossen.

VII.2 Inneres und Abschluss
Definition VII.7. Sei A C K.

(i) Das Innere von A ist definiert als
A = | J{B€B(K) | BC A, Boffen}. (VIL22)
(ii) Der Abschluss von A ist definiert als
A = ﬂ {C e P(K) | C 2 A, C abgeschlossen}. (VIIL.23)
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KAPITEL VII. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Bemerkungen und Beispiele.

e Das System {B € P(K) | B C A, B offen} enthélt zumindest die leere Menge (), denn

0 C A und 0 ist offen.

e Das System {C' € P(K) | C O A, C abgeschlossen} enthélt zumindest K, denn K O A

und K ist abgeschlossen.

e Nach Lemma VIL5 sind A° offen und A abgeschlossen.

o A° ist die grofite offene Teilmenge von A, die sich auch durch die folgenden drei Eigen-

schaften charakterisieren lésst:
A° ist offen,
A° C A,
BCA, Boffen = BCA"

(VIL.24)
(VIL25)
(VIIL.26)

e Ebenso ist A die kleinste abgeschlossene Obermenge von A und lisst sich charakterisieren

durch:
A ist abgeschlossen,
ADA,
B D A, B abgeschlossen = B D A.

Satz VII.8. Ist A C K, so gelten:
(i) A° = {zed ’ x ist LP. wvon A},
(ii) A = AU{xE]K‘ x ist H.P. von A},
(4i) A°UAc =K, A°NAc=0,
) {Aist offen} & {A=A°},
(v) {A ist abgeschlossen} << {A=A}.

Bemerkungen und Beispiele.

(v

e Seien K = R und a,b € R mit a < b. Dann sind
[a’ b]o = [avb)o = (avb]o = (avb)o = (aab)7

bl a0 = (@b = @b = [ab.
e Seien K=C, r > 0,
Ay :={z€C]| |z| <r, Re[z] >0},
Ay = {z€C| |z| <7, Re[z] <0},

A = A1UA2.

Dann sind
A° ={z€eC]||z| <r, Re[z] #0},
A =B0,r) = {z€C| 2| <r}.
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VII.3 Kompakte Mengen

Der Begriff der Kompaktheit spielt eine zentrale Rolle in allen Bereichen der Mathematik.
Definition VII.9. Sei A C K.
(i) Eine Familie 4 C B(K) von Teilmengen von K heift offene Uberdeckung von A <

VU eu:Uist offetn  und A C U U. (VIL.42)
Ues

(ii) Seit € P(K) eine offene Uber(jeckung von A. Eine endliche Teilfamilie {Uy, Us, ..., U,} C
I, mit n € N, die .S.,elbst eine Uberdeckung von A ist, dh. A C U, UUs U --- U U,, heifit
endliche offene Uberdeckung von Al

(iii) A heiBt kompakt :< )
Jede offene Uberdeckung von A enthélt eine endliche offene Uberdeckung von A.

Bemerkungen und Beispiele.

e A:=1[0,00) C R ist nicht kompakt, denn mit A,, := (n— %, n-+ %) ist {A,,}°2, eine offene
Uberdeckung von A, die keine endliche offene Uberdeckung enthélt.

e Fiir jedes A C K und jedes r > 0 ist {B(x,7)}.ca cine offene Uberdeckung von A.
Lemma VII.10. Ist A C K kompakt, so ist A auch abgeschlossen.
Beweis. Sei x € A°. Fiir y € A setzen wir

=yl
T’y = 2

> 0. (VIL.43)

Dann bildet {B(y,7,)},eca eine offene Uberdeckung von A, und aus der Kompaktheit von A
folgt, dass esn € IN und y1,vs,...,y, € A gibt, sodass

A C B(y1,r1) U B(ya,m2) U+~ UB(Yn,Tn), (VIL.44)

wobei r; := r,.. Setzen wir r := min {rl,rg, e ,rn} > 0, so folgt fiir jedes j = 1,2,...n aus
der Dreiecksungleichung, dass |z — y;| > 7+ r; und daher

B(z,r)N B(y;,r;) = 0. (VIL.45)
Damit erhalten wir
ANB(x,r) € |JB.r) N Bx,r) = 0. (VIL46)
j=1

Also ist B(z,r) C A° und z ein I.P. von A°. Da z € A° beliebig gew#hlt war, ist somit jeder
Punkt von A¢ ein I.P. Also sind A€ offen und A daher abgeschlossen. m

Tn Lehrbiichern iiber Analysis heiflen ,endliche offene Uberdeckungen von A iiblicherweise , endliche
Teiliiberdeckungen von A“. Diese traditionelle Bezeichnungsweise fiihrt bei vielen Studierenden jedoch zu der
Fehlinterpretation, dass A nur teilweise iiberdeckt wiirde. Die Vorsilbe ,, Teil-“ bezieht sich jedoch auf 4 — und
nicht auf A.
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Lemma VII.11. Sei A C K eine kompakte Teilmenge. Dann ist jede abgeschlossene Teilmenge
von A auch kompakt.

Beweis. Seien B C A eine abgeschlossene Teilmenge von A und 4 C P(IK) eine offene Uber-
deckung von B. Wir zeigen, dass 4 eine endliche offene Uberdeckung von B enthilt. Weil B
abgeschlossen ist, ist B¢ offen, und Y U {B¢} ist eine offene Uberdeckung von A (sogar von
K). Da A kompakt ist, enthélt diese eine endliche offene Uberdeckung {Uy,Us,...,U,} von
A, wobei U; € U oder U; = B¢, fur alle j = 1,2,...,n. Dann ist {U;,Us,...,U,} \ {B} die
gesuchte endliche offene Uberdeckung von B aus 4, und B ist somit kompakt. [

Korollar VII.12. Sind A C K kompakt und B C K abgeschlossen, so ist AN B kompakt.

Beweis. Nach Lemma VII.10 ist A abgeschlossen und somit ist A N B eine abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Obermenge A. Nach Lemma VII.11 ist A N B daher kompakt. [

Lemma VII.13. Ist A C K kompakt, so ist A auch beschrinkt.

Beweis. {B(y,1)},ea ist eine offene Uberdeckung von A und enthilt eine endliche offene Uber-
deckung, {B(yl, 1), B(ys, 1), ..., B(yn, 1 } von A. Dann ist A C B(0, R) mit

R := max {|y;| +1} < oo. (VIL4T)

1<j<n

O
Definition VII.14. Seien a,b,d,b € R mit a < b, @ < b. Dann heifit die Menge
Q = [a,b] +i[a,b] = {z+iy|relat]), yelad} C C (VII1.48)
abgeschlossenes Rechteck. Der Durchmesser von () ist definiert als

d(Q) = max {61 —ay , by — ag}. (VIL.49)

Lemma VII.15.

(i) Seien {Q™ = [a,,b,]}2, € P(R)N eine Folge abgeschlossener Intervalle mit QM) D
Q® D> QB DO ... und O < b, —a, — 0, fiir n — oo. Dann gibt es genau einen Punkt
r. € R, so dass

ﬂ QM = {z.}. (VIL50)

(ii) Seien {QM 1}, eine Folge abgeschlossener Rechtecke in C mit Q) D Q® 2 Q® D
und d(Q(”)) — 0, fiirn — oco. Dann g¢ibt es genau einen Punkt z, € C, so dass

ﬂ QMW = {z}. (VIL51)
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Beweis. Wir beweisen nur (i); der Beweis von (ii) ist nur hinsichtlich der Schreibarbeit aufwéndi-
ger. Seien also Q™ = [a,,, b,] mit 0 < b, — a,, — 0, fiir n — oo, und

M = ﬁ QM. (VIL52)
n=1
Wegen Q™ D Q™+ sind
VnelN: a, <an1 <buyp1 < by (VIL.53)
Daher sind (a,)%, (b,)52; € R monoton und beschriankt, also konvergent, ndmlich
T, = ﬂ}1%1%10 a, = :Leln% a, < rlLIelllf;I b, = nlg& b, =: .. (VIL.54)
AuBerdem ist
VneN: 0<uz,—2, < b,— ap, (VIL.55)

und mit b, — a,, — 0, n — o0, erhalten wir z, := x/,. Weiterhin ist
VnelN: z. € [an, by, (VIL.56)

also ist auch

v, € [1Q™ = M, (VIL57)

n=1
und M # (). Ist z € M, so folgt aus 0 < |z — x| < b, — a, — 0, n — oo, wie in (VIL.55), dass
T = x,. Also enthilt M auch nur z, und keinen weiteren Punkt. O

Lemma VII.16.

(i) Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.
(ii) Jedes abgeschlossene Rechteck [a,b] + i[a,b] € C ist kompakt.

Beweis. Wir beschrénken uns wieder auf den Beweis von (i). Wir nehmen an, { wire eine
offene Uberdeckung @ = [a, b], die keine endliche offene Uberdeckung enthilt und fithren diese
Annahme zum Widerspruch.

Wir setzen R :=2(b—a) und a; := a, by := b, so dass

0<b—a = R-27" (VIL58)

Nun teilen wir [ay, b1] in seine linke Hélfte [a1, 3(a1 + b1)] und seine rechte Hélfte [ (a1 +b1),b1]
auf,

[al,bl] = [0,1 s %(al +b1)] U [%(al + bl) s 51] (VII59)
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4 kann nicht fiir beide Hélften je eine endliche offene Uberdeckung enthalten — sonst wire
ihre Vereinigung eine endliche offene Uberdeckung von [aq, b;|. Enthélt 4 keine endliche offene
Uberdeckung fiir [a1, 3(a; + b)), so wéhlen wir

ag = dag, b2 = %(&14‘[)1). (VIIGO)

Enthilt 4 eine endliche offene Uberdeckung von [a1, 2(as +b1)], so kann 4 keine endliche offene

Uberdeckung von [L(a; + by),by] enthalten, und wir withlen

2
o = %(al + b1>, bg = bl. (VII61)

In jedem Fall enthilt 8 keine endliche offene Uberdeckung von [ag, by], und es gilt
0 < by—ay = R-27% (VIL62)

Nun teilen wir [as, by in seine linke Hélfte [as, 5 (as + b2)] und seine rechte Hélfte [ (as + bo), bo]
auf und wéhlen

[ag, b3] = [(12 s %(ag + bg)] oder [(13, bg] = [%(QQ + bg) s bg] (VII63)
so, dass 4 keine endliche offene Uberdeckung von [as, bs] enthilt und dass
0 < bg—az = R-27°, (VIL.64)

gilt. Fithren wir das in (VIL.58)—(VIIL.64) beschriebene Verfahren so fort, dann erhalten wir eine
Folge ([an, bn])zo:l, abgeschlossener Intervalle mit [ay,, b,| 2 [an+1,bnt1] und

0<by—a, < R-27" (VIL65)

so, dass i fiir jedes n € N eine offene Uberdeckung von [a,, b,] ist, die keine endliche offene
Uberdeckung enthiilt.

Nach Lemma VIL.15 gibt es nun ein eindeutiges . € () —,[an, b,] C [a,b]. Weil 4 eine offene
Uberdeckung von [a, b] ist, enthilt es ein U, € $l, sodass

v, € UL (VIL66)
Nun ist U, offen, und deshalb gibt es r, > 0, so dass
B(z.,r.) C U,. (VIL.67)
Wihlen wir nun n € IN so groB, dass R- 27" < 17, also n > logy(R/r.) + 2, so ist
b, —a, < i T, (VIL.68)
was wegen [an, b,] N B(z,,74) 3 x, auch
[an,b,] C (ze —re,z + 1) = By, 74) (VIL.69)

impliziert. Dann géibe es jedoch eine endliche offene Uberdeckung von [a,,, b,] aus 4, namlich
[an,b,] C Us. (VIL.70)
Widerspruch. O
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Satz VII.17 (Heine-Borel). Fir A C K sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist kompakt. (VIL.71)
& (1) A ist beschrdnkt und abgeschlossen. (VIL.72)

& (1) Ist E C A und #(E) = oo,
so gibt es einen H.P. x € A von E. (VIL.73)

Beweis. (Nur fiir K = R)
(1) = (ii): Sei A kompakt. Nach Lemma VII.10 und Lemma VII.13 ist dann A beschrinkt und
abgeschlossen.

(17) = (i): Sei A beschréinkt und abgeschlossen. Weil A beschrankt ist, gibt es ein abgeschlos-
senes Intervall [a, b], das A umfasst,

A C a,b]. (VILT74)

Nach Lemma VII.16 ist [a,b] kompakt, und nach Lemma VII.11 ist deshalb A C [a,b] als
abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge [a, b] selbst auch kompakt.

(i) = (i17): Sei A kompakt, und nehmen wir an, dass £ C A, mit #(FE) = oo, eine Teilmenge
von A ohne H.P. in A wire. Ist x € A, so ist x also kein H.P. von E, und es gibt ein r, > 0, so
dass

B(z,r;) N (E\{z}) = 0. (VIL.75)
Es kann also hochstens x selbst im Schnitt von B(z,r,) und E liegen, und deshalb ist
VeeA: #|B(z,r,)NE] < 1 (VIL.76)

Betrachten wir nun die offene Uberdeckung {B(z,7,)}sca von A, die wegen der Kompaktheit
von A eine endliche offene Uberdeckung {B(z1,71), ..., B(xy,ry)} enthilt, wobei N € IN und
rj = Tg;. Dann ist

N
E = AnE € | [B(wn,m)NE], (VIL77)
n=1
was
N
#(E) < > #[B(zn,ra)NE] < N < o0 (VIL78)
n=1

impliziert. Widerspruch.

(731) = (i7): Nehmen wir an, A wire nicht beschriankt. Dann géibe es eine Menge von Punkten,
E ={z,}new C A mit

VnelN: |z, > n (VIL.79)
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Offensichtlich hitte dann E keinen H.P. in R und somit auch nicht in A. Widerspruch zu ().
Also ist A beschrénkt.

Ist ferner z € R ein H.P. von A, so gibt es nach (VIL6) eine Folge (z,,)5%, € (A \ {z})V, die
gegen x = lim,,_,o =, konvergiert. Wir setzen nun F := {xy,z9, 23,..., } € A\{z} (als Menge).
Da z ¢ E, muss E unendlich viele Elemente enthalten, anderenfalls wire B(xz,r) N E = (), fur
gentigend kleine 7 > 0. Ist 2’ nun (irgend) ein H.P. von E, so gibt es eine Teilfolge (z,, )72, C E,
die gegen 2’ konvergiert. Dann ist aber

¢ = limz, = limz, = z, (VIL.80)
k—o00 n—00

d.h. z ist der einzige H.P. von E. Andererseits besitzt £ C A wegen #(FE) = oo nach (iii) einen

H.P. in A, und deshalb muss x € A gelten. Somit enthélt A alle seine H.P. und ist deswegen

abgeschlossen. O]
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VII.4 Erginzungen

VII1.4.1 Zusammenhang zwischen I.P., H.P., Inneres und Abschluss

Beweis. (Beweis von Satz VII.8)
Zunachst setzen wir

Z(A) == {z€Alzist IP.von A} = {z € K|3r>0: B(z,r) C A} (VIL81)
und
C(A) == Au{zeK|zist HP. von A} = {z € K|Vr>0: B(z,r)NA#0}. (VIL82)

Dabei folgen jeweils die zweiten Gleichungen in (VIL.81) bzw. (VIL.81) direkt durch Einsetzen
der Definition.

Zu Satz VIL8 (i): Sei x € Z(A). Dann ist = ein .P. von A, und es existiert ein r > 0, so dass

B(z,r) C A. (VILS3)
Da B(x,r) offen ist, folgt mit (VII.26), dass
r € B(x,r) C A°. (VIL.84)

Sei umgekehrt © € A°. Dann gibt es eine offene Menge, AC A, die x enthilt, x € A Da A
offen ist, gibt es ein r > 0, so dass

B(xz,r) C A C A, (VIL.85)
also ist x ein [.LP. von A. Es folgt also
A° = Z(A). (VIL.86)

Zu Satz VIL.8 (ii): Sei x € A° ein H.P. von A, also B(z,r) N (A\ {z}) = B(z,r) N A # 0, fiir
alle r > 0. Wegen A D A folgt somit

Vr>0: B(z,r)N(A\{z}) D B(z,r)N(A\ {z}) #0, (VIL.87)
und z ist ein H.P. von A. Weil A abgeschlossen ist, erhalten wir « € A, also
C(A)NA° = {z e A°|zist HP. von A} C A (VIL.88)
Abermals wegen A C A ergibt sich damit, dass
C(A) = AU{C(A)NA‘} C A (VIL.89)

Sei nun andererseits x € K ein H.P. von C(A). Ist x € A, so ist natiirlich auch x € A C C(A),
und wir kénnen annehmen, dass x € A°.
Wir zeigen nun, dass

B(z,e)N (A\{x}) = B(x,e)NA # 0 (VIL90)
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fiir alle € > 0 gilt.
Da z ein H.P. von C(A) ist, gibt es zu jedem € > 0, ein § € C(A) \ {x}, so dass

z—y| < g (VILI1)

Ist y € A, so ergibt dies direkt (VII.90).
Ist hingegen y € C(A) N A€, so ist y ein H.P. von A und es gibt ein z € A = A\ {y} mit
|z —y| < /2. Damit ist

lr—z] < |z —y|+|y—2 < e (VI1.92)

und auch in diesem Fall (VIL.90).

Also gilt (VIL.90) fiir alle € > 0, und somit ist = ein H.P. von A, d.h. z € C(A).

Es folgt, dass C(A) D A abgeschlossen ist, und weil A die kleinste abgeschlossene Obermenge
von A ist, gilt auch

C(A) D A (VIL.93)

Zu Satz VILS8 (iii): Nach (¢) und (i7) ist fir z € K

r€eA° & Ir>0: B(z,r)CA
< 3r>0: Blx,r)NA° =0
& ~{Vr>0: B(z,r)NA#£0}
& ¢ Al (VIL.94)

was sofort die beiden Behauptungen ergibt. O
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Kapitel VIII

Stetigkeit

VIII.1 Stetige Abbildungen
Definition VIIIL.1. Seien X, Y C K und f: X — Y eine Abbildung.
(i) f heiBt stetig in xp € X &

Ve>0 36>0 Vo € Bz, 0)NX: f(z) € B(f(zo),¢). (VIIIL.1)

(ii) f heift stetig auf X <&

Vee X : fiststetigin zg € X. (VIIL.2)
(iii) Wir schreiben

Gim f(2) =y e V()€ (O (@)™, lim g, =a: lim f(r,) =y},
(VIIL3)

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir X =Y = R sind folgende Funktionen stetig auf X:
— Polynome p(z) =", c 2™,
— trigonometrische Funktionen sin(z), cos(z),

— die Exponentialfunktion e®.

e Faustregel: Ist f : R — R stetig auf (a, b), so kann in (a,b) der Graph “durchgezeichnet”
werden.
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Satz VIIL.2. Seien XY CK, g € X und f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt

f st stetig in xo} & [ lim {f(x)} = f(z0)|. (VIIL.4)

T—T0
In diesem Fall nennt man lim, . {f(x)} = f(zo) Folgenstetigkeit von f in x,.

Bewezs.

“==" : Seien (1,,)%, € (X \ {x0})N eine Folge in X \ {zo} mit z, — zo und € > 0. Nach
(VIIL.1) gibt es ein § > 0, so dass mit |x — x¢| < § auch |f(x) — f(zo)| < € gilt. Da x,, — x
konvergiert, gibt es zu obigem ¢ > 0 auch ein ny € IN, sodass

Vn>ng: |z, —a| <6, also z, € B(xg,0), (VIIL5)
und daher gilt auch
Vn>ng: f(z,) € B(f(0),¢), also|f(z,)— f(zo)| <e. (VIIL6)
Zusammenfassend erhalten wir somit
Ve>0dno e NVn>ng: |f(z,) — f(zo)| <e, (VIIL.7)

was gerade f(z,) — f(xg), fiir n — oo bedeutet.
“«<=": Sei f nicht stetig in xy, d.h.

Je>0V6>03xz € B(xo,0) N X\ {zo}: fl(z) ¢ B(f(w),e) NY. (VIIL.8)

Sei € > 0 nun eine solche Zahl. Setzen wir § := 1/n, so gibt es geméB (VIIL8) ein z, €
B(zo,1/n)N X \{zo} mit f(z,) ¢ B(f(zo),e)NY, fiir alle n € N. Da ohnehin f(z,) € Y, muss
sogar f(z,) ¢ B(f(zo),¢), fiir alle n € N gelten. Damit ist (z,,)52, eine konvergente Folge in
X\ {zo} mit z,, = zg, weil |z, — x| < 1/n. Andererseits ist aber | f(z,) — f(x¢)| > > 0, und
(f(xn))zozl € Y™ konvergiert nicht gegen f(zo). O

Satz VIIL.3. Seien X CK und f,g: X — K stetig in xg € X.
(1) Fir jedes a € K ist dann auch f+ ag: X — K, v — f(z) + ag(z) stetig in xo, und es
qgilt

lim {f(x) + ag(x)} = lim {f(x)} + aili_)rgo {g(az)} = f(xo) + ag(z). (VIILI)

(1) Weiterhin ist f-g: X — K, x — f(x) - g(z) stetig in xo, und es gilt
lim {f(z)-g(x)} = lim {f()}- lim {g(x)} = f(zo)-g(0). (VIIL10)

T—T0 T—x0

(111) Ist aufSerdem g(xo) # 0, so gibt es ein § > 0, so dass
1
Vo e B(rg,d)NX: |g(z)] > §|g(x0)| > 0. (VIIL.11)

Ferner ist dann f/g : X N B,(zo,0) = K, x — f(z)/g(z) stetig in xo, und es gilt

lim {f <~”v>} lime, {f@)) )

o) = , (VIIL12)

B lim, ., {g(x)} 9(o)

T—T0
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KAPITEL VIII. STETIGKEIT durch stetige Funktionen

Beweis. Folgt direkt aus den Sétzen VIIIL.2 und V.2. O]

Satz VIII.4. Seien XY, Z C K, g : X — Y stetig in xg € X und f :' Y — Z stetig in
yo := f(xo) € Y. Dann ist auch fog: X — Z stetig in xg € X, und es gilt

Jim {f(9(x)} = F(g(x)). (VIIL.13)
Beweis. Auch dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz VIII.2. O

VIII.2 Erhaltung topologischer Eigenschaften
durch stetige Funktionen

Die im Kapitel VII vorgestellten Begriffe der offenen, abgeschlossenen oder kompakten Menge
sind grundlegend fiir die Topologie. In der Tat bezeichnet man eine Menge, aus deren Teilmen-
gen man ein System offener Mengen bilden kann, als topologischen Raum. Wie wir im Folgenden
sehen werden, erhalten stetige Abbildungen diese topologische Struktur. Daher spielen stetige
Abbildungen zwischen topologischen Rdumen in der Topologie eine so wichtige Rolle, wie etwa
die Homomorphismen zwischen Vektorrdumen in der linearen Algebra.

Satz VIIL5. Seien XY C K und f : X — Y eine Abbildung. Dann sind folgende drei
Aussagen gleichwertig:

(1)  f ist stetig auf X; (VIIL.14)
& (i) YVVCK, V offen 3U CK, U offen: f'[V]=UnNX; (VIIIL.15)

& (iii) YV CK, V abgeschlossen 3U C K, U abgeschlossen: f'[V]=UNX.
(VIIL16)

Satz VIIL.5 ist etwas sperrig, und wir beweisen die Aussage nur fiir den Spezialfall X =Y = K,
den wir unten formulieren. Wir verwenden aber folgendes Lemma iiber das Urbild

V] = {zeX | f(z) eV} (VIIL17)
einer Menge V' C Y unter einer Abbildung f : X — Y, wobei X, Y = () nichtleere Mengen sind.

Lemma VIIL.6. Scien X,Y # () zwei nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Seien
weiterhin U C X und V,V' CY Teilmengen und W C P(Y') eine Familie von Teilmengen von
Y. Dann erhdlt das Urbild von f mengentheoretische Operationen und genauer gelten

(i) f‘l{ U W} = U ', f‘l{ N W} = () '], (VIIL18)

wew wew wew wew
(i) FYAV]E = V] o= (VD) = X\ SV (VIIL19)
(447) Vv = fHviC v, (VIII.20)
(iv) U C Ao, (VIIL.21)
(v) f('v)) cv (VIIL.22)
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durch stetige Funktionen KAPITEL VIII. STETIGKEIT

Den (leichten) Beweis von (i) und (v) findet man in den Ergénzungen (s. Abschnitt VIII1.3.2).

Korollar VIIL.7. Sei f : K — K eine Abbildung. Dann sind folgende drei Aussagen gleich-

wertig:
(1) f ist stetig auf X; (VIIIL.23)
& (ii) YV CK: Voffen = f V] offen; (VIIL.24)
& (i) YV CK: V abgeschlossen = f~'[V] abgeschlossen. (VIIIL.25)

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die Stetigkeit (i) von f auf K dquivalent ist zu
VegeK, e>0 30 >0: f[B(xo,é)] C B(f(aco),é) . (VIII.26)

(i) = (ii): Sei V C K offen und gelte (VIIL.26). Ist 2o € f~'[V], so ist f(xg) € V ein innerer
Punkt, da V offen ist. Es gibt also ein € > 0 so, dass B(f(z),e) € V. Mit (VIIL.26) gibt es
dann auch ein § > 0 so, dass f[B(:L‘O, 5)} C B(f(aco),e). Mit Lemma VIIIL.6 gilt somit

B(wo,0) C f’1<f[B(x0,5)]) c f’1<B(f(x0),5)) c FUv]. (VIIL27)

Also ist zy ein innerer Punkt von f~!'[V] und f~![V] ist offen.

(1) => (i): Fiir 29 € X und ¢ > 0 ist B(f(x0),¢) offen. Nach (iz) ist somit auch U :=
f [B ( f(zo), 5)} offen. AuBerdem enthélt U den Punkt z(, der wegen der Offenheit von U ein
innerer Punkt sein muss. Es gibt also ein § > 0 so, dass B(xg,d) C U. Mit Lemma VIIL.6 gilt
dann

[[Bx0,0)] € f(U) = F(f[B(f(xo).2)) € B(f(x0).2) (VIIL28)

und somit (VIII.26).

(i1) <= (iii): Wegen (f~[V])" = f~1[V¢] folgt die Aquivalenz von (ii) und (iii) sofort aus
Satz VIL.4. L

Satz VIII.8. Seien K C K und f: K — K eine auf K stetige Abbildung. Dann gilt
{ K ist kompakt } = { f(K) ist kompakt }. (VIII.29)

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. K # () annehmen. Seien I eine nichtleere Indexmenge und
{Vitier € PB(K) eine offene Uberdeckung von f(K), also V; C Y offen, fiir jedes i € I, und

fK) < (Jvi (VIII.30)

i€l
Da f stetig ist, gibt es zu jedem ¢ € [ eine offene Menge U; C K,

[HVi] = UinkK. (VIIL31)
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Auflerdem ist nach Lemma VIII.6
K C [Uf(K [Uv] - Urto < Yo (VIIL32)

el il iel

und somit ist {U;}ier € P(K) eine offene Uberdeckung von K, die wegen dessen Kompaktheit
eine endliche offene Uberdeckung {U;,, U; U;, } enthélt, wobei L € IN. Also ist

:LLJ{ ﬂK}—Uf Vi) = f° [LLJ Vil (VIIL33)

Mit Lemma VIIIL.6 folgt nun, dass
L L
fK) = f(f‘1 [ U VnD < JVi (VIIL34)

Daher ist {V;,,...,V;, } eine endliche offene Uberdeckung von f(K) und f(K) somit kompakt.
[l

Korollar VIII.9. Seien K C R kompakt und f : K — R stetig auf K. Dann g¢ibt es
Tmin, Tmax € K; so dass

f(#min) = f{f(K)} und f(zmax) = sup{f(K)}. (VIIL.35)

Beweis. Nach Satz VIIL.8 ist f(K) kompakt, und nach Satz VII.17 von Heine-Borel ist f(K)
somit beschrinkt und abgeschlossen. Daraus folgt, dass

oo < inf{f(K)} € f(K), (VIIL36)
oo > sup{f(K)} € f(K), (VIIL.37)
was gerade (VIIL.35) impliziert. O

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir Korollar VIIL.9 hat sich auch folgende Sprechweise eingebiirgert:
Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum nimmt ihr Mazximum und Minimum an.

e Auflerdem schreibt man in dem Fall, dass fiir A C R auch inf{A} € A bzw. sup{A} € A
gilt,

inf{A} = min{A} und sup{A} =: max{A}. (VIIL.38)
e Sind K C R kompakt und f: K — R* = (0, 00) stetig auf K, so ist
inf{ f(K)} = min{f(K)} > 0. (VIIL39)

e Fiir f:(0,1] = R™, x — x, ist U := (0, 1] nicht kompakt, und daher iiberrascht es auch
nicht, dass

inf{f(U)} = 0 ¢ f(U). (VIIL40)
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e Fir0<a<lund f:[a,1] = RY, z— z, ist K := [a, 1] kompakt, und es gilt

inf{f(K)} = min{f(K)} = a> 0. (VIIL41)

Definition VIII.10. Seien X,Y C K. Eine Abbildung f : X — Y heiit gleichmiBig! stetig
auf X

= Ve>036>0 Ve, eX,|Jz—2|<d: |f(z)—f(2)) <e. (VIII.42)

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Begriff “gleichmiflig” bezieht sich hier auf 6 > 0. Vergleichen wir namlich (VIII1.42)
mit der Definition VIII.1 der Stetigkeit, so gilt

[ f ist stetig auf X] (VIIL43)
= [Vmo €X Ve>0 36=d., >0 Ve Blwo,d)N X : f(z) € B(f(xo),g)].
Man beachte, dass 6 > 0 in (VIII.43) moglicherweise von € > 0 und von xy € X abhéngt,
wihrend (VIIL.42) verlangt, dass dasselbe 6 > 0 fiir alle g € X funktioniert und nur von

e > 0 abhéngt. Es gilt also

[ £ ist gleichmiBig stetig auf X] - [ f ist stetig auf X]. (VIIL44)

e X :=(0,1] CR,Y =R, f(x) :=+/z. Fiir ¢ > 0 withlen wir § = d. := ¢ > 0. Sind nun
z,x' € X und |z — 2’| <4, so gilt

Vo —ViP < Vo=Vl Wr+ V| = |z -2/ <, (VIIL45)
also
f(x) = f(@)] = Wa—Va| < V6 = ¢ (VIIL46)

und f ist gleichméafig stetig auf X.

e X :=(0,1]CR,Y =R, g(z) =1 Fiir ¢ >0 und 2 > 0 wihlen wir
1,1,
0 = O0egy = m1n{§|xo|, §|x0] -6} > 0. (VIIL.47)

Ist nun = € Bs(zy), also |z — xo| < 0, so gilt

11 - 5
| = ’ [z = 2ol e, (VIIL.48)

also ist g stetig in xy € X, und weil ¢y € X beliebig ist, ist g stetig auf X.

Lengl.: uniformly
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e Seilennun 0<e<1,>0,z>0und 2’ ::x—i-%é, also | — 2’| < 4. Dann ist
1 1 5/2

—qg = -\ - -— = — 1= VIII.49
90 =9 = 5" G2 T e 02) ( )

Fiir z := min {1, 1 6} ist somit |z — 2’| < 4, aber

5/2 5/2
—g(a)] > —= > L= =1 : I1I.
o) = 9(@)] = P52 2 = 1> (VIIL50)
Also ist g nicht gleichméf8ig stetig auf X.

Die Unterscheidung zwischen stetigen und gleichméfig stetigen Funktionen ist schwierig. Es
gibt aber einen wichtigen Spezialfall, fiir den jede stetige Funktion auch gleichmafig stetig ist,
d.h. fiir den in (VIII.44) auch die Umkehrung “<=" gilt.

Satz VIII.11. Seien K C K kompakt und f : K — K. Dann gilt
[f ist stetig auf K] = [f ist gleichmdfig stetig auf K] (VIIL.51)
Beweis. Die Richtung “«<=" ist gerade (VIIL.44) und gilt trivialerweise.
Y= ":Seien £ > 0 und f stetig auf K. Dann gibt es zu jedem z € K ein §(zq) > 0, so dass
Vo € Bz, 0(z0)] NK = f(z) € B(f(z0), 3¢)- (VIIL.52)
Die Familie { Bz, %(5(3:0)]}36061{

und weil K kompakt ist, enthélt sie eine endliche offene Uberdeckung. D.h. es gibt ein L € IN
und Punkte x1,x9,..., 2 € K, so dass

K C BiUByU---UBy, (VIIL53)
wobei By := Blxy, £6(x)]. Wir setzen

C X offener Kugeln bildet eine offene Uberdeckung von K,

§ = %min {5@1),5(.@2), . ,5(xL)}. (VIIL54)
Seien nun z, 2’ € K mit |z — 2’| < §. Wegen (VII1.53) gibt es ein £ € ZL, so dass z € By, d.h.
o= < %5@;@). (VITL55)
Wegen § < 16(z) folgt auferdem, dass
|o" — x| < |2 —z|+]x—z] < 6+ %5(33@) < 0(z). (VIIL.56)
Es liegen also beide Punkte = und 2’ in Blxy, §(zy)],
z, ' € Blxg, d(x0)], (VIIL.5T7)
was geméf (VIIL.52)
f(x), f(«') € B[f(x), €] (VIIL58)
impliziert. Also ist
F(@) = F@)] < 1f@) = f@o)l + |fl@) = F&)] < S+5 = = (VIIL59)
und f ist gleichméBig stetig auf K. O
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VIII.3 Erginzungen

VIIIL.3.1 Stetigkeit von Polynomen und der Exponentialfunktion

e Offensichtlich sind fo(x) = 1 und f(z) = z stetige Funktionen auf I{. Die Stetigkeit eines
Polynoms

p(z) = co+c1x+cor® + .. 4 ena (VIIL.60)
- (Co foter it [AP 4. ton- [fl]N)[x]
folgt nun aus Satz VIIL.3.

e Seien zp € C und z € D(2p,1). Dann ist

n
20

e = Jeo —1] e = |3l Z_ZO ' - (VIIL61)
n=1 n=0
> _ n - k > n
(FE) (£50) = o (£l (£12)
n=1 ’ n=0 n=0 ’
o _ k © n
clemnl (50 (S BE) ot g
k=0 n=

Somit ist lim,_,,,{e*} = e®, fiir alle 2y € C, und exp : C — C ist stetig auf C.
o Mit K= C, g(z) = —2% und f(w) = e“ folgt aus der Stetigkeit von f und g auf C folgt
mit Satz VIIL.4 auch die Stetigkeit von (f o g)[z] = exp[—2?] auf C.

VIII.3.2 Beweis von Lemma VIII.6

Bewezs.
Zu (i): Sei x € U, so ist

ve{ie X|f() = @)} = @) RO (VIILG?)
Da x € U beliebig ist, folgt (VIIL.21).
Zu (ii): Sei y € f(f v ]) Dann gibt es ein z € f~1(V), so dass y = f(x) € V. O]

Wir bemerken, dass U C f~'[f(U)] und f(f~*[V]) im Allgemeinen echte Inklusionen sind. Sei
beispielsweise f =sin: R — R.

o Fiir U := {5} sind f(U) = {1} und f'[f(U)] = 2nZ + 5.
e Fiir V:=[-2,2] sind f~'V]=Rund f(f[V]) =[-1,1].
und U := {5} sind f(U) = {1} und f7'[f(U)] = 2nZ + 5.
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Kapitel IX

Differentiation

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff der Ableitung fiir reelle Funktionen einer reellen
Variablen diskutieren. Der allgemeine Fall einer vektorwertigen Funktion wird spéter noch
ausfiihrlich behandelt.

IX.1 Differenzierbare Funktionen

Definition IX.1. Seien U C R offen und f : U — R eine Abbildung.

(i) f ist bei xo € U differenzierbar :<

f'(zo) = lim {M} e R (IX.1)

T—x0 Tr — ,’]jo

existiert. In diesem Fall heifit f'(z) Ableitung von f bei xq, und wir schreiben auch

Plan) = L0 = (1)) (1X.2)

dz dz
Der Quotient (f(z) — f(z0))/(z — xo), fiir # # 2o heiBt Differenzenquotient.
(ii) f ist auf U differenzierbar :<
Vo€ U: fist bei xg differenzierbar. (IX.3)

Lemma IX.2. Seien U C R offen und f : U — R eine Abbildung. Dann gilt:

{f ist bei v € U diﬁer@nzierbar} & (IX.4)
{aceR Ve>0 36>0 Yae Bl o) : ’f(x)—[f(a;o)—i—c'(x—xo)}‘ < gyx—xo\}.

In diesem Fall ist ¢ = f'(xg).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz VIIL.2 (Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit).
[
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Bemerkungen und Beispiele.

Glg. (IX.4) sagt, dass g.(z) := f(xg) + f'(z) - (x — x¢) die beste lineare Approximation fiir f(z)
in einer Umgebung von z; ist. Ist ndmlich g(z) = ma + b eine Gerade, die die Funktion f in
der Nahe von xy approximiert, so sollten f und ¢ natiirlich zumindest in xy {ibereinstimmen,
d.h. es sollte f(xg) = g(xo) = mzo + b und somit b = f(xy) — mzy gelten, was auf

g(x) = f(zo) +m(x — w0)

fithrt. Sind nun m # f/'(xo) und 0 < 7 < 1 geniigend klein, so erhalten wir aus (IX.4) mit
e := 3|m — f'(zo)| 7 > 0 ein 6, > 0 so, dass

9(@) = F@)] = |Im = '@o))(w — 7o) = (/&) = [f(zo) + ['@o) (@ —z)])|  (1X.5)
> |m = f'(zo)l [z = wol = 3m = f'(wo)| 7|e = w0 = Ym — f'(wo)| |z — ol
und daher auch

g«(x) — f(2)
g9(x) — f(x)

fir alle z € B(x,0,) \ {zo} gilt. Da 7 > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ist g, offenbar
die bestmogliche Wahl fiir die approximierende Gerade g.

slm — f'(@o)| 7|z — x|

< 1
2

(IX.6)

Lemma IX.3. Seien U C R offen und f : U — R bei xq € U differenzierbar. Dann ist f in
xo € U stetig.

Beweis. Sei (x,,)5 eine Folge in U \ {x¢} mit x,, — o, n — co. Dann ist

n—00 n—o0 Ty — Lo

lim {f(z,)} = lim {<M> (@ — o) + f(xo)}

= lim {W} lim {z, — 20} + f(0)
= f'(20) - 0+ f(zo) = f(xo): (IX.7)

]

Satz IX.4. Seien U C R offen, « € R und f,g: U — R differenzierbar bei xy € U. Dann sind
f+ag, f-g9g:U—= R differenzierbar bei xy, und es gelten

(i) die Linearitdt, d.h. es gilt
(f +ag)'(x)) = f(x0) + - g'(w), (IX.8)
(ii) die Produktregel,
(f-9)(z0) = f'(x0) - g(xo) + f(0) - g'(wo), (IX.9)
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(1i) und, fir g(zo) # 0, die Quotientenregel
(f)l(xo) _ f/(l’()) g(l’o) — f(l'o) g,(x()) (IXlO)

g g(wo)?

Beweis. Gleichung (IX.8) folgt aus
lim {(f +9)(x) — (f + 9)(x0) }

r — XIg

+
r — X9 r — X

= lim
T—rT0

= f'(z0) + ¢' (). (IX.11)

Fiir den Beweis von (IX.9) benutzen wir die Stetigkeit von f und g bei zg, nach Lemma IX.3.
Damit erhalten wir

{f(l“) — flzo) | g(x) — g(xo) }

T—rx0

(f9)(w) = Jim {f (2)g @l__]; (Ox(’)g <$°)} (IX.12)
. {f(x)[g(x) a0l + [fe) = f<xo>1g<xo>}
= lim {f(2)}- lim {—9(2 e } + lim {—ﬂ? — } - glo)

= f(w0)g (wo) + ['(20) - g(x0).

Fiir g(xo) # 0 ist wegen der Stetigkeit von ¢ in xy auch g(z) # 0 fiir = geniigend nahe bei z,
und wir erhalten

G)l(xo) = &5 { (z —1:co) <g(1:c) N g(i’o)) } = {g(ig(i;o) ' g(xgi - iixo) } = %(52),
(IX.13)

was mit Hilfe der Produktregel tiber ¢ = f- El] sofort die Quotientenregel (IX.10) impliziert. [

Satz IX.5 (Kettenregel). Seien U,V C R offen, g : U — V differenzierbar bei xy € U und
[V —= R differenzierbar bei g(xg) € V.. Dann ist [f o g] : U — R differenzierbar bei zo € U,
und es gilt

(fog)(zo) = f(9(z0)) - g (o). (IX.14)

Beweisidee. Sei (2,)2%, € (U \ {x¢})N eine Folge mit lim,, o {7, } = x, fiir die g(z,) # g(xo)
fiir alle n € IN gilt. Da g bei z( differenzierbar ist, ist g in zy auch stetig, und mit z,, — x
konvergiert fiir n — oo auch g(z,) — g(x¢). Damit erhalten wir

M) |t} ()}
it i (=) | - sweido)

Ohne die zuséitzliche Bedingung, dass g(x,) # g(zo) fir alle n € IN gelte, wire der Beweis
vollstdndig. Das Umgehen dieser Bedingung ist jedoch technisch aufwindig, ohne dass eine
neue Idee hinzu kéme, deshalb verzichten wir auf die Darstellung hier und verweisen auf die
Ergénzungen am Ende des Kapitels. 0

= lim
n—oo

n—oo

97



IX.1. Differenzierbare Funktionen KAPITEL IX. DIFF EREN TIATI ON

Bemerkungen und Beispiele.
e Seien U := R und f,(z) := 2™, n € Ny. Dann ist f,, auf R differenzierbar, und es gilt
fi(z) = na™t. (IX.16)

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst n = 0, 1. fo(z) — fo(zo) = 1—1 =0, fiir alle
x,x9 € R, also gilt

fo=0 (=0-27"). (IX.17)

Weiterhin ist

lim {fl(x)_fl(x(’)} = lim {x_xo} =1, (IX.18)

20 xr —
also
fillz) =1 (=1-2". (IX.19)
Gelte nun (IX.16) fiir alle n € {0,1,2,..., N}. Dann ist nach der Produktregel
fya(@) = (fi-fn)(2) = filz) fn(z) + filz) - fy(z)
=1-2"+2-N.-2"!' = (N+1)-2V. (IX.20)
Somit folgt (IX.16) fiir alle n € INy durch Induktion.

e Seien U := R\ {0} und f,(x) = 2™, n € Z. Dann ist auch f, auf R\ {0} differenzierbar,
und es gilt

fi(zr) = na™ . (IX.21)

n

Fiir n < 0 folgt dies aus der Quotientenregel,

o) = ()@ = 5 (@) Fulo) = folo)- £0(0)
_ x_l% . (0 —1-(-n) .xﬂH) — pem L (IX.22)

e Sei U = R, dann ist die Exponentialfunktion auf R differenzierbar, und es gilt
(e””)/ = e”. (IX.23)

Fiir z # xy ist ndmlich

Tr __ o T—T0o __ 1 T—T0 __ 1 _ _
€0 m _ 6:60(6 _ 1) _ ezo<€ (z xO)) (IX.24)

T — 2o
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und
o o
B ’m_x(]’k ‘x_mo‘n-i-Q
r—XQ _ _ _ L N v
e I—(@—w)| <Y = =D TR (IX.25)
k=2 n=0
|z — o
2 0 . 2 lz—zo]
< |z m‘z oy = |z — xo|” -7
n=0
Also ist
lim [ | = o gy [ 1 (@ 20) |
z—wo | T — X T—T0 T — X
<™ lim {|z — x| - "™} = 0. (1X.26)
T—rIT0

IX.2 Minima, Maxima und Mittelwertsitze
Definition IX.6. Seien X C K eine Menge und f: X — R eine reelle Funktion auf X.
(i) Ein Punkt xzy € X heifit lokales Minimum von f :&

30 > 0V € Bg(z9,0) N X : f(x) > f(xo). (IX.27)

(ii) Ein Punkt o € X heifit globales Minimum von f &
Ve e X : f(z) > f(xo). (IX.28)

(iii) Ein Punkt 25 € X heiit lokales Maximum von f :<

36 > 0 Vz € Bk(x,0) N X : f(z) < f(xo). (IX.29)

(iv) Ein Punkt 2y € X heiit globales Maximum von f &

Vee X: flx) < f(wo). (IX.30)

Satz IX.7. Seien X CR, f: X = R, x9 ein LP. von X und f bei xqg € X differenzierbar.
Dann gilt:

[xo ist ein lokales Maximum oder Mz’nimum} = [f’(xo) = ()]. (IX.31)

Beweis. Wir beweisen (IX.31) nur im Fall, dass z( ein lokales Minimum ist (die Behandlung
des Falls eines lokalen Maximums ist analog). Es gibt also ein § > 0 so, dass

Vo e (rg—0,x0+9): f(x) > f(xo)- (IX.32)
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Somit sind
Vi — b <z <ap: AW TS@) (IX.33)
r — X
Vaoo<ax<zo+9: M > 0. (IX.34)
r — X

Da f'(z) als Grenzwert des Differenzenquotienten nach Voraussetzung existiert und somit auch
eindeutig ist, folgt

f(xg) = lim {M} = 0. (IX.35)

O
Eine Anwendung dieses Satzes ist der nun folgende Mittelwertsatz.

Satz IX.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R, a < b, f : [a,0] = R
stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es einen Punkt xo € (a,b) so, dass

f) = fla)
Beweis. Wir setzen g : [a,b] — R,

f(b) = f(a)

Vo elab]: g(x) = —

x — f(z). (IX.37)

Dann ist auch g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b).
Wir unterscheiden nun zwei Félle:

1. Ist g(z) = ¢ konstant auf [a, b], so gilt

f(b) — f(a)
b—a

—fi(x) = 4(x) =0, (IX.38)

sogar fiir alle = € (a,b). (In diesem Fall ist ndmlich der Graph von f eine Gerade.)
2. Sei g nicht konstant auf [a, b]. Weil [a, b] kompakt und g stetig auf [a,b] sind, nimmt ¢ in
[a, b] sein Minimum und Maximum an, d.h. es gibt i, Tmax € [a, b], so dass

9(Tmin) = inf {g(la,b])},  g(Tmax) = sup{g(la,b])}, (IX.39)

und weil ¢ nicht konstant ist, gilt

g(xmin) < g(xmax)- (IX40)
Auflerdem ist
! (b; — Z: @y _ fp) = g0, (IX.41)
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Daher muss entweder z,.x € (a,b) und

9(Tmin) = g(a) = g(b) < g(Tmax) (IX.42)
oder Zmin € (a,b) und

9(Tmin) < gla) = g(b) = g(Tmax) (1X.43)
oder S0gar Tmin, Tmax € (a,b) und

9(Tmim) < g(a) = g(b) < g(Tmax) (IX.44)

gelten.

Gilt etwa (IX.43), s0 ist Zyi, €in innerer Punkt von (a,b) und ein lokales Minimum von g und
deshalb nach Satz IX.7

b) —
0 = gl (xmin) = M — f/ (xmin)a (IX45>
—a
und &, ist der gesuchte Punkt in (IX.36). Analog beweist man (IX.36) fir (IX.42) und (IX.44).
[l

Als Néchstes zeigen wir, dass die Positivitat oder Negativitat der Ableitung die Monotonie der
Funktion impliziert.

Definition IX.9. Seien U C R und f: U — R.

monoton steigend
streng monoton steigend

f heifit monoton fallend in U
streng monoton fallend
o < g
, ;o r) < T
& Vo, o' e U, v <a: ) > fla) (IX.46)
flx) > [f(a)

Satz IX.10. Seien a,b € R,a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in
(a,b). Dann gelten

monoton steigend
streng monoton steigend
= | f st monoton fallend in [a,b]
streng monoton fallend
konstant

<C
S
m
=
=
=
S
I AIA VIV
o

(IX.47)

und

monoton steigend
= fist<  monoton fallend 3 in[a,b] | . (IX.48)
konstant

AV
o

Vo€ (a,b): f(x)
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Beweis. Wir zeigen nur (IX.47). Seien z,2" € [a,b] und < z’. Dann ist die Einschrdnkung
von f auf [z, 2'] auch stetig auf [z, 2'] und differenzierbar auf (z,z’). Nach dem Mittelwertsatz
IX.5 gibt es also einen Punkt xy € (z,2'), so dass

f@) = fl@) = (2" =) f'(x0). (1X.49)
Dies ergibt sofort die Implikation (IX.47) in allen Féllen. O
Bemerkungen und Beispiele.

e Die Umkehrung (IX.48) von (IX.47) kann im Allgemeinen nicht mit strikten Unglei-
chungen formuliert werden, d.h. aus der strikten Monotonie von f folgt nicht die strikte
Positivitit bzw. Negativitit der Ableitung f’. So ist beispielsweise f(x) := x® auf ganz R
streng monoton steigend, aber f’(0) = 0.

Den Beweis des folgenden Korollars findet man bei den Ergénzungen.

Korollar IX.11. Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar
n (a,b). Ist f" > 0 auf (a,b), so ist f streng monoton steigend auf [a,b]. In diesem Fall ist
([ b)) = [f(a), f(b)], und f : [a,b] — [f(a), f(b)] ist eine Bijektion, deren Umkehrfunktion

= f~t:[f(a), f(b)] = [a,b] auf [f(a), f(b)] stetig und auf (f(a), f(b)) differenzierbar ist, mit

Vy € (f(a),f(b)) . F(y) = f’[;(y)] (IX.50)

IX.3 Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

Definition IX.12. Seien U C R offen, f : U — R eine Abbildung und n € IN.

(i) f ist bei xg € U n-mal differenzierbar.

< Es gibt ein 6 > 0, so dass fiir alle z € (xg — 9, xo + J):

f ist differenzierbar bei x und f'(z) := % (x),
f'(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := L [f'](z),

f"(z) ist differenzierbar bei z und f”(z) := <L [f"](z),

(IX.51)
f=2)(z) ist differenzierbar bei z und f"~V(z) := L [f("=I](x),
7 (z) ist differenzierbar bei zo und f™ (zq) := L [f"=D](z,).
Wir schreiben die k. Ableitung auch als
s (z) = fP®(z). (IX.52)
(ii) f ist auf U n-mal differenzierbar.
=
Vaxg € U: fist bei xg n-mal differenzierbar. (IX.53)
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Satz IX.13 (Taylor). Seien a,b,z0 € R mit a < o < b, n € N, und f : (a,b) = R auf (a,b)
(n+1)-mal differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x € (a,b)\{xo} ein 2’ € (x,x0) [falls x < x¢]
bzw. o' € (xg, x) [falls x > x0], sodass

f(l’) = Tn[fu SL’Q;QI] + Rn+1[f7x0;x]7 (IX54>
wobes
T ) ._ - (z — o) (k)
k=0
/ (m — ]70)2 " (x — x(])n
= flzo) + (z = wo) - f(wo) + ——— f ($0)+---+Tf(n)(x0)
das Taylorpolynom n. Ordnung und
_ n+1
Rolf,xo;z] = % f("H)(x’) (IX.56)

das Taylorsches Restglied (n + 1). Ordnung sind.

Beweis. Wir kénnen = > xy annehmen, der Beweis fiir z < zg ist analog. Fiir alle t € [z, 7]
setzen wir

p(t) = Z{%f@(%)}, (IX.57)
- % (f(x) - p(x)) (IX.58)

und
o) = ) =plt) = gy (=) (1X.50)

Beachte, dass fiir £=10,1,2,...,n,

d'p(t 2 B (o) dE[(t — xo)" 8 (g At — o)k !
o) _ 5~ 1 [d#]zz ) [ ]

k=0 k=1

= ... = (t — x0)" ", (IX.60)

Somit ist

)\(t _ xo)n-l-l—ﬁ
(n+1-20)" "

(IX.61)
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Insbesondere sind

9(x0) = flzo) — —f(of‘)) +0-0 =0, (1X.62)
/
90(a0) = o)~ T 100 = o, (1X.63)
g™ (x0) = f™ (o) = M (x0) = 0 (IX.64)
und
gt = FOrD () — A (IX.65)
Nach Wahl von A in (IX.58) folgt auBerdem g(x) = 0, also

g(xo) = g(x) = (IX.66)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 21 € (xg,x), so dass ¢'(x1) = 0. Also gilt
g (xo) = ¢(x1) = 0, (IX.67)

und der Mittelwertsatz impliziert abermals die Existenz eines x5 € (9, x1) mit ¢”(x2) = 0, also

" (xg) = ¢"(x2) = 0, (IX.68)

und damit wieder ¢"”(z3) = 0 fiir ein gewisses 3 € (29, x2) u.s.w. Schliefllich erhalten wir ein
Tpi1 € (To,2n) C (20, 2n-1) € ... C (20, ) mit

0 = 9(n+1)($n+1) = f(n—H)(xn-i-l) — A (IX.69)
also
(x — $0)n+1 (n+1)
f(z) = p(z) CE) O (2 40), (IX.70)
und x,.1 € (29, ) ist der gesuchte Punkt 2. O

Bemerkungen und Beispiele.

o Fiir n € Ny und z € R gilt mit f(z) :=e”

fr (@) = fM) = 0 =fl(x) = flz) = €, (IX.71)
und insbesondere
f(0) = f1(0) = f'(0) = f™(0) = 1. (IX.72)
Also ist
N 172 l,S " xn+1 .
VeeR: e —{1+x—|—§+§+ +m}‘ < (n_’_l)"@l‘, (IX.73)

denn fiir 2/ € (—x, x) ist e < el*l.
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e Fir x =1 und n = 10 erhalt man

1 1 1 e
{2—1—2' —1—3' +. —i—l—o‘}‘ = |e—(2,718281801)| < I < e-0,000002505,
(IX.74)
also
2.718281801 2,718281801
271827 <« 2 —_— "~ - <L < 2" < 2.71829. 1X.75
’ — 1,000002505 — €= 0,999997495 — ( )

e Sei folgende Aufgabe gestellt: Berechne sm(io) mit einer Genauigkeit von mindestens
107S.

Dazu wenden wir Satz IX.13 von Taylor auf f(z) = sin(x) mit a = —o0, b = oo und
Zo := 0 an und berechnen die Ableitungen von f,

FO®) = sin(@), D) = cos(z), fO(a) = —sin(z), fD(@) = —cos(a),

(IX.76)
u.s.w. Insbesondere sind dann
O =0, fO0) =1, f20) =0, &0 = -1, ... (IX.77)
und wir erhalten
Tg[sin, 0; x] —0+%x—|—0+3—'11' +O+;x +0—:L’—%3+%50 (IX.78)
sowie
Rolsin, 0;2] = #S'W)x?. (IX.79)

Wegen | cos(z’)| < 1 ist nach dem Satz IX.13 von Taylor dann fiir alle x € R, = # 0,

, x> , x| z|”
sin(x) — (x 3 + m)' = |Ry[sin, 0;z]| < % = % (IX.80)
Waéhlen wir x = 10, so erhalten wir
sin(75) — (0,1-0,00016 + 0, 000000083)’ (IX.81)
_ 1077 "
= |sin(%) — (0,099833416)| < o0g = 2107

d.h. mit nur drei Termen approximieren wir die Sinusfuktion von -

— sogar mit einer
10
Genauigkeit von 2 - 107!
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e Setzen wir in (IX.55) n = oo, so erhalten wir f(z) formal aus einer Potenzreihe um xo,
der Taylorreihe,

®) (2,
flz) = Zf k(! )(x—xo)k. (IX.82)

o0

k=0

Fiir viele Funktionen kann man die Konvergenz dieser Reihe durch Abschitzung der
Taylorschen Restglieder in beliebig hoher Ordnung gewinnen. Aus (IX.73) sieht man,
dass dies z.B. fir f(x) = e” gelingt, und in der Tat ist die e* definierende Potenzreihe
VI.7 gerade die Taylorreihe um x4y = 0.

e Es gibt aber auch viele Funktionen, fiir die (IX.82) falsch ist. Betrachten wir z.B.

eV fiirz #0,
fx) = { 0 fire—o. (IX.83)

so ist f(x) > 0, fir « # 0, aber
VneNy: f™(0) = o0, (IX.84)

d.h. die Taylorreihe von f um zy = 0,

ki: / UZ!(O) * =0, (IX.85)

verschwindet identisch. Damit konvergiert die Taylorreihe von f zwar, hat jedoch mit der
Funktion f nichts zu tun!

e Eine Anwendung der Taylorschen Formel (IX.54) ist die Kurvendiskussion.

Ist f: U — R eine differenzierbare Funktion, so verschwindet zwar bei lokalem Maximum
oder Minimum die Ableitung f’, es ist aber noch nicht klar, wie man entscheiden kann,
ob es sich auch wirklich um ein Maximum oder Minimum handelt. Dies lésst sich erst bei
Betrachtung der hoheren Ableitungen sagen; Dariiber gibt Satz 1X.14 Auskunft.

Satz IX.14. Seien U C R offen, n € N, n > 2, und f : U — R eine auf U n-mal differenzier-
bare Abbildung. Sei weiterhin xo € U, und gelte

fl(x0) = (o) = ... =" V(wo) = 0, f™(wo) #0, (IX.86)
und sei f™) stetig in xo. Dann liegt folgende Situation lokal bei xo vor:
- Ist n gerade und f™(z¢) > 0, so ist x¢ ein lokales Minimum;
- Ist n gerade und f™(z¢) <0, so ist x¢ ein lokales Mazimum;

- Ist n ungerade, so ist xy ein Wendepunkt von f.
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Beweis. Wir zeigen nur, dass fiir gerades n = 2k > 2, also k € IN und £ (z4) > 0 ein lokales
Minimum vorliegt. Seien x € (zg — 0,29 + ) und 0 < 6 < 1. Nach dem Satz von Taylor gibt
es ein &’ mit |2/ — xo| < |x — x0|, so dass

T — x9)%k

o) = Jon) + e —a0) oo I oy 4 (I o
= f(x0) + % FER (). (IX.87)
Da f*) in z, stetig ist, gibt es ein &’ > 0, so dass
V' — x| <8 |[fEO() = fB ()] < %f‘z’“)(wo), (IX.88)
fur |2' — x| < ¢ also
FEO) = fO (@) — [fO () — F9(0)| = % FE9 (o) > 0. (IX.89)
Somit gilt fur alle x € R mit 2" — x¢| < min{d, '} auch
f@) 2 o)+ EoE S g (1X.90)

(2k)! 2
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IX.4 Erginzungen

I1X.4.1 Beweis der Kettenregel

Beweis. (Beweis von Satz 1X.5) Sei a > 0. Dann gibt es gemifl Lemma IX.2 ein 8 > 0, so dass,
fir alle y € V mit |y — g(xo)| < 8 auch

[F(5) = {F(9(0)) + £ (g@o))(y = 9(@o))}| < aily = glao)] (1X.91)

gilt. Wir setzen v := min{5, o, 1} > 0. Weiterhin gibt es zu v > 0 ein n > 0, so dass, fiir alle
x € U mit |z — xo| < n auch

‘g(x) - {g(xo) + ¢'(zo) - (x — I0)}‘ < vlr — o (IX.92)
gilt. Wir setzen
. gl
K = minyn, —————— ¢ > 0. IX.93
Ui E (IX.93)

Dann gilt fiir alle |z — x| < &:

l9(@) = g(wo)| < (Ig/(@o)l + B)lo — o] < 7, (1X.94)
also auch
[#lo@)) = {Fla@o)] + Flglao)] - o (@0) - (2 = 20}
g\ = {lgtwo)) + lg(w0)] - (9(w0) — (o)}
+\fwuwwﬂaw—{Mmo+ymw@—wa7 (1X.95)
und somit
9] = {Flg(@)] + F(glwoly (o) (& — 20)

< alg(@) - g(zo)| + Al — 0| < |alg/(zo)| + ay+7] |z =
= Oz(|g’(xo)| +2) | = o, (IX.96)
da v <min{l, a}.
Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wihlen wir o := ¢ - (|¢'(0)| + 2)_1 und anschliefiend 3, ~,7, und
Kk =:0>0, wie in (IX.91)—(IX.93). Somit gilt fiir alle |z — zo| < ¢:
Flo(@)] = {lgeo)] + £ (g(a0)] - g (w0) - (2 = 20)}| < 2] — . (1X.97)
L
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IX.4.2 Zwischenwertsatz fiir die Ableitung

Fiir eine differenzierbare Funktion f ist die Ableitung f’ im Allgemeinen nicht stetig, es gilt
aber die folgende Aussage:

Lemma IX.15. Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar
auf (a,b). Seien x,x' € (a,b) mit x < ', und f'(x) < f'(z'). Dann gibt es fir jedes f'(x) <
A< fi(2) einx <t <2, sodass f'(t) = A\

Beweis. Wir setzen
Ve<t<a': g(t):=f(@t)— Xt (IX.98)

so dass,

gdx) = fllx)y = A <0, ) = fl@)—=X>0. (IX.99)
Daher gibt es ein 6 > 0, so dass

Vte (r,x+90): g(x) > g(t), (IX.100)

Vte (' —0d,2'): g(t) < g(x). (IX.101)
Somit muss g in (x,z’) ein lokales Minimum haben, d.h.

Jte(z,a): 0 =4t = fl(x)=\ (IX.102)

IX.4.3 0/0 und oo/oco — Der Satz von L’Hospital

Satz IX.16 (L’'Hospital). Seien U C R,xo € U ein innerer Punkt und f,g: U — R differen-
zierbar bei xog € U. Seien weiterhin

flzo) = g(zo) =0, VO<|z—x0| <0: g(x)#0 (IX.103)

fir ein gewisses 6 > 0, und ¢'(xg) # 0. Dann lisst sich f(x)/g(x) stetig in xq fortsetzen mit

lim {@} _ S (IX.104)

a0 | g(x) g'(wo)

Beweis. Fiir jedes a > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle 0 < |z — 2| < ¢

|f () = f (o) = f'(wo)(z — m0)| <z — ], (IX.105)
l9(x) = g(z0) — g'(wo)(z — m0)| < afz — . (IX.106)
Ist 0 < o < $|¢'(z0)|, so gilt auch insbesondere

/

g (950)
2

l9(@)l = (l9'(z0)| — @)z — x| > |# = w0l > 0, (IX.107)
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fir alle 0 < |z — x| < §. Damit erhalten wir

@) )| |(f'(wo) +ap(2) (@ —x0)  f'(wo)
g(x)  g(z0)| ‘ (9'(20) + ag(2)) (& — 20)  g'(20) ]| (1.108)
wobel |af(x)|, |ay(x)| < a sind. Also ist, fiir alle 0 < |z — x| <9,
f(@)  f'(x0) f'(@o) + (@) f'(o)
g(@)  g'(wo) g'(wo) + ag(x) g (o)
1
- |g'(:vo)| T Ty [@ @)~ @) )
(Ig’ 0)| + [ f'(x0)]). (IX.109)
Ist nun € < 0 vorgegeben, so wiahlen wir
- |9’ (xo)[? - mnin
= 2l + ) T >0 (B0
und beobachten, dass a < |¢(z0)|/2. Also ist,
VO<|x—zo| <9 ’%—;Eizi < e (IX.111)
und somit
lim {%} - %. (IX.112)
]

I1X.4.4 Beweis von Korollar IX.11 zur Existenz
und Ableitung der Umkehrfunktion

Beweis. Seien x,z’ € [a,b] und z < 2’. Dann ist die Einschrankung von f auf [z, '] auch stetig
auf [z, 2] und differenzierbar auf (x, 2’). Nach dem Mittelwertsatz IX.5 gibt es also einen Punkt
zg € (z,2') so, dass

) = f@) = (@ =) f' (o) (1X.113)
Wegen 2/ — x > 0 folgt dann umgekehrt
{‘v’mo € (a,b) : f'(x0) > 0} = f ist auf [a, b] monoton steigend; (IX.114)
{Vazo € (a,b): f'(x0) > O} = f ist auf [a, b] streng monoton steigend. (IX.115)

Sei nun f’ > 0 auf (a,b) und somit f streng monoton steigend auf [a,b]. Dann ist f(a) das
Minimum und f(b) das Maximum von f auf [a,b] und f([a,b]) C [f(a), f(b)]. Weiterhin ist
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f([a, b]) kompakt und deshalb X := [f(a), f(b)]\ f([a,b]) offen. Wire X # (), so enthielte X ein
Intervall (o, f) mit f(a) < a < < f(b). Also miisste f eine Sprungstelle ¢ € (a,b) besitzen,
sodass limg ~,{f(z)} < o und lim, ,,{f(2)} > B. Dies steht jedoch aber in Widersprch zur
Stetigkeit von f auf (a,b), also gilt X =0, m.a.W. f([a,b]) = [f(a), f(b)].

Somit ist f : [a,b] — [f(a), f(D)] ist eine Bijektion, deren Umkehrfunktion wir mit F := f~!:
[f(a), f(b)] — [a,b] bezeichnen, und die mit f auch stetig auf [f(a), f(b)] ist.

Sind nun y, yo € [f(a), f(b)] mit y # yo und = := F(y) # F(yo) =: o, so ist

Fly) —F(y) = x—mx
Y—Y B f(x) = f(x0) (IX.116)
Aus y — yp folgt x — xo, und wir erhalten
: F(y)—F(yo)} o { T — T } I S
i {7 BT =t " T - TEG D
]
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Kapitel X

Integration

In diesem Kapitel fithren wir das Riemann-Integral fiir reelle Funktionen einer reellen Verdnder-
lichen ein. Das Lebesgue-Integral wird in einer spéateren Vorlesung behandelt.

X.1 Partitionen, Ober- und Untersummen

Definition X.1. Seien a,b € R,a < b.

(i) Eine endliche Teilmenge P = {zy,xs,...,21} C (a,b) von (a,b) heiit Partition von
[a, b]. Wir wollen stets annehmen, dass die Punkte in P aufsteigend geordnet sind, also

a=1190<T1 <Ty3<...<xp <x1:=D0. (X.1)
Die Menge der Partitionen von [a, b] bezeichnen wir mit Pa, b].
(ii) Seien P, P" € Pla,b] zwei Partitionen von [a, b].
P heift feiner als P’ = P'CP (X.2)
Wir sagen auch, dass P eine Verfeinerung von P’ ist.
Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass zwei Partitionen nicht immer vergleichbar beziiglich ihrer Feinheit
sind. Sind némlich P\ P’ und P"\ P beide nicht leer, so ist weder P feiner als P’ noch
P’ feiner als P. Es liasst sich aber immer eine Partition P” finden, die sowohl feiner als P
als auch feiner als P’ ist, namlich

P’ = PUP. (X.3)
Eine Ordnungsrelation mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als partielle Ordnung.

Definition X.2. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, also f([a,b]) C [-R, R, fur
geniigend grofies R < oo. Sei weiterhin P = {z1,z9,...,2.} C (a,b) eine Partition.
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KAPITEL X. INTEGRATION X.1. Partitionen, Ober- und Untersummen

(i) Wir definieren die Untersumme Z(f; P) und die Obersumme Z(f; P) durch

L

(f;P) = §%<xj+1 — ;) - inf {f(z) | 2; < & < @i}, (X.4)

T(1:p) Z< ) sup{ @) | 7 < 2 < ) x5)

(i) Wir definieren das Unterintegral [’ f(z)dr und das Oberintegral [ f(x)dz von f
durch

[ sw)de = s {z(5:P) | P e Plai), X6)

/abf(x) dr = if {Z(f: P) | P € Pla.b]}. (X.7)

Lemma X.3. Seien a,b € R, a < b, f : [a,b] — R beschrinkt und P,P" € Pla,b| zwei
Partitionen von |a,b]. Ist P’ feiner als P, so gelten

Z(f:P) < Z(f;P) und I(f;P) = I(f:P). (X.8)

Beweis. Wir beweisen nur Z(f; P) < Z(f; P'). Sind P = {x1,29,...,21},a =120 < 21 < ... <
xp < xpy1:=0b,und y € (a,b) \ P, dann gibt es ein k € {0,1,2,..., L}, so dass zp < y < Tpy1,
und es gilt

(Tpr1—ap) - inf { f(2) | o < & < @i } (X.9)
= (zhp1 —y) -inf {f(2) | mp <@ <z} + (y—a) -inf {f(z) | 2 < @ < 2}
< (wpa —y) - inf {f(2) | y Sz <mppr } + (y —2) - inf {f(2) | 2 <z <y}
Daher ist
Z(fPu{y}) —Z(f,P)
= (y—a) - inf {f(2) | 2p <o <y} + (e —y) - inf {f(2) | y <o <@}

— (xk+1 — xk) -inf {f(x) | < ax < xk+1}
> 0. (X.10)

Fir P'\ P = {y1, 92, ...,ym} erhalten wir also in M Schritten
Z(5;P) <Z(FPU{m}) < Z(FPU )

< < Z(HPUTnL Y un}) = IO P). (X.11)
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Lemma X.4. Seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist

/; fla)de < ff(x) dz. (X.12)

Beweis. Nach Lemma X.3 gilt fiir je zwei Partitionen P, P' € Pla,b] von [a, ], dass
I(f;P) < Z(f;PUP) < I(f; PUP") < I(f; P). (X.13)

Da P’ eine beliebige Partition ist, folgt daraus auch

VP: I(f;P) < inf{Z(f; P) | P' € Pla,b]}, (X.14)

also
U {Z(f,P)} < ot {Z(f, P)}. (X.15)
O

Definition X.5. Seien a,b € R mit a < b. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar auf [a, b]: &

/abf(x) dr = /ibf(x) dx = ff(x) dx. (X.16)

In diesem Fall schreiben wir f € R|a,b], und fab f(z) dx heiBt (Riemann-)Integral von f
von a nach b.

Lemma X.6. Seien a,b € R,a < b und f : [a,b] — R beschrinkt. Dann gilt folgende Aquiva-
lenz:

[feR[a,b]} & [vg>oape7>[a,b]; T(f;P) —Z(f; P) < ¢|. (X.17)

Bewezs.
“ < 7. Gemif der rechten Seite in (X.17) gilt

0 < /f(x)dx—/f(x)d:c < I(f; P) - Z(f; P) < ¢, (X.18)

fiir jedes € > 0. Also muss

/abf(x) dx = /abf(x) dx (X.19)

und somit f € RJa,b] sein.
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“ = ”: Nach Definition von Infimum und Supremum gibt es zu jedem ¢ > 0 zwei Partitionen
P’ P" € Pla,b] von [a,b], so dass

L(5iP) = [ fw)de -3, (X.20)
_ b e
Z(f; P") g/f(x)da:+§. (X.21)

Da f € Rla,b], gilt also fiir die Partition P := P" U P” von [a, b], dass

0 <I(f;P)—Z(f; P) < I(f; P")—Z(f; P')

< (ff(x) dz + %) - (/abf(x) dz — g) _— (X.22)

[
Satz X.7. Seien a,b,a € R,a < b und f,g € Rla,b).
(i) Dann ist (f + ag) € Rla,b], und es gilt
b b b
/ (f + ag)(z)de = / f(x)dz + oz/ g(x)dx. (X.23)
(ii) Ist f(x) < g(z), fir alle z € [a,b], so gilt
b b
/ f(x)der < / g(x) dx. (X.24)
(iii) Mit f € Rla,b] ist auch |f| € Rla,b], und es gilt
b b
[ @) < [ 15 (X.25)
Beweis. Seien ¢,d € [a,b] mit ¢ < d, sodass J := [c,d] C [a,b] ein Teilintervall von [a, ] ist.
Wir beobachten zunéchst, dass fiir je zwei beschrinkte Funktionen fi, fs : [a,b] — R
SI}p{fl + fo} < Sgp{fl} + Sl}p{fQ}a (X.26)
ir}f{fl + fo} > i%f{fl} + ir}f{fﬂ’ (X.27)

gilt, wobei wir hier und im Weiteren sup;{f} := sup,;{f(x)} schreiben. Fiir jede Partition
P € Pla,b] erhalten wir daraus

Z(fi+ fs; P) <

Z(f1; P) +Z(f2 P), (X.28)
Z(fi+ fo; P) > Z(f1; P) +Z(f2

(fa: P). (X.29)
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Zu (i): Wegen Z(—g, P) = —I(g, P) ist mit g € R[a,b] auch —g € R[a,b], und es gilt

/ab —g(z)dx = —/abg(x) dx. (X.30)

Dabher reicht es, (X.23) fiir & > 0 zu zeigen.
Sind nun € > 0 und P, P"” € Pla, b] so, dass

(. P)) < / fa)de + 5 wd (g, P) < / o(z) dz + (X.31)

£
2(a+1)’
so setzen wir P := P’ U P” und erhalten aus Lemma X.3 und (X.28), dass

/f(x)JrOég(x) de <I(f+ag; P) < I(f; P)+Z(ag; P) = Z(f; P)+oZ(g; P)

<Z(f; P) + aZ(g: P) / f@)de + a/ g(z)de + =, (X.32)
Mit £\, 0 folgt
ff(x) +ag(z) de < /abf(:p) dr + oz/abg(x) da. (X.33)
Analog erhéilt man
/a He) + agle) dr > / Ha)yde + o / ' g0 d. (X.34)

und somit (7).

Zu (1i) Glg. (X.24) ergibt sich aus (X.23) und der Tatsache, dass offensichtlich, fiir h € R]a, b]
mit h(z) > 0, fur = € [a, b], auch

/bh(x) dx > 0, (X.35)

da Z(h; P) > 0, fiir alle P € P[a,b]. Mit (X.23) und (X.35) erhalten wir ndmlich

/abg(x)dx_/abf(m)dx = /(g lz)dz > 0. (X.36)

u (i11) Sei J := [c,d] C [a,b] ein Teilintervall von [a, b] wie oben. Wir zeigen zunéchst, dass

sgp{f} — inf{f} > sgp{lfl} — inf {|f[} (X.37)

gilt. Fiir f > 0 und somit |f| = f auf J ist dies offensichtlich, ebenso fiir f <0, d.h. |f| = —f
auf J. Sind hingegen inf ;{f} < 0 < sup,;{f}, so folgt mit f. :=+f-1[+f > 0] > 0 und

fr=fr—f- wmd [|f[ = fr+ /[, (X.38)
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dass sup,;{f} = sup,{f+}, inf;{f} = —sup,{f_} und deshalb
sup {f} — inf {f} =sup{fi} +sup{f} > swp{fr+/} = sw{[/]}
J J J J J
sgp{!fl} — inf {|f}. (X.39)

v

Somit gilt (X.37) allgemein fiir alle f € R|a,b]. Aus (X.37) folgt jedoch unmittelbar fiir jede
Partition P € Pla,b], dass

0 < Z(fl: P) = Z(Ifl; P) < Z(f;P) —Z(f; P), (X.40)

und Lemma X.6 impliziert sofort, dass auch |f| € Rla, b]. Die Ungleichung (X.25) ist nun eine
unmittelbare Konsequenz aus (ii) und |f| > +f. O

X.2 Riemann-integrierbare Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir eine (méglichst grofie) Familie Riemann-integrierbarer Funktio-
nen identifizieren. Dafiir stellen wir zunéchst fest, dass stetige Funktionen auf [a, b] Riemann-
integrierbar sind.

Satz X.8. Seien a,b € R,a <b und f : [a,b] — R stetig auf [a,b]. Dann ist f € Rla,b].

Beweis. Da |a,b] kompakt ist, nimmt nach Korollar VIIL.9 f auf [a,b] ein Minimum und Ma-
ximum an. Mit M := max {|sup f([a, b])],|inf f([a,b])|} < co gilt also

Ve lab): flx)e[-M,M], (X.41)

und f ist beschrénkt. Auflerdem ist f sogar gleichmdifsig stetig auf |a,b], das heifit, zu jedem
e > 0 gibt es ein § > 0, so dass

Va, o' € a,b], [x —2'| <d:  |f(x)— f(a')] <e. (X.42)

Sei nun € > 0. Dann existiert 6 > 0 wie oben und ohne Einschriankung nehmen wir 6 < b — a.
Dann setzen wir

To:=a, r1:=a+9, ro:=a+20,...,x;:=a+ Lo, x4 :=Db, (X.43)

wobei L € IN so gewéhlt wird, dass

a+Lé<b<a+(L+1)06. (X.44)
Weiterhin ist f : Iy := [zg, 2x11] — R stetig, fir jedes k = 0,1,2,..., L, und aus der Kompakt-
heit von I}, folgt die Existenz von z{"™ x®2x € [} sodass
flap™) = inf {f(x)},  f=@™) = sup{f(2)}. (X.45)
z€l} x€l},

Dann ist |2 — 22| < § und nach (X.42)

0 < sup{f(x)} — inf {f(x)} = Flap™) = flag™) < e (X.46)

l’Elk
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Definieren wir durch P := {x,2s,..., 21} € Pla,b] eine Partition, so erhalten wir damit
L
0 ST(FP) - L5 P) = Y (o - ) (sup{@)} — inf (S(@)})
k=0 xely B .
<e
L
<e- Z(:ckﬂ —z) = e€-(b—a). (X.47)
k=0
Da e > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt nun f € R[a, b] aus Lemma X.6. O]

Weiterhin beobachten wir, dass ein “Ausreifler” als Funktionswert das Integral nicht veréndert.

Satz X.9. Seien a,b,c € R,a < ¢ < b und f € Rla,b]. Dann ist f € Rla,c| N R[e,b], und es
qilt

/abf(x)das = /acf(x)dx+/cbf(x)daz. (X.48)

Sind umgekehrt fo. € Rla,c] und fq € Rle,b], dann ist mit

fac(x) fir x € |a,c),
flz) = beliebig, € R fir x =c, (X.49)
fen() fir x € (¢, b

auch f € Rla,b] und es gilt

/ab f(x)de = /ac fae(z) da + /Cb for(z) dx. (X.50)

Aus den Sétzen X.8 und X.9 ergibt sich durch eine einfache Induktion sofort folgendes Korollar.

Korollar X.10. Seien ag,as,...,an € R, aj < ajy1, und f : [ag, an] — R stickweise stetig,
d.h. f ist stetig auf (a;, a;.1) und die Grenzwerte limy~ o, f(x) und lim, ~q, f(x) existieren fir
j=0,1,2,...,M — 1. Dann ist f € Rlag, an].

Bemerkungen und Beispiele.
e Sei (a,)$°, eine Abzihlung von Q N (0,1).
e Seien M € IN und fy, : [0,1] — {0, 1},

1, falls = € {0,a,as,...,ap,1},

Julz) = { 0 sonst. (X.51)

Mit einer geeigneten Umordnung ist dann 0 < a;;, < a;, < ... < a;,, < 1, und fy, ist
stiickweise stetig. Nach Korollar X.10 ist also fj; € R[0, 1] und

/01 fu(x)dx = 0. (X.52)
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e Die Dirichlet-Funktion f., : [0, 1] — R ist definiert durch

o 1, falls = € Q,
Jool) = { 0, falls € R\ Q. (X.53)
Seien P = {xy1,x9,...,21} C (0,1), 20 := 0 < a1 < 9 < ... < xp, < xp41 := 1, eine
Partition von [0, 1]. Zu jedem k € {0,1,..., L} gibt es zwei Zahlen,
€ Q N (ZL‘k,lL‘k+1), 5 € (R\ Q) N (I’k,$k+1). (X54)
Dies hat zur Folge, dass
0 < inf {ful)} < ful6) = 0, (X.55)
zely,
1 > sup{fe(®)} > fola) = 1L (X.56)
€l
Somit ist, fiir alle P € P[0, 1],
B L
I(fo; P) = Z(xk+1—xk) - sup{fe(z)} = 1, (X.57)
5:0 g ) xely
=1 =1
L
L(fuo; P) = ) (wrpr — ) - inf {fu(x)} = 0, (X.58)
z€ly
\k:O L N—
~~ =0
=1
also
1 1
/foo(a:) dr = 0#1 = /foo(x) dz. (X.59)
Jo_ 0

Die Dirichlet-Funktion ist also nicht Riemann-integrierbar.

e In der Dirichlet-Funktion manifestiert sich die Schwéiche des Riemann-Integralbegriffs.
Nicht, dass der Wert des Integrals dieser pathologischen Funktion irgend eine Bedeutung
hétte. Vielmehr ist f., als Limes von fj; anzusehen:

Fiir festes z € [0, 1] betrachten wir die Folge (fa(x))35—; in {0,1}.

(i) Ist z € R\ Q, dann ist fy(z) =0 = fo(z), VM € IN.

(ii) Ist umgekehrt z € Q, dann gibt es ein K(z) € N, so dass ¢ = ak(,). Fiir alle
M > K(z) ist dann fy(z) =1 = foo(x).

Zusammenfassend erhalten wir, dass fy; punktweise gegen f., konvergiert, d.h.

Vael01]: Jim {fu@)} = fx(@). (X.60)
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Die Folge (fu)3—; und ihr Limes f,, bilden also ein Gegenbeispiel fiir die Vermutung,

dass
{f = foo:| = [hm / fu(z dx—/ foolz dx] (X.61)

{fMp’“’“’ Fror far €RIO, 1]1 = {foo e R0, 1]}, (X.62)

ja sogar, dass

d.h. Aussagen (X.61) und (X.62) sind i.A. beide falsch! Aus diesem Grund wurden vor iiber
100 Jahren die Mafitheorie und das Lebesgue-Integral entwickelt — eine sehr fruchtbare
Entwicklung, wie sich spéter gezeigt hat.

e Schliellich beobachten wir, dass sich aus der Dirichlet-Funktion leicht ein Gegenbeispiel

fiir die Umkehrung von Satz X.7 (iii) konstruieren lésst: Setzen wir f := fo — %, so ist
|f| = 3 € R[0,1] aber f ¢ R[0,1].
X.3 Integration und Differentiation
Satz X.11. Seien a,b € R,a < b und f € Rla,b]. Sei F : [a,b] — R definiert durch
vre(ab:  Fl) = / F(t)dt, Fla) = 0. (X.63)
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) F ist stetig auf [a,b].
(i1) Ist f stetig in xo € (a,b), dann ist F' differenzierbar bei xqy, und es gilt
F'(zg) = f(x0). (X.64)
Beweis.
Zu (i): Aus der Riemann-Integrierbarkeit von f folgt auch dessen Beschrénktheit,
AM e R" Vzela,b]: |f(x)] <M. (X.65)
Damit ist aber nach Satz X.7
Va<y<az<b: |F(z)—F(y / f(t)dt‘ < M(z—y), (X.66)
Yy
und F ist (sogar gleichméBig) stetig auf [a, b].
Zu (i1): Sei € > 0. Da f stetig in zg € (a, b) ist, gibt es ein § > 0, so dass
Vtexg—0,xo+0d]: [f(t)— f(zo)] < e. (X.67)
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Fiir g < o < x¢ + ¢ gilt also nach Satz X.7 (iii)

’F(xx):i‘;(:ro) — f(wo)| = Ix—lx | .|F(x) F(%)—(:c—xo)'f(xo)}
- x_"”0| /f dt_/fxo dt‘ x—xo| ‘/ xo)dt’
|x—x\/ [f(£) = fzo)| dt < |$_x0| 5-/$Odt=6. (X.68)

Analog zu (X.68) erhilt man dieselbe Ungleichung, falls g — § < = < ¢ und somit insgesamt

PRECEC

r — Xy

} = f(xo). (X.69)

T—T0

]

Satz X.12 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung!). Seien a,b € R, a < b, f €
Rla,b] und F : |[a,b] — R stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b) und derart, dass

Va € (a,b): F'(x) = f(x). (X.70)
Dann heifit F' Stammfunktion von 2, und es gilt
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (X.71)
Beweis. Sei P = {x1,...,x1} € Pla,b] eine Partition mit 2y :=a < 7 < T3 < ... < xp <

xry1 = b. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Satz 1X.8, gibt es zu jedem
ke{0,1,2,...,L} ein yy € (zk, Tgs1), so dass

F(xp1) — Fzg) = (zer1 — o) - f (k) (X.72)
Also ist
F(b) — F(a) = F(xp41) — F(o)
= [F(zp41) = Flzp)] + [Flzr) — Flep-)] + ... + [F(21) — F(x)]
= Z{F(ka) - F(xk)} = Z $k+1 - xk (yk). (X.73)
Da
aud f@) < flw) < swp {f(@), (X.74)

lengl.: “fundamental theorem of calculus”
Zengl.: “integral of f7.
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folgt aus (X.73), dass

I(f; P) < F(b) = F(a) < Z(f;P). (X.75)
Also ist
/f(w)dx = sup {Z(f;P)} < F(b)-F(a) < inf {I(f;P)} = / f(z)dz.
a PcPla,b] PcPla,b] a
(X.76)
O

Bemerkungen und Beispiele.

e Wir berechnen I = ff 2?dr. Fir F, f : R — R, mit F(z) := 32° und f(z) := 2? sind F
und f stetig und differenzierbar auf R, deswegen ist auch f € R[1, 2|, und weiterhin gilt
F' = f auf R. Daher ist

/1 P2dr - /1 f@)de = F(2) - F(1) = > ;1 - g (X.77)

e Wir berechnen J = f05 cos(z)dx. Fir F,f : R — R, mit F(z) := sin(z) und f(z) :=
cos(z) sind F und f stetig und differenzierbar auf R, deswegen ist auch f € R[0, 5], und
es gilt F' = f auf R. Daher ist

/0 cos(z)dr = /0 f(z)dx = F(5)— F(0) = sin(5) —sin(0) = sin(5). (X.78)

Satz X.13 (Partielle Integration). 3 Seien a,b € R, a < b und F,G : [a,b] — R stetig auf
[a,b], differenzierbar auf (a,b) und F',G" € Rla,b]. Dann sind F'G,G'F € Rla,b], und es gilt

/ F'(2)G(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(x)G'(x) dx. (X.79)

Beweis. Man sieht leicht, dass mit f,g € R[a,b] auch f-g € R[a,b]. Da F' und G stetig auf
[a, b] sind, gilt insbesondere F, G € R[a,b]. Demnach sind also auch F'G,G'F € R|a, b]. Setzen
wir

Ve ela,b: H(x) = F(z) G(z), (X.80)
so folgt (X.79) direkt aus Satz X.12 und der Produktregel, Satz X .4. O
Bemerkungen und Beispiele.

o Wirwollen I = [”? sin(z) dv mit Hilfe der partiellen Integration berechnen. Dabei stellt
sich zunéchst die Frage, welche Wahl wir fiir ' und G treffen. Definieren wir F’(z) := z?
und G(z) := sin(z), so sind F(z) = 32° + C und G'(z) = cos(z), wobei C' € R eine

3engl.: “integration by parts” und nicht “partial integration”
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frei withlbare Konstante ist, die wir gleich Null wihlen, also F'(z) = ix3. Damit sind

3
F,F',G,G" alle integrabel auf [1,2], und

2

I - /1 ) Ge) de [F@cE)] - /1 C @) G2 da

1

2 1 (%
= [%x‘g sin(x)} — 5/ 2% cos(z) du, (X.81)
1 1
wobei wir wie iiblich [h(m)]z := h(b) — h(a) notieren. Nun ist jedoch das urspriinglich zu
berechnende Integral I in ein komplizierteres umgewandelt worden. Die obige Wahl von
F und G ist also offensichtlich ungeeignet.

e Wir machen einen zweiten Versuch zur Berechnung von / = ff x? sin(x) dr mit Hilfe
der partiellen Integration. Diesmal setzen wir F|(z) := sin(z) und Gy(z) := x?, sodass
Fi(x) = —cos(z) + C und G’ (z) = 2z, wobei C' € R eine frei wihlbare Konstante ist, die
wir gleich Null wéhlen, also Fi(z) = —cos(x). Damit sind Fy, F|, Gy, G} alle integrabel
auf [1,2], und

I = /12F1'(a:) Gi(r)dx = [Fl(x)Gl(a:)}j—/jFl(x) G(z) dx

9 2

= [— cos(x) 1:2} + 2/ x cos(z) dx. (X.82)
1

Der Grad des Monoms ist also um eins reduziert worden. Wir wenden nochmals partielle

Integration an, und zwar mit Fj(z) := cos(x) und Gy(x) := z, sodass Fy(x) = sin(x) und

G4 (z) = 1. Damit wird

1

i 9 2
I = |—2? Cos(:p)} + 2/ x cos(z) dx
i 1 1

= — 22 cos(x)ﬁ +2 [x sin(x)} “_ 2 /12 sin(x) dx

1

= — 2% cos(x) + 2z sin(z) + 2 cos(x)}j
= —2co0s(2) + 4sin(2) — cos(1) — 2sin(1). (X.83)

Satz X.14 (Variablensubstitution). Seien a,b € R,a < b und ¢ : [a,b] — R, stetig auf |a, b],
differenzierbar auf (a,b) und strikt monoton steigend, ¢'(t) > 0, YVt € (a,b). Sei weiterhin

f € Rlpa, ], wobei v, = @(a), vy := @(b). Dann ist (t — (f op)(t) - ¢'(t)) € Rla,b], und es
gilt

b ©b
[ oo = [ ps)as (X.84)

Beweis. Hat f eine Stammfunktion F' (d.h. es gilt F” = f), dann folgt die Aussage direkt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel. Einerseits gilt nach
dem Hauptsatz

" f(s) ds = Flgy) — Fla) = F(o(8) — F((a)).

Pa
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Andererseits ist

und daher

b b

/ fle®)] ¢'(t) dt =/ (Frop)(t) dt = (Fo@)(b) = (Fop)(a) = F(p(b)) — F(p(a)),
was die Behauptung zeigt.
Den ausfiihrlichen Beweis im allgemeinen Fall findet man im Anhang. O]
Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass es einen Satz X.14 entsprechenden Satz fiir strikt monoton fallendes
p gibt.

e Merkregel: Substituiere s := (t) und “erweitere” mit dt:

»(b) B b dgo(t)
/@ T = / flot) 52 (X.85)

Wir bemerken, dass (X.85) auch im Prinzip fiir nicht-monotone ¢ : [a,b] — R gilt.
Allerdings sind die Voraussetzungen stérker, und man muss auf formale Manipulation
achten.

e Wir berechnen J = 05 %. Dazu definieren wir ¢ : (—7/2,7/2) = R, p(t) := tan(t) =

ig;((?) und beobachten, dass
.2 2 .2
, sin“(t) + cos*(t) sin“(t) 5 5
t) = =1 = 1+t t) =1 t). X.86
¢ - T FIoE It = 110, (X80
Nach Satz X.14 ist damit
arctan(5b) "4 dt arctan(5)
J = / % = / dt = arctan(b). (X.87)
arctan(0) 1+ ¥ (t> 0

Satz X.15 (Taylor). Seien a,b,z9 € R,a < 29 < byn € N und f : (a,b) — R auf (a,b)
(n + 1)-mal differenzierbar und ™+ stetig auf (a,b). Dann ist, fiir alle v € (a,b)

@) = Tulf.w0:2] + Roilf,xo; 2] (X.88)
n k) (4 ~
- S et} 4 Rl (X 59)
k=0 ’
wobei das Taylorsche Integralrestglied (n+ 1). Ordnung durch
Rolf, wo; 7] = / w FED () dt, falls x > xy, bzw. (X.90)
w N
5 Ot —a)" 1
Ryilf,xo;x] = / ST F () dt, falls x < x, (X.91)

gegeben ist.
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Beweis. Wir beweisen durch Induktion, dass fiir alle m =0,1,2,...,n
L fB) () ~
f@) = Y w - a) )+ Bnla), (x92)
k=0

gilt, wobei wir der Einfachheit halber x > 2y annehmen wollen. (Der Fall z < z( ist analog,
und x = x ist trivial.) Fir m = 0 ergibt sich (X.92) aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung,

f(@) = flwo) + f(2) — flao) = flwo) + / Cp@yde = fleo) + Ri(e). (X.93)

Gilt nun (X.92) fir m =m —1€{0,1,2,...,n — 1}, so erhalten wir

1) - {5

_ (f(x) B mz_l {f(k;(!mo) (& — xo)k}) _ ) (z0) (2 — )"

m!
S
= Bplw) - L0 gy
_ / G (1) = £ ) (X.94)
=), o o)) . '

da f (x—t)""tdt = %O)m ist. Durch abermalige Anwendung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung erhalten wir also, dass

o) -3 {8 o) — | / £ (s) ds ) (X.95)

Setzen wir nun

t o _4\m
= / fmt(s)ds  und  G(t) = %, (X.96)
so folgt dass
, (m+1) ) (x —t)™!
F'(t)y = f (1) und G'(t) = =1 (X.97)
und erhalten wir durch partielle Integration, dass
T (x—t)ymt /t (m+1) _ /gC /
/m — ( 1 (s)ds> d = | PG
— F(2) G(x) — Flz0) Glzo) — / F/(£) G(t) dt
~—— \\_6./ 0
_ [T pmenyy =)™
= /xo f (t) . dt. (X.98)
[
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Bemerkungen und Beispiele.

e Wir bemerken, dass Satz X.15 eine Form des Satzes IX.13 von Taylor ist. Satz X.15 hat
gegeniiber Satz 1X.13 den Vorteil, dass das Restglied genau quantifiziert ist.

e Allerdings sind in Satz X.15 die Voraussetzungen etwas stirker als in Satz X.14, denn
zusatzlich zur (n + 1)-maligen Differenzierbarkeit von f wird die Stetigkeit der (n +
1). Ableitung f*+Y gefordert.

X.4 Absolute Integrabilitit und
uneigentliche Integrale

In Kapitel VI.2 haben wir gesehen, dass der Begriff der absoluten Konvergenz von Reihen eine
zentrale Bedeutung besitzt; unter anderem wegen des groflen Umordnungsatzes, Satz VI.8. Wir
bauen nun analog den entsprechenden Begrift der absolut integrierbaren Funktionen auf. Dazu
verwenden wir folgende Notation: Sind f : R — R eine Funktion und A > 0, so definieren wir
i [=AA] = [=A, A] durch

Hhx) = Tg @ (@) (@) — Mg e (@) + A pasay (@), (X.99)

d.h. anschaulich gesprochen setzen wir einen quadratischen, um den Ursprung zentrierten Rah-
men der Kantenldnge 2\ auf den Graphen von f und schneiden alles auflerhalb des Rahmens
ab. Analog zu (X.37) sieht man, dass fiir jedes Intervall J C [\ A]

sup {fA} — igf{f)\} < Sup{f} — ll}f{f} (X.100)
J J
gilt, woraus wiederum
0 < Z(fx; P) = Z(f»; P) < I(f;P) = Z(f; P) (X.101)

fir jede Partition P € P[—\, A] folgt. Nach Lemma X.6 ist also fy € R[—A, ], falls f €
RI=A, A

Definition X.16. Eine Funktion f : R — R heifit absolut (Riemann-)integrabel

o YA>0: fLeR[-A N, (X.102)

sup{/:\|f,\(x)}dx} < oo. (X.103)

A>0

In diesem Fall heifit

/Zf(:c) dr = Ali_}I{)lo{/ifA(x) d:c} (X.104)

uneigentliches Integral von f {iber R.
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Satz X.17. Seien f,g: R — R absolut integrabel und o, a € R Dann ist auch f + ag absolut

integrabel und es gelten

/_Z (f +ag)(x) dr = /_Zf(x)d:c " a/:g@)dx,
[ s@ae = tiw { i ["p@acf = g { [ ),
[ s = [ i@ s [T i@

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Abbildungen f,g,h: R — R, die durch

Lo () +, 0<z<1
flz) = @1 = {(‘)/5

NG sonst,
1
9@ =
1
T, 90 07
L YUCO R by e
Viz| + 22 0, x =0,
gegeben sind, sind alle absolut integrabel.
Fir f gilt
\/Lgv % <x<l,
AHx) = 94X 0<z< 55,
0, sonst.

Also ist fir A > 1

A 1/72 1 1
Hlz)dr = / )\da:—l—/ —dx.
/_/\ (@) 0 e VT
Es ist

1/52 U dy 1 1 1 1
Ad LR W [2 } S 2(1——) 2,
/0 “H/W\/E e Ve Tt VA
im Limes A — oo.

Zur Untersuchung von g bemerken wir, dass gy(z) = ﬁ fiir A > 1 und daher

A
/ gr(r)dr = arctan(\) —arctan(—A) — § —(-3%) = 7.
-
im Limes A — oo gilt.
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Fiir h ist das Argument etwas aufwéndiger: Fiir |z| < 1 mit x # 0 gilt h(z) < \/h, und

fir |z| > 1 gilt h(x) <

Insgesamt ist also

1+ 1422
0, x =0,
0 < h(z) < {—F= 0<|z[<1, (X.115)
- - V=l
1
e |2 =1

Fiir |z| < 1 argumentieren wir wie fiir f, und fiir |z| > 1 argumentieren wir wie bei der
Untersuchung von g. Ingesamt sehen wir, dass fiir A > 1

A 1/X2 d A d
/ ha(2)| dz < / / ’ / A (X.116)
Y A 1 +$2 /)\2 1 14 a2

wobei wir fab qd—;) = fab ﬁ dx schreiben. Aus den vorigen Beispielen wissen wir, dass alle
vier Integrale éiir A > 0 beschrankt sind und daher folgt die absolute Integrabilitdt von h.
(Beachte: Den Wert des uneigentlichen Integrals f_oooo h(z) dz haben wir nicht berechnet,

aber wir wissen, dass er existiert und eindeutig ist.)

o Es ist zwar fir alle A > 0
A
/ sin(z)dx = 0, (X.117)
Y

da sin(—xz) = —sin(z), und daher ist auch
A
lim sin(z)dxr = 0, (X.118)

A—00 Y

aber dennoch ist = +— sin(x) nicht absolut integrabel, denn fiir jedes k € Z gilt

(k+1)w
/ |sin(z)|dx = 2 (X.119)
km
und daher
A
/ |sin(z)|dz > 2k, (X.120)
-2
fir A > km. Also ist
A 2(A—1
sup/ |sin(x)| dz > sup{M} = o0. (X.121)
A>0J - A>0 ™

Wir bemerken, dass in diesem Fall auch die beiden Grenzwerte lim,, ., f_n:l sin(x) dz und
lim,,, 00 fi sin(z) dx nicht existieren.
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X.5 Erginzungen

X.5.1 Beweis von Satz X.9

Beweis von Satz X.9. Fiir den Beweis fithren wir etwas neue Notation ein. Ist P € Pla,b]
eine Partition, P = {z1,...,z1} C (a,b), z9 :== a < x1,%9,... < x < T4 = b, und ist
f i [a,b] — R beschrénkt, so schreiben wir

TolfiP) i= 3 (o —wy)- sw {f(@)}, (X.122)
ZofiP) =) (e =) _inf {f(@)}. (X.123)

<
Il
o

Seien € > 0 und P € Pla, b] eine Partition derart, dass
Z)f;P)—Zi(f;P)<e (X.124)
Dann ist P N (a,c) € Pla, c| eine Partition von [a, ¢|, und es gilt
ZelfiPn(a, 0] =Z:[f;PN(a,c)]
<IZolfsPn(ae)] —Z[f;iPN(a,0)] +I2f;PN(e,b)] =T f;PN(c,b)]
=Zy[f;Pu{c}] —Z;[f;Pu{c}]
<STifP)—Z5(fiP) < g (X.125)
wobei wir
I f;Pufcl] = 1S[f;PN(a,0)] + L2[f;PN(c,b)] (X.126)

benutzen. Aus (X.125) folgt aber nach Definition X.5, dass f € R[a, ¢|. Analog zeigt man, dass
f € Rle,b]. Aus (X.126) erhalten wir auBerdem, dass

b
/f(a:)dx: inf {I (f;P)} = inf {I (f;PU{ch}

PEP|ab] PEP|ab]

= inf {Zi(fiPN(a,0) + ZAf;PN(cb))}

PePla,b]
= ot (T} + b TS5 P))
—e i
:/f(x)dx—i-/f(x)da:, (X.127)

und analog zeigt man die Gleichheit der Unterintegrale.

Fiir den Beweis von (X.50) bemerken wir zunéchst, dass mit f,., fo» und f(c¢) € R auch die
Funktion f : [a,b] — R in (X.49) beschrankt ist, also |f(z)| < M, fiir ein gewisses M < oo und
alle z € [a, ] gilt.
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Seien € > 0 und P’ € Pla,c], P" € Ple,b] so, dass

IZ(fanP/) - /Cfac<x> dr <

=1 M

b
Z(fu P - [ falo)ds <
Wiéhlen wir nun § > 0 so klein, dass
P'Nn(a,c—30) = P'N(c+4d,b) = 0,
so folgt mit (X.127) und
P:=P U{c—6c+d}UP,

dass
To(f;P) =T (f; P) + T0a(f50) + Zous(f; P
=T (faei P) + T5(F:0) + Tos(fors P)

<T(foes P') + 66M + T, (fur; P")

c b
< / fuelz) dz + / fola)de + = + 63M.

Wiéhlen wir nun ¢ < e/12M, so folgt aus (X.132), dass

/f dx<I (f; P) /fac dx+/fcb )dx + e,

ff(:v) dr < /acfac(:z:) dx + /becb(x) d

Genauso zeigt man, dass

ﬁmmzlﬁmm+[mwm

fiir jedes € > 0. Also ist

(X.128)

(X.129)

(X.130)

(X.131)

(X.132)

(X.133)

(X.134)

(X.135)

und daraus folgt die Behauptung, denn das Unterintegral ist stets kleiner als das Oberintegral.

X.5.2 Variablensubstitution — Beweis von Satz X.14

Bewets.
(7): Wir nehmen zunéichst an, f wire konstant auf [p,, @3], also

Ve <s<pp: f(s):)H
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fiir eine geeignete Konstante A € R. Dann ist die Behauptung sicher richtig, denn nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

L/fwwwﬁwt—A/ﬁﬂﬂﬁ——Mww—ww]—A/%%——A/%ﬂﬁﬁ-
) T (X137

@ : Als Néchstes beobachten wir, dass sich diese Aussage nach Korollar X.10 auf stiickweise
konstante Funktionen {ibertrdgt. Sind namlich P = {y1,92,...,yr} € P[@a,pp], mit yo =
ola) <y <yo < ...<yr+1:= @(b), und

L )‘k7 falls s € (ykayk-i-l)a
f(s) = {uk, falls 5 — oy, (X.138)

mit Ao, Ao, ..., Ap, Ho, f1,-- -, tr+1 € R, so gilt nach (X.137))
e (yr+1)

[ rewre@a =S a0 g

~Lyx)

— Z Ak [90(9071(3/%1» — 90(9071<yk))i| — Z Me(Yk1 — Yk)

_ Z/yk“ fs)ds = /:f(s) ds. (X.139)

(73): Seien nun f € R|pq, pp] ohne weitere Zusatzannahmen, € > 0 und P € P[pq, pp), mit

P={y1,...,yr} so,dass yo := @, <1 <y2 <...<yr < Y41 = ¥ und

Z2(f;P) — Z22(f;P) < e (X.140)
Wir definieren nun f,, fi, € Rla,b] durch g := Ap4q1 = —00, Ay i= A, = 00,
fo(s) = A = supykgsgykﬂ{f(s)}, falls s € (yx, Yr+1) (X.141)
7 max{\z_1, A\ }, falls s =y, .
und
A, = inf,, < s)}, falls s e (yg,
Fuls) = _k:‘ 3 %S Syk+1{f< )} (Yks Yrt1) (X.142)
min{Ag_1, A\x}, falls s =y,
Damit sind
VS € [QpaﬂOO] : fkl(8> S f(S) S fgr(s)' (X143)
Auferdem sind
Io(fiP) =Z0(fr: P) (X.144)

5ﬁm@w:/MWWMﬁz/WWﬂwt
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und analog
I(fiP) =% (fuiP) (X.145)
- / jbsz(S)ds -/ (oo)t) ) dr < /abf(so(t))so’(t)dt-
Also ist
/f nat < TLEP) < TR ve < [T pedsee (x)

und genauso

_ b
/f Dt > I9(fP) > T2 (fiP)—c > / F(s)ds — =, (X.147)
Pa
fiir jedes € > 0. Mit € — 0 erhalten wir also

b Pb
/ f(s)ds < /f Dt < /f(gp(t))go/(t) it < / f(s)ds,  (X.148)

a Pa
was die Behauptung ergibt. O]
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