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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

In seinem Artikel [Ath05] formulierte Christos Athanasiadis die Struktur eines Polytopes mit einem
speziellen Simplex: Ist P ein Polytop mit Eckenmenge V(P), so bildet eine Teilmenge o C V(P)
die Ecken eines speziellen Simplexes, falls einerseits die konvexe Hiille von ¢ ein Simplex ist und
andererseits jede Facette von P genau eine FEcke aus ¢ nicht enthélt. Er konnte, insbesondere unter
Riickgriff auf Resultate von Reiner und Welker, beweisen, dass der h—Vektor der riickwértigen le-
xikographischen Triangulierung eines solchen Polytopes P iibereinstimmt mit dem h—Vektor eines
simplizialen Polytopes @ niedrigerer Dimension. Da @ simplizial ist kénnen unter Verwendung von
McMullens g—Theorem Aussagen bzgl. Symmetrie und Monotonie des gemeinsamen h—Vektors ge-
troffen werden (vergl. hierzu [Ath05, insbes. S. 168, Theorem 3.5] sowie [Wel05]).

Mit Hilfe eines Satzes von Stanley lassen sich aus diesem Resultat Riickschliisse auf die Fhrhart—
Reihe des Polytopes P ziehen, die wiederum, aufgrund der Tatsache, dass das Ehrhart—Polynom fiir
bestimmte Polytope mit anderen Polynomen iibereinstimmt, weitere Folgerungen gestatten (vergl.
[Ath05]). AuBlerdem konnte Athanasiadis beweisen, dass der torische Ring K[P] komprimierter
Polytope P, die Gorenstein sind, ein spezielles Simplex enthalten (vergl. ebenda; tatsiichlich gilt
sogar Aquivalenz: vergl. [Hib05]) und damit dieselben der oben angesprochenen Riickschliisse zu-
lassen. Dieses Resultate wurde spéter von verschiedenen anderen Autoren aufgegriffen (neben den
Arbeiten von Ohsugi und Hibi vergl. etwa [CHT07], [BN08] und [BRO7]).

Die erste Fragestellung dieser Arbeit ist jedoch nicht, welche weiteren Anwendungsbereiche

Polytope mit speziellen Simplizes bieten, sondern welche Polytope iiberhaupt iiber ein spezielles
Simplex verfiigen. Es wurden von Athanasiadis zwei Beispielklassen von Polytopen — Birkhoff- und
Ordnungspolytope — vorgestellt, die stets ein spezielles Simplex enthalten (vergl. hierzu [Ath05, S.
167, Beispiele 3.1 und 3.2]; weitere Beispielklassen werden in der (uns vorliegenden) Literatur nicht
erwithnt); dariiberhinaus findet man relativ einfach einige niederdimensionale Beispiele, aber es
gab bislang keine vollstdndige kombinatorische Klassifikation dieser Polytopklasse: Es war nicht
bekannt, ob iiberhaupt in jeder Dimension n fiir alle 1 < k < n — 1 ein Polytop mit speziellem k—
Simplex existiert. Ferner war nicht bekannt, ob es ein allgemeines Verfahren gibt, mit dem bereits
anhand des f—Vektors eines Polytopes entschieden werden kann, ob es iiber ein spezielles Simplex
verfiigt bzw. ob es ein oder mehrere Verfahren gibt, die (kombinatorisch oder auch geometrisch)
alle Polytope mit speziellen Simplizes erzeugen.
Samtliche dieser Fragen beantworten wir in dieser Arbeit fiir zahme Polytope mit speziellen Simpli-
zes: Wir zeigen zunéchst, dass fiir Polytope P mit speziellem Simplex ¥ und deren Seitenkomplex
F(P) gilt, dass der Teilkomplex F(P)\X aller Seiten, die keine Ecke aus ¥ enthalten, der Rand
eines Polytopes @, des Basispolytopes von P ist. Gilt zusétzlich, dass die Dimension des affinen
Grundraums von F(P)\X mit dim(Q) iibereinstimmt, so nennen wir P zahm; andernfalls nennen
wir P wild. Wir beweisen, dass alle zahmen Polytope mit speziellen Simplizes durch exakt zwei ver-
schiedene Verfahren (bzw. eine Kombination aus beiden) erzeugt werden, die wir als Pyramiden—
und Muschel(bildungs)verfahren (Notation: pyr und shell) bezeichnen werden. Formal ausgedriickt
bedeutet dies fiir die Menge P.S™ aller zahmen Polytope mit speziellen Simplizes:

PS™ = {P | 3 Polytop Q,31,j € N: pyr; (shell;Q)}

Diese Verfahren sind geometrisch umsetzbar und die kombinatorische Struktur aller von ihnen
erzeugten Polytope ist berechenbar, wodurch auch ein Kriterium zur Uberpriifung von beliebigen
(f—Vektoren von) Polytopen auf spezielle Simplizes gegeben ist. In diesem Zusammenhang werden
wir sehen, dass es nicht nur unendlich viele Polytope mit speziellen Simplizes gibt, sondern sogar
viele Teilmengen von PS unendlich sind — etwa die Menge aller n—dimensionalen zahmen Polytope
mit speziellem k—Simplex oder die Menge aller zahmen Polytope mit spziellem Simplex, die den
Rand eines bestimmten Polytopes  im Randkomplex enthalten.

Die zweite Fragestellung dieser Arbeit bezieht sich auf die konstruktive Umsetzung des ein-
gangs erwiahnten Resultates von Athanasiadis: Athanasiadis’ Theorem beweist, dass der h—Vektor
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der riickwartigen lexikographischen Triangulierung eines komprimierten Polytopes P mit speziel-
lem Simplex mit dem eines niedrigdimensionaleren, simplizialen Polytopes @ iibereinstimmt. Es
gibt aber keinerlei Auskunft dariiber, wie dieses Polytop @ (geometrisch) berechnet werden kann.
Diese Information liefern wir in dieser Arbeit, indem wir (auch unter Riickgriff auf die zuvor ge-
wonnenen neuen Erkenntnisse iiber spezielle Simplizes) einen Zerlegungsalgorithmus angeben, der
Q@ in Polynomialzeit in doppelter Beschreibung berechnet, sofern das urspriingliche Polytop P in
doppelter Beschreibung vorliegt.

Zur Beantwortung dieser beiden Fragestellungen gehen wir folgendermafien vor:
In Kapitel 2 diskutieren wir mit Ausnahme der speziellen Simplizes sdmtliche Grundlagen und
Techniken, die wir fiir diese Arbeit benstigen. Wir definieren Terminologie fiir Ordnungen (Ab-
schnitt 2.1), stellen polytopale bzw. Simplizialkompleze vor (Abschnitt 2.2), wobei wir uns an
dieser Stelle auch f— und h—Vektoren solcher Komplexe widmen. Wir diskutieren eine Reihe von
Triangulierungen von Polytopen sowie teilweise, wie diese Triangulierungsverfahren geometrisch
zu interpretieren sind (Abschnitt 2.3). Den bereits erwiihnten Birkhoff- und Ordnungspolytopen
widmen wir uns in einem jeweils eigenen Abschnitt (2.4 und 2.5), wobei wir an dieser Stelle noch
nicht auf spezielle Simplizes eingehen. Abschliefend diskutieren wir in Abschnitt 2.6 simpliziale
Vereinigungen und Quotientenpolytope, die nicht nur eine Grundlage fiir Athanasiadis’ Resulta-
te darstellen, sondern insbesondere auch fiir die von uns durchgefithrte Klassifizierung spezieller
Simplizes benotigt werden.
In Kapitel 3 prisentieren wir zunéchst in Abschnitt 3.1 neben der Definition von speziellen Simpli-
zes die bislang bekannten Resultate iiber diese Polytopklasse: Wir geben niederdimensionale Bei-
spiele, weisen nach, dass Birkhoff— und Ordnungspolytope stets iiber spezielle Simplizes verfiigen
und zeigen einige technische Lemmata. In Abschnitt 3.2 erarbeiten wir die kombinatorische Klas-
sifikation und geometrischen Konstruktionsverfahren fiir Polytope mit speziellen Simplizes: Im
Wesentlichen beweisen wir zunéchst zwei FEigenschaften von Polytopen, die zusammengenommen
zur Existenz eines speziellen Simplexes isomorph sind und motivieren daraus die Unterscheidung
von zahmen und wilden Polytopen mit speziellen Simplizes. Anschliefend entwickeln wir dar-
aus (geometrisch wie kombinatorisch) die beiden Konstruktionsverfahren — Pyramiden— und Mu-
schel(bildungs)verfahren — und weisen nach, dass mehrfache, gemischte Anwendung beider Ver-
fahren kommutiert. Im abschliefenden Klassifikationstheorem beweisen wir, dass jedes Polytop
mit speziellem Simplex durch eine Kombination beider Verfahren konstruiert werden kann und
klassifizieren dadurch die Menge PS™ aller zahmen Polytope mit speziellen Simplizes.
In Kapitel 4 widmen wir uns Ehrhart—Polynomen und den Resultaten von Athanasiadis. In Ab-
schnitt 4.1 definieren wir Ehrhart—Polynome und présentieren einen Satz von Stanley, der die
Grundlage fiir Athanasiadis Hauptresultat aus [Ath05] bildet, das wir in Abschnitt 4.2 préisentieren
und beweisen werden. Aulerdem geben wir vor dem Hintergrund unserer in Kapitel 3 erzielten
Resultate eine neue, natiirliche Interpretation des Theorems und dessen Beweises.
In Kapitel 5 entwickeln wir in Abschnitt 5.1 den Algorithmus zur Berechnung des simplizialen
Polytopes aus Athanasiadis’ Theorem, wobei wir die jeweiligen Schritte des Algorithmus zunéchst
motivieren und dann im Detail diskutieren. In Abschnitt 5.2 geben wir mehrere Beispiele fiir
Polytope mit speziellem Simplex, auf die wir den zuvor entwickelten Algorithmus anwenden. In
Abschnitt 5.3 verbessern wir zunéichst bestimmte Schritte des Algorithmus, indem wir nachweisen,
dass gewisse Rechnungen abgeschéitzt werden kénnen und erortern aulerdem, welche Moglichkeiten
zur Berechnung bestehen, wenn das urspriingliche Polytop nicht in doppelter Beschreibung, son-
dern lediglich in V- oder H—-Darstellung vorliegt oder andere Daten fehlen. Abschliefend fithren
wir in Abschnitt 5.4 eine Laufzeitanalyse unseres Algorithmus durch und zeigen, dass die Lauf-
zeit gegen max{O(p - n3),0(s®)} abgeschiitzt werden kann, wobei n := dim(P), p := #V(P) und
s := #V(Q) ist. Hierbei handelt es sich nicht um eine scharfe Abschétzung.



2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

2.1 Ordnungen

Wir benétigen in verschiedenen Zusammenhéngen dieser Arbeit Ordnungstheorie; insbesondere
im Abschnitt 2.5 iiber Ordnungspolytope bei deren spiteren Verwendungen. Wir orientieren uns
an der Terminologie von Ziegler (vergl. [Zie07, S.56]).

Definition 2.1.1:
Sei 2 eine endliche Menge und < eine 2-stellige Relation auf © (Notation: (€2, <)). Dann heifit §2
PARTIELL GEORDNET (bzgl. <), falls folgende Axiome gelten:

HVeeQ:x<zx

(i)Ve,ye Qe <yANy<z=xz=y

(iil) Vo,y,z € Q:z <yAy<z=z<z
Definition 2.1.2:

Sei Q := {x1,...,z} eine bzgl. <o partiell geordnete Menge, fiir die gilt Q C {1,...,m}. Dann
heifit 2 NATURLICH BESCHRIFTET, falls gilt:

Vi,je{1,...,k}:xi§9xj:>i§j.

Definition 2.1.3:
Sei (€, <) eine partiell geordnete Menge. Dann ist jede Teilmenge von 2 offenbar ebenfalls partiell
geordnet bzgl. <. Gilt fiir eine Teilmenge T' C €2 zudem, dass T durch < VOLLSTANDIG oder TOTAL
GEORDNET ist, d. h. es gilt zusétzlich

Ve,yeT:x<yVy<uz,
so heifit T eine KETTE (bzgl. < in Q). Die LANGE [(T) einer Kette T wird definiert durch:
UT) = #T — 1.
Sind z,y € T mit x < y, so heifit
[z,y] :={2€T |z <z<y}

das INTERVALL von z und y in T'. Gilt [z, y] = {z, y}, so sagen wir, y UBERDECKT x (engl. ,,covers)
und nennen (z,y) eine UBERDECKUNGSRELATION.

Eine partiell geordnete Menge €2 heifit BESCHRANKT, falls es ein eindeutig bestimmtes minimales
Element 0 und ein eindeutig bestimmtes maximales Element 1in Q gibt, d. h. falls gilt:

30,1€eQVzeQ:0<z <1

Die Menge Q := Q\{0,1} bezeichnet man als ECHTEN TEIL von €.

Eine partiell geordnete Menge €2 heifit GESTAFFELT (engl.: ,,graded®), falls sie beschrénkt ist und
jede maximale Kette in ) die gleiche Lénge hat. In diesem Fall bezeichnen wir die Lénge einer
solchen Kette als den RANG von €.

2.2 Polytope und Komplexe

In diesem Abschnitt definieren wir die fiir den gesamten weiteren Verlauf der Arbeit bendtigte
Terminologie iiber Polytope (insbesondere f—und h—Vektoren und —Polynome) und (polyedrische,
polytopale und simpliziale) Komplexe. Wir schlieffen mit einer reduzierten (in dieser Arbeit fiir den
Beweis von Athanasiadis’ Theorem 4.2.1 benétigten) Version von McMullens g—Theorem.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachten wir im wesentlichen ganzzahlige und 0/1-Polytope;
diese sind folgendermaflen definiert:
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Definition 2.2.1:
Ein m—dimensionales Polytop P in R™ heif}t

(a) GANZZAHLIG, falls fiir alle seine Ecken v € V(P) gilt, dass v € Z".

(b) 0/1-PoLYTOP, falls fiir alle seine Ecken v € V(P) gilt, dass v € {0,1}™.

Die eingangs erwihnten Kompleze werden definiert durch (vergl. [The08, S. 85] sowie [Zie07,
S. 127£, S. 232)):

Definition 2.2.2:
Eine Menge F nichtleerer Polyeder im R"™ heifit POLYEDRISCHER KOMPLEX, falls folgende Axiome
erfiillt sind:

(i) Das leere Polyeder ) liegt in F.
(ii) Jede Seite eines Polyeders P in F liegt ihrerseits wieder in F.

(iii) Der Schnitt zweier Polyeder P, @ aus F ist entweder leer oder sowohl eine Seite von P als
auch eine Seite von Q.

Die Elemente von F heiflen die SEITEN von F; die Seiten der Dimension 0 heifilen ECKEN (von
F); die Seiten der Dimension 1 heiflen KANTEN (von F). Die DIMENSION dim(F) von F ist die
maximale Dimension einer Seite von F.

Sind alle Polyeder in einem polyedrischen Komplex F

(a) Polytope, so heifit 7 POLYTOPALER KOMPLEX;
(b) Simplizes, so heift F SIMPLIZIALKOMPLEX.

Ein polytopaler Komplex F heifit REIN (engl.: ,,pure®), falls zu jeder Seiten von F eine Seite (von
F) maximaler Dimension existiert, die diese Seite enthilt.

Konvention:
Fiir polytopale (bzw. simpliziale / polyedrische) Komplexe vereinbaren wir folgende Konventionen:

(i) Die Eckenmenge jedes polytopalen (bzw.: simplizialen / polyedrischen) Komplexes F bezeich-
nen wir in Zukunft mit V(F).

(ii) Fiir jede Menge o C V(F), bestehend aus Ecken eines polytopalen Komplexes F, bezeichnen
wir mit F\o den maximalen Teilkomplex von F, der keine Ecke aus o enthiilt. Wir schreiben
(kurz) F\v statt F\o, falls o nur aus einer Ecke v besteht.

(iii) Wenn wir zwei polytopale (bzw.: simpliziale / polyedrische) Komplexe (damit insbesonde-
re auch: zwei Polytope) als ISOMORPH bezeichnen, meinen wir damit, sofern nicht explizit
anders angegeben, stets Isomorphie im kombinatorischen (und damit insbesondere nicht im
geometrischen) Sinne.

Im folgenden Beispiel betrachten wir die beiden hauptséchlich von uns verwendeten polytopalen
Komplexe —solche, die die geometrische Realisierung der kombinatorischen Struktur von Polytopen
sind (vergl. [Zie07, S. 129]):

Beispiel 2.2.3:
Sei P ein Polytop mit Seitenverband F(P). Dann ist F(P) ein reiner polytopaler Komplex, der
sogenannte (SEITEN—)KOMPLEX von P.
Die Menge F(OP) := F(P)\{P} der echten Seiten von P ist ebenfalls ein reiner polytopaler
Komplex, der RANDKOMPLEX von P.
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Abbildung 1: Ein Beispiel und ein Gegenbeispiel fiir einen polytopalen Komplex.

Abbildung 2: Ein nicht reiner polytopaler Komplex (Gittermodell).

Die oben erwéhnte kombinatorische Struktur von Polytopen wird algebraisch durch folgende
Terminologie beschrieben (vergl. [The08, S. 29 und S. 86, Bemerkung 6.9] sowie [Zie07, S. 250,

Definition 8.18]):
Definition 2.2.4:
Sei P ein Polytop der Dimension n — 1 und F(P) der Seitenverband von P. Dann definieren wir

fo=1AVe{0,...,n—1}: fi = #{F € F(P) | dim(F) = i}.

Der Vektor fp:=(f-1, fo,.., fn—1) wird als der f~VEKTOR von P bezeichnet.
Fiir polytopale und Simplizialkomplexe wird der f—Vektor analog definiert.

Definition 2.2.5:

Sei P ein simpliziales Polytop der Dimension n — 1 mit f—Vektor (f_1, fo,..., fn—1). Dann defi-
nieren wir den h—VEKTOR

hp = (ho,...,hn)

durch
k

Vk€{0,...,n} : hy = Z(—l)k‘i<n:;>fi_1.

n
i=0
Fiir Simplizialkomplexe wird der h—Vektor analog definiert.
Es lassen sich f— und h—Vektoren in natiirlicher Weise als Koeffizienten von Polynomen und

das jeweils zugehorige (hier kombinatorisch betrachtete) Polytop als durch ein solches Polynom
erzeugtes Objekt auffassen (vergl. [Wel05, S. 249]):
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Satz und Definition 2.2.6:
Sei P wie zuvor mit f—Vektor fp und h—Vektor hp. Dann definieren wir die zu diesen gehorigen
ERZEUGENDENFUNKTIONEN — das f— bzw. h—~POLYNOM — durch

n

ﬂRx%:E:ﬂqmﬁ Mny=§:mﬂ.
=0 3

Fiir die Erzeugendenfunktionen gilt:

[z" - f(P, xil)}

r—x—1

Bemerkung 2.2.7:
Die obige Definition des f— und h—Polynomes ist nicht die einzige in der Literatur gebriduchliche.
In manchen Darstellungen findet man (vergl. [Zie07, S. 249)]):

f(Px) =) fisaa" ™ h(Px):=) ha" .
1=0 3

Dies hat den Vorteil, dass fiir die Erzeugendenfunktionen dann gilt (vergl. ebd.):
f(P,x —1) = h(P,x).

Wir wollen in dieser Arbeit die Variante aus Satz und Definition 2.2.6 verwenden, da diese Defi-
nition Voraussetzung fiir Athanasiadis’ Theorem (in dieser Arbeit: Theorem 4.2.1) in [Ath05] in
der von ihm beschriebenen ,,schonen“ Form ist. Dafiir benotigt man allerdings die Giiltigkeit des
nachfolgenden Lemmas, welches nur beziiglich der Definition 2.2.5 gegeben ist.

An dieser Stelle muss auflerdem auf einen Fehler in Athanasiadis’ paper hingewiesen werden: Er
definiert die Erzeugendenfunktion wie in dieser Bemerkung (vergl. [Ath05, S. 164]: hier wird die
Notation von Ziegler verwendet), rechnet aber spiter mit f— und h—Polynomen geméifl der Defi-
nition 2.2.6 von Reiner und Welker. Wir werden bei der Diskussion des Beweises von Theorem
4.2.1 noch einmal gezielt darauf hinweisen; dennoch bereits an dieser Stelle ein Beleg: Athanasiadis
verwendet (an zentraler Stelle — vergl. [Ath05, S. 169]) im Beweis seines Haupttheorems:

»[---] since face complexes of simplices have h—polynomial equal to 1.%

Dies kann aber nur unter der Notation von Reiner und Welker gelten, da aus den Definitionen 2.2.4
und 2.2.5 (die mit denen von Athanasiadis iibereinstimmen (vergl. [Ath05, S. 164]) — er verweist u.
a. sogar auf Ziegler.) wegen f_; = 1 sofort folgt, dass hg = 1 und somit gemif Zieglers Definition
der Leitterm jedes h-Polynoms h(P, z) von der Form zdm(P)+1 gt

Die Definition 2.2.5 des h—Polynoms in der obigen Form liefert folgendes, elegantes Lemma
(vergl. [Wel05, S. 259, Korollar 3.8]):

Lemma 2.2.8:
Sei ¥ ein n—dimensionales, volles Simplex (d. h. es ist nicht lediglich der Randkomplex des Sim-

plexes gemeint). Dann gilt:
h(X,t) =1.

Beweis:
Sei ¥ wie oben mit V(X) := {v1,...,Unt1}. Da die i-dimensionalen Seiten eines Simplexes kombi-
natorisch betrachtet genau alle ¢ + 1-elementigen Teilmengen von V(X)) entsprechen, gilt fiir den
f—Vektor von ¥

fo=(f1,o o, fo) mit Vie{-1,....,n}: fi:= (?if)
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Somit gilt nach Definition 2.2.4:

n+1
HGOEDY (n) ot PRI (o),

- (3
1=0

Geméaf Satz 2.2.6 folgt

r—zr—1 T

r—xr—1

= [1-(@+1)""] ="t

r—zr—1

Also gilt:
h(Pz™')=1 = h(Pz)=1.

|

Man steht im Allgemeinen vor dem Problem, nicht a priori etwas iiber die h—Vektoren von
Polytopen aussagen zu kénnen. Dieses Problem lésst sich allerdings betrichtlich reduzieren, sofern
man lediglich simpliziale Polytope (Polytope, deren echte Seiten Simplizes sind) betrachtet. Wir
werden an dieser Stelle allerdings die diesbeziigliche Theorie nicht in der Breite betrachten (der
interessierte Leser vergl. hierzu [Zie07, S. 254 fI.; insbes. das g-Theorem S. 268ff.] sowie auch
[AthO5, S. 164f.]), sondern uns auf das fiir diese Arbeit wesentliche Resultat beschrénken:

Satz 2.2.9:
Sei P ein (n — 1)-dimensionales, simpliziales Polytop und hp dessen h—Vektor. Dann gilt:

(a) Vi € {0,...,n}: h; = hy—; (Dehn-Sommerville-Gleichung)
(b) Vi € {1, . |_n/2J} chi—1 < h;.

2.3 Triangulierungen

Unter einer Triangulierung eines polytopalen Komplexes versteht man eine so weitgehende Un-
terteilung, dass er zu einem Simplizialkomplex wird. Formal definieren wir dies wie folgt (vergl.
[The08, S. 85]):

Definition 2.3.1:
Sei F ein polytopaler Komplex. Wir nennen

|F|:= U FcR"
FeF

die VON F UBERDECKTE MENGE.
Ein weiterer polytopaler Komplex F* heifit eine UNTERTEILUNG von F, falls

|F*| =|F|wd VF € F 3F,...,F, € F*: F = | J F;.

i=1

Gilt zudem, dass alle F' € F* Simplizes sind (sprich: dass F* ein Simplizialkomplex ist), so heift
F* eine TRIANGULIERUNG von F (wir benutzen hierfiir in Zukunft das Symbol A%, also z. B.
F* = A(F)).

Eine Triangulierung des Seitenkomplexes F(P) eines Polytopes P wird schlicht als eine Triangu-
lierung von P bezeichnet.
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Selbstverstéindlich gibt es im Allgemeinen sehr viele (14sst man bei der Triangulierung das Ent-
stehen neuer Ecken zu sogar unendlich viele) Moglichkeiten, einen gegebenen polytopalen Kom-
plex zu triangulieren. Wir werden in dieser Arbeit zwei spezielle (kombinatorisch miteinander
dquivalente) Triangulierungen — die riickwdrtige lexikographische Triangulierung (Abschnitt 2.3.1)
und die pulling triangulation (Abschnitt 2.3.2) betrachten; letztere werden wir auch geometrisch
konstruktiv erkldren, indem wir zeigen, dass diese Triangulierung dem sukzessiven Verschieben
der Ecken in die negativen Halbridume der zu dieser Ecke gehorigen Stiitzhyperebenen von Facet-
ten entspricht (daher auch die Namensgebung). Diese Tatsache wird spéter, in Abschnitt 5, der
Kerngedanke fiir den Zerlegungsalgorithmus von komprimierten Polytopen mit speziellen Simpli-
zes sein.

Abschlieflend diskutieren wir in Abschnitt 2.3.3 unimodulare Triangulierungen und komprimierte
Polytope als Vorbereitung auf Abschnitt 4.

2.3.1 Die riickwirtige lexikographische Triangulierung
Fiir diese Arbeit benotigen wir insbesondere die folgende Triangulierung (vergl. [Ath05, S. 165]):

Definition 2.3.2:
Sei F ein polytopaler Komplex mit Eckenmenge V(F) = {v1,...,0p}; 7 1= (v1,...,vp) sel ei-
ne vollstindige Ordnung auf V(F). Die RUCKWARTIGE LEXIKOGRAPHISCHE TRIANGULIERUNG
definieren wir rekursiv auf folgende Art und Weise:

Ar(0) =0 und A (F) := A (F\op) U U {conv ({v,} UG) | G € AL (F(F))u{0}},

FEM,,

wobei M, gerade die Facetten, die v, nicht enthalten, solcher maximaler Seiten von F enthilt,
die ihrerseits v, enthalten. A, (F\vp) und A, (F(F)) werden geméf obiger Konvention bzgl. Teil-
mengen von Ecken polytopaler Komplexe und in Bezug auf durch 7 induzierte Ordnung auf der
jeweiligen Teilmenge definiert.

Beispiel 2.3.3:
Wir betrachten zwei Beispiele fiir riickwértige lexikographische Triangulierungen von Polytopen:

(a) Sei P := conv {a1,as,as,as,as,b} ein (regelmifiges) Sechseck im R? mit einer Ordnung
7:=(a1,...,as,b) der Ecken. Um P zu triangulieren, betrachten wir dessen Seitenkomplex
F := F(P). Nach Definition 2.3.2 gilt:

A(F) = B (F) U | feony ((B}UG) | G € A (F(F) U {0})

FeM,

Da A-(F\b) lediglich noch aus Kanten besteht, ist hier nichts mehr zu tun. Betrachten
wir den zweiten Teil der Vereinigung: Die maximale Seite, die b enthilt, ist gerade P
selbst. Somit sind die Facetten F' dieser Seite, die ihrerseits nicht b enthalten, die Kanten
[a1,as2), [az, as], [as, a4l [as, as]. Da diese als Kanten bereits trianguliert sind, wird lediglich
die konvexe Hiille aus jeder dieser Kanten und b gebildet und A, (F) ist der aus diesen vier
Dreiecken bestehende Simplizialkomplex:
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a2 a3 a2 a3

al a4 al ad

Abbildung 3: Das Sechseck P vor und nach der riickwértigen lexikographischen Triangulierung.

(b) Sei P := {ay,...,as} der Einheitswiirfel im R3 mit einer Ordnung 7 := (a1, ...,as). Wir
fithren eine riickwiéirtige lexikographische Triangulierung des Randkomplexes F(OP) durch.
Wir verzichten aus Platzgriinden auf eine detailierte Beschreibung und verweisen auf die
anschliefende Graphik sowie Definition 2.3.2:

Abbildung 4: Der Rand des 3-dimensionalen Einheitswiirfels vor und nach der riickwértigen lexi-
kographischen Triangulierung (Gittermodell).

2.3.2 Die pulling triangulation

Es finden sich einige weitere, zu Definition 2.3.2 dquivalente Definitionen (vergl. etwa [Sta80, S.
333] und [Zie04, S. 1253 f.], wobei bei letzterer Darstellung zu beachten ist, dass die Ordnung
der Ecken invertiert ist.). Auf eine — die sogenannte pulling triangulation (vergl. hierzu ebenfalls
[AthO5, S. 165 f.]) — werden wir an dieser Stelle niher eingehen:

Definition 2.3.4:

Sei wieder F ein polytopaler Komplex mit Eckenmenge V(F) := {v1,...,v,}. Wir definieren fiir
alle v € V(F):

pull, (F) := (F\v) U U {conv ({v}UG):G e F(F)uU{0d}},

FeM,

wobei M, gerade die Facetten, die v nicht enthalten, solcher maximaler Seiten von F enthélt, die
v enthalten.

Wir definieren nun Fy := F und Vi € {1,...,p} : F; := pullvp_i+1(fi_1). Dann heifit F, die
PULLING TRIANGULATION von F. Diese stimmt iiberein mit der riickwértigen lexikographischen
Triangulierung A, (F) bzgl. 7:= (v1,...,vp).

10
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Wir geben nun eine geometrisch konstruktive Erklirung fiir die pulling triangulation. Als Vor-
bereitung vereinbaren wir zunéchst folgende

Konvention:
In Zukunft benutzen wir die folgende Sprachvereinbarung:

(a) Die Aussage ,, Wir zZIEHEN die Ecke v nach v’.“ verwenden wir in dem Sinne, dass v nach v’
verschoben wird und v" dabei im negativen Halbraum der Stiitzhyperebenen genau aller der
Facetten, die v enthalten, liegt.

(b) Die Aussagen ,,Wir DRUCKEN die Ecke v nach v'.“ verwenden wir in dem Sinne, dass v nach
v’ verschoben wird und v’ dabei im positiven Halbraum der Stiitzhyperebenen und nicht in
der Stiitzhyperebene selbst genau aller der Facetten, die v enthalten, liegt.

Die wesentliche Grundlage fiir unsere geometrisch konstruktive Aussage iiber die pulling tri-
angulation bildet der folgende, allgemeine Satz iiber die induktive Konstruktion von Polytopen
(vergl. [Grii02, S. 78]; auf einen Beweis verzichten wir aus Platzgriinden. Man behalte diese Aus-
sage im Hinterkopf, da wir in Abschnitt 3 eine dhnliche Idee fiir unseren Ausgangssatz 3.2.2 zur
Klassifizierung von Polytopen mit speziellen Simplizes verwenden werden. Die beiden Sitze sind
jedoch lediglich in der Struktur ihrer Aussage &hnlich und ansonsten vollkommen unabhéngig
voneinander):

Satz 2.3.5:
Seien P und P* zwei n—dimensionale Polytope in R und sei v € V(P*) eine Ecke mit v ¢ P und
P* = conv ({v} U P). Dann gilt:

(a) Eine Seite F' von P ist eine Seite von P* genau dann, wenn eine Stiitzhyperebene H einer
Facette von P existiert mit # ¢ H und v € H™T.

(b) Falls F eine Seite von P ist, so ist F* := conv ({v} U F') eine Seite von P* genau dann, wenn
entweder

(i) v € aff span F' oder

(ii) aus der Menge H(F) := {H;",..., H}} aller Stiitzhyperebenen Facetten von P, die F
enthalten mindestens ein H; € H(F) existiert mit v € H;” und ein H; € H(F) existiert
mit v € H; .

(c) Jede Seite von P* ist entweder vom Typ (a) oder vom Typ (b).

Damit gilt insbesondere folgende Aussage iiber die Verdnderung des Seitenverbandes eines
Polytopes, das durch Ziehen einer Ecke aus einem anderen entsteht (vergl. ebd., S. 80):

Korollar 2.3.6:
Seien P und P’ zwei n—dimensionales Polytope, wobei P’ aus P durch das Ziehen einer Ecke v
nach v’ entsteht. Dann besitzt P’ genau die folgenden k—Seiten (mit 1 < k <n —1):

(a) Alle k—Seiten von P, die nicht v enthalten,

(b) die konvexen Hiillen conv ({v'} UG), wobei G eine beliebige k — 1-dimensionale, v nicht
enthaltende Seite einer v enthaltenden Facette von P ist.

Der Vergleich von Korollar 2.3.6 mit der Definition der pulling triangulation 2.3.4 liefert das
folgende, fiir den weiteren Fortgang der Arbeit (Abschnitt 4 und 5) entscheidende Korollar (vergl.
ebd. sowie [Ath05, S. 166, Lemma 2.1]):

Korollar 2.3.7:
Die pulling triangulation (und damit auch die riickwirtige lexikographische Triangulierung) des
Randkomplexes eines Polytopes P (bzgl. einer beliebigen Anordnung seiner Ecken) ist isomorph
zum Randkomplex eines simplizialen Polytopes gleicher Dimension.

11
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2.3.3 Unimodulare Triangulierungen und komprimierte Polytope

Die Resultate in Abschnitt 4 und damit auch der Algorithmus in Abschnitt 5 beziehen sich stets
auf komprimierte Polytope. In diesem Abschnitt geben wir eine Definition und ein technisches
Lemma fiir den folgenden Abschnitt 2.4.

Definition 2.3.8:

Sei A C RY die affine Hiille des ganzzahligen Polytopes P. Eine Triangulierung A von P heift
UNIMODULAR, falls die Eckenmenge jedes beliebigen maximalen Simplexes von A eine Basis des
affinen (ganzzahligen) Gitters A N Z7 ist.

Sei 7 eine totale Ordnung der Ecken von P. Dann heifit 7 KOMPRIMIERT (engl.: ,,compressed*),
falls die riickwiirtige lexikographische Triangulierung A, (P) von P bzgl. 7 unimodular ist. Wir
bezeichnen P selbst als KOMPRIMIERT, falls jede lineare Ordnung seiner Ecken komprimiert ist
(vergl. [Ath05, S. 166] und [Sta80]).

Bemerkung 2.3.9:
Ist P C RY ein ganzzahliges Polytop und 7 eine totale Ordnung der Ecken von P, so ist
komprimiert genau dann, wenn fiir jede Seite F' (es reicht: jede Facette) der riickwiirtigen lexiko-
graphischen Triangulierung A, (P) gilt:

1

vollE) = Gy

wobei vol(F)) hier das relative Volumen von F' bezeichnet. Diese Darstellung entspricht gerade der
Definition von ,komprimiert* bei Stanley (vergl. [Sta80, Def. 2.2, S. 337]).

Fiir den Beweis von Satz 2.4.3 bendtigen wir folgendes technisches Lemma iiber komprimierte
Ordnungen (vergl. ebd., Theorem 2.3, S. 337) :

Lemma 2.3.10 (Stanley):
Sei fiir jedes a € Q™
l(a) := min{t € N | taw € Z™}.
Es sei P ein d—dimensionales, ganzzahliges Polytop. Sei 7 := (v1,...,v,) eine totale Ordnung auf
V(P). Fiir eine beliebige (nicht leere) Seite F' von P sei

0(F) :=6,(F) :=min{i € N | v; € F} bzgl. 7.

Dann ist 7 komprimiert, falls folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jeden rationalen Punkt « im
relativen Inneren einer beliebigen Seite F' von P erfiillt die eindeutige, positive, rationale Zahl c,
fur die gilt
a—cd(F) c OF,
1-c
zusétzlich die Bedingung:

c-l(a) € Z.

2.4 Birkhoff—Polytope

Sowohl in Bezug auf Polytope mit speziellen Simplizes als auch in Bezug auf komprimierte Polytope
(und damit auch beziiglich der in Abschnitt 3 vorgestellten Resultate) sind zwei Polytopklassen
als Bespiele bekannt. Die erste — Birkhoff-Polytope — stellen wir in diesem Abschnitt vor, geben
eine Klassifikation an und beweisen die Unimodularitéit. Auf die Tatsache, dass Birkhoff—Polytope
stets ein spezielles Simplex enthalten, gehen wir hier noch nicht ein, sondern kommen in Abschnitt
3 (genauer: Beispiel 3.1.4) darauf zuriick, wo wir diese Eigenschaft beweisen werden.

Als Grundlage fiir die Definition von Birkhoff-Polytopen miissen wir doppelt stochastische
Matrizen definieren:

12
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Definition 2.4.1:
Sei M eine reelle n x n Matrix. M heift

(a) STOCHASTISCH, falls alle ihre Eintgrige nicht negativ sind und alle ihre Zeilensummen 1
ergeben,

(b) DOPPELT STOCHASTISCH, falls alle ihre Eintrige nicht negativ sind und sowohl ihre Zeilen—
als auch ihre Spaltensummen 1 ergeben,

(c) MAGISCHES QUADRAT (VOM GRAD ), falls alle ihre Eintréige natiirliche Zahlen sind und
sowohl ihre Zeilen— als auch ihre Spaltensummen 7 ergeben.

Bemerkung 2.4.2:

(a) Einige Autoren (insbesondere Athanasiadis — vergl. [Ath05, S. 166]) definieren (doppelt) sto-
chastische Matrizen so, dass ihre Eintrége immer ganzzahlig sind. Wir werden dies hier nicht
tun und stattdessen extra darauf hinweisen, wenn die entsprechenden Matrizen ausschliellich
rationale oder natiirliche Eintrége enthalten sollen.

(b) Offenbar existiert zu jedem magischen Quadrat M vom Grad r genau eine rationale, doppelt
stochastische Matrix S, derart dass gilt

1
~.M=5.
.

Wir definieren und klassifizieren nun Birkhoff-Polytope:

Satz und Definition 2.4.3:

Die Menge aller doppelt stochastischen n x n Matrizen ist ein Polytop in R"*" — das sogenannte
BIRKHOFF—POLYTOP (wir werden in Zukunft, wenn wir iiber ein Birkhoff-Polytop P sprechen,
stets P, schreiben, um zu verdeutlichen, dass es sich um das Birkhoff-Polytop aller n x n Matrizen
handelt. Da dieses eindeutig ist, werden wir auch von dem Birkhoff-Polytop P, sprechen).
Birkhoff-Polytope sind 0/1-Polytope; sie haben n! Ecken (die Permutationsmatrizen aus S, ), n?
Facetten (jeweils bestehend aus der Menge aller Matrizen mit z;; = 0) und sind von der Dimension
(n — 1)2. Eine vollstéindige Beschreibung ist gegeben durch

{X e Rmx™

Vi,je{l,...,n}:x; ZO/\ZZ‘“@:ZSC]W' 1}.
k=1 k=1

Auflerdem sind Birkhoff-Polytope komprimiert (die Definition und die Tatsache, dass es sich um
0/1-Polytope handelt, gehen auf Birkhoff zuriick; die Resultate bzgl. Ecken, Facetten und Dimen-
sion wurden unabhéingig von Birkhoff und von von Neumann bewiesen (vergl. hierzu [Zie07, S. 20],
wo sich Teile des Beweises und auch die vollsténdige Beschreibung befinden). Die Komprimiertheit
wurde von Stanley gezeigt (vergl. [Sta80, S. 337, Bsp. 2.4]). Vergl. aulerdem [Ath05, S. 167]).

Beweis:
Wir verzichten auf den Beweis bzgl. der Aussagen iiber Ecken, Facetten, Dimension, Beschreibung
und der Tatsache, dass es sich um 0/1-Polytope handelt und zeigen nur die Unimodularitit. Wir
beweisen diese mittels Satz 2.3.10:

Sei M eine rationale Matrix, die im relativen Inneren einer Seite F mit Kodimension r (mit 1 < r <
n?—1) des Birkhoff-Polytopes P, liegt. Dann ist per Definitionem I(M )M ganzzahlig (es galt nach
Satz 2.3.10: I(«) := min{t € N | ta € Z"*"}) und somit eine Summe aus Permutationsmatrizen
mit ganzzahligen Koeffizienten. Sei 7 := (v1, ..., v,) eine vollstéindige Ordnung der Ecken von P,.

13
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Mit der Definition ¢, (F) := min{i € N | v; €, F} wihlen wir nun k als die maximale natiirliche
Zahl, fiir die gilt:
(1) MM — 3(F) > 0,

was nichts anderes bedeutet, als dass wir k als den minimalen Eintrag von [(M )M wéhlen, dessen
zugehoriger Eintrag in §(F) nicht 0 ist. Da M in einer Seite F' mit Kodimension r liegt, besitzt M
gemif der Seitendarstellung von Birkhoff-Polytopen insbesondere r 0-Eintréige (nennen wir diese
mi,...,my) und somit besitzt und somit auch [(M)M diese 0-Eintrége. Durch die Subtraktion
von kd(F') muss nach Konstruktion ein weiterer Eintrag 0 werden (ein Eintrag muss 0 werden, da
I(M)M ganzzahlig ist, k maximal gew#hlt wurde und §(F') nur Oen und len enthilt. Dieser Eintrag
muss sich von my, . .., m, unterscheiden, da 6(F') eine Ecke von F' ist und somit insbesondere auch
bei §(F) eine 0 an den Stellen my, ..., m, steht). Daraus folgt, dass

(#2) U(M)M — k§(F) € OF

Definieren wir auflerdem a := M, so folgt aus Satz 2.3.10, dass ein eindeutiges ¢ € Q4 existiert
mit
M — c§(F)

OF.
1—c <

(x3)
Wegen (x3) folgt mit (x1) daraus, dass

M — c¢§(F)

—— > = U(M)M — k3(F)

und somit

k= und insbesondere [(M) = =

c
1-c 1-c¢
Da k nach Konstruktion in N liegt, folgt
M=«
E=lM)-¢c"="1l(a)-ce NCZ.
Dies impliziert gem#fl Satz 2.3.10, dass 7 komprimiert ist. Da in obigem Beweis die Beziehung

k = I(M)-c nicht von der speziellen Wahl von 7 abhéingt, folgt, dass Birkhoff-Polytope komprimiert
sind.

2.5 Ordnungspolytope

Wir stellen nun die zweite der beiden in Abschnitt 2.4 angekiindigten Polytopklassen mit den
dort beschriebenen Eigenschaften (d. h. insbesondere: komprimiert, spezielles Simplex) vor — die
Ordnungspolytope. Ordnungspolytope bieten einerseits zwar einen einfacheren Zugang als Birk-
hoff Polytope (da sie beispielsweise auch niederdimensional vorkommen und partiell geordnete
Mengen generell einen einfacheren Zugang bieten als doppelt stochastische Matrizen), anderer-
seits erfordern sie einen grofleren Aufwand, um die Terminologie bereitzustellen und die notigen
Strukturaussagen zu zeigen. Dies werden wir in der gebotenen Ausfiihrlichkeit in diesem Abschnitt
tun und uns zusitzlich am Ende einige niederdimensionale Beispiele betrachten (Beispiel 2.5.12).
Den Satz iiber die Komprimiertheit von Ordnungspolytopen werden wir jedoch lediglich angeben.
Auch auf spezielle Simplizes in Ordnungspolytopen werden wir an dieser Stelle noch nicht einge-
hen, sondern uns in Abschnitt 3 (genauer: Beispiel 3.1.5) damit befassen.

Wir definieren zunéchst das Ordnungspolytop (vergl. [Sta86, S. 10]; vergl. Definition 2.1.3 fiir
den Terminus “iiberdeckt,,):

Definition 2.5.1:
Sei Q :={x1,...,2,} eine bzgl. <q partiell geordnete Menge. Wir konnen die Menge aller Funk-
tionen f :  — R als n—dimensionalen R—Vektoraum auffassen (indem wir jedes f mit seinem

14
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Bildvektor identifizieren). Dies ausnutzend definieren wir das ORDNUNGSPOLYTOP O(2) als die
Menge aller f(2) C R™, fiir die gilt:

(a)
Ve e Q:0< f(x) <1,

(b)
Va,y € Q:y iiberdeckt = = f(z) < f(y).

Bemerkung 2.5.2:
Aufgrund der Bedingung (b) reicht es offensichtlich, (a) abzuschwiichen zu

Vo € Q: (x ist minimal bzgl. <q = 0 < f(x)) A (z ist maximal bzgl. <q = f(z) < 1).

Konvention:
Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die x; aus €2 stets natiirlich beschriftet bzgl. <q sind, d.
h. es gilt (vergl. Definition 2.1.2):

Vi,jE{l,...,’n}Zl‘i §Q$J:>’L§j

Unser néchstes Ziel ist es, die Dimension und die Facetten (im Sinne der Ermittlung von
Stiitzhyperebenen, d. h. einer H—Beschreibung) von Ordnungspolytopen zu bestimmen. Dafiir
bendstigen wir zunédchst den Terminus der linearen Erweiterung (vergl. [Ath05, S. 170] sowie [Wel05,
S. 248] und [Sta86, S. 10]).

Definition 2.5.3:
Seien (€2, <q) wie zuvor. Dann heifit £(€2) die Menge der LINEAREN ERWEITERUNGEN von 2 und
ist definiert durch:

L) :={0 = (To1)s-» Tom)) € Sn | Vi,j €{1,...,n}:2; <g xj = o(i) < o(j)}

L(Q) ist also die Menge ordnungserhaltenden Permutationen auf 2 oder, anders ausgedriickt, die
Menge aller totalen Ordnungen auf €2, die < respektieren.

Beispiel 2.5.4:
Sei ) wie zuvor.

(a) Ist © bzgl. ihrer Indizes aufsteigend total geordnet, so gilt

L) = {idn}.
(b) Sei n =4 und <q definiert durch
T4
i) I3

AN

£(Q) = {id4a (.1'1,1'3,1'2, $4)) (:Cl) x2, ZC4,.’L’3)}.

T

Dann gilt:

Satz 2.5.5:
Seien (€2, <q) wie zuvor. Dann hat das Ordnungspolytop O(Q2) die Dimension n und f € O(f)
liegt in einer Facette des Ordnungspolytopes genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist (vergl. [Sta86, S. 10] (inkl. Beweis)):

15
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(a) 3z € Q: f(x) =0 A x ist minimal bzgl. <gq .
(b) 3z € Q: f(z) = 1 Az ist maximal bzgl. <gq .

(¢) Iz,y e Q:x#yA f(x) = f(y) Ny tiberdeckt x bzgl. <gq .

Beweis:
Da O(Q) C R™ reicht es zu zeigen, dass dim(O(f2)) > n. Geméf Definition 2.5.3 gehdren alle
f eR™ zu O(Q), fiir die ein o € L(Q) existiert, mit (y1,...,Yyn) :=o((z1,...,2,)) und

0< flyr) <. < flyn) < 1.

Da gemiB obiger Konvention und Beispiel 2.5.4 zumindest id,, in £(£2) liegt, miissen insbesondere
die Punkte

0,...,007,(0,0,...,0,1) (0,0,...,1, )T, ... (0,1,...,1, )", (1,..., )T

in O(Q) liegen. Da diese affin unabhéngig sind, definieren sie ein n—dimensionales Simplex, das
somit ebenfalls in O(Q) enthalten ist. Also gilt dim(O(Q2)) = n.

Fiir die Facetten betrachten wir die Definition 2.5.1 des Ordnungspolytopes. Offenbar werden durch
die beiden dort angefithrten, unabhéingigen Bedingungen bereits Halbriaume festgelegt. Versuchen
wir nun, Punkte zu finden, die im Rand dieser Halbriume liegen, so folgen sofort die Aussagen (a)
und (b) aus der ersten Bedingung. Die Aussage (c) folgt ebenfalls sofort aus der zweiten Bedingung.
Aus der Bemerkung im Anschluss an Definition 2.5.1 folgt, dass durch die erste Bedingung keine
weiteren Facetten definiert werden. Aus der der zweiten Bedingung liele sich lediglich noch die
Bedingung aufstellen

(x1) f(x) = f(z) mit = <q z A [z, 2] # {z, 2}

Nehmen wir an, durch (1) sei eine Facette definiert und es gelte
[J],Z] = {x,yl,...,yk,z} mit r <g 11 <a ..., <o Yk <q 2.

Dann folgt jedoch, aufgrund der nun gegebenen Uberdeckungen, sofort aus der zweiten Bedingung
von Definition 2.5.1 und (*;), dass

f(@)=f(y1) = fly2) = ... = fyx) = f(2).

Somit kann (x1) keine Facette sein, da (x1) lediglich k 4 1 bereits durch (b) definierte Facetten
beschreibt (anders ausgedriickt: (x1) ist offenbar eine Seite von O(), in der sich k + 1 Facetten
von O(Q) schneiden).

|

In Zukunft betrachten wir statt der Menge €2 ({2 sei hier wie zuvor) auch die beschrinkte Menge
QO := QU{0, 1} mit 0 als eindeutigem minimalen und 1 als eindeutigem maximalen Element (siche
Definition 2.1.3). Das zugehérige Ordnungspolytop O(20) definieren wir dann durch die g € R"*2,
fur die gilt
g0) =0 g(1) =1Ag(x) < g(y), falls 2 <o y.

Korollar 2.5.6:
Die Anzahl der Facetten in O(Q°) entspricht der Summe aus der Anzahl der Uberdeckungsrelationen
in Q bzgl. <q, der Anzahl der Elemente, die durch 1 iiberdeckt werden und der Anzahl der Ele-
mente, die 0 iiberdecken (vergl. [Sta86, S. 10]).
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2 GRUNDLAGEN

Um die Struktur des Seitenverbandes von Ordnungspolytopen beschreiben zu kénnen, verall-
gemeinern wir die Uberlegung aus dem indirekten Argument im Beweis von Satz 2.5.5: Da sich die
Seiten eines Ordnungspolytopes aus dem Schnitt verschiedener Facetten ergeben, folgt direkt, dass
es zu jeder Seite eine Zerlegung p := {Bj, ..., B} von Q° geben muss, so dass die entsprechende
Seite definiert wird durch

F, = {g €0 (QO) ‘ g ist konstant auf jedem B; € p} .

Es bleibt zu kléren, fiir welche Zerlegungen p die Menge F), tatséchlich eine Seite ist. Hierzu hatten
wir im vorherigen Beweis gesehen, dass wir eine Seite vorliegen haben, wenn fiir jedes B; einer
Zerlegung gilt

dx,z: B; = [z, z].
Der folgende Satz legt fest, dass auch die Umkehrung gilt (vergl. [Sta86, S. 11] fiir weitere Details):

Satz und Definition 2.5.7:
Seien (QY, <qo) wie zuvor. Eine Zerlegung p := {By,..., B,} von Q0 heifit SEITEN-ZERLEGUNG,
falls F, eine Seite von O(Q°) ist. p heifit dariiberhinaus GESCHLOSSEN, falls

Vi#j3g € Fp: g(Bi) # 9(B)).
p heiit ZUSAMMENHANGEND, falls jeder Block B; zusammenhéngend bzgl. <qo ist. Wir definieren
eine Relation <1, auf p durch

VB;,B;j € p: B; <, B;j & Jx € B,y € Bj : x <qo y.

Wir nennen p VERGLEICHBAR (engl.: “compatible,,), falls <1, antisymmetrisch ist. Ist p vergleich-
bar, so ist p insbesondere auch KONVEX, d. h. es gilt

VB, € pVr,2€ BiVy e Q' :y € lx, 2] =y <€ B
Mit dieser Terminologie gilt der Satz:

Eine Zerlegung p von QU ist eine geschlossene Seiten—Zerlegung genau dann, wenn p zusam-
menhéngend und vergleichbar ist.

Mit Hilfe dieses Resultates werden wir in die Lage versetzt, Aussagen iiber die Ecken von
Ordnungspolytopen zu treffen. Hierzu benotigen wir zuniichst noch folgende Terminologie (vergl.
hierfiir und fiir das anschlieende Korollar [Ath05, S. 166], [Sta86, S. 11f., Theorem 1.2 und Korollar
1.3)):

Definition 2.5.8:
Sei © wie zuvor. Dann ist ein (ORDNUNGS—)IDEAL oder FILTER in 2 eine Teilmenge I C , fiir
die gilt:
Vi,jeQ:i<qgjhicl=jel

Beispiel 2.5.9:
Sei (92, <q) wie in Beispiel 2.5.4 (b). Dann gibt es die folgenden Filter auf Q bzgl. <q:

@a {'/E3}a {'/E4}) {$2,.T4}, {$3,$4}, {$2,.T3,.T4}, {ZCl,fEQ, x3, $4}-

Korollar 2.5.10:
Sei (Q°, <qo) wie zuvor. Dann sind die Ecken von O(Q°) die Bilder der charakteristischen Funktion
der (nlchtleeren) Filter von Q° (als Vektoren aufgefasst bzgl. der Ordnung <go von Q° ) dement-
sprechend ist O(9) ein 0/1-Polytop (man beachte, dass man lediglich in Q° wegen g(1) = 1 nach
Voraussetzung fordern muss, dass die Filter nicht leer sind. Aufierdem muss man fiir 00 wegen
g(O) = 0 voraussetzen, dass es keinen Filter gibt, der 0 enthélt. Betrachtet man lediglich €2, so
gelten diese Einschrikungen nicht und der leere Filter ist zugelassen).
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2 GRUNDLAGEN

Bemerkung 2.5.11:
Die gesamte hier verwendete Darstellung von Ordnungspolytopen orientiert sich an Stanley. Bei
Athanasiadis werden Ordnungspolytope iiber die H-Darstellung im Sinne von Satz 2.5.5 definiert.
Man beachte auflerdem, dass bei Athanasiadis in allen auf Ordnungen beruhenden Definitionen
die Ordnungsrelationen gerade umgekehrt sind, was aus Isomorphiegriinden natiirlich belanglos
ist (fiir die genaue Darstellung bei Athanasiadis vergl. [Ath05, S.166]).

Beispiel 2.5.12:

Wir wollen nun drei sehr einfache Ordnungspolytope betrachten, die wir mit Oy 1.1), O2,1) und
O(1,2) bezeichnen werden (die Bezeichnungen sind willkiirlich gewéhlt (aus der Ordnungsstruktur
wird deutlich, warum); diese Art der Bezeichnung eignet sich allerdings nicht generell fiir Ord-
nungspolytope, da aus ihr nicht ersichtlich wird, welche Elemente zu welchen in der <qg—Relation
stehen) und auf die wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch Bezug nehmen werden (vergl.
insbesondere Beispiel 3.1.5 und Abschnitt 5.2.3).

Es sei Q := {z1, 22,23} und die Ordnungsstrukturen von O(; 11y, O(2,1) und O 9y (bzgl. <q)

seien gegeben durch:
I3 X9 I3
X Xro X1

T3

€2

Z1
(a) Das Polytop O(;,1,1) hat gemif Definition 2.5.8 folgende Filter:
0,{zs}, {z2, 3}, {w1, T2, T3}
Somit ergibt sich geméfl Korollar 2.5.10 die V-Darstellung;:
V(O(1,1,1)) = conv {(0,0,0)", (0,0,1)", (0,1, 1), (1,1,1)"}.

Es handelt sich bei Oy ;1) offenbar um ein 3-Simplex. Dies geht einher mit dessen H-
Darstellung, die wir sofort aus Satz 2.5.5 ablesen kénnen:

Hi:={veR3 v =0}, Hy:={veR®|v =1}
Hy:={veR’ vy =v3}, Hy:={veR’|uvg=1}.

(b) Unter Verwendung der unter (a) genannten Definition und Sétze erhalten wir fiir O, 1) die
Filter
0, {3}, {x1, 23}, {22, 23}, {1, 22, 23}

Somit erhalten wir die V-Darstellung
V(O(2,1)) = conv {(0,0,0)”,(0,0,1)",(1,0,1)", (0,1,1)", (1,1,1)"}.

Wieder lisst sich aufgrund der vorgegebenen Ordnungsstruktur auch die H—Darstellung
leicht ablesen:

H ={veR?| v =0}, Hy:={veR?|vy=0}, Hz:={vecR|v =u3},
H4::{’U€]R3|’02:’Ug}, H5::{’U€R3|’U3:1}.

Offenbar handelt es sich bei O(3 1) geometrisch betrachtet um eine (auf dem Kopf stehende)
Pyramide mit quadratischer Grundfliche.
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2 GRUNDLAGEN

(c) Zuletzt betrachten wir die Filter von O 9):
0,{z2}, {ws}, {22, w3}, {x1, 22, 73}
und die daraus resultierende V-Darstellung
V(O(1,2)) = conv {(0,0,0)”,(0,1,0)",(0,0,1)",(0,1,1)", (1,1,1)"}.
Als H-Darstellung ergibt sich dieses Mal

H ={veR| v =0}, Hy:={veR?|v =v}, Hz:={veR®|v =uv3},
Hy:={veR}|vn=1}, Hs:={veR®|vy=1}.

Wir sehen, dass O3,y und Oy ) sich stark dhneln — nicht nur kombinatorisch, sondern
insbesondere auch geometrisch, denn die geometrische Entsprechung von O(y ) ist ebenfalls
eine Pyramide mit quadratischer Grundfliche (deren Spitze in z1—Richtung, zeigt).

a a a

Abbildung 5: Die Ordnungspolytope O(11.1), O(2,1) und O(y 2y (jeweils als Gittermodell).

Ordnungspolytope verfiigen nicht nur, wie wir in Abschnitt 3.1 sehen werden, stets iiber ein
spezielles Simplex, sondern sie bieten sich auch, wie eingangs erwéhnt, als Beispielklasse von Po-
lytopen fiir die Betrachtung ihres Ehrhart—Polynoms, den diesbeziiglichen Resultaten von Atha-
nasiadis (Abschnitt 4) und des darauf bezogenen Zerlegungsalgorithmus (Abschnitt 5) an, da sie
(unter anderem) die folgende wichtige Bedingung erfiillen (vergl. [Hib01, S. 2543, Theorem 1.1
und Beispiel 1.3 (b)]):

Satz 2.5.13 (Ohsugi, Hibi):
Ordnungspolytope sind komprimiert.

2.6 Simpliziale Vereinigungen und Quotientenpolytope

In diesem Abschnitt fithren wir simpliziale Vereinigungen und das Quotientenpolytop ein. Erstere
benotigen wir in Abschnitt 4, da die nun bereits mehrfach angedeutete Zerlegung der Triangulie-
rung eines Polytopes als durch zwei bestimmte Simplizialkomplexe induzierte Struktur — namlich
als deren simpliziale Vereinigung — beschrieben werden kann. Wir liefern in diesem Abschnitt (ne-
ben der Definition) ein einfaches Beispiel und bereiten mit einer Aussage iiber die h—Vektoren der
(an einer simplizialen Vereinigung) beteiligten Simplizialkomplexe bereits Abschnitt 4 vor.

Das Quotientenpolytop ist fiir uns gleich in mehrfacher Hinsicht wichtig: Wir werden hierzu,
nachdem wir es definiert haben, ein Lemma von Reiner und Welker diskutieren, das wir in Ab-
schnitt 3 fiir den Beweis des ersten klassifizierenden Satzes (Satz 3.2.2) bendtigen. Wir werden es
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2 GRUNDLAGEN

dariiberhinaus in Abschnitt 5.1 wieder aufgreifen, um die Existenz einer H—Darstellung innerhalb
des dort von uns entwickelten Algorithmus zu zeigen. Auflerdem benutzen wir es, um im Abschnitt
3 zwei Lemmata von Athanasiadis (Lemma 3.1.6 und 3.1.7) zu beweisen, die einerseits ebenfalls im
Beweise von Satz 3.2.2 verwendet werden und andererseits eine Vorbereitung des Haupttheorems
(Theorem 4.2.1) aus Abschnitt 4 darstellen.

Wir definieren zunéchst die simpliziale Vereinigung (vergl. [Ath05, ebd.] und [Wel05, S. 259,
Definition 3.7]):

Definition 2.6.1:
Seien A7, Ay zwei Simplizialkomplexe mit disjunkten Eckenmengen. Dann definieren wir die SIM-
PLIZIALE VEREINIGUNG A1 * Ay von Aj, Ay als den polytopalen Komplex, der aus folgenden
Facetten F' besteht:

F = conv {Fy, Fo} mit Vi € {1,2}: F; ist maximale Seite von A,;.

Die iibrigen Seiten von Aj * Ag ergeben sich dann aus den Schnitten der Facetten (vergl. [Tza06,
S. 1193]. Es wird aulerdem implizit durch die weitere Verwendung der simplizialen Vereinigung
bei Athanasiadis und anderen gefordert, dass die beiden zu Grunde liegenden Simplizialkomplexe
nicht nur disjunkte Eckenmengen haben, sondern auch die beiden affinen Rdume, iiber denen diese
zwei definiert sind, keine nicht trivialen, gemeinsamen Unterrdume besitzen (vergl. auch folgende
Bemerkung, Teil (a)).).

Handelt es sich bei Ay, Ao um polytopale Komplexe, so wollen wir Ay % As als POLYTOPALE
VEREINIGUNG bezeichnen.

Bemerkung 2.6.2:
Es seien die Definitionen wie zuvor.

(a) Es gilt stets:

(b) Besteht einer der beiden der simplizialen Vereinigung zu Grunde liegenden Simplizialkomplexe
A1, (0.B.d.A.: Aq) lediglich aus der leeren Menge, so gilt

@*AQZAQ.

Die Aussage beziiglich der Dimension aus (a) ist hiermit vertriglich wegen
dim(@ = As) 2 dim(0) + dim(As) + 1 = —1 + dim(Az) + 1 = dim(A,).

(c) Seien A1, Ag und Ajg Simplizialkomplexe, deren affine Grundriume paarweise keine nichttri-
vialen, gemeinsamen Unterrdume besitzen. Dann gilt

(Al * Ag) * Ag = Al * (AQ * Ag)

Beispiel 2.6.3:
Sei /Ay der aus dem 1-Simplex

conv {(=3,1,0)7,(-3,1,2)"}
bestehende Simplizialkomplex und Ay der aus den 1-Simplizes

conv {(3,0,1)7,(3,2,1)”} und conv {(3,2,1)7,(2,4,1)7}
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bestehende Simplizialkomplex. Dann ist /A; * Ay der Simplizialkomplex, der aus den folgenden
beiden 3—Simplizes besteht:

conv {(_37 ]-v 0)T7 (_37 ]-v Q)Tv (37 07 I)Tv (37 27 I)T} und
conv {(—3,1,0)7, (-3

13,0.1) {3.0.1) 13.0.1)

a a a

Abbildung 6: Die beiden Simplizialkomplexe A; und Ay sowie deren simpliziale Vereinigung A %
Ag als Gittermodell und mit Seitenflichen.

Beziiglich der h—Polynome simplizialer Vereinigungen lisst sich folgende (fiir Abschnitt 4 wich-
tige) Aussage beweisen (vergl. [Wel05, S. 259, Korollar 3.8]):

Lemma 2.6.4 (Reiner, Welker):
Seien Aq, Ao, A1 x Ao wie oben. Dann gilt fiir die Erzeugendenfunktionen der zugehérigen h—
Vektoren:
h(Aq % DNgyt) = h(Aq,t) - h(Aa,t).

Neben simplizialen Vereinigungen miissen wir in diesem Abschnitt noch das Quotientenpolytop
definieren (vergl. [Ath05, S. 167], [Wel05, S. 260, Definition 3.10]):

Definition 2.6.5:
Sei P C R™ ein m—dimensionales Polytop und V ein beliebiger Unterraum von R™. Dann ist das
QUOTIENTENPOLYTOP P/V C R™/V definiert durch

P/V :={p+V |pe P}

Offensichtlich kann P/V mit dem Bild 7(P) von P unter einer (linearen) Einbettung = : R™ —
R™m—dimV " dessen Kern V ist, identifiziert werden.

Mit Hilfe dieser Definition von Quotientenpolytopen kénnen wir das folgende, fiir die gesamte
weitere Arbeit essentielle Lemma formulieren (vergl. [Ath05, ebd.], [Wel05, S. 261, Proposition
3.12]):

Lemma 2.6.6 (Reiner, Welker):
Sei P ein m—dimensionales Polytop in R™ mit einer Triangulierung A, die isomorph ist zu 3 % A,
wobei A’ einen (nicht néher spezifizierten) Simplizialkomplex und ¥ ein Simplex bezeichne, das
nicht vollstdndig im Rand von P enthalten ist. Sei V' der lineare Unterraum von R™ der parallel
zum affinen Spann von ¥ ist. Dann ist der Randkomplex des Quotientenpolytopes P/V C R™/V
isomorph zu F(P)\V(X) und besitzt eine Triangulierung, die isomorph ist zu o * A’; wobei o einen
Punkt im Inneren von P/V ist.
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3 Spezielle Simplizes

In diesem Abschnitt beschiiftigen wir uns mit Polytopen, die sogenannte spezielle Simplizes (diese
wurden bereits in der Einleitung definiert. Eine formale Definition geben wir in 3.1.1) enthalten.
Der Terminus wurde von Athanasiadis eingefiithrt und es konnte gezeigt werden, dass fiir Polyto-
pe, die iiber spezielle Simplizes verfiigen, (unter evtl. zur Hilfenahme weiterer Voraussetzungen)
starke Eigenschaften gezeigt werden konnen; eine dieser Eigenschaften bezieht sich auf Ehrhart—
Polynome und wird von uns in Abschnitt 4.2 prisentiert und bildet die Grundlage fiir den spéateren
Zerlegungsalgorithmus von Polytopen mit speziellen Simplizes, den wir in Abschnitt 5 entwickeln.
Spezielle Simplizes sind jedoch bereits fiir sich genommen ein interessanter Gegenstand fiir weite-
re Untersuchungen, da bis jetzt recht wenig iiber sie bekannt ist: Man kennt zwar Beispielklassen
von Polytopen, die iiber spezielle Simplizes verfiigen (Birkhoff- und Ordnungspolytope), findet
einige weitere, niederdimensionales Beispiele und kann fiir ihre riickwértige lexikographische Tri-
angulierung einen Zusammenhang zu simplizialen Vereinigungen herstellen, aber ansonsten lieflen
sich bislang keine weiteren, generellen Aussagen iiber Polytope mit speziellen Simplizes treffen.
Insbesondere war bislang nicht bekannt:

Frage 1 : Gibt es fiir jedes beliebige n,m mit m € Nsg,n € N>, ein n—-dimensionales Polytop
mit speziellem m—Simplex?

Frage 2 : Falls ja: Wie ist ihre kombinatorische Struktur? Anders gesagt: Wie lasst sich allgemein
fiir einen beliebigen f—Vektor eines n—dimensionalen Polytopes die Frage ,,Enthélt dieses
Polytop ein spezielles (m)-Simplex?“ beantworten?

Frage 3 : Gibt es ein oder mehrere (nicht isomorphe) kombinatorische Verfahren, mit denen sich
Polytope mit speziellen Simplizes erzeugen lassen?

Frage 4 : Falls ja: Sind diese Verfahren derart, dass sie auch eine geometrische Konstruktion
ermoglichen?

Frage 5 : Ist es moglich (evtl. anhand der vorher entdeckten Konstruktionsverfahren) die Menge
der Polytope mit speziellen Simplizes vollstandig zu klassifizieren?

Diese Fragen bilden das Hauptziel dieser Arbeit und werden von uns im folgenden Abschnitt
simtlichst fiir den Fall zahmer Polytope mit speziellen Simplizes beantwortet (zahme Polytope
definieren wir in Definition 3.2.6). Hierfiir werden wir zunéchst in Abschnitt 3.1 spezielle Simplizes
definieren und die bekannten Resultate und Beispiele vorstellen, in Abschnitt 3.2 werden wir uns
intensiv mit den oben gestellten Fragen auseinander setzen und diese vollstdndig beantworten, in
Abschnitt 3.4 schliellich berechnen wir explizit die zahmen speziellen Simplizes der Dimensionen
2 bis 5 (wobei wir uns in Dimension 4 und 5 aufgrund der Vielzahl teilweise beschrénken miissen).

3.1 Definition und bekannte Beispiele

In diesem Abschnitt fassen wir die bisher bekannten Resultate iiber spezielle Simplizes zusammen.
Wir beginnen mit der Definition und liefern niederdimensionale Beispiele. Anschlieend betrachten
wir, wie bereits an verschiedener Stelle angekiindigt, noch einmal Birkhoff- und Ordnungspoly-
tope und weisen fiir diese beiden Polytopklassen nach, dass sie stets {iber ein spezielles Simplex
(bestimmter Dimension) verfiigen. Abschliefend zeigen wir zwei technische Lemmate von Atha-
nasiadis, die wir im folgenden Abschnitt 3.2 sowie im Abschnitt 4.2 benotigen.

Definition 3.1.1:
Sei P ein n—dimensionales Polytop in R? mit Seitenkomplex F(P) und sei ¥ ein Simplex, das von
m Ecken von P aufgespannt wird. Dann heifit 3 ein SPEZIELLES SIMPLEX in P, falls jede Facette

von P genau m — 1 Ecken von ¥ enthilt (und somit jeweils genau eine Ecke von ¥ nicht enthilt)
(vergl. [Ath05, S. 167]).
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Bemerkung 3.1.2:
Man beachte, dass spezielle Simplizes in P niemals im Rand von P liegen kénnen, da sie ansonsten
komplett innerhalb einer Facette liegen miissten, die dann, im Widerspruch zur Definition, alle
Ecken des speziellen Simplexes enthalten miisste.

Beispiel 3.1.3:
Es ist nicht ganz offensichtlich, dass es iiberhaupt niederdimensionale spezielle Simplizes gibt.
Anhand von zwei Graphiken zeigen wir zwei der wenigen Beispiele:

\ ‘a

Abbildung 7: Die vier speziellen 1-Simplizes (blau) in einem 3-dimensionalen Wiirfel (Gittermo-
dell).

\ a

Abbildung 8: Das spezielle 1-Simplex (blau) und 2-Simplex (griin) in einer 3—-dimensionalen Bi-
pyramide mit dreieckiger Grundseite (Gittermodell).

Beispiel 3.1.4:
Sei P,, das Birkhoff—Polytop und seien vy, . .., v, die n x n Permutationsmatrizen, die den Elemen-
ten der zyklischen Untergruppe der symmetrischen Gruppe entsprechen, die durch die Permuta-
tion (12 --- n) erzeugt wird (oder n beliebigen Permutationsmatrizen mit paarweise disjunkten
Trigern). Dann sind vy, ..., v, die Ecken eines speziellen Simplexes in P,, denn jede Facette von
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P, ist definiert durch eine Gleichung der Form z;; = 0 im R™*™ und enthilt genau eine der Ecken

V1, ..., U, nicht. Dies ist offensichtlich, da die vy von der folgenden Form sind:
o1 0 --- 0 O o0 1 --- 0 0
00 1 . 0 0
,] 0 0 O 1 0 1,
00 0 - 0 1 1.0 0 0 0
10 0 -~ 0 0 010 00

d. h. in jeder Zeile durchlduft die eine 1 jede Spalte schrittweise.

Beispiel 3.1.5:
Sei Q := {z1,...,2z,} eine bzgl. < partiell geordnete, gestaffelte Menge vom Rang m — 1 (mit
1 <m <n)und P:=0(R) das Ordnungspolytop von Q in R™. Fiir alle i € {1,...,m} sei v; der
charakteristische Vektor des Filters aus Elementen von 2 vom Rang grofler m — ¢ (d. h. v; ist eine
Ecke von P). Da eine Facette von P durch eine der folgenden Gleichungen definiert ist:

(a) 3z € Q: f(x) = 0 A x ist minimal bzgl. <gq,
(b) 3z € Q: f(z) = 1 Az ist maximal bzgl. <q,
(¢) Iz,y e Q:x#yA f(x) = f(y) Ny iiberdeckt x bzgl. <q,

folgt dass v1,..., v, die Ecken eines speziellen Simplexes in P sind (vergl. Definition 2.1.3, De-
finition 2.5.1. Vergl. aulerdem Definition 2.5.8 und Satz 2.5.10, um zu iiberpriifen, dass die v;
tatséichlich Ecken sind, sowie Satz 2.5.5 fiir die Darstellung der Facetten von P.). Zur Konkreti-
sierung betrachten wir noch einmal die Ordnungspolytope aus Beispiel 2.5.12:

Abbildung 9: Die Ordnungspolytop O(s,1) und O(; 3) jeweils mit und ohne spezielles Simplex
(Gittermodell).
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(i) Fiir O(,1,1), das ja bereits ein Simplex ist, folgt sofort aufgrund der totalen Ordnung der zu
Grunde liegenden Menge {z1, 72,23}, dass vo = (0,0,0)T,v1 = (0,0,1)T, vy = (0,1,1)T und
v = (1,1,1)”. Demnach ist O(1,1,1) hier selbst das spezielle Simplex.

(ii) Fiir O(q,1y ergibt sich nach der obigen Definition der v; durch Abgleich mit der Ordnungsstruk-
tur, dass vo = (0,0,0)7,v; = (0,0,1)7, v = (1,1,1)T. Somit enthilt O(2,1) ein spezielles
2-Simplex.

(iii) Fiir O(1,2) erhalten wir ganz analog zu (ii): vo = (0,0,0)”,v1 = (0,1,1)", v = (1,1,1)” und
somit ebenfalls ein spezielles 2-Simplex.

Wir benutzen nun das Lemma 2.6.6, um zwei Lemmata von Athanasiadis iiber spezielle Simpli-
zes (vergl.[Ath05, S. 167f.] (inkl. Beweis)) zu beweisen, von denen einerseits das zweite in Abschnitt
3.2 im Beweis von Satz 3.2.2 bendétigt wird und die zum anderen in Abschnitt 4.2 im Beweis von
Theorem 4.2.1 Verwendung finden.

Lemma 3.1.6 (Athanasiadis):
Sei P ein n—dimensionales Polytop in RY und seien vy, ..., v, die Ecken eines speziellen Simplexes
in P. Falls F eine Seite von P mit Kodimension k (wobei k € {1,...,m —1}) ist und F keine der
Ecken vy, ..., v, enthélt, so muss F alle Ecken vgy1,..., v, enthalten.

Beweis:
Sei X das spezielle Simplex mit Ecken vq,...,v,,. Jede Seite von P mit Kodimension k£ kann
dargestellt werden als Schnitt von k Facetten (von P). Demnach kénnen wir schreiben F =
Fyn---NFy, wobei die F; Facetten von P sind. Es gilt nach Voraussetzung:

Vie{l,....,k}:v; & F
und somit
V’LE{L,k} H_jl’l}lgFl

Da ¥ spezielles Simplex ist, sind die Zahlen ji,...,j; verschieden (in jeder Facette liegt genau
eine Ecke v; von ¥ nicht) und somit gilt:

Vie{l,... k}ie{l,... k}:v &F;

woraus sofort folgt
Vie{l,....,k}Vie{k+1,...,m}:v € Fj.

Somit gilt
Vie{k+1,....m}:v, e iN---NF,=F.

Lemma 3.1.7 (Athanasiadis):
Sei P ein n—dimensionales Polytop und sei 7 := (vp,vp_1,...,v1) eine Ordnung der Ecken von
P, so dass o := {v1,...,v,,} die Eckenmenge eines speziellen Simplexes ¥ in P ist. Sei A der
Simplizialkomplex auf der Menge {vym+1, - .., vp}, der durch die riickwirtige, lexikographische Tri-
angulierung A,/ (F(P)\o) bzgl. 7' := (U1, ..., vp) definiert wird. Dann gilt :

(i) Die riickwértige lexikographische Triangulierung A, (P) von P bzgl. 7 ist isomorph zur simpli-
zialen Vereinigung X+ A (bzw. o A: da es in diesem Beweis lediglich um die kombinatorische
Struktur von P, 3, A etc. geht, identifizieren wir Simplizes mit ihren Ecken. Insofern gilt
beispielsweise 3« A = o x A).

(ii) A ist isomorph zum Randkomplex eines simplizialen Polytopes der Dimension n —m + 1.
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3 SPEZIELLE SIMPLIZES

Beweis:
Sei Vi
Ai de

€{0,...,m}: 0, :={v1,...,v;} (mit op := 0 und o, = o) und sei fiir alle i € {0,...,m}
r Simplizialkomplex tiber der Menge {vi41, ..., vp}, der durch die riickwértige lexikographi-

sche Triangulierung A, (F(P)\o;) von F(P)\o; bzgl. der Ordnung (vp,...,v;+1) definiert wird.
AuBerdem sei n := dim(Ap).

(i) Nach den obigen Voraussetzungen miissen wir zeigen, dass

A():O'm*Am.

Der Beweis erfolgt indem wir durch vollstédndige Induktion iiber ¢ zeigen, dass fiir alle
i1 €{0,...,m} gilt: F(P)\o;_1 ist rein, (n — i)-dimensional und Ag = g; * A;.
Offenbar gilt die Aussage fiir i = 0, da o9 = ) und Ay = 0 * Ay gemiB Bemerkung 2.6.2 (b).
Nehmen wir also an, wir hitten die Aussage fiir i — 1 gezeigt und vollziehen den Induktions-
schritt (es sei hierbei 1 <4 < m):
Gemif} Induktionsvoraussetzung ist jede maximale Seite F' aus F(P)\o;—1 eine Seite von P
mit Kodimension ¢ — 1, denn

n = dim(P) = dim(Ao) "X dim(os_y * Ai_t) T2 (G- 2) 4 dim(Ai_y) + 1

Da F keine der Ecken vy, ...,v;_1 enthilt, folgt nach Lemma 3.1.6, dass v; € F. Dies im-
pliziert, dass F(P)\o; (n — i)—dimensional ist, denn F\o;_1 ist (n — i + 1)—dimensional und
einerseits kann die Dimension durch Wegnahme einer Ecke héchstens um 1 sinken, anderer-
seits enthalten alle maximalen Seiten von F\o;_1 die Ecke v;, d. h. diese sind in F\o; nicht
mehr vorhanden.

Aus demselben Argument folgt, dass F\o; rein ist, denn F\o;_1 ist rein und damit sind
insbesondere auch alle Seiten der Dimension 0 bis n — ¢ — 1 in Seiten der Dimension n — 4
enthalten. Ferner gilt fiir jede Seite G aus F\o;—1 der Dimension 0 bis n — ¢ — 1, die nicht
v; enthiilt, dass sie in einer n — i—dimensionalen Seite aus F\o;_1 liegt, die nicht v; enthélt,
da G gerade der Schnitt eben dieser n — ¢ dimensionalen Seiten ist. Da durch Wegnahme
von v; alle maximalen (d. h. n — i + 1-dimensionalen) Seiten verschwinden, sind die n — i—
dimensionalen Seiten maximal in F\o; und somit ist F\o; rein.

Daraus wiederum folgt A;_1 = v; * /\;: Da v; in allem maximalen Seiten liegt und in der
riickwértigen lexikographischen Triangulierung v; als erste Ecke betrachtet wird, folgt geméf3
Definition 2.3.2, dass A\; der Simplizialkomplex ist, der sich aus A; selbst sowie allen kon-
vexen Hiillen der Mengen folgender Form zusammensetzt: v; vereinigt mit der riickwértigen
lexikographischen Triangulierung aller ridges von F(P)\o;—1. Dies entspricht gerade v; * A;
(geméf Definition 2.6.1). Hieraus folgt mit der Induktionsvoraussetzung Ao = 01 * A;_1,
dass

AO (I;/) ;1 % Ai—l = 0;—1 % (’Ui * Al) (262(6)) (0‘1'_1 * Ui) * Ai = 0; * Ai.

Dies war zu zeigen.

(ii) Sei V' der zum affinen Spann der Ecken in ¢ parallele lineare Unterraum von R? und sei

Bemer

P/V das zu P gehorige Quotientenpolytop mit dim P/V =n —m + 1. Aus Teil (i) (hierfiir
benétigte man die Dimensionsaussage in der Induktion) und Lemma 2.6.6 folgt, dass A
isomorph zu einer riickwértigen lexikographischen Triangulierung des Randkomplexes von
P/V ist. Dieser wiederum ist isomorph zum Randkomplex eines simplizialen Polytopes der
Dimension n — m + 1 nach Lemma 2.3.7.

|

kung 3.1.8:

Man beachte, dass das obige Lemma keine Aquivalenzaussage ist: es wird an dieser Stelle nichts
dariiber ausgesagt, wie ein Simplizialkomplex A beschaffen sein muss, damit Ax¥ die riickwirtige,
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3 SPEZIELLE SIMPLIZES

lexikographische Triangulierung eines Polytopes P mit speziellem Simplex ¥ ist. Hierzu héitte man
an dieser Stelle auch keinerlei Anhaltspunkte, da es bis hierhin véllig unbekannt ist, welche Struk-
tur die riickwirtige lexikographische Triangulierung eines Komplexes P\X (bzw. dieser Komplex
selbst) hat, abgesehen von der Tatsache, dass sie isomorph zu einen simplizialen Polytop gleicher
Dimension ist. Derartige Fragen kionnen erst auf Grundlage der Aquivalenzaussage in Satz 3.2.2
zu Beginn des folgenden Kapitels gelost werden.

3.2 Die vollstindige Klassifikation und geometrische Konstruktion von
zahmen Polytopen mit speziellen Simplizes

Nachdem wir nun einige Beispiele fiir spezielle Simplizes gesehen und bereits durch die beiden
Lemmata von Athanasiadis Vorarbeit geleistet haben, werden wir uns den fiinf zu Beginn des
Kapitels gestellten Fragen iiber spezielle Simplizes widmen. Zur Erinnerung: Unser Ziel ist es, Po-
lytope mit speziellen Simplizes kombinatorisch vollstéindig zu klassifizieren, Verfahren zu finden,
mit denen entschieden werden kann, ob ein bestimmtes Polytop ein spezielles Simplex (ggf. einer
bestimmten Dimension) enthélt und schliefllich Verfahren anzugeben, mit denen sich sowohl kom-
binatorisch als auch geometrisch alle Polytope (ggf. einer bestimmten Dimension) mit speziellen
Simplizes (ggf. einer bestimmten Dimension) konstruieren lassen.

Um diese Fragen beantworten zu konnen, gehen wir folgendermaflen vor: Wir beweisen in Abschnitt
3.2.1 zunéchst einen Satz, der zwei Bedingungen an ein Polytop liefert, die zusammengenommen
dquivalent zur Existenz eines speziellen Simplexes sind und die Unterscheidung zwischen zahmen
und welden Polytopen motivieren; der Vorteil ist, dass sich mit diesen Bedingungen wesentlich ein-
facher arbeiten ldsst, als mit der recht unhandlichen Definition von speziellen Simplizes. Mit diesem
Satz als Grundlage werden wir insbesondere leicht erkennen, dass Pyramidenbildung eines Polyopes
der Kern eines ersten (kombinatorischen wie geometrischen) Verfahrens ist, mit dem sich beliebige
n—dimensionale zahme Polytope mit speziellem m—Simplex erzeugen lassen (n € N;m € N,).

In Abschnitt 3.2.2 werden wir sehen, dass es Polytope mit speziellen Simplizes gibt, die durch das
erste Konstruktionsverfahren nicht erfasst werden. Wir entwickeln deshalb in diesem Abschnitt ein
zweites (ebenfalls kombinatorisches wie geometrisches) Konstruktionsverfahren, das wir als Mu-
schelbildung eines Polytopes bezeichnen werden. Wir werden in demselben Abschnitt aufferdem
das Verhiltnis von Pyramiden— zu Muschelbildung kliaren, indem wir zeigen, dass bei gemischter,
mehrfacher Anwendung beider Verfahren, die Reihenfolge irrelevant ist.

In Abschnitt 3.2.3 schliefilich werden wir nachweisen, dass sich sédmtliche Polytope mit speziellen
Simplizes durch Pyramiden— oder Muschelbildung (bzw. eine Kombination aus beiden Verfahren)
konstruieren lassen und auf diese Art und Weise die Menge aller Polytope mit speziellen Simplizes
klassifizieren.

Konvention:
Wir gehen stets, sofern nicht explizit etwas anderes gefordert wird, davon aus, dass jedes hier
behandelte Polytop den Ursprung enthélt.

Definition 3.2.1:
Um in Zukunft einfacher iiber Mengen von Polytopen mit speziellen Simplizes sprechen zu kénnen,
vereinbaren wir einige Kurznotationen:

PS := {P| P ist Polytop mit spez. Simplex }
PS, := {P| P ist Polytop mit spez. Simplex, dim(P) = n}
PS(.my = {P | P ist Polytop mit spez. Simplex ¥, dim(X) = m}
PS(my := {P | P ist Polytop mit spez. Simplex 3, dim(P) = n,dim(X) = m}
PS(Q) := {P| P ist Polytop mit spez. Simplex X, F(P)\V(X) = F(0Q)}
PS™ := {P | P ist zahmes Polytop mit spez. Simplex }
PSY = {P | P ist wildes Polytop mit spez. Simplex }
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3 SPEZIELLE SIMPLIZES

Gegebenenfalls werden wir aufierdem eine Kombination dieser Notationen (etwa PS(, ) (Q)) ver-
wenden. Die Termini zahm und wild werden in Definition 3.2.6 eingefiihrt.

3.2.1 Zu speziellen Simplizes dquivalente Bedingungen und das erste Konstrukti-
onsverfahren: Pyramiden

Wie angekiindigt geben wir zuniichst zwei (zusammengenommen) zur Existenz eines speziellen
Simplexes dquivalente Bedingungen an, mit denen sich besser argumentieren ldsst als mit der
urspriinglichen Definition 3.1.1. Diese Bedingungen sind einerseits, dass der Teilkomplex des Aus-
gangspolytopes P, der nach Entfernen aller Ecken des speziellen Simplexes enthaltenden Seiten
von P iibrig bleibt, Randkomplex eines Polytopes @ ist und andererseits, dass jede das spezielle
Simplex enthaltende Hyperebene das Polytop @ teilt. Wir formulieren dies formal:

Satz 3.2.2:
Sei P ein n—dimensionales Polytop mit V(P) := {vo, ..., v,}. Dann enthilt P ein m—dimensionales
spezielles Simplex ¥ (wobei V(P) 0.B.d.A. so angeordnet sei, dass V(X) = {vg,...,vn} und
1 <m <n—1) genau dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fiir jede Hyperebene H C R" mit ¥ C H gilt:
Ji,je{m+1,...,p}:v; e H Av; € H™.
(b) Es existiert ein Polytop @ C R"™™, so dass

F(PNV(E) = 0F(Q).

Beweis:
Seien die Voraussetzungen wie im Satz. Wir nehmen fiir den Beweis 0.B.d.A. an, dass vy der Ur-
sprung und somit jede der betrachteten, > enthaltenden Hyperebenen H ein n — 1-dimensionaler

Untervektorraum von R™ mit einer Basis B := (v1,...,Um,w1,...,ws) (mit passend gewéhlten
Vektoren wy, ..., ws € R™) ist.
Richtung ,,=“:

Sei ¥ ein spezielles Simplex in P. Nehmen wir an, es gébe eine Basis B, so dass gelten wiirde
Vie{m+1,...,p}:v; € H

(wir kénnen nach evtl. Ersetzen des definierenden Vektors v von H durch —u 0.B.d.A. von H™
ausgehen). Damit wire insbesondere auch P € HT und somit, da ¥ C P und ¥ C H, wiire H
Stiitzhyperebene von P und ¥ € 9P. Dann gibe es jedoch eine Facette, die ganz ¥ (und damit
insbesonere V(X)) enthielte, was im Widerspruch zur Definition 3.1.1 spezieller Simplizes stiinde.
Daraus folgt Bedingung (a).

Wir wissen auflerdem nach Lemma 3.1.7, dass die riickwértige lexikographische Triangulierung
A (P) bzgl. 7 := (vp,...,v0) von P isomorph zur simplizialen Vereinigung X x A’ ist (wobei
A= A (F(P)\V(X))). Damit sind die Bedingungen von Lemma 2.6.6 erfiillt, aus dem insbe-
sondere folgt, dass F(P)\V(X) isomorph zum Rand des Quotientenpolytops P/V C R"*™™ ist,
wobei V' := span{vy, ..., v }. Daraus folgt Bedingung (b).

Richtung ,,<*:

Nehmen wir nun umgekehrt an, P sei ein Polytop, das die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Aus
(b) wissen wir, dass jede maximale Seite S von F(P)\V(X) die Dimension n —m —1 (man beachte
hierbei, dass Randkomplexe von Polytopen rein sind) hat. Jede Facette F' von P, fiir die gilt
F\V(X) = S, hat jedoch nach Definition von P die Dimension n — 1. Da das Entfernen einer Ecke
aus einer Facette (bzw. allgemeiner: einer Seite) die Dimension hochstens um 1 senkt, muss jede
Facette von P mindestens n affin unabhéingige Ecken aus V(%) enthalten.
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3 SPEZIELLE SIMPLIZES

Aus Bedingung (a) folgt jedoch auch sofort, dass keine Facette alle n+ 1 Ecken aus V(%) enthalten
kann, da ansonsten fiir die zugehorige Stiitzhyperebene H gelten wiirde, dass alle Ecken aus
V(P)\V(X) in H" liegen wiirden. Also sind die Ecken von ¥ affin unabhiingig, d. h. X ist ein
Simplex, und jede Facette von P enthilt genau m Ecken von X. Dies entspricht genau der Definition
eines speziellen Simplexes.

|

Bemerkung 3.2.3:
Ist P selbst ein Simplex, so ist es sowohl geméfl der Definition 3.1.1 spezieller Simplizes als auch
nach diesem Satz sinnvoll und korrekt zu sagen, P enthalte ein n—dimensionales spezielles Simplex,
nimlich P selbst, da in diesem Fall sowohl Bedingung (a) als auch (b) trivialerweise erfiillt sind. Ich
werde allerdings bei der nun anschliefenden Klassifizierung diesen Fall aufgrund seiner Trivialitit
(und nur deshalb) nicht mehr betrachten (der Leser moge ihn sich fiir jede Dimension dazu denken).

Bemerkung 3.2.4:
Man beachte die folgende subtile Tatsache im obigen Satz 3.2.2: Der polytopale Komplex F(P)\V(X)
stimmt zwar mit dem Rand eines (n —m)-Polytopes @, aber dies impliziert im allgemeinen nicht,
dass der affine Grundraum des Komplexes dieselbe Dimension hat wie (). Die Dimension des
Komplexes kann durchaus hoher sein; die obige Aussage bezieht sich allein auf die kombinatori-
sche Struktur von F(P)\V(X2) und F(9Q).

Um diese abstrakte Bemerkung zu verdeutlichen zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 3.2.5:
Geméf Beispiel 3.1.3, Abb. 7 besitzt ein 3—dim. Wiirfel ein spezielles 1-Simplex. Entfernt man die
beiden Ecken des Simplexes aus dem Komplex, so erkennt man, dass der Restkomplex zwar der
Rand eines (2-dim.) 6-Ecks ist, der Komplex aber nicht im R? liegt.

Die Bemerkung 3.2.4 motiviert die folgende Definition:

Definition 3.2.6:
Sei P ein Polytop mit speziellem Simplex 3 und Basispolytop @. Sei A der affine Grundraum des
Komplexes F(P)\V(X). Dann nennen wir P

(a) zAHM (engl.: meek), falls dim Q = dim A.

(b) wWiLD (engl.: wild), falls dim @ < dim.A und das zahme Polytop conv (V(Q) U V(X)) eine
andere kombinatorische Struktur aufweist als P?L.

Bemerkung 3.2.7:
Offenbar ist ein Polytop P mit speziellem Simplex 3 und Basispolytop @) genau dann zahm, wenn
der Schnitt der affinen Grundrédume von ¥ und @) aus einem einzigen Punkt besteht.
Ferner sind offensichtlich alle Polytope P mit speziellem Simplex zahm, deren Basispolytop @ ein
Simplex ist.

Fiir den Rest des Abschnittes 3.2 gehen wir davon aus, dass alle betrachteten Polytope mit
speziellen Simplizes zahm sind!

Bevor wir uns mit Hilfe von Satz 3.2.2 dem ersten Konstruktionsverfahren fiir Polytope aus
PS(’Z m) mit beliebig gew&hlten n,m widmen, folgern wir direkt zwei Korollare, mit denen wir
zeigen, dass PSZZJ) aus Bipyramiden besteht und anschliefend die niederdimensionalen Fille

PS4y, PS5 abhandeln.

IHintergrund ist, dass es in manchen Fillen méglich ist, Ecken von Q ein wenig aus dessen affinem Grund-
raum herauszuschieben, ohne dass sich die kombinatorische Struktur des resultierenden Polytopes von der von
conv (V(Q)U V(X)) unterscheidet. Da es uns aber lediglich um eine kombinatorische Klassifizierung und geometri-
sche Konstruierbarkeit geht, sind diese Sonderfille fiir uns irrelevant.
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Korollar 3.2.8:
Sei P ein n—dimensionales Polytop mit einem speziellen Simplex X. Dann gilt: Ist dim(X) =
1, so ist P eine Bipyramide, d. h. es gibt ein n — 1-dimensionales Polytop @ mit f—Vektor
(1, fgos -+ fqn_s»1), so dass fiir den f-Vektor fp := (1, fpy,-- - fpn_1,1) von P gilt:

foo = fao + 20 fpus =2 founs Vi€{l,...on =2} fo, = fo, +2- fo_y.
Anders ausgedriickt:

Vn € N: PS[ 4y = {bipyr @ | @ ist Polytop, dim(Q) =n — 1}.

Beweis:
Sei @ mit dim(Q) = n — 1 beliebig gewéhlt, V(X) = {vo,v1}. Sei Hg die Hyperebene, die Q
enthélt. 3 besteht als 1-Simplex aus zwei Ecken. Damit Bedingung (a) aus Satz 3.2.2 erfiillt ist,
muss je eine Ecke in H, (‘5 und in H liegen und die Ecken diirfen nicht (an @ vorbei) durch eine
Kante verbunden sein. Dies entspricht gerade einer Bipyramide mit @ als Grundseite.

|

Wir kénnen nun alle zahmen Polytope im niederdimensionalen Bereich, die spezielle Simplizes
enthalten, vollstindig klassifizieren:

Korollar 3.2.9:
Im R? enthalten genau alle (konvexen) Vierecke ein spezielles 1-Simplex.
Im R3 enthalten genau die Polytope mit f—Vektor (1,5,9,6,1) und (1,5,8,5,1) ein spezielles
2-Simplex und alle beliebigen Bipyramiden ein spezielles 1-Simplex. Formal ausgedriickt:

PS5y = {P| fr=(1,4,4,1)}
PSZ&Q) = {P| fp=(1,59,6,1)V fp=(1,5,8,5,1)}
PSg,l) = {P|fP:(15k+253k52kvl)akGNZB}

Beweis:

Die Aussagen iiber PS&LJ) und PSgJ) folgen durch einfaches Nachrechnen direkt aus vorigem
Korollar (wobei zu beachten ist, dass alle 2-dimensionalen Polytope f—Vektoren (1,k,%,1) mit
k > 3) haben.

Fiir PSZ’;Q) beachte man die Bedingungen aus Satz 3.2.2 und stelle fest, dass die Situation in
diesem Fall iiberschaubar ist: Es gibt genau eine Hyperebene, die ¥ enthélt und F(90Q) = F(P)\X
besteht lediglich aus zwei Ecken (wg. dim(Q) = 1). Demnach gibt es nur die Moglichkeit, dass der
Schnitt von @ und ¥ im Inneren von X oder auf einer 1-Seite von X liegt, was gerade den oben
genannten Fillen entspricht. Der Schnitt kann keine Ecke von ¥ sein, da diese sonst nicht mehr
in V(P) liegen wiirde und der Schnitt kann nicht leer sein, da ansonsten X kein spezielles Simplex
mehr wire.

|

Ein weiteres, weit interessanteres Phénomen, das aus Satz 3.2.2 folgt, ist, dass fiir alle n €
N, m € N, eine kanonische Einbettung

p: PS(Tl’m) — PSZZJFLerl)

existiert, die durch Pyramidenbildung beschrieben ist. Hieraus werden wir das erste Konstrukti-
onsverfahren fiir spezielle Simplizes herleiten:
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Korollar 3.2.10:
Sei P ein n—dimensionales Polytop (V(P) := {vo, ..., vp}) mit einem speziellen m—Simplex. Dann
enthilt dessen Pyramide pyr P C R™*! ein spezielles m + 1-Simplex.

Beweis:
Seien die Voraussetzungen wie im Satz angegeben und sei V(%) := {vg, ..., v, } und sei w die Ecke,
die als Spitze der Pyramide von P hinzugefiigt wird, d. h. es gelte

pyr P = conv V(P) U {w}.
Dann ist
¥ = conv V(2) U {w}

ein spezielles Simplex in pyr P, denn sei H' eine Hyperebene in R"*! mit ¥/ ¢ H’. Dann existiert
genau eine Hyperebene H von R™ mit

H=H NR",

fiir die insbesondere gilt ¥ C H. Da X spezielles Simplex von P ist, folgt nach Bedingung (a) aus
Satz 3.2.2:
Ji,j€{m+1,....,p}:v, € H  Nvj € H™

und somit, da {vpm+1,...,vp} C R™, nach Konstruktion von H':

Ji,je{m+1,...,p}:v; € H Av; € H™.
Somit ist fiir pyr P und ¥’ Bedingung (a) aus Satz 3.2.2 erfiillt; Bedingung (b) gilt trivialerweise.
Also ist ¥/ spezielles m + 1-Simplex von pyr P.

|

Wir folgern nun aus den Korollaren 3.2.8 und 3.2.10 das simple, erste Verfahren, um ein n—
dimensionales Polytop mit einem speziellen m—Simplex zu erzeugen:

Korollar 3.2.11:
Sei @ ein beliebiges Polytop der Dimension n — m. Dann ist
P := pyr pyr ---pyr bipyr @
—_—
m—1 Mal
ein n—dimensionales Polytop mit speziellem m—Simplex

Hiermit ist also die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage 1 bereits beantwortet; das gleiche
gilt zumindest teilweise fiir die Fragen 3 und 4 (vergl. S. 22f.). Ferner 14sst sich bereits festhalten:

e PS ist unendlich.

e Aber auch: Gibt es unendlich viele kombinatorisch verschiedene Polytope ) der Dimension
n—m (n € Nym € N.,,), so ist bereits PSEZ 1y unendlich.

Wir sind allerdings an dieser Stelle noch nicht am Ende, da wir die Fragen 2 und insbesondere
5 ebenfalls beantworten wollen. Dass hierfiir das Pyramidenverfahren noch nicht ausreicht, sehen
wir im néchsten Abschnitt.

Konvention:
Fiir die Zukunft vereinbaren wir fiir beliebige Polytope:
pyr;(P) := pyr pyr ---pyr P.
—_—
i Mal

Auflerdem setzen wir in Zukunft aus beweistechnischen Griinden stets 0.B.d.A. voraus, dass die
Spitze von pyr P die Koordinaten (0,...,0,1)7 hat.
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3.2.2 Das zweite Konstruktionsverfahren: Muscheln

Der Bereich der Polytope mit speziellen Simplizes ist (leider) nicht so simpel, dass man durch
Pyramidenbildung von Bipyramiden von beliebigen Polytopen ganz PS™ erhilt. Dies liegt daran,
dass bei einer n—dimensionalen Pyramide, die ein spezielles m—Simplex enthilt, offenbar stets eine
m — 1-Seite des speziellen Simplexes in der Grundseite der Pyramide liegt und somit nicht Teil des
Seitenverbandes des Pyramide selbst ist (man beachte hierbei, dass dieser Fall niederdimensional
nur bei speziellen 2-Simplizes auftauchen, da Ecken immer im Seitenverband liegen miissen) und
es Fille von Polytopen mit speziellem Simplex ¥ gibt, bei dem jedes Element des Randverban-
des von ¥ Element von F(P) ist; Beispiele sind die Bipyramide eines 2-Simplexes (d. i. der Fall
(1,5,9,6,1) aus Korollar 3.2.9, wobei hier das 2-Simplex das spezielle Simplex bildet, auf das es
uns ankommt) oder das Birkhoff-Polytop P5 der 3 x 3-Matrizen — ein 4-dimensionales Polytop mit
speziellem 2-Simplex, das vollstindig im Seitenverband enthalten ist (s. hierzu Abschnitt 5.2.2).
Es muss also ein weiteres Verfahren geben, Polytope mit speziellen Simplizes zu erzeugen, bei dem
die besagte Problematik nicht auftaucht. Die Idee fiir dieses Verfahren ist simpel:

Nehmen wir an, wir hitten ein n—dimensionales Polytop P mit einem speziellen m—Simplex ¥,
gegeben. Dann bilden wir die Pyramide von P und verschieben Y, aus der Grundseite heraus
in die neu hinzugenommene Dimension hinein und zwar auf der der Spitze der Pyramide (bzgl.
der Grundseite) entgegengesetzten Seite. Wir definieren dieses neue Verfahren, das wir als Mu-
schelbildungsverfahren bezeichnen wollen?, zunichst formal. Im Anschluss beschreiben wir die
kombinatorische Struktur der durch dieses Verfahren entstehenden Polytope und diskutieren das
Verhiiltnis der beiden Verfahren zueinander.

Satz und Definition 3.2.12:
Sei @ ein g—dimensionales Polytop. Dann definieren wir die i—te MUSCHEL von @, kurz: shell;(Q),
rekursiv auf folgende Art und Weise:

shellp(Q) == Q, Yo:=10
shelly (Q) := bipyr Q, X := conv V(bipyr Q)\V(Q),

wobei die Spitzen der Bipyramide (0, ...,0,+1)7 seien, und

Eingabe: shell;(Q) C R (i > 1) eines Polytopes @ mit speziellem Simplex ;.
Ausgabe: shell;11(Q) mit speziellem Simplex ¥;11

Bette shell;(Q) in R+ ein;

w <« (0,...,0,1)7;

A={v+(—w+v) |veV(E)};

Yit1 < conv AU {w};

shell;+1(Q) « conv V(Q)U AU {w};

return (shelli11(Q),Xit+1);

S Gtk W N -

Wir vereinbaren auflerdem die Notation:
Vi € N : shell;11(Q) := shell shell;(Q).

Die i—te Muschel shell;(Q) eines Polytopes @ enthélt (wie in der Konstruktion bereits implizit
verwendet) stets ein spezielles i—Simplex ¥; und es gilt:

VF € .7:(621) F e f(shelll(Q)),

d. h. alle Elemente des Randes von 3; sind Elemente des Seitenkomplexes der i—ten Muschel von
Q.

2Die Namensgebung hat einen anschaulichen Hintergrund: Geht man von einem Polytop @ aus, von dem die
i—te Muschel gebildet wird, so kann man das geometrische Resultat so interpretieren, dass @ das Innere (den
Weichkérper) einer Muschel darstellt, um das durch ¥ eine Muschelschale in ¢ neuen Dimensionen aufgespannt
wird, da der Schnitt von ¥ und @ tatséchlich ein Punkt im Inneren von ¥ ist. D. h. der Weichkérper @ liegt (im
Gegensatz zur Pyramide) tatséchlich in der Schale. Die Seiten von @, die im Rand der i-ten Muschel liegen, kann
man als die Offnung, an der die beiden Muschelschalen aufeinandertreffen, interpretieren.
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Beweis:
Wir iibernehmen die Bezeichnung aus dem Satz und zeigen zunéchst durch vollsténdige Induktion
iiber ¢, dass fiir jedes beliebige Polytop @ die i—te Muschel shell;(Q) ein spezielles Simplex ¥; (mit
3; wie in der Konstruktion) enthilt.
Fiir ¢+ = 1 folgt die Behauptung direkt aus der Definition und Korollar 3.2.8. Nehmen wir also an,
wir hitten die Behauptung fiir shell;(Q) gezeigt und betrachten shell;1(Q): Da nach Induktions-
voraussetzung shell; (Q) ein spezielles i—Simplex ¥; enthilt folgt geméf Korollar 3.2.10, dass

pyr shell;(Q)

ein spezielles ¢+ 1-Simplex ¥, enthélt. Wir setzen (0.B.d.A. — vergl. die Konvention nach 3.2.11
sowie 3.2.12)

V(Zig1) :==A{w,v1,..., 011} und V(Epp ) := {w, v}, ..., 0/}

Da nach Konstruktion gilt, dass die Ecken von shell;11(Q) und pyr shell;(Q) bis auf die der
speziellen Simplizes iibereinstimmen, muss, da pyr shell;(Q) Bedingung (b) aus Satz 3.2.2 erfiillt,
diese Bedingung auch fiir shell; 11 (Q) erfiillt sein. Auflerdem reicht es demnach fiir Bedingung (a)
zu zeigen, dass fiir jede Hyperebene H gilt:

(*1) Epyr (Q) CH< Ei-i-l(Q) - Ha

da jede Hyperebene, die X,y (Q) enthilt, Bedingung (a) (aus Satz 3.2.2) erfiillt. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, der Ursprung liege in %; (X; ist n. V. spezielles Simplex und liegt somit im
Inneren von shell;(Q) D Q). Wir definieren eine beliebige Hyperebene H D X, durch

H := aff span {w, v}, ..., {41, u1,...,uq}
fiir {u1,...,u,} C RT4F! beliebig. Dann folgt aber, da nach Konstruktion gilt
Vie{l,...,i+1} v =0+ (v, — w),

dass
Ei-{-l C H.

Die Umkehrung funktioniert analog. Also erfiillt 3,1, beide Bedingungen aus Satz 3.2.2 und ist
somit ein spezielles Simplex.

Es bleibt zu zeigen, dass alle Elemente aus F(9%;11) Elemente aus F(shell; 1 (Q)) sind. Wir zeigen
die Behauptung wieder durch vollstdndige Induktion nach der Dimension i. Der Induktionsanfang
ist wegen

shell; (Q) = bipyr @

trivial. Nehmen wir an, wir hiitten die Behauptung fiir shell;(Q)) gezeigt und vollziehen den Schritt
von ¢ nach 7 + 1.
Sei F' € F(0%;4+1) beliebig. Offenbar reicht es nachzuweisen, dass nach unserer Konstruktion gilt

FnQ=10,

d.h. F verlduft in R? an @ vorbei; in diesem Fall miisste F' bei Bildung der konvexen Hiille aus
Yi+1 und @ Element von F(shell;11(Q)) sein. Hierfiir wiederum reicht es zu zeigen, dass

(x2)  F Nshell;(Q) = G € F(dshel;(Q)) mit V(G) C V(X;),

da @Q C shell;(Q) und bei der Bildung von shell; 1 (Q) alle Ecken aus X; aus R?"* herausgeschoben
werden und dabei auch alle Elemente aus F(shell;(Q)), die nur Ecken aus ¥; enthalten, eliminiert
werden, da ¥; spezielles Simplex ist.

Wir kénnen zun#chst 0.B.d.A annehmen, dass w € F, da ansonsten alle in F' enthaltenen Ecken
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als letzte Koordinate —1 héitten und dies somit fiir alle Punkte aus F' gelten wiirde, alle Punkte
aus shell;(Q) C R4 jedoch in R4 als letzte Koordinate 0 haben. Nehmen wir also an, es gelte

F = conv {w,vp,...,vp.} mit {ve,...,v5} CV(Z41).

Demnach gilt fiir jeden Punkt x € F":

T Def. vp,
r = w—l—Z)\j(vpj—w)mit Z)\jgl @Fﬂ
j=1 j=1
r = w—l—Z)\j((v}?j + (v, —w)) — w) mit Z)\j <l&
j=1 j=1
r = w-|(1-2 Z)\j +2~Z)\jv}; mit Z)\3<1
j=1 j=1 j=1

Da alle
’Ule S V(EZ),

und damit insbesondere als letzte Koordinate 0 haben, folgt also
x € FNRY @ix _1
j=1 T2

In diesem Fall gilt jedoch

|
—

T T
— . ! 3 .
T = g AjUF, mit g Aj
Jj=1 Jj=1

d. h. alle Elemente aus F, die in R?*? liegen, sind eine Konvexkombination von Ecken aus 3; und
liegen, da >7_; A; = 1, in 9%;. Somit gilt

(¥3) Vz € F:z R =z c F(0%;).
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt
(%4) z € F(0%;) = x € F(Oshell;(Q)).
(#3) und (*4) zusammen ergeben jedoch gerade (*2), was zu zeigen war.
O

Um die recht technische Konstruktion von Muscheln und den ebenfalls technischen Beweis des
vorigen Satzes etwas anschaulicher zu gestalten, betrachten wir das folgende, einfachste Beispiel
fiir die Konstruktion einer Muschel.

Beispiel 3.2.13:

Wir betrachten das Polytop @ := conv {1, —1} mit bipyr @ = conv {((1)), (_01), (?), (fl)} und

mochten shell (bipyr @) berechnen. Dann wird geméfl des Muschelverfahrens bipyr @ zuniichst zu
pyr (bipyr @) mit

1 -1 0 0 0
pyr (bipyr @) = conv 0 1, 0 A0 11,0 -1 1,10 ,
0 0 0 0 1
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und anschliefend werden, damit die Pyramide zur Muschel wird, die beiden Ecken des speziellen
Simplexes in der Pyramide, die nicht die Spitze (0,0, 1) darstellen (das sind (0,1,0)7, (0, —1,0)T)
um den Vektor von der Spitze zur jeweiligen Ecke verschoben. Damit ergibt sich

1 -1 0 0 0 0 0
shell (bipyr Q) = conv 0 1, 0 1 ]+ 1 0 -1 |J+{ -1 ],]10
0 0 0 -1 0 -1 1

1 -1 0 0 0

= conv 01, 0 , 2 1 —2 1,1 0

0 0 -1 -1 1

Abbildung 10: Um die Muschel von bipyr @ zu bilden, wird zunéchst die Pyramide konstruiert
(linkes Bild) und anschlieBend werden die Ecken des speziellen Simplexes von pyr (bipyr @), die
nicht die Spitze der Pyramide sind, um den Vektor von der Spitze bis zur jeweiligen Ecke in den
negativen Halbraum der Stiitzhyperebene der Grundseite verschoben (angedeutet durch die blauen
Pfeile). Das Resultat shell (bipyr @) ist auf dem rechten Bild zu erkennen.

Der naheliegende néchste Schritt, besteht darin, die kombinatorische Struktur von Muscheln
zu klédren; d. h. wir miissen den f—Vektor der i—ten Muschel eines beliebigen Polytopes angeben
konnen. Hierbei hilft uns die Aussage, dass (fiir ein beliebiges Polytop @) jedes Element aus
F(0%;) auch Teil von F(shell;(Q)) ist, denn diese kann (wie im Beweis bereits zu sehen war) auch
so aufgefasst werden, dass kein Element aus F(9%;) im Inneren von @ liegt (und umgekehrt). Dies
bedeutet anschaulich, dass (fiir jedes j € 1 < i + dim(Q)) die j—Seiten des Seitenverbandes von
shell;(Q) alle kombinatorisch zusammensetzbaren aus den Verbénden F(9%;) und F(9Q) sind.
Préziser beschrieben wird dies durch den folgenden Satz:

Satz 3.2.14:
Sei @ ein g—dimensionales Polytop mit f—Vektor

fQ = (]‘7fQO7fQ17"'7qu—171)

Dann ist der f-Vektor fqnen, (@) der i-ten Muschel von @ definiert durch

. . 1+ 1
Vi €4{0,...,q+ i} fonen(@); = Z fau ( )

klik+l=5—1 I+1
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Beweis:

Seien Ay, und Ag die 3; und @ zu Grunde liegenden affinen Rédume. Aus Satz und Definition
3.2.12 wissen wir, dass diese sich lediglich in einem Punkt schneiden, der nicht auf dem Rand von
¥, liegt und alle Elemente aus F(93%;) in F(shell;(Q)) liegen. Da ¥; spezielles Simplex ist, folgt
sofort aus der Bedingung (b) aus Satz 3.2.2, dass alle Elemente aus F(0Q) ebenfalls in F(shell;(Q))
liegen. Somit bildet jedes Paar aus einer k—Seite von F(9%;) und einer [-Seite von F(9Q) eine
k + 1+ 1-Seite von F(shell;(Q)). Da die Anzahl der [-Seiten eines i—Simplexes (;ﬁ) ist, folgt die
Behauptung.

|

Aus vorherigem Satz und Definition 2.6.1 erhalten wir sofort:

Korollar 3.2.15:
Sei P = shell;(Q) (¢ € N) mit speziellem Simplex 3. Dann gilt:

F(OP) ist isomorph zu F(OX) * F(0Q).

Da wir wissen, dass fiir beliebige Polytope @
Vi € N5 g : pyr;bipyr @ und shell;(Q) (= shell;_ (bipyr Q))

ein spezielles Simplex enthalten und einerseits somit insbesondere auch

(*1) pyr (shell (bipyr Q))

ein spezielles Simplex enthélt, andererseits die beiden Spitzen der Bipyramide bei der Pyramiden-
bildung nicht bewegt werden, stellt sich die Frage, was passiert, wenn wir nach (evtl.) mehrfacher
Pyramidenbildung das Muschelverfahren auf die Spitzen (der Bipyramide) anwenden. Auch wenn
es sich natiirlich bei pyr;(bipyr Q) mit ¢ € N>; um keine Bipyramide und es somit formal um eine
Erweiterung der Definition im Sinne von 3.2.12 handelt , schreiben wir hierfiir schlicht

(*2) shell (pyr (bipyr Q)).

Die Beziehung von (1) und (*3) zueinander (und damit auch die Beziehung von Pyramiden und
Muscheln zueinander) regelt der folgende Satz:

Satz 3.2.16:
Sei @ ein beliebiges Polytop. Dann ist

pyr (shell (bipyr Q))

isomorph zu
shell (pyr (bipyr Q)).

Dementsprechend gilt fiir i—fache Anwendung von pyr und j—fache Anwendung von shell auf
bipyr @ in beliebiger Reihenfolge, dass das Resultat isomorph ist zu

pyr; (shell; (bipyr @)).

Beweis:
Offenbar reicht es, den ersten Teil der Behauptung zu beweisen. Wir zeigen die Behauptung indem
wir nachweisen, dass nach Anwendung von pyr und shell auf bipyr @ in beliebiger Reihenfolge
die resultierende V-Darstellung des entstehenden Polytopes isomorph ist. Sei

V(Q) == {v1,...,v4}
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Dann gilt

V(bipyr Q) =

V(pyr bipyr Q) =

V(shell pyr bipyr Q) =

U1

U1

o

Vg

o

-1

—_ o O .-

Auf der anderen Seite gilt fiir umgekehrtes Vorgehen ausgehend von bipyr @:

V(shell,(Q)) =

V(pyr shelly(Q)) =

Vertauscht man die letzten beiden Dimensionen, stimmen die beiden V-Darstellungen offenbar

iiberein.

3.2.3 Das Theorem zur vollstindigen Klassifikation zahmer Polytope

Nachdem wir nun das Verhiltnis von Muscheln und Pyramiden (von Bipyramiden) von Polytopen
zueinander diskutiert haben, bleibt zu kléiren, ob es weitere zahme Polytope mit speziellem Simplex
gibt, die durch diese beiden Konstruktionen noch nicht erfasst wurden. Dass dem nicht so ist,
folgt aus dem folgenden, abschliefenden Klassifikationstheorem, durch das sdmtliche Fragen 1 bis

U1

U1

0
0
0

o

0

0

2
-1

0

5 (Vergl. S. 22f.) fiir zahme Polytope beantwortet werden:

Theorem 3.2.17:

Sei P ein zahmes n—dimensionales Polytop mit speziellem m—Simplex Y. Dann gibt es ein g :=
n — m dimensionales Polytop @, so dass

Ji,j€N:i+j=m—1A P = pyr, (shell;(bipyr Q)).

Anders ausgedriickt:
Vn,m e N: PS"

(nym) =

{P|34,7eN,3Q:i+j=m—1Adim(Q) =n—mA P = pyr, (shell;(bipyr Q))}.
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Beweis:
Wir wissen bereits aus Bedingung (b) von Satz 3.2.2, dass alle Elemente aus F(Q) Elemente von
F(P) sind und dim(XNQ) = 0 (aufgrund von dim(Q) + dim(X) = dim(P)). Wir wissen aulerdem
als Resultat aus Korollar 3.2.15, dass wir uns genau dann, wenn auch alle Elemente aus F(9X) in
F(P) liegen, in der Situation

P = shell,,—1 (bipyr Q) = shell,,(Q)

befinden und wir wissen geméfi der Konstruktion einer Pyramide, dass wir uns, falls eine i—
Seite F' (mit V(F) := {vp,,...,vr.}) nicht Element von F(P) ist und damit auch (aufgrund der
daraus resultierenden affinen Abhingigkeit von V(F') und V(Q)) alle i+ 1,...,m — 1-Seiten (also
1,1+ 1,...,m — 1-Simplizes), die V(F') enthalten, nicht Element von F(P) sind, in der Situation

(¥1) P = pyr; (shell,_i(Q))

befinden.

Wir zeigen nun, dass es keine weiteren Fille geben kann: Nehmen wir an, es gébe eine weitere
i'—Seite G von ¥ (mit V(G) := {vg,,.-.,vG.}), die neben F ebenfalls nicht in F(P) ldge und
es gibe kein ¢, so dass wir uns in der Situation (*1) befinden. Dann folgt sofort aufgrund der
Tatsache, dass V(Q) und V(G) sowie V(Q) und V(F') affin abhéngig sind, dass

V(Q) und V(F) N V(G)

affin abhéingig sind. Etwas bildlicher kann man sich dies folgendermafien verdeutlichen: Nehmen
wir an, eine Seite (die Grundseite) von P = pyr; (shell;—;(Q)) enthélt Q und F € X sowie G € &
im Inneren (d. h. Q, F, G ¢ F(P)). Dann liegt offensichtlich auch GNF im Inneren der Grundseite,
d.h. GNF ¢ F(P).

Wir kénnen 0.B.d.A davon ausgehen, der Schnitt enthalte mindestens zwei Ecken von ¥, denn
andernfalls wire eine oder sogar alle Ecken von ¥ affin abhéingig von V(Q), was aber nicht sein
kann, da alle Ecken von ¥ in F(P) liegen miissen, weil ¥ ein spezielles Simplex von P ist. In
diesem Fall bildet der Schnitt von V(F) und V(G) die Eckenmenge einer i”’—Seite (mit ¢/ > 1)
von ¥; diese liegt nicht in F(P) und damit liegen auch alle i + 1,...,m — 1-Seiten von X, die
V(G) N V(F) enthalten, nicht in F(P). Dies entspricht jedoch gerade der Situation

P =pyr i’ (shell;—i» (Q))

im Widerspruch zu unserer Annahme.

3.3 Ausblick fiir wilde Polytope mit speziellen Simplizes

In Bemerkung 3.2.4, Beispiel 3.2.5 und Definition 3.2.6 in Abschnitt 3.2.1 haben wir die Unter-
scheidung zwischen zahmen und wilden Polytopen mit speziellen Simplizes eingefithrt und die
Notwendigkeit dieser Unterscheidung am Beispiel des 3—Wiirfels demonstriert. Nachdem wir im
vorherigen Abschnitt die zahmen Polytope vollstéindig klassifiziert haben und gezeigt haben, wie
sich diese geometrisch konstruieren lassen, stellen sich dieselben Frage bzgl. wilden Polytopen (man
vergl. hierzu die Fragen auf Seite 22, die wir fiir zahme Polytope vollstiindig beantwortet haben).
Da ein analoges Programm fiir wilde Polytope jedoch definitiv den Umfang sowie den zeitlichen
Rahmen dieser Arbeit bei weitem sprengen wiirde, beschrinken wir uns auf einige wenige generel-
le Uberlegungen hinsichtlich der Strategie eines solchen Programmes und beweisen, dass auf der
Menge aller Polytope mit speziellen Simplizes PS (und damit insbesondere der wilden PS™) die
riickwiirtige lexikographische Triangulierung als eine Aquivalenzrelation operiert, bei der die Ver-
treter der Aquivalenzklassen in kanonischer Weise durch die k-te Muschel zu einem bestimmten

38



3 SPEZIELLE SIMPLIZES

Basispolytop @ gegeben ist.

Eine sinnvolle Strategie zur Klassifizierung von wilden Polytopen kénnte meiner Einschétzung
nach sein, zunéchst zu untersuchen welche wilden Polytope sich aus einem gegebenen zahmen
Polytop P mit Basispolytop @ und speziellem Simplex ¥ dadurch erzeugen lassen, dass man
sukzessive Ecken aus V(Q) aus dem affinen Grundraum von ) herausschiebt. Hierbei scheint der
Fall PS5 1) einigermafien iiberschaubar zu sein. Ein néchster Schritt konnte in der Betrachtung
der Fille PS(, ,_2) und PS(, ) bestehen, die einerseits iibersichtlich genug sein kénnten, um
vollstéandig verstanden zu werden, andererseits mit etwas Gliick bereits geniigend Einblick in die
Gesamtstruktur von PS* mit sich bringen, um den allgemeinen Fall PS(,, 1) ebenfalls untersuchen
zu konnen. Vollig offen bleibt hierbei natiirlich die Frage, ob es wilde Polytope mit speziellen
Simplizes geben kann, die sich nicht in oben beschriebener Weise aus zahmen Polytopen erzeugen
lassen. Mit anderen Worten: Ob es wilde Polytope gibt, deren Randverband andere Elemente aus
Randverband des zugehorigen speziellen Simplexes enthélt, als dies fiir zahme Polytope der Fall
sein kann (vergl. Theorem 3.2.17). Geht man davon aus, dass es solche anderen wilden Polytope
nicht geben kann (oder beschrénkt sich schlicht auf solche, die sich auf zahmen durch Verschieben
von Ecken konstruieren lassen), ldsst sich das folgende wichtige, fundamentale Lemma festhalten:

Lemma 3.3.1:
Seien P € PS™(Q)(n,kxy und P € PS"Y(Q)(n,k) ein zahmes bzw. wildes Polyop der Dim. n mit
speziellem k—Simplex ¥ und Basispolytop Q, fiir die gelte:

(%1) VF € F(OX): F € F(P) & F € F(P'),
d.h. fiir die dieselben Seiten von ¥ in ihrem Seitenverband liegen. Dann gilt:

V&' e F(P)3Gh,....Gse F(P): & = U, G
= conv J_, V(Gy)

Beweis:
Offenbar reicht es, die Aussage fiir Facetten zu zeigen. Geméfl Theorem 3.2.17 gilt

P = pyr, (shell; (bipyr @))
und somit hat jede Facette F' in F(P) die Form

F = conv (V(G) UV(S))
wobei G eine Facette von @ und S eine Facette aus F(9%) ist. Wir betrachten die Facetten aus
F(P’), die genau die Ecken V(S5) aus V(X) enthalten: Sei F’ eine solche und V(G') := V(F")\V(S9).

Seien G, ..., G, die Facetten von @, aus denen V(G’) Ecken enthilt, die keine Seite der jeweiligen
Facette bilden. D. h. es gilt fiir alle ¢ € {1,...,s}:

V(G NV(G:) ¢ FIQ\{G:i}
wobei 0 € F(Q). Es bleibt zu zeigen, dass
V(G') = V(G1) UV(Gy).
Nehmen wir an, es giibe vy, ..., v, € V(Gy) mit vy, ..., v & V(G'). Da Q Basispolytop von P’ ist,

muss aber insbesondere gelten, dass G; € F(P’). Somit kénnen vy, ..., v hochstens eine Seite von
G; bilden, was wir bereits ausgeschlossen haben.
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Lemma 3.3.2:
Sei @ ein Polytop der Dimension n —m und P € PS™(Q)(,,m) (mit spez. Simplex X). Dann gilt
fiir alle P’ € PS™(Q)(nm):
AT(P) = AT(P’),

wobei 7 := (vp,...,v9) und V() = (vo, ..., Um).
Aufgrund des induktiven Beweises von Athanasiadis Lemma 3.1.7 wissen wir, dass
A (P) = A0 (0Q) % 2.

Wir geben zunichst unter Riickgriff auf Abschnitt 3.2 eine konstruktive Argumentation fiir diese
Aussage, um im Detail nachvollziehen zu kénnen, was wihrend der RLT mit P passiert. Wir tun
dies hier in aller Ausfiihrlichkeit, da wir diese Uberlegungen ohnehin spéter fiir die Veranschau-
lichung des Beweises von Athanasiadis’ Haupttheorem 5.1.1 in Abschnitt 4.2 benétigen (vergl.
Punkt (x2) auf S. 47):

Beweis:
Gemiéf} unseres Theorems 3.2.17 wissen wir, dass ein P ein Basispolytop @ besitzt, so dass

Ji,j € N:i+j=m—2A P = pyr; (shell;(bipyr Q)) .

Man beachte fiir die Triangulierung nun die Reihenfolge 7 der Ecken: Es werden zunichst die
Ecken des speziellen Simplexes ¥ durchlaufen. Wirft man einen Blick auf die Definition 2.3.2 der
riickwiirtigen lexikographischen Triangulierung (oder wahlweise auch Definition 2.3.4), so erkennt
man leicht, dass stets alle (evtl. in F(P) nicht vorhandenen) Seiten von ¥ eingefiigt werden. D.h.
wir kénnen nach Abschnitt 3.2 0.B.d.A. davon ausgehen, dass

P = shell,,_1(Q) (K‘“ém F(OP) = F(OQ) ]-"(82)) .

Zweitens ist sofort ersichtlich, dass ¥ selbst bei der Triangulierung eingefiigt wird: Bei der Be-
trachtung von v ist die einzige maximale Seite P selbst, d. h. es werden alle Facetten von P
betrachtet, die v; nicht enthalten und (verwendet man die pulling triangulation; fiir RLT verlduft
das Argument fast analog) die konvexen Hiillen aller Seiten dieser Facetten mit v; gebildet. Jede
Facette, die v; nicht enthélt, enthélt aber per definitionem die Ecken vs, . .., v,,. Also wird bei der
Triangulierung conv {vy,...,v,} = X eingefiigt.

Drittens kann man leicht erkennen, dass bei A, (P) immer A, (F(0Q)) mit der durch 7 induzier-
ten Ordnung 7" zustande kommt, da nach Satz 3.2.2 @ vollstindig im Rand von P liegt, somit
F(P)\X = F(0Q) ist und beim Durchlaufen von V(¥) wihrend der Triangulierung keine Seiten
in Elementen aus F(0Q) eingefiigt werden konnen. Also konnen wir davon ausgehen, dass wir
0.B.d.A. bereits in der Situation

F(OP) = (A (F(9Q)) * F(9%)).

Wir merken uns auflerdem, dass nach der Triangulierung ¥ € A, (F(P)) gilt (dies wurde der
Ubersichtlichkeit halber in obiger Zeile nicht eingefiigt). Fingt man an dieser Stelle an zu trian-
gulieren (hier ist die pulling triangulation wieder anschaulicher), so besteht jede Facette von P
aus m — 1 Ecken aus V(X) und n — m — 1 Ecken aus V(Q), deren Vereinigung affin unabhingig
sind. Nun werden alle Ecken von ¥ durchlaufen und es werden (gemé8 Definition 2.3.4) jeweils
die folgenden konvexen Hiillen (mit allen zugehérigen Seiten) gebildet:

conv {v; U (V(E)\v;) U{wj,,...,wj,_.. . }}

AT (F(0Q))
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Da ganz F(0Q) und somit auch A/ (F(0Q)) in F(IP) liegt, werden hierbei auch tatséchlich alle
n—m — 1 eckigen Seiten von A,/ (F(9Q)) ausgewihlt (da jede davon in mindestens einer Facette
liegt). Somit ergibt sich:

AL (P) = U conv {Z U A} P2 ww AL(F(0Q)).
AeN L (F(8Q)),#V(A)=n—m—1

Dies bedeutet noch einmal zusammengefasst: Die gewdhlte Reihenfolge der riickwértigen lexiko-
graphischen Triangulierung von P bewirkt, dass hier nichts anderes passiert als zunéchst eine
riickwértige lexikographische Triangulierung von F(9Q) zu machen und dann mit jedem Element
aus dieser Triangulierung die konvexe Hiille mit ¥ zu bilden (was in diesem Fall der simplizialen
Vereinigung entspricht, da 3 lediglich eine maximale Seite hat). Wir kénnen also A, (P) als eine
simpliziale ¥—-Aufdickung von A,/ (F(9Q)) interpretieren.

Betrachten wir nun P’ € PS"(Q)(,,m): Mit analoger Argumentation wie bei P kénnen wir
0.B.d.A davon ausgehen, dass zum ersten F(X) C F(P) und zum zweiten F(A,(0Q)) C F(P).
Damit sind insbesondere auch die Voraussetzungen fiir Lemma 3.3.1 erfiillt und es gilt

VG € F(P)3Gy,....Goe F(P): &' = U, G
= conv J_, V(G))

und es muss zusétzlich gelten, dass alle GG; Simplizes sind. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass
durch die Triangulierung diejenigen Seiten, die in F(P), aber nicht in F(P’) liegen, némlich die
Schnitte der jeweiligen G;, bei der RLT ebenfalls wieder eingefiigt werden und dies keinen Einfluss
auf die iibrigen, neu einzufiigenden Seiten hat.

Wir betrachten hierzu wieder die pulling triangulation: Sei F' eine k—Seite, die in F(P), aber nicht
in F(P’) liegt. Damit ist ' der Schnitt von n—k (n—1)-Simplizes S1, ..., Sn—k sein, die jede fiir sich
eine Facette von F(P) sind. Dementsprechend muss F selbst ein Simplex sein. Aufgrund des Lem-
mas miissen S, . .., S, _ auBlerdem gemeinsam eine Facette S’ von F(P’) bilden, was insbesondere
impliziert, dass die S; hinsichtlich der Ecken aus ¥ iibereinstimmen miissen (sonst enthielte S alle
Ecken aus ¥ und P’ somit kein spezielles Simplex). Seien {vo, ..., vm }\{v:} und vpmt1, ..., Um4
die Ecken von F, die in ¥ bzw. @ liegen (und somit conv {vpy41,. .., Umii} € F(P')). Wir be-
trachten die erste Ecke aus S’, die im Zuge der RLT bzgl. 7 von F(P’) S als maximale Seite
betrachtet (0.B.d.A.: v1) und somit in den negativen Halbraum der Stiitzhyperebene von S ver-
schoben wird: Die Verschiebung hat insbesondere zur Folge, dass die verschiedenen Seiten von

Q, die in S’ lagen, nicht linger in einer gemeinsamen Hyperebene mit {vo,. .., v, }\{v;} liegen,
was wiederum impliziert, dass durch die auf die Verschiebung folgende konvexe Hiille-Bildung die
Simplizes Si, ..., Sh—k erneut entstehen und somit auch F' als deren Schnitt.

0O

Korollar 3.3.3:
Seien P, P’ zwei Polytope mit speziellen Simplizes. Dann ist die durch

P~ P s A (P)=A(P)
(mit 7 wie oben) definierte Relation ~ eine Aquivalenzrelation auf P.S. Insbesondere gilt fiir alle

P e PSw(Q)(n,m):
P’ ~ shell,,(Q).
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3.4 Explizite Klassifikation von PS}* bis PS"

Wir wollen nun die zahmen Polytope niedriger Dimensionen mit speziellem Simplex noch einmal
explizit unter Verwendung aller Resultate sauber klassifizieren. Da P.S; trivial ist, starten wir mit
PS5 und gehen bis PSE*, wobei wir hier nur noch Teilklassifizierungen vornehmen. Es sei stets P
das Polytop mit speziellem Simplex 3 und @ das zu Grunde liegende Polytop, von dem Pyramiden
und / oder Muscheln gebildet werden.

Dimension 2: PS,

e PSp1y—dim@ =1,dimY = 1:

fo=1(1,2,1)
= P = bipyr @
= fr=1(1,4,41).

Dimension 3: PS3"

° PS&IQ) —dim@ =1, dmX = 2:

fo= (1a271)
= P =shell bipyr @ P = pyr bipyr @
= fP:(175597651) fP:(155785571)

° PS("?ZJ) —dim@ =2, dmX = 1:

fQ:(17kak71)a kZS
= P = bipyr @
= fr=(1,k+23k 2k 1)

Interessant ist es an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass man fiir £ = 3 im unteren Fall ebenfalls
(1,5,9,6,4) als f—Vektor erhiilt; dieses Polytop enthiilt also sowohl ein spezielles 1— als auch ein
spezielles 2-Simplex. Allgemein kénnte es eine interessante Frage darstellen (die wir allerdings nicht
behandeln), welche Bedingungen explizit gegeben sein miissen, damit ein Polytop ein spezielles i—
und ein spezielles j—Simplex enthélt.

Dimension 4: PS}®
. PS(TZB) —dim@ =1, dm¥ = 3:
fo=(01,2,1)
= P =shelly(bipyr Q) P = pyr shell bipyr @ P = pyr,(bipyr @)
= fp=(1,6,15,18,9,1) fp=1(1,6,14,15,7,1) fp=(1,6,13,13,6,1)
° PS&Q) —dim@ =2, dmX = 2:
fQ:(lvkakvl)a k23

= P = shell bipyr @ P = pyr bipyr @
= fp=(1,k+3,4k+3,6k,3k,1) fp=(1,k+3,4k+2,5k,2k+1,1)
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. PS&LJ) —dim@ = 3, dim¥ = 1: Wir werden (und konnen) lediglich den Fall betrachten,
dass @ ein 0/1-Polytop ist. In diesem Fall ergibt sich:

fo=1(1,4,6,4,1) fo=1(1,5,8,5,1) fo=1(1,5,9,6,1)

= P = bipyr Q

= fp=(1,6,14,16,8,1) fp=1(1,7,18,21,10,1) fp=(1,7,19,24,12,1)
fo=1(1,6,9,5,1) fo=(1,6,11,7,1) fo=1(1,6,12,8,1)

= P = bipyr @

= fp=1(1,821,23,10,1) fp=(1,8,23,29,14,1) fp=(1,8,24,32,16,1)
fo=1(1,7,12,7,1) fo=1(1,8,12,6,1)

= P = bipyr @

= fp=1(1,9,26,31,14,1) fp = (1,10,28,30,12,1)

Dimension 5: PSt"

° PS("g,l) —dim@ =1, dm¥ = 4:

fo=(1,2,1)

P = shells(bipyr @) P = pyr shelly(bipyr Q)

=
= fp=(1,7,2560,75,351) fp=(1,7,21,33,27,10,1)

P = pyry(shell bipyr Q) P = pyr;(bipyr Q)
= fp=1(1,7,20,29,22,8,1) fp=(1,7,19,26,19,7,1)
° PSE’;_Q) —dim@ =2, dimX = 3:

fo= 1k k1), k=3

= P = shelly(bipyr Q) P = pyr shell bipyr @
= fp=(1,k+4,5k+ 6,10k + 4, 10k, 4k, 1) fp=(1,k+ 4,5k + 6,10k + 3,9k, 3k + 1,1)
fo=(1,k k1), k>3
= P = pyr,(bipyr Q)
= fp=(1k+4,5k+50k+27k+1,2k+21)
* PSE s — dim@ = 3, dim¥ = 2: Auch hier werden (und konnen) wir lediglich den Fall

betrachten, dass @ ein 0/1-Polytop ist. In diesem Fall ergibt sich:
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4 4 4 4 4 4

4

=
=

fQ = (17456745 1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,7,20,30,24,9,1) fo=1(1,7,21,34,30,12,1)

fo=1(1,5,8,5,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,8,25,39,31,11,1) fo =(1,8,26,44,39,15,1)

fo=1(1,5,9,6,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,8,26,43,36,13,1) fo =(1,8,27,49,45,18,1)

fo =1(1,6,9,5,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,9,29,44,33,11,1) fo =(1,9,30,50,42,15,1)

fo=1(1,6,11,7,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,9,31,52,43,15,1)  fo =(1,9,32,58,54,21,1)

fo=1(1,6,12,8,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,9,32,56,48,17,1)  fo =(1,9,33,2,60,24,1)

fo=1(1,7,12,7,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo =1(1,10,35,57,45,15,1) fo = (1,10,36,64,57,21,1)

fo=1(1,8,12,6,1)
P = pyr bipyr @ P = shell bipyr @
fo=1(1,11,38,58,42,13,1) fo = (1,11,39,66,54,18,1)

) PSg_4) —dim @ =4, dim ¥ = 1: Behandeln wir aufgrund der Beliebigkeit von ) nicht mehr.
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4 Ehrhart Polynome

In diesem Kapitel werden wir uns mit Ehrhart Polynomen (und den zugehorigen Ehrhart—Reihen)
beschéftigen. Diese Polynome tauchen in natiirlicher Weise auf, wenn man n—dimensionale, ganz-
zahlige Polytope mit dem Z" schneidet und danach das Polytop sukzessive mit ganzzahligen Ska-
laren streckt: Die jeweilige Anzahl der ganzzahligen Punkte des Polytopes wird dann, wie Ehrhart
erstmals zeigen konnte, durch ein Polynom mit dem Skalar als Variable beschrieben.
Unangenehmerweise ist im Allgemeinen nichts {iber die Koeffizienten des Polynoms bekannt. Aller-
dings gelang es Stanley zu zeigen, dass sich die Berechnung der Ehrhart—Reihe auf die Berechnung
des h—Polynoms der riickwértigen lexikographischen Triangulierung des betrachteten Polytops
zuriickfithren ldsst, sofern dieses komprimiert ist.

Leider lassen sich auch iiber h~—Polynome kaum allgemeine Aussagen treffen. An dieser Stelle setzt
Athanasiadis an — er konnte beweisen, dass sich Stanleys Satz entscheidend verallgemeinern lésst,
sofern man zusétzlich voraussetzt, dass das betrachtete Polytop ein spezielles Simplex enthélt,
was der wesentliche Grund dafiir ist, dass wir uns in dieser Arbeit mit dem Ehrhart—Polynom
auseinandersetzen werden.

Wir gehen folgendermaflen vor: In Abschnitt 4.1 definieren wir das Ehrhart—Polynom sowie die
Ehrhart—Reihe, geben einige Beispiele und priisentieren den oben bereits erwidhnten Satz von
Stanley (auf Beweise verzichten wir aus Platzgriinden und verweisen auf die entsprechenden Li-
teratur). In Abschnitt 4.2 widmen wir uns dem Theorem von Athanasiadis, das wir ausfiihrlich
inklusive des Beweises in seiner urspriinglichen Form diskutieren wollen. Im Anschluss wenden
wir unserere Resultate aus Kapitel 3 auf das Theorem an und erdrtern es nochmals vor diesem
Hintergrund. Dadurch wird nicht nur bereits der noch fehlende Teil der theoretischen Grundlage
fiir die algorithmische Umsetzung von Athanasiadis Theorem in Kapitel 5 gelegt, sondern diese
erneute Betrachtung wird auch dazu fithren, dass das in seiner urspriinglichen Form iiberraschende
Resultat von Athanasiadis eine einfache und vollkommen natiirliche Interpretation erhélt.

4.1 Definition und ein Satz von Stanley

Wir beginnen mit der Definition des Ehrhart—Polynoms (vergl. [Sta06, Abschnitt 4.6, S. 235ff.];
dort findet der interessierte Leser auch den Nachweis, dass es sich bei i(P,r) tatséichlich um ein
(Quasi)-Polynom handelt):

Satz und Definition 4.1.1:
Sei P ein rationales, n—dimensionales Polytop. Dann ist die iiber P definierte Funktion

ip: N>R, r—i(Pr):=#rPNZL")

ein quasi—Polynom in r — das sogenannte EHRHART QUASI-POLYNOM von P. Falls P ein ganz-
zahliges Polytop ist, dann ist das quasi—Polynom tatséchlich ein Polynom in (der Variablen) r —
das EHRHART-POLYNOM von P.

Statt das Ehrhart—Polynom zu betrachten, ist es oftmals einfacher, mit der Ehrhart—Reihe zu
arbeiten (vergl. [Rob07]):

Satz und Definition 4.1.2:
Die EHRHART-REIHE zu einem Erhart—Polynom (P, r) definieren wir durch

i(P,r)t".
r=0
Es gilt stets
deg(i(Por) —d & S (P — —I0
eg(z( 7T)) - A ZZ( 7T)t - (1 _t)d+1a
r=0

wobei g(t) ein Polynom mit deg(g) < d ist.
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Beispiel 4.1.3:
Wir betrachten einige sehr simple Polytope, um deren Ehrhart—Polynome zu berechnen:

(a) Sei P der n—dimensionale Einheitswiirfel im R™. Dann gilt offensichtlich (vergl. hierzu auch
[Sta06, S. 235]):
i(Pyr)=(r+1)™

el 52 das Standard—2-5Simplex im R“. Dann gilt:
b) Sei S, das Standard-2-Simplex im R2. D gil

r+1

i(Sg,r)=Zj=(1+r)-<1+g).

j=1

c) Sel S3 das Standard-3—-Simplex im R°. Dann gilt:
Sei S5 das Standard—3-Simplex im R3. Dann gil

T r+1

i(S3,m) =Y _i(S2,j) =Zm’—j2 =1+ (1+5) (1+g).

Jj=0

Trotz der simplen obigen Beispiele bleibt, wie bereits eingangs erwéhnt, im Allgemeinen das
Probleme bestehen, dass sich keine Aussagen iiber die Koeffizienten von Ehrhart—Polynomen tref-
fen lassen. Einen Losungsansatz liefert der folgende wichtige Satz von Stanley, der die Ehrhart—
Reihe von ganzzahligen Polytopen P mit komprimierter Ordnung 7 ihrer Ecken in Relation zum
h—Polynom der riickwirtigen lexikographischen Triangulierung A, (P) von P bzgl. 7 setzt. Dieser
Satz bildet eine Grundlage fiir Athanasiadis’ paper [Ath05] bzw. sein Hauptresultat in demselbigen
(Theorem 4.2.1 in dieser Arbeit).

Satz 4.1.4 (Stanley):
Falls P ein n—dimensionales, ganzzahliges Polytop in R? und 7 eine komprimierte Ordnung seiner
Ecken (und somit A,(P) unimodular) ist, so gilt (vergl. [Ath05, S. 166, Lemma 2.2], [Sta80,
Korollar 2.5]):
h(A-(P),t
S i(p e = MDD,

_ n+1
= (1—1%)

4.2 Athanasiadis’ Theorem

Es folgt nun das ebenfalls bereits mehrfach erwéhnte Resultat von Athanasiadis (vergl. [Ath05,
S. 168, Theorem 3.5]). Dieses stellt eine wesentliche Erweiterung des Satzes 4.1.4 dar, sofern das
betrachtete Polytop P zusétzlich tiber ein spezielles Simplex verfiigt. Insbesondere gestattet es fiir
derartige Polytope, konkrete Aussagen iiber die Koeffizienten des Ehrhart—Polynoms zu treffen,
was im Satz 4.1.4 noch nicht moglich war, da sich auch iiber die Koeffizienten des hA-Polynoms
von A, (P) (bzgl. einer Ordnung 7) im Allgemeinen keine generellen Aussagen treffen lassen.
Der originale Beweis des Theorems, den wir hier ebenfalls diskutieren, ist zwar (nach der um-
fangreichen bereits geleisteten Vorarbeit in den Abschnitten 2 und 3.1) einfach, aber alles andere
als anschaulich. Dass die in dem Theorem getroffene Aussage dennoch eine ganz natiirliche und
naheliegende ist, wird erst durch unsere im Abschnitt 3.2 neu gewonnen Einsichten iiber Polytope
mit speziellen Simlizes deutlich. Diese anschauliche Interpretation des Resultates werden wir im
Anschluss an den originalen Beweis geben.

Theorem 4.2.1:
Sei P ein ganzzahliges Polytop mit dim(P) = n und 7 := (vp,...,v1) eine Anordnung seiner
Ecken, so dass

(i) 7 komprimiert ist und

(ii) {v1,...,vn} die Eckenmenge eines speziellen Simplexes 3 in P ist.
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Dann gilt
: r h(t)
> Pt = R
>0
wobei h(t) = ho+hit+- - -+ hgt? das h-Polynom des Randkomplexes eines simplizialen Polytopes
@ der Dimension d :=n — m + 1 ist, so dass h(t) die folenden Eigenschaften erfiillt:
Vi € {0,...,d}!hi =hg;und 1=hg < h; <...< hLd/QJ

Dariiber hinaus kann @ so gewéhlt werden, dass sein Randkomplex isomorph zur riickwéartigen
lexikographischen Triangulierung von F(P)\{v1,...,vm} bzgl. der Ordnung (vp, vp—1,. .., Um+1)
ist.

Beweis:
Sei 0 :={v1,...,v,} und sei A := A (F(P)\o) die riickwiirtige lexikographische Triangulierung
von F(P)\o bzgl. der Ordnung 7’ := (vp, Up—1, - - ., Um+1). Wir verwenden zunéchst den Satz 4.1.4

von Stanley und folgern aus diesem, dass
: T h(AT (P)a t)
(*1) ZZ(PvT)t BRI
r>0
Teil (i) von Lemma 3.1.7 impliziert

(%2) h(A-(P),t) = h(Zx At).

Geméf Lemma 2.6.4 gilt
(x¢3) h(XZ* A, t) = h(X,t) - h(A,t).

Auflerdem wissen wir nach Lemma 2.2.8, dass
(*4) h(E,t) = 1,

wobei dieses Lemma nur gilt aufgrund der Definition von f— und h—Polynomen im Sinne von Satz
und Definition 2.2.6 (vergl. hierzu Bemerkung 2.2.7). Aus (x;) bis (x4) folgt

: SR VAY)
Yoip = A

>0

Aus Teil (ii) des Lemmas 3.1.7 folgt, dass A isomorph ist zum Rand eines simplizialen Polytops
@ der Dimension d ist. Die Aussagen iiber die Koeffizienten von h(F(9Q), t) folgen aus Satz 2.2.9.

|

Damit wir nachvollziehen kénnen, warum die Aussage des Theorems gilt und was innerhalb
des Beweises passiert, ist es insbesondere notwendig, (*2), (*3) und (*4) zu verstehen, denn (x1)
ist lediglich wieder der Satz von Stanley und der letzte Satz bzgl. Teil (ii) aus Lemma 3.1.7 gilt
im wesentlichen aufgrund der bereits in Abschnitt 2.3.2 gegebene geometrische Entsprechung der
riickwértigen lexikographischen Triangulierung bzw. der pulling triangulation.

(*2): Entspricht exakt der Argumentation in Lemma 3.3.2 .

(#3), (x4): Man kann die Schritte (x3), (*4), wenn man (*2) verstanden hat, auf eine simple Weise
iiber die zugehorigen f—Vektoren interpretieren, denn wegen

Ar(P) =%+ A F(OR))

besteht jede k—Seite von A, (P) genau aus den konvexen Hiillen aller i—Seiten von ¥ und j—
Seiten von A (F(OR)) mit i+ j = k—1 — dasselbe Prinzip, das wir schon bei der Diskussion
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der kombinatorischen Struktur von Muscheln in Satz 3.2.14 kennengelernt haben. Ubertrigt
man dies auf die zugehorigen f—Vektoren, so erhélt man

fA,.(P) fAT’(f(BR)) = f(A‘r(P)a :E) = f(za 1') : f(A‘r/(f(aR)))

= fs
Faltung
Mit Satz und Definition 2.2.6 lasst sich dies auf h-Polynome iibertragen und sobald man
Lemma 2.2.8, sprich (x4), einfach hinnimmt, hat man das gewiinschte Resultat.
Wir mochten allerdings eine Interpretation, die die h—Polynome direkt erklirt, aus der (x4)
hervorgeht und die insbesondere unsere Erkldrung von (x2) aufgreift. Hierzu zunéchst ein
kleiner Exkurs dariiber, wie sich h—Vektoren eines Simplizialkomplexes interpretieren lassen
(vergl. hierzu [Zie07, S. 2471]):

Bemerkung 4.2.2: N

Sei P ein (reiner) n—dimensionaler Simplizialkomplex und F' := (Fy, ..., F}) eine Anordnung
seiner maximalen Seiten, so dass F eine shelling von P ist (nicht zu verwechseln mit den
Muscheln (shell P) aus Kapitel 3; fiir unsere Zwecke ist es nicht wichtig, was genau darunter
zu verstehen ist (der interessierte Leser vergl. hierzu [Zie07, S. 233ff] fiir die Details); es
reicht, dass fiir alle Polytope und riickwirtige lexikographische Triangulierungen derselben
stets eine solche shelling existiert (vergl. [Zie07, S. 240, Theorem 8.11; S. 243, Korollar
8.14 sowie S. 129 und S. 130 unten bzw. S. 145, Exercise 5.0]).). Dann induziert F' eine
Partitionierung Iy, ..., I von F(P), wobei

L:=FudVje{2,.. . k}:[;:={GeF(P)|GeF;AYie{l,...,j—1}:G & F;}.

Man definiere nun
k

M := | J{G | dim(G) ist minimal in I;}.
j=1
Dann ist der h—Vektor (hq, ..., h,) dadurch gegeben, dass

Vie{l,....,n}:h;:=#{G € M | dim(G) = i};

der h—Vektor ist hierbei unabhéngig von der gewéhlten shelling. Anschaulich bedeutet das:
Man baut F(P) dadurch auf, dass man alle Facetten (in der durch die shelling induzier-
ten Reihenfolge) schrittweise hinzufiigt. Bei jedem Schritt merkt man sich jeweils die Seite
niedrigster Dimension, die durch das Hinzufiigen der jeweiligen Facette neu hinzugekommen
ist. M ist die Menge all dieser Seiten. Dann ist der Eintrag h; im h—Vektor die Anzahl der
i—dimensionalen Seiten in M.

Diese Bemerkung erkldrt nicht nur, dass (x4) trivialerweise gelten muss, da ¥ lediglich eine
maximale Seite hat, sondern sie erkldrt auch (unabhéngig von (x4)), warum (*3) gelten muss:
Nehmen wir an, F := (Fy, ..., F}) sei eine shelling von A, (F(dR)) mit zugehdriger Partitio-
nierung Iy, ..., I;. Dann induziert die Tatsache, dass A, (P) eine simpliziale ¥-Aufdickung
von A (F(OR)) ist einen Isomorphismus zwischen den zugehorigen Facetten und den ma-
ximalen Seiten von F(A,(P)) durch

b:Vie{l,...,k}: F; — F/ :=conv {V(F}),V(2)}.

Sei I, ..., I; die von F’ indugierte Partitionierung von F(A,(P)). Dann gilt aufgrund von
® offenbar

VG € F(A(F(OR))) C F(A(P)),¥j € {1,... k}:

dim(G) ist minimal in I; < dim(G) ist minimal in I;.

Das bedeutet: Das Aufdicken aller Facetten von A, (F(OR)) mit ¥ hat, ganz so, wie man
es intuitiv vermuten wiirde, keinen Einfluss auf die jeweiligen kleinsten (hinzukommenden)
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Seiten beim Durchlaufen der dadurch induzierten Partitionierung von A, (P) gegeniiber der
urspriinglichen Partitionierung von A, (F(OR)). Insofern miissen die beiden h—Vektoren von
AL (P) und A (F(OR)) iibereinstimmen.
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5 Algorithmische Zerlegung von Polytopen mit speziellen
Simplizes

Die wesentliche Fragestellung, die wir uns in diesem Kapitel stellen wollen, ist die folgende: An-
genommen, wir betrachten ein Polytop P mit speziellem Simplex ¥ und einer komprimierten
Ordnung 7 von V(P). Dann wissen wir nach Theorem 3.2.17, dass ein Polytop R definiert durch
F(OR) := F(P\X) existiert mit

34,j € N: P = pyr,(shell; (bipyr R))

und ferner garantiert das Theorem 4.2.1 die Existenz eines simplizialen Polytopes @), dessen h—
Polynom seines Randes dem h—Polynom der riickwirtigen lexikographischen Triangulierung A, (P)
von P bzgl. einer Ordnung 7 seiner Ecken entspricht und iiber die dort genannten Symmetrie— und
Monotonie-Eigenschaften verfiigt. Auflerdem ist der Randkomplex dieses Polytop ) isomorph zur
riickwértigen lexikographischen Triangulierung A,/ (F(OR)) bzgl. der durch 7 induzierten Ord-
nung 7.

Die Frage ist nun, ob sich diese Polytope R und @ algorithmisch konstruieren lassen (das Wort
»dieses” darf an dieser Stelle nicht falsch verstanden werden: Die Polytope R und @ sind natiirlich
nur kombinatorisch eindeutig, d. h. wenn wir hier oder auch im weiteren Verlauf von der Be-
rechnung des Polytopes R bzw. @ sprechen, meinen wir stets die Berechnung eines konkreten,
geometrischen Polytopes R bzw. @, das die kombinatorischen Aussagen aus Theorem 3.2.17 bzw.
Theorem 4.2.1 bzgl. eines gegebenen Polytopes P erfiillt). Falls sich diese Frage (prinzipiell) beja-
hen lisst, stellt sich auflerdem die Frage, welche Informationen man iiber das Polytop P (und das
spezielle Simplex ¥ und die Ordnung 7) benétigt, um R und @ zu berechnen.

Zur Beantwortung dieser Fragen geben wir in Abschnitt 5.1 den Algorithmus als Pseudocode an;
dieser Algorithmus besteht im Wesentlichen aus den zwei Unterfunktionen Quotientenpolytop
und ZieheEcken (erstere berechnet R, zweitere berechnet @), die wir dort im einzelnen diskutieren
werden. In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass nicht nur ¥ und 7 gegeben sind, sondern
P auch in doppelter Beschreibung vorliegt.

In Abschnitt 5.2 berechnen wir einige einfache Beispiele mit unserem Algorithmus: Zwei Birkhoff-
Polytope (P, und P3) und eins der Ordnungspolytope (O 2)), die wir im Zuge der Beispiele 2.5.12
und 3.1.5 bereits kennengelernt haben.

In Abschnitt 5.3 werden wir einerseits eine Optimierung des urspriinglichen Algorithmus vor-
stellen, indem wir nachweisen, dass einige der in der Unterfunktion ZieheEcken durchgefiihrten
Berechnungen abgeschétzt werden konnen und zum anderen werden wir kurz diskutieren, warum
man, wenn man lediglich mit einer V- oder H—Darstellung von P startet, zwar R berechnen kann,
danach aber dessen doppelte Beschreibung benétigt, um ) auszurechnen.

5.1 Der Algorithmus

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, werden wir nun einen Algorithmus vorstellen,
der, ausgehend von einem Polytop P in doppelter Beschreibung mit speziellem Simplex ¥ und
komprimierter Ordnung 7 seiner Ecken, die Polytope R := P/ (zur Erinnerung: dass es sich
hierbei tatséichlich um ein Polytop handelt, folgt aus Satz 3.2.2) und @ (wobei @ ein simpliziales
Polytop mit zu A/ (F(OR)) isomorphem Randkomplex ist; 7/ ist hier wieder die durch 7 induzierte
Ordnung) in doppelter Beschreibung berechnet. Dabei wollen bzw. miissen wir so vorgehen, dass
alle Resultate aus Athanasiadis’ Theorem 4.2.1 erfiillt bleiben, was allerdings, wie wir gleich sehen
werden, bei korrekter Berechnung der beiden Polytope ohnehin immer der Fall sein wird. Unser
Ziel wird es sein also, das folgende Theorem zu beweisen:

Theorem 5.1.1:
Sei P ein m—dimensionales, komprimiertes, ganzzahliges Polytop mit V(P) := {v1,...,v,}, einem
speziellem Simplex ¥ (wobei V(2) = {v1,...,v,}) und einer Ordnung 7 := (vp,...,v1) seiner
Ecken. Dann kann aus einer doppelten Beschreibung (d. h. V- und H-Darstellung) von P geome-
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trisch und in doppelter Beschreibung ein Polytop R mit F(OR) = F(P\X) und ein simpliziales
Polytop @ berechnet werden mit dim(Q) =d :=m —n+ 1, hg := (ho, ..., hq), so dass

(a)
. L X hyt?
;z(P, r)it" = 7(1 - ?)m+1

(b)
1:h0§h1§---§h[d/2j A Vied{0,...,d}:hi=hg;

(c) Fiir 7/ := (vp, ..., Uny1) gilt:
A (F(P)\{v1,...,vn}) ist isomorph zu F(9Q).

Insbesondere ist es hierfiir nicht notwendig, den Seitenverband F(P) zu kennen. Dies ist algo-
rithmisch deshalb von wichtig, da fiir ein n—dimensionales Polytop die Hinzunahme einer weiteren
Facette die Anzahl der Seiten von P um bis zu 2" steigert (vergl. [The08, S. 38, Satz 3.44]).

Um den Beweis des Theorems zu erbringen reicht es offensichtlich einen entsprechenden Al-
gorithmus anzugeben (wir werden hierbei der Ubersicht halber nur @ als Ausgabe erhalten; R
stellt im folgenden Algorithmus die Ausgabe der Funktion Quotientenpolytop und somit ein
Zwischenresultat dar; wir gehen in Abschnitt 5.1.1 noch einmal darauf ein):

Eingabe: Polytop P mit dim(P) =m, V(P) = {v1,...,vp}, H(P) ={H,..., Hy},
komprimierter, totaler Ordnung 7 = (vp, ..., v1) auf V(P), so dass
Y :=conv {v1,...,v,} spezielles Simplex von P ist.

Ausgabe: V- und H-Darstellung eines simplizialen Polytopes @, das die Eigenschaften
aus 5.1.1 erfillt.

1 V(R), H(R), V(Q), H(Q) < 0;

2 (V(R),H(R)) < Quotientenpolytop(V(P), H(P),X);
3 (V(Q), H(Q)) — ZieheEcken(V(R), H(R));

4 return V(Q), H(Q);

Beschreibung

Geméf Athanasiadis’ Theorem 4.2.1 ist der Randkomplex unseres gesuchten Polytopes @ isomorph
zur riickwiirtigen lexikographischen Triangulierung des Teilkomplexes F(P)\V(X) bzgl. der vorge-
gebenen Ordnung 7 (Bedingung (c)). Insbesondere ist durch diese Bedingung der Seitenverband
von @ bereits festgelegt, da F(P),Y und 7 zur Eingabe gehoren. Da die Bedingungen (a) und (b)
ebenfalls allein vom Seitenverband F(Q) von @ abhiingen, sind sie fiir den Algorithmus redundant.
Die Berechnung von @) erfolgt in 2 Schritten:

(1) Da geméf Theorem 4.2.1 unser gesuchtes, simpliziales Polytop @ so gewihlt werden kann, dass
es isomorph ist zur riickwértigen lexikographischen Triangulierung A,/ (F(P)\X) des Teil-
komplexes F(P)\V(X) von P bzgl. der durch 7 induzierten Ordnung 7’ ist und F(P)\V(X2)
geméf Satz 3.2.2 (vergl. hierzu auch Lemma 2.6.6) gerade der Randkomplex des Quotien-
tenpolytopes P\V (wobei V' der Unterraum parallel zum affinen Spann von ¥ ist) von P ist,
berechnen wir zunéchst mit Hilfe der Funktion Quotientenpolytop das Quotientenpolytop
R in doppelter Beschreibung mit

F(OR) = F(P)\V(Y),
aus F(P) und X.
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(2) Mit Hilfe der Funktion ZieheEcken berechnen wir ausgehend von R die Eckenmenge V(Q),
indem wir die Ecken aus V(R) sukzessive so in die negativen Halbrdume der Facetten von R
verschieben, dass genau die im Falle einer riickwértigen lexikographischen Triangulierung von
F(OR) bzgl. 7’ eingefiigten Kanten (und damit auch: htherdimensionalen Seiten) zusitzlich
im Seitenverband der konvexen Hiille des bestehenden Komplexes mit der verschobenen Ecke
liegen. Da wir die Menge H(F(OR)) nach jeder Verschiebung aktualisieren, verfiigen wir nach
Betrachtung aller Ecken iiber die V— und die H—Darstellung des gesuchten Polytopes Q.
Hierbei ist natiirlich wieder zu beachten, dass es dabei nur um ein mégliches Polytop handelt,
das die entsprechenden, im obigen Algorithmus formulierten Voraussetzen erfiillt (genauer:
Welches Polytop wir am Ende genau erhalten, héngt von der Art und Weise der Verschiebung
der Ecken ab (vergl. Abschnitt 5.1.2). Da aber alle Resultate bzgl. dieses Polytopes @ sich
nur auf dessen Seitenverband beziehen, ergibt es nur dann Sinn, von dem Polytop @ zu
sprechen, wenn wir uns auf dessen kombinatorische Struktur beziehen).

Wir betrachten nun die in obigem Algorithmus verwendeten Funktionen Quotientenpolytop
und ZieheEcken.

5.1.1 Die Funktion Quotientenpolytop

Function: Quotientenpolytop

Eingabe: Doppelte Beschreibung V(P) := {vo, ..., v}, H(P) :={Ha,..., Hy} eines
Polytopes P mit eines speziellen Simplex 3 (mit V(X)) := {vo, ..., Um}).

Ausgabe: Doppelte Beschreibung V(R), H(R) des Quotientenpolytopes R von P mit

F(OR) = F(P)\V().

V(R) < {Um+1,---,0p};
A « affiner Grundraum von V(R);
for (i, 1 toq, 1) do
foralli: H,NA+# A do
L L H! — H;NA;

Gk W N =

6 H(R) — {H{,...,H}};
7 return (V(R), H(R));

Beschreibung

Die Eingabe in die Funktion Quotientenpolytop entspricht der des Algorithmus selbst. Die Aus-
gabe ist das gesuchte Quotientenpoltyop R := P/V, dessen Rand gerade der Teilkomplex aller
Seiten von P ist, die keine Ecken aus ¥ enthalten. Wie oben bereits erwéhnt, wissen wir aus Satz
3.2.2 bzw. Lemma 2.6.6, dass F(P)\V(X) tatséchlich Rand eines Polytopes ist und dass es sich
hierbei um das Quotientenpolytop P/V handelt, wobei V' der Unterraum parallel zum affinen
Spann von X ist.

Die gesuchte V-Darstellung von R ist geméf der gewiinschten Ausgabe trivial: Wir entfernen
aus der Eckenmenge von P simtliche Ecken aus ¥ (Zeile 1). Um die H-Darstellung von R zu
berechnen, schneiden wir séamtliche Stiitzhyperebenen von P mit dem zuvor berechneten affinen
Grundraum A von V(R) und definieren alle von A verschiedenen Schnitte (falls P eine Pyramide
ist, liegt R in der Grundseite und damit auch in der entsprechenden Stiitzhyperebene) als H—
Darstellung von R (mehrfach vorkommende Stiitzhyperebenen werden entfernt) (Zeilen 2 bis 6).
Dass es sich hierbei tatsédchlich um die richtige H—Darstellung handelt, ist leicht zu sehen:

Wir wissen F(JR) liegt in F(P). Dementsprechend gilt

VG € F(OR)3H; € H(P) : G € H,.
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Da VG € F(OR) : G € A nach Konstruktion gilt, folgt
VG € F(OR)3IH] : G € H],

wobei H/ im Sinne von Zeile 5 definiert ist. Da ferner gilt, dass der Schnitt aller H;, die dieselbe ma-
ximale Seite von R stiitzen, nach dem Schneiden mit A iibereinstimmen, und jede Stiitzhyperebene
aus H(P), die nicht ganz A enthilt, aus Dimensionsgriinden immer eine maximale Seite von R
stiitzt, folgt, dass die H] tatséchlich eine H—-Darstellung von R sind. In Zeile 7 geben wir die
berechnete V— und H—Darstellung von R als Ausgabe zuriick.

5.1.2 Die Funktion ZieheEcken

Function: ZieheEcken

Eingabe: Doppelte Beschreibung V(R) := {v1,...,vs}, H(R) := {H1, ..., H;} des
Quotientenpolytopes R.

Ausgabe: V- und H—-Darstellung des gesuchten Polytopes Q.

1 for (i, 1 tot, 1) do
w; — 1w R wlH; AMw|=1A3IAN<0:  w € Hy;
g; — min{d(v, H;) | v € V(R) ANv & H; };

W o— {wy,...,we };

E «— %min{sl,...,st};

for (j, 1 tos, 1) do

H(vj) — {H € H(R) | v; € H};

k— #H(v;);

B(v;) « {w; € W | H; € H(v;)};

10 | Ve v+ Yk ek (—w,) mit w, € B(uj);

11 forall H; € H(v;) do

W N

© 0w N o o s

12 G; — von H; gestiitze Facette aus F(R);

13 H(H;) — {Fi,...,F | Fr € conv (V(G;)\{v;}),dim(F,) = dim(G;) — 1};
14 for (r, 1 tol, 1) do

15 Hj, « Stiitzhyperebene der Facette conv (V(F,) U {v}});

16 wj, —tw R :wlH; ANMw|=1A3IXN<0: w e Hj;

17 H(R) — {Hi,....H}\{H;} U{H,,,...,H, };

18 | W A{w, .., w P\ {wi} U{wj,, .. wy, b

19 | V(R) < V(R)\{v;} U {vj};

20 t — #H(R);

21 for (i, 1 tot, 1) do

22 | e —min{d(v,H;) | v € V(R) Av & H;};
23 | e tminfle1|,..., [e|};

24 return (V(R), H(R));

Beschreibung

Die Funktion ZieheEcken iibernimmt die (in der Funktion Quotientenpolytop berechnete) Ecken-
menge V(R) := {v1,...,vs} (wobei wir hier davon ausgehen, dass die Indizierung geméf der durch
7 induzierten Ordnung 7’ erfolgt) und die Menge H(R) := {Hq,..., H;} der Stiitzhyperebenen
(der Facetten) von R. Die Ausgabe der Funktion besteht in der V- und H-Darstellung des gesuch-
ten Polytopes @ (also eines Polytopes, das die im Hauptalgorithmus formulierten Bedingungen
(a) bis (c) erfiillt).

In der Zeilen 1 bis 3 berechnen wir zunéchst zu jeder Stiitzhyperebene H; einer Facette den zu ihr
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orthonormalen Vektor w; (so orientiert, dass F(OR) € H:r ) sowie den kiirzesten Abstand ¢;, den
eine selbst nicht in der von H; gestiitzten Facette liegende Ecke v aus V(R) hat (man beachte,
dass die Strecke zwischen v und H;, die diesen Abstand ¢; realisiert, im Allgemeinen nicht in
F(R) liegt). Die Menge aller w; bezeichnen wir mit W (Zeile 4), die Hilfte des Minimums aller ¢;
bezeichnen wir als € (Zeile 5).

Unser Ziel ist es nun, jede einzelne Ecke v; aus V(R) sukzessive so in die negativen Halbriume
der Stiitzhyperebenen, in denen sie liegt, zu verschieben, dass bei spéaterer Bildung der konvexen
Hiille mit der verschobenen Ecke v} (und V(R)\{v;}) einerseits genau die noch fehlenden Seiten
aus A (OR) ,neu® zu F(R) hinzukommen, andererseits aber alle Elemente aus F(R) mit Aus-
nahme von v; selbst und derjenigen Seiten, in denen v; liegt, erhalten bleiben. Dass dies dadurch
moglich ist, dass wir die Ecken geméfl der durch 7 induzierten Ordnung sukzessive in alle ihre
negativen Halbrdume verschieben, wissen wir aus Abschnitt 2.3.2 gemifl Korollar 2.3.7. Um eine
bessere Anschauung dafiir zu vermitteln, was passiert, wenn eine Ecke verschoben wird, geben wir
zunéchst einige Erlduterungen:

(a) Zieht man eine Ecke v; in die negativen Halbrdume ihrer Stiitzhyperebenen und behélt die

Lage bzgl. der iibrigen Stiitzhyperebenen H bei (belédsst also v; im positiven Halbraum der
jeweiligen H), so gilt fiir jede Stiitzhyperebene H; einer Facette F;, die nicht Simplex ist und
in der v; liegt:
Die verschobene Ecke v} wird im daraus resultierenden F(R) adjazent zu allen Ecken aus
F; sein. Dementsprechend kommen gerade genau fiir alle G C F; mit v; ¢ G die Seiten
conv {v},V(G)} zu F(R) hinzu (dies entspricht, wie wir in Abschnitt 2.3.2 gesehen haben,
genau der pulling triangulation bzw. der riickwértigen lexikographischen Triangulierung). Die
Facette F; verschwindet aus F(R); alle Facetten, die v; nicht enthielten, bleiben erhalten.

(b) Verschiebt man eine Ecke v; in die positiven Halbrdume ihrer Stiitzhyperebenen und beh&lt
die Lage bzgl. der iibrigen, v; nicht enthaltenden Stiitzhyperebenen H bei (i. S. von (a)), so
gilt fiir jede Stiitzhyperebene H; einer Facette F;, die nicht Simplex ist und in der v; liegt:
In F; wird eine eine neue Facette G (also eine ridge (dim(R) — 2—Seite) von R) zwischen
zu v; adjazenten Ecken aus F; eingefiigt. Die Hyperebene H; bleibt als Stiitzhyperebene in
F(Q') (aufgrund der Uberbestimmung durch die Facette F;) erhalten. Gleichzeitig entsteht
eine neue Facette von R aus der konvexen Hiille von G und der verschobenen Ecke v} in
F(R) (hierbei wird davon ausgegangen, dass die Verschiebung nur so weit erfolgt, dass U;»
immer noch Ecke von R ist).

(¢) Verschiebt man eine Ecke v; in die positiven oder negativen Halbriume ihrer Stiitzhyperebenen
(i. S. von (a) bzw. (b)) und betrachtet die Stiitzhyperebene H; einer Facette F;, die ein Sim-
plex ist und in der v; liegt, so wird durch die Ersetzung von v; durch v; die Stiitzhyperebene
H; durch

Hj := Stiitzhyperebene von conv {V(Fi)\{v;} U {v}}},

ersetzt. Diese Ersetzung verdndert allerdings, im Gegensatz zu den beiden vorherigen Fillen,
den f—Vektor (sprich: die kombinatorische Struktur) von R nicht.

(d) Wird v; in eine Stiitzhyperebene H verschoben (die v; nicht enthilt), so veréindert sich —
unabhéngig davon, ob die v; enthaltenden Facetten Simplizes sind oder nicht — aufgrund der
Bildung der konvexen Hiille der in H liegenden Ecken oder, falls v; in die von H gestiitzte
Facette F' verschoben wird und somit als Ecke komplett verschwindet, aufgrund der Bil-
dung der konvexen Hiille der {ibrigen, von F' verschiedenen, Facetten, die v; enthalten, die
kombinatorische Struktur von R.
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Tl Ve}"schwundene Ecken
FaFetten, deren Stiitzhyperebenen— N

: i \
passiert werden milsseng

& Falsche Kanten

a 4a

Abbildung 11: Die Ecke v; wird nach v] gezogen — auf der linken Seite wird v; dabei genau in
die negativen Halbrdume ihrer Stiitzhyperebenen gezogen, auf der rechten Seite wird v; zu weit
gezogen und passiert zwei Stiitzhyperebenen von v; nicht enthaltenden Facetten.

Die For—Schleife in den Zeilen 6 bis 23 beschreibt die sukzessive Verschiebung der Ecken von R in
die negativen Halbrdume ihrer jeweiligen Stiitzhyperebenen. Wir betrachten einen Durchlauf der
Schleife fiir eine Ecke v;:

Wir bezeichnen zunéchst mit H(v;) die Menge aller Stiitzhyperebenen, in denen v; liegt; die Anzahl
dieser Stiitzhyperebenen sei k. Unter der Menge B(v;) fassen wir die definierenden orthonormalen
Vektoren der Stiitzhyperebenen aus H(v;) zusammen (Zeilen 7 bis 10).

Entscheidend ist die folgende Zeile 11, in der die Ecke v;- berechnet wird, die durch Ziehen aus
v; entsteht: Ausgehend von Abschnitt 2.3.2 und den obigen Erlduterungen (a) bis (d) wissen wir,
dass wir v; in die negativen Halbrdume aller H; aus H(v;) verschieben miissen, um genau die
Seiten einzufiigen, die auch im Falle der riickwiértigen lexikograhischen Triangulierung von F(JR)
(bzgl. derselben Reihenfolge beim Durchlaufen der Ecken) eingefiigt wiirden. Wegen (d) muss
dabei jedoch sichergestellt sein, dass v; wahrend der Verschiebung keine der v; nicht enthaltenden
Stiizhyperebenen beriihrt, geschweige denn passiert, damit die kombinatorische Struktur des Teils
von F(R), der v; nicht enthilt, nicht verdndert wird — hierin liegt die wesentliche Herausforderung.
Diese Voraussetzungen kénnen wir realisieren durch

k
v} =) + Za/k- (—w,) mit w, € B(v;),
r=1

denn nach Konstruktion in den Zeilen 1 bis 3 betrégt die Lénge des Abstandes von v; zu jeder
Hyperebene H; mindestens ¢; (d. h. v; +&; - (—w;) € H;') und es gilt fiir jedes dieser w; die
Abschitzung (hierbei bezeichnet 7_,,, die Projektion eines Vektors auf den von —w); aufgespannten
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Unterraum):

k k k
T (Zs/h(wr)) = > elkmow(~w) <Y eifk oy (—w,) =

r=1 r=1 r=1
k
gi- Zﬂ'_wi(—wr) <e; (—wy).
r=1

Somit wechselt die Ecke v; lediglich den Halbraum der Stiitzhyperebenen aus H(v;). Dass v}
tatséchlich im negativen Halbraum aller Stiitzhyperebenen aus H(v;) liegt, folgt sofort aus der
Tatsache, dass die Winkel aller Paare w;, w; € {ws,...,w,} nach Konstruktion < 180 Grad sein
miissen und somit eine Verschiebungen nicht durch eine andere aufgehoben werden kann.

Nun miissen die Mengen V(R) und H(R) sowie, als Folge daraus, die Menge W und die Zahl ¢
beziiglich der aus der Verschiebung von v; nach v’; resultierenden Anderungen aktualisiert werden,
denn die Berechnung der Verschiebung von v;+q (unter Beriicksichtigung von (a) bis (d)) kann
selbstverstdndlich nur auf Grundlage der aktuellen und nicht aufgrund der urspriinglichen V— und

‘H-Darstellung des Komplexes erfolgen. Diese Aktualisierung vollziehen wir in zwei Schritten:

(1) In der For—Schleife in den Zeilen 11 bis 18 betrachten wir nacheinander aller H; € H(v;),
d. h. die Stiitzhyperebenen, die v; enthalten. Wir méchten nun den unter (a) beschriebe-
nen Vorgang algorithmisch umsetzen. Wir betrachten den Durchlauf der Schleife fiir eine
Stiitzhyperebene H; € H(v;):

Wir bezeichnen mit G; die von H; gestiitzte Facette aus F(R) (Zeile 12) und definieren
H(H;) als die Menge aller Seiten von conv (V(G;)\{v;}) mit Dimension dim(G;) — 1 (die
Elemente aus H(H;) sind also ridges von R) (Zeile 13). Wie bereits mehrfach an verschie-
denen Stellen erwihnt (vergl. insbes. (a) sowie 2.3.2) bestehen die durch das Ziehen von v;
nach v} neu hinzukommenden Facetten gerade aus der konvexen Hiille von v} und den Fa-
cetten von conv (V(G;)\{v;}) (bzw. conv (V(G;)\{v;}) selbst, falls G; ein Simplex ist), also
den Elementen aus H(H;), bestehen. Wir durchlaufen demnach in den Zeilen 14 bis 16 alle
Elemente F,. aus H(H;), bilden jeweils die konvexe Hiille zusammen mit ’U;— und berechnen
die jeweilige zugehorige Stiitzhyperebene H;, sowie den zu dieser Stiitzhyperebene gehoérigen
orthonormalen Vektor w;, (entsprechend den iibrigen w; orientiert). In der Zeile 17 aktua-

lisieren wir die H—Darstellung von R, indem wir die alte Stiitzhyperebene H; streichen und

die neu berechneten Stiitzhyperebenen Hj,, ..., H; einfiigen. Analog gehen wir in Zeile 18
bzgl. der Aktualisierung der Menge W der orthonormalen Vektoren der Stiitzhyperebenen
vor.

(2) In den Zeilen 19 bis 23 findet die Aktualisierung der Eckenmenge V(R), der die Méchtigkeit
der Menge H(R) beschreibenden Zahl ¢, sowie die Aktualisierung bzw. neue Berechnung der
Abstinde g; und € statt.

In der letzten Zeile erfolgt, nach Durchlaufen aller Ecken, die Ausgabe der verdnderten Mengen
V(R) und H(R) als V- und H-Beschreibung des gesuchten Polytopes Q.

5.2 Beispiele

Wir berechnen mit Hilfe des in 5.1 definierten Algorithmus die ()-Polytope Qp,,Qp, und Qo ,,
zu den Birkhoff-Polytopen P, P3 und dem Ordnungspolytop O(y2).

5.2.1 Berechnung von Qp,

P, ist ein triviales Beispiel: P» ist gegeben durch die konvexe Hiille aus den Ecken (wir schreiben
die Ecken hier als Matrizen. Die zugehorigen Vektoren ergeben sich durch Untereinanderschreiben
der Spalten. Beziiglich der Ordnung 7 der Ecken muss folgendes angemerkt werden: Die ersten
n Ecken vy, ...,v, bzgl. 7 miissen die Ecken des speziellen Simplexes sein. Deren Anordnung
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5 ALGORITHMISCHE ZERLEGUNG VON POLYTOPEN MIT SPEZIELLEN SIMPLIZES

untereinander sowie die Anordnung der iibrigen Ecken v,,11,...,v, ist jedoch gleichgiiltig, da an
7 ansonsten lediglich die Forderung gestellt wird, dass die Ordnung komprimiert ist und dies ist
fiir jede Anordnung der Ecken erfiillt, da Birkhoff-Polytope (d. h. jede Anordnung ihrer Ecken)
komprimiert sind (vergl. Satz und Definition 2.4.3)).

(01 (10
=1 0)%2 7 00 1

und besteht somit aus einer einzigen Kante im R* in dem affinen Raum
Ap2 =1 + )\(’Ug — ’Ul),

und seine Facetten sind gerade die Ecken selbst (man beachte, dass P> (geméf der vollstéindigen
Beschreibung der Birkhoff-Polytope in Satz und Definition 2.4.3) 4 Facetten hat: jeweils gegeben
durch die Matrizen mit 0-Eintrdgen in x;;. Von diesen stimmen her jedoch jeweils zwei tiberein.).
Somit erhalten wir folgende Stiitzhyperebenen:

H, = {.Z‘EAPQ|Vi,j€{1,2}!i=‘]’$1‘i]‘20}
Hy = {xe€dp, |Vi,je{l,2}:i%#j=x;; >0}

Aus Beispiel 3.1.4 wissen wir, dass das spezielle Simplex in P, gegeben ist durch die von der
Permutation (12) erzeugte Untergruppe. Dies ist jedoch Sy selbst und somit ist das spezielle
Simplex ¥ in diesem Fall P, selbst. Dementsprechend leichtes Spiel haben wir bei der Ausfithrung
unseres Algorithmus: Quotientenpolytop(V(F:), H(P), X, 7) liefert, da F(P)\{v1,v2} = 0 sofort,
dass

V(R), H(R) =0,

und somit
V(Q), H(Q) = 0.

D. h. wir befinden uns an dieser Stelle direkt in einem Sonderfall, da es sich bei @ um ein Polytop
handelt, fiir das gilt: F(8Q) = §: Somit muss @ aus einer beliebigen Ecke bestehen, die, weil sie
an dieser Stelle das Innere des Polytopes @ beschreibt, welches bei der Betrachtung von F(9Q)
verschwindet, nicht in V(P;) auftaucht. Insofern kann @ als ein beliebiger Punkt im Inneren von Py
gewihlt werden, denn die leere Seite liegt trivialerweise im Rand von P (die Ecke muss per Kon-
vention im Inneren liegen, da wir sonst P, nicht als dessen Bipyramide auffassen kénnen).Damit
stimmt auch die von Athanasiadis in Theorem 4.2.1 angegebene Dimensionsformel, denn:

d=dim(P) - #V(X)+ 1 =dim(P) — (dm(X)+1)+1=1-(1+1)+1=0.

5.2.2 Berechnung von Q) p,

Ps ist gegeben durch die konvexe Hiille aus den folgenden Ecken:

01 0 0 0 1 1 0 0

v = 0 0 1 Vg 1= 1 0 0 v3 = 0 1 0 ,
1 0 0 01 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1

Vg 1= 0 0 1 V5 1= 1 0 0 Vg 1= 0 1 0
01 0 0 0 1 1 0 0

Nachrechnen ergibt folgenden affinen Grundraum

Ap, = v1 4+ Aa(va —v1) + A3(v3 — v1) + Aa(vg — v1) + As(vs — v1).
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Nach 2.4.3 besitzt P 9 Facetten (auch hier gegeben durch alle doppelt stochastischen Matrizen
mit Eintrégen z;; = 0). Daraus erhalten wir folgende Stiitzhyperebenen:

Vke{l,...,Q}:H,j =
{reAp, | Vi,j €{1,2,3}: |(k—1)/3] =i—1A(k—1)=j—1 mod 3= x; >0}

Hierbei gilt nach Beispiel 3.1.4 und den Voraussetzungen von Theorem 4.2.1, dass
V(X) = {v1,v2,v3}.
Demnach liefert Quotientenpolytop(V(Ps), H(Ps))
V(R) = {v4, vs, 06},
woraus folgt, dass der affine Grundraum von R
Ap == v4+ AMvs — vq) + p(ve — v4)
ist und der Schnitt der Hy mit Ag ergibt

Vke{l,...,9}:H,j =
{r € Ar | Vi,7€{1,2,3}: (k—-1)/3] =i—1A(k—1)=j—1 mod3=x;; >0}

wobei gllt H1 = H6 = Hg, H2 = H4 = Hg und Hg = H5 = H7. Somit fOlgt
H(R) = {H\, H2, H3}.

Wir wenden ZieheEcken(V(R), H(R)) an. Natiirlich konnte man — pragmatisch betrachtet — an
dieser Stelle aufthoren, da die Eingabe hier bereits aus einem 2—-Simplex besteht. Wir werden jedoch,
auch wenn hier lediglich Ecken verschoben und Stiitzhyperebenen verindert (nicht jedoch eine
durch mehrere ersetzt) werden, das Ziehen einer Ecke exemplarisch berechnen, um den Ablauf des
Algorithmus zu veranschaulichen. Auf die Berechnung von mehr als einer Ecke verzichten wir zum
einen, weil der Ablauf sich danach wiederholt, zum anderen (und insbesondere) aus Platzgriinden.
Wir beginnen mit der Berechnung der definierenden Vektoren der Stiitzhyperebenen (wir gehen
stets von der euklidischen Metrik aus) und der &;. Wegen (vergl. Zeile 2 ZieheEcken)

Vie{1,2,3}:w; € Ag A|lwi| = 1 Aw; LH; ANw; € H

erhalten wir:

1 1 2 -1 -1
wy = 3\/5(1)4 —0,5(vs + v5)) = 3—\/5 . :i —21 _21
1 1 -1 2 -1
Wy = 3\/5(’[)5 — 0,5(’04 +’06)) = 3—\/5 . _21 :i —21
1 1 -1 -1 2
w3y = 3\/5(’[)6 — 0,5(’04 +’05)) = 3—\/5 . —21 _21 :1

und wegen
Vi € {1,2,3} g = min{d(v,Hi) | v ¢ Hl} = Vi43 — E;W; € H;

erhalten wir

€1,€2,€3 =

3
— = £ .
V2 22
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Wir ziehen nun vy nach v}. Es gilt
H(’U4) = {HQ,Hg}, k = 2, B(’Uj) = {’wg,wg}

und daraus folgt

. 1 0 0 3 1 -2 1 1
/
vy = wvw+—-(wetws)=1 00 1 |+—7 —%- 1 1 =2
2 01 0) 232\ 1 5 4
6 1 1
1
1 6 1

Wir miissen nun die Stiitzhyperebenen aus H(v,) aktualisieren. Fiir Ho erhalten wir:
Ga = conv {v4,v6}, H(H2)={ve}

somit gibt es genau eine neue Stiitzhyperebene (da G4 selbstverstéindlich bereits Simplex war) und
zwar Hy,, die conv {v}, vg} stiitzen muss. Wir berechnen

1 6 -1 7
ve—vy==| -1 7 —6
7T -6 -1

Wir wissen bereits, dass es zur Berechnung der Stiitzhyperebenen ausreicht, die erste Zeile zu
betrachten. Aus der Definition von Ag folgt

r € AR & ($11,IL‘12,SE13)T =(1-X—p, )\,;L)T = x11 =1—x12 — 713.
Da Hj, definiert wird durch die Gerade g : vj — p(vs — v}) folgt
r€EgS ($11,$12,1}13)T =(6-6p,1—p, 1+ )T = 213 =Ty +6
Zusammengenommen und da vs im positiven Halbraum liegen muss, erhalten wir
H;; ={x € Ag | z11 — 6x12 < 5}.
Den definierenden wsy, Vektor zu Ha, erhalten wir durch we, € Apg, |wz,| = 1 und
{(wa, ,v6 — vy) =0

Wegen wsy, € Ag gilt:

-1 1 0 -1 0 1
Wa, =p- 1 0 -1 |+u- 0 1 -1
0 -1 1 1 -1 0
Zusammengenommen folgt
—1—pu 1 I -6 -1 7
< 1 I —1—-p ), -1 7 -6 >0¢>6(1+u)17u0¢u5
I —1—pn 1 7 -6 -1
und somit
-6 1 5
Wa, =p- 1 5 —6
5 —6 1
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Aus |we, | =1 folgt schlielich

1
V2-3-(36+1425)=1p=—

V186
Analog ergibt sich
Hs;, = {z€Ar|x11 —6x13 <5},
1 —6 5 1
wy, = ——- 5 1 -6

5.2.3 Berechnung von Qo ,,

Die konvexe Hiille von O, ) ist gegeben durch die Ecken:
U1 = (O,O,O)T, Vg 1= (05 17 1)T7 U3 = (17 15 1)T V4 = (05 170)T7 U5 1= (0705 1)Ta

wobei die Ecken v1 bis vs die Ecken des speziellen Simplexes ¥ sind (man beachte fiir die An-
wendung des Algorithmus auf O ) und auch fiir die Eingabedaten die Beispiele 2.5.12 (c)
und 3.1.5 (iii), in denen wir bereits mit diesem Polytop gearbeitet haben.). Wir haben folgen-
de Stiitzhyperebenen in H(O(1 9)):

Hy={zcR® |z =0}, Hy={zcR¥|ay=1}, H3:={2xcR?|x3=1},
Hy:={z e R® |z =25}, Hs:={xeR®|x; =us}.
Quotientenpolytop(V(O1 2)), H(O(1,2)), ¥, 7) liefert
V(R) = {v4, v5}.
Wir erhalten demnach den affinen Grundraum
Ar = (0,1,007 + X- (0,1, 1) (= 21 = 0,20 = 1 — 23)

und berechnen daraus H(R). Da Hy N Ap = Ag wird diese Stiitzhyperebene aussortiert. Fiir die
iibrigen ergibt sich
HoNAr=HsNArp = {$€AR | 562:1}
HsNAr=HsNAr = {SCEAR | 563:1}
d. h.
H(R) = {H2, H3}.
Wir wenden wie im vorherigen Beispiel ZieheEcken(V(R), H(R)) an und erhalten direkt
1

1
wy = —(0,—1, D)7, w3 =—(0,1,-1)
2 \/5( ) 3 2( )
und )
el,e2=V2=e=—
1;€2 NG
Wir ziehen vy nach v} und erhalten
1 1\
/ T T
v, =(0,1,007 — - (0,-1,1) (0,1+—,—
V2 V2

Die einzige neue Stiitzhyperebene in H(vy) ist

1
H;l{xEAR|x2§1+—} mit wy, = woy

V2
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Wir definieren Hy := Ho, und aktualisieren — es ergibt sich:

52,53:(1+%)2+(%)2=2+\@:5=1+%

Wir ziehen vs nach vg:

vl = (0,0,1)7 —¢-(0,1,-1)T = (0,(1+%),2+%).

Als neue Stiitzhyperebene erhalten wir

1
Hf ={z€cA x>—(1+—)}mitw1:w.
34 { R| 2 Z \/5 3 3

Wir verzichten auf nochmalige Aktualisierung von € und erhalten als Ausgabe

0 0
1 1
V(@) = 1+1¢§ ; *(1+1ﬁ) :
2 2+E

5.3 Optimierungen des Algorithmus

Wie bereits zu Beginn des Kapitels angekiindigt, werden wir nun mogliche Optimierungen des
in Abschnitt 5 vorgestellten Algorithmus diskutieren. Der erste Schritt wird in Abschnitt 5.3.1
darin bestehen, die nach dem Ziehen jeder Ecke anfallenden Berechnungen der Absténde ¢; durch
Abschétzen signifikant zu reduzieren. Wir zeigen auflerdem, dass nicht auf alle diese Berechnungen
verzichtet werden kann, da fiir bestimmte Absténde keine allgemeine Abschitzung moglich ist.
In Abschnitt 5.3.2 erdrtern wir den Fall, dass ein Polytop P mit speziellem Simplex ¥ und kom-
primierter Ordnung 7 lediglich in V- oder H-Darstellungen vorliegt und welche Moglichkeiten es
an dieser Stelle gibt, dennoch eine Zerlegung durchzufiihren.

5.3.1 Vereinfachte Bestimmung der maximalen Ziehdistanz

Nach gegenwértigem Stand der Funktion ZieheEcken muss nach jedem Verschieben einer Ecke der
Abstand e kontrolliert werden, da sich der minimale Abstand einer Ecke zu einer Stiitzhyperebene
aufgrund der neu hinzugekommenen Stiitzhyperebenen reduziert haben kénnte (vergl. hierzu die
Zeilen 21 bis 23 in ZieheEcken).

Wir wollen nun zeigen, dass lediglich einmal zu Beginn (d. h. vor dem ersten Verschieben einer
Ecke) der Abstand € berechnet werden muss und nach dem Verschieben jeder Ecke v; lediglich
der Abstand aller Ecken vy, die mit v; in mindestens einer gemeinsamen Facette liegen, zu den
durch das Verschieben von v; neu entstandenen Stiitzhyperebenen iiberpriift werden muss, um
den neuen e~Wert bestimmen zu kénnen (bisher mussten nach jedem Verschieben der Abstand
aller Ecken zu allen Stiitzhyperebenen iiberpriift werden). Wir formulieren dies als Satz:

Satz 5.3.1:
Sei V(R) := {v1,...,vs} und H(R) := {Hq,..., H;} eine doppelte Beschreibung des Quotienten-
polytopes R := P/3 wie bei der Eingabe von ZieheEcken.
Es sei Vj{0,...,s} : e der aktualisierte Abstand ¢ nach dem Verschieben der j-ten Ecke aus
ZieheEcken (Zeilen 21 bis 23: €U) wird hier definiert als der halbe minimale Abstand einer Ecke
zu einer Stiitzhyperebene, wobei £(?) := ¢ (mit & im Sinne von Zeile 5) vor dem ersten Verschieben
gesetzt wird).
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Es sei aulerden H(v;) := {H € H(Q') | v; € H} die Menge aller Facetten, die (nach dem Ver-
schieben von v; bis vj_1) v; enthalten (wie in Zeile 7). Zuletzt seien H* (v;) := {H;,,..., H; .} die
durch das Verschieben von v; neu entstehenden Stiitzhyperebenen. Dann gilt:
Vie{l,...,s}:eW) =
1 .
5 - min {070, minfd(v, H) | H € H*(0;) Av e VR)\{v;} AJH' € H(vy) v e H'} .
Somit ist insbesondere fiir ZieheEcken lediglich eine einmalige komplette Berechnung von &

unter Riickgriff auf Ecken und Hyperebenen notwendig; nach jeder Verschiebung miissen lediglich
die Ecken betrachtet werden, die in mindestens einer Facette liegen, die auch v; enthélt.

Beweis:
Es seien alle Bezeichnungen wie im Satz angegeben. Wir zeigen, dass bei der Verschiebung von
v; nach v} fiir alle v, € V(R)\{v;,}, die keine gemeinsame Facette mit v; haben (-=3H' € H(v;) :
v € H') und alle Hj, € H*(v;) gilt:

d(vy, Hj,) <1/2- €9,

Man betrachte aulerdem die folgende Graphik:

Abbildung 12: Die Verschiebung von v; nach ’U;— in eine Ebene projeziert.

Wir zeigen zuniichst, dass es ausreicht, solche v, € V(R) zu betrachten, die in mindestens einer
Stiitzhyperebene H}, liegen, die mit einer v; enthaltenden Stiitzhyperebene eine gemeinsame ridge
hat, d. h. fiir die gilt

(*1) dH; € H(’Uj) cHyNH;, =r+# @,

wobei Hy, & H(v;) bereits vorausgesetzt war (s. 0.). Sei nun 0.B.d.A. Hj, die Stiitzhyperebene, die
beim Verschieben von v; nach v/, aus der Drehung von H; um die ridge r entsteht (d. h. H;, wird
definiert durch conv {vg, r} — man beachte, dass alle neu entstehenden Stiitzhyperebenen dadurch
entstehen, dass eine v; enthaltende Stiitzhyperebene um eine ihrer ridges gedreht wird; deshalb
kann die obige Annahme 0.B.d.A. erfolgen). Dann liegen alle Ecken w € V(R), die nicht in H;
oder Hy, liegen, in H;" UH;, Hj, jedoch liegt in H;” UH, . Also gilt (da nach der Verschiebung der
Ecken vy bis vj_; der minimale Abstand einer Ecke zu einer Stiitzhyperebene nach Konstruktion
2. U1 betriigt):

n.V. X
d(waHji) > min{d(w,Hk%d(w,Hi)} > 2. cl—1
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Insofern reicht es tatséchlich, Ecken des Typs (1) zu betrachten.

Wir behalten die obigen Bezeichnungen bei und definieren auerdem (s. Graphik):

a:=d(vx,Hj) b:=d k,H)
¢ :=d(vj, Hi) [ = d(v}, Hy)
Q= K(I_IZaI{]-L) ﬂ i(I{“I{k)

Wir konstruieren nun ein worst case Szenario, d. h. es soll durch die Verschiebung von v; nach v;-
und die daraus resultierende Drehung von H; um r (bzw. die daraus entstehende neue Stiitzhyperebene
H;,) der Abstand einer Ecke vy aus Hj zu Hj, moglichst gering werden. Gesucht ist also das
Verhéltnis von a zu b im ungiinstigsten Fall. Wegen

a sin(f—a)

b sin(B)
ldsst sich das Problem auf das Verhéltnis der Winkel zwischen Hy und der gedrehten Stiitzhyperebene
Hj;, zum Winkel der urspriinglichen Stiitzhyperebenen Hj, und H; zuriickfithren. Dieses ist aber
aufgrund der Wechselwinkelbeziehung an der ridge r auch gegeben durch das Verhéltnis von f zu
c, also gilt:
a_f f

E:Z i(*g) a:zb

Da wir den Fall betrachten méchten, dass a moglichst klein wird, miissen wir b und f/c nach unten
abschétzen. Fiir b gilt nach Konstruktion:

b>2- E(J'*l),

da eU—Y definiert ist als der halbe minimale Abstand einer Ecke zu einer Stiitzhyperebene nach
dem Verschieben der Ecken v bis v;_1.

Von f wissen wir, dass es sich hierbei um den Abstand der Ecke v; zu Hy, (d. i. ¢) abziiglich der
Strecke, die sich v; beim Verschieben nach U;» auf Hj zubewegt hat, handelt. Da allerdings nach

Konstruktion d(vg, v},) = U~ muss gelten:
f>c—elib,

Setzen wir nun ¢ := - U~V fiir ein passendes A € R (mit A > 2 nach derselben Argumentation
wie bei b), so gilt
(A=1)-£U-D

!
c N-el-1)

1
> > —.
- -2
Einsetzen in (xq) liefert

(%3) L. gl — (-1
Da ) definiert wird als der halbe minimale Abstand einer Ecke zu einer Stiitzhyperebene nach
dem Verschieben der Ecke v; nach v; folgt hieraus die Behauptung.

[\3|H

a

Wir wollen nun noch anhand eines Beispiels demonstrieren, dass sich beim Verschieben von
v;j nach v} keine allgemeinen Aussagen iiber die Abstinde solcher Ecken w € V(Q')\{v;}, die
in mindestens einer v; enthaltenden Facette liegen, zu Stiitzhyperebenen treffen lassen, da diese
Absténde beliebig klein werden kénnen:

Beispiel 5.3.2:
Wir betrachten einen Ausschnitt aus einem Polytop im R3:
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| Q | a

Abbildung 13: v; wurde nach vj verschoben. Der Abstand b := d(vs, Hy,) hiingt lediglich von der
Position von vs innerhalb der urspriinglichen Facette conv {vy,...,v5} ab.

Wir gehen davon aus, dass im Zuge unseres Algorithmus v; um die Distanz € nach v} ver-
schoben wird. v; liegt aufier in F' := conv {vy,...,vs} noch in zwei weiteren Facetten (in Abb. 13
nicht eingezeichnet), die F' in den Kanten [v1, v3] bzaw. [v1, v5] schneiden. Durch die Verschiebung
entstehen aus F' drei neue Facetten

Fy := conv {v],v4,v5}, F5 := conv {v],v3,v4}, F3 := conv {v], v, vs3}.

Wir betrachten die Stiitzhyperebene H;, von Fi: Nach der Bestimmung der durch die Verschiebung
neu entstandenen Stiitzhyperebenen muss ¢ aktualisiert werden. Wir haben in Satz 5.3.1 gezeigt,
dass fiir alle Ecken, die nicht in einer gemeinsamen Facette mit vy liegen, der Abstand zu den
neu entstandenen Facetten mindestens € betréigt. Fiir Ecken, die mit v; in einer Facette (hier: F')
liegen, trifft dies allerdings im Allgemeinen nicht zu, wie Abbildung 13 zeigt: Die linke und die
rechte Graphik unterscheidet sich ausschliefflich in der Position der Ecke vs. Die blauen Dreicke
links und rechts setzen sich jeweils zusammen aus vy, v3 und dem Punkt in Hy,, fiir den d(vs, Hy,)
minimal ist (aus diesem Grund sind diese Dreicke rechtwinklig). Man erkennt, dass, wenn vs auf
der durch [vs,v4] definierten Gerade auf vy zubewegt wird, die jeweiligen blauen Dreiecke &dhnlich
sind, da « konstant bleibt. Somit ergibt sich die Beziehung:

d(vs, Hy,) = a - tan(a).
Dementsprechend konvergiert der Abstand:
lim d(’Ug, Hll) =0.
a—0
Dieses Beispiel lédsst sich problemlos in hohere Dimensionen {ibertragen, wenn man vy nicht als
Ecke sondern als Schnitt zweier ridges von F' auffasst.

5.3.2 Reduzierung der Eingabedaten

Wir geben an dieser Stelle einige Anmerkungen fiir den Fall, dass wir ein Polytop P mit speziellem
Simplex ¥ und komprimierter Ordnung betrachten, auf das wir unseren Algorithmus anwenden
wollen, von dem wir allerdings nicht alle Eingabedaten kennen, um zu kléren, welche Optionen
sich jeweils bieten.
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Spezielles Simplex und Ordnung

Es ist relativ offensichtlich, dass wir nicht umhin kommen, ¥ zu kennen, da wir diese Information
benétigen, um iiberhaupt Quotientenpolytop starten zu konnen. Wir sind hier (d. h. in Kapitel
5) stets stillschweigend davon ausgegangen, dass ¥ in V-Darstellung vorliegt. Der Algorithmus
liefe sich allerdings ohne groflen Mehraufwand dahingehend erweitern, dass er auch mit einer H—
Darstellung operieren kann. Die Stiitzhyperebenen miissten dann (falls bei der Eingabe noch nicht
geschehen) in den Grundraum von P eingebettet werden und zwar derart, dass diese eingebettete
Stiitzhyperebene auch von P nur die Seite, die der Facette von ¥ entspricht, stiitzt (und keine
hoherdimensionale Seite). Dann miissten lediglich alle Ecken von P einmal durchlaufen werden,
um zu entscheiden, ob sie zu X gehoren oder nicht. Danach kénnte der Algorithmus wie gewohnt
laufen.

ODb wir bzgl. der Ordnung 7 Spielraum haben, hidngt von der Art des Polytopes ab. Sofern wir
iiber alle anderen Eingabedaten verfiigen, ist 7 fiir Quotientenpolytop nicht von Belang. Fiir
ZieheEcken benottigen wir in jedem Fall eine Ordnung der Ecken. Ist P komprimiertes Polytop,
muss die Ordnung nicht zwingend vorgegeben sein. In diesem Fall reicht es, wenn wir zunéchst in
beliebiger Reihenfolge die Ecken von ¥ ziehen und danach, ebenfalls in beliebiger Reihenfolge, die
von R, sofern wir von der riickwértigen lexikographischen Triangulierung von P bzgl. derselben
Reihenfolge ausgehen. Ist P nicht fiir jede Ordnung der Ecken komprimiert, miissen wir eine
komprimierte Ordnung 7 als Eingabe vorgeben, da ansonsten Satz 4.1.4 und damit auch Theorem
4.2.1 nicht mehr anwendbar wére.

V—-Darstellung

Ist von P neben ¥ und 7 lediglich die V-Darstellung bekannt, kénnen wir mit Quotientenpolytop
sofort die V-Darstellung von R berechnen. Sofern es uns nur um R ginge und wir uns mit einer
V-Darstellung dieses Polytopes zufrieden gében, hétten wir keinerlei Probleme. Ein Problem ent-
steht allerdings in dem Moment, in dem wir @ berechnen wollen, denn wenn wir lediglich V(R)
in ZieheEcken eingeben wiirden, konnten wir die Ecken nicht ziehen: Wir wiissten zwar, wo die
urspriinglichen Ecken (geometrisch) liegen und in welcher Reihenfolge sie gezogen werden miissten,
aber wir verfiigten {iber keinerlei Information, in welche Richtung und wie weit die jeweilige Ecke
v; gezogen werden diirfte bzw. miisste, da fiir die Bestimmung der Richtung alle Stiitzhyperebenen
bekannt sein miissen, in denen v; liegt (die gezogene Ecke v; muss in allen negativen Halbrdumen
liegen) und fiir die maximale Distanz bekannt sein muss, wie der geringste Abstand von v; zu
einer Stiitzhyperebene einer v; nicht enthaltenden Facette ist (was in unserem Algorithmus durch
die Berechnung von ¢ abgeschitzt wird). Natiirlich ist es nicht notwendig, fiir das Ziehen einer
Ecke exakt das von uns in der Funktion ZieheEcken angegebene Verfahren zu verwenden, aber
das zuvor beschriebene Problem taucht unabhéangig vom gewéhlten Verfahren auf: Die Berechnung
jeder moglichen Ziehrichtung und —distanz setzt eine Betrachtung der Stiitzhyperebenen von R
voraus!

Die einzige Moglichkeit, die sich demnach im Fall einer auf V-Darstellung reduzierten Eingabe
zur Berechnung von @ bietet, ist, nach der Berechnung von V(R) daraus H(R) (und damit die
Standardeingabedaten fiir ZieheEcken) zu bestimmen. Der einzige Vorteil ist, dass dies zumin-
dest schneller geht, als direkt aus aus den Ecken von P dessen H-Darstellung zu berechnen, da
Quotientenpolytop bereits die Ecken des speziellen Simplexes von P aussortiert hat und dement-
sprechend R iiber weniger Ecken und eine niedrigere Dimension als P verfiigt.

H—Darstellung

Kennen wir neben ¥ (wir gehen hier von einer H—Darstellung aus) und 7 lediglich die H-Dartellung
von P ist die Situation im Allgemeinen noch komplizierter als im Fall der V-Darstellung: Im Ge-
gensatz zum Fall der lediglich vorliegenden V—-Darstellung kann aus der H—Darstellung von P nicht
direkt die H-Darstellung von R berechnet werden, da dafiir der affine Grundraum von R bekannt
sein muss, wovon nicht ausgegangen werden kann. Leider gestaltet sich die Berechnung dieses
Grundraumes im geometrischen Fall als schwierig: Im kombinatorischen Fall kann man (vergl.
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hierzu Definition 2.6.5) den Quotientenraum bzgl. des affinen Grundraumes von ¥ betrachten und
dann eine beliebige Einbettung in einen entsprechenden niederdimensionaleren Raum wéhlen. Im
geometrischen Fall funktioniert dies nicht, da es lediglich genau eine Einbettung (bzw. genau einen
affinen Unterraum des Grundraumes von P) gibt, der alle Ecken aus R enthélt, die aber nicht ge-
geben sind. Man verdeutliche sich dies etwa an O oy in ‘H-Darstellung (vergl. hierzu Beispiel
3.1.5 sowie Abbildung 9 auf Seite 25f.; wir lassen hier die Tatsache aufler Acht, dass es sich um ein
0/1-Polytop handelt, da hiervon im allgemeinen nicht ausgegangen werden kann): Die Kenntnis
des affinen Grundraums von X liefert zwar, dass die Basis des affinen Grundraums Ag von R linear
unabhingig zu (0,1,1)7 und (1,1,1)7 sein muss, was allerdings nicht weiterhilft. Auch die Kennt-
nis des f—Vektors von O(y oy liefert lediglich die zusétzliche Bedingung, dass Ar eine der Kanten
von Y schneidet. Selbst die Information, dass Ag in der Stiitzhyperebene der Grundseite liegt,
reicht nicht aus. Ag kann hier also nur durch Berechnung von dim(Ag) + 1 affin unabhéingigen
Ecken von R berechnet werden, die wiederum nur durch das Schneiden von Stiitzhyperebenen
berechenbar sind. Daraus ldsst sich H(R) in gewohnter Weise berechnen.

Auf die Berechnung der iibrigen Ecken kann fiir die H—Darstellung von R verzichtet werden. Fiir
die Berechnung von @ allerdings muss zunéchst V(R) aus H(R) berechnet werden, da offenbar
die Ecken von R bekannt sein miissen, wenn sie in ZieheEcken in die negativen Halbrdume ihrer
Stiitzhyperebenen gezogen werden sollen.

5.4 Laufzeitanalyse

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es nicht, eine moglichst scharfe Schranke fiir die Laufzeit des
Algorithmus zu finden. Es geht vielmehr darum, eine ungefihre Einordnung zu erméglichen und
insbesondere nachzuweisen, dass der Algorithmus in Polynomialzeit lduft. Konkret zeigen wir den
folgenden Satz:

Satz 5.4.1:
Sei wieder n := dim(P),p := #V(P) und s := #V(Q). Dann liduft Quotientenpolytop in O(p-n?)
und ZieheEcken in O(s®) und damit insbesondere der gesamte Algorithmus in Polynomialzeit.

Beweis:
Wir setzen als bekannt voraus, dass ein n x n lineares Gleichungssystem in O(n?) gelost werden
kann. Wir definieren

q:=#H(P), m:=dim(X), h:=dim(R), s:=#V(R), t:=#H(R),
l:=

Max. Anzahl Facetten einer Facette von R

und betrachten zunéchst den Pseudocode von Quotientenpolytop: Die Berechnung von V(R) ist
linear. Die Berechnung von A, fiir die A+ 1 affin unabhéingige FEcken gefunden werden miissen, hat
folgendes worst-case Szenario: Die ersten h betrachteten Ecken By := {vm41, ..., Umtnrt1} sind
affin unabhiingig, die nachfolgend betrachteten p — (m + h + 3) Ecken sind affin abhéingig. Die
Uberpriifung entspricht der Losung von p — (m+ h+3) n x n linearen Gleichungssystemen sowie
der Losung von je einem 2 x 2,..., (h—1) x (h— 1) linearen Gleichungssystems (sowie evtl. einem
weiteren n X n LGS um eine Koordinatendarstellung zu erhalten). Dementsprechend kénnen wir
den Aufwand abschéitzen durch

h—1
(p—(m+n+2)-0n*)+Y 0@ < O(p-n?).

i=1

Die Zeilen 3 bis 5 entsprechen hochstens ¢ mal dem Gleichsetzen von H; € H(P) mit A, was
bedeutet, dass jeweils ein n x n LGS gelost werden muss. Somit ergibt sich hier fiir den Aufwand
O(q - n3), woraus folgt, dass der Gesamtaufwand von Quotientenpolytop bei

O((p+4q)-n?)
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liegt.
Wir betrachten nun den Pseudocode von ZieheEcken: Die Berechnung der w; in den ersten beiden
Zeilen entspricht offenbar gerade dem Losen eines LGS fiir jede Hyperebene, d. h.

t-O((h—1)*)

(Normierung und Orientierung haben lineare Laufzeit). Fiir die Berechnung der ¢; in Zeile 3 miissen
fiir jede Hyperebene H; fiir alle Ecken, die nicht in H; liegen, die Absténde zu H; berechnet werden.
Dadurch, dass die w; bekannt sind, ergibt sich hierfiir, da mindestens h Ecken in H; liegen, eine

Laufzeit von
t-(s—h)-O(h).

Die Zeilen 6 bis 10 sind fiir die Laufzeit nicht relevant. Allerdings muss darauf hingewiesen werden,
dass ab Zeile 6 jede Operation fiir jede Ecke zu erfolgen hat. In Zeile 12 wird fiir jede Hyperebene
H; € H(v;) jede Ecke aus V(R) darauf gestestet, ob sie in H; liegt. Da dieser Test in linearer
Zeit bewiltigt werden kann, ergibt sich als Laufzeit (k war in Zeile 8 definiert als Anzahl der
Stiitzhyperebenen aus H(R), die v; enthalten)

s-k-s-O(h).

Um die Facetten von H(H;) zu berechnen, die mit v} eine neue Stiitzhyperebene bilden, kénnen

alle H € H(R)\{H;} mit H; geschnitten werden. Anschliefend werden zunéchst alle v € V(R)
darauf iiberpriift, ob sie in H; liegen und die, fiir die dies zutrifft, iiberpriift man darauf, ob sie in
den Schnitten liegen. Das ergibt eine Laufzeit von

s k- (s+(t—1) #V(H,)).

Als aufwendig stellen sich die Zeilen 15 und 16 aufgrund einer weiteren Schleife heraus: Alle
Laufzeiten miissen hier mit s - k - [ multipliziert werden. Da wir wissen, dass die Berechnung
der Stiitzhyperebene von conv (V(F;.) U {v}}) und des zugehorigen orthonormalen Vektors jeweils
Aufwand O((h — 1)3) hat, ergibt sich in Zeile 15 und 16 insgesamt jeweils ein Aufwand von

s k-1-O((h—1)%).

Die restlichen Zeilen sind zu vernachléssigen bis auf Zeile 22, die offenbar s mal den Aufwand von
Zeile 3 hat, d. h.
s-t-(s—h)-O(h).

Fassen wir nun zusammen, so siecht man, dass fiir die Bestimmung der Laufzeit alle Zeilen bis auf
1 /2, 15 und 16 vernachléissig werden kénnen. Aus diesen erhalten wir eine Laufzeit von

O((t+2-s k-1)-(h—13)=0(2-s-k-1)- (h— 1)) < O(s%).
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A NOTATIONEN

A Notationen

Wir geben an dieser Stelle noch einmal eine Ubersicht iiber die wichtigsten, in dieser Arbeit ver-
wendeten Notationen jeweils in der Reihenfolge ihrer Verwendung:

Bedeutung

Notation Referenz

V(P), H(P) Von Beginn an
F(P),F(OP) Def. 2.2.3,S. 5
fp.hp Def. 2.2.4,2.2.5,S. 6

Satz u. Def. 2.2.6, S. 7

A(F) Def. 2.3.1,S. 8

A (F) Def. 2.3.2,S. 9

P, Satz u. Def. 2.4.3, S. 13
o) Def. 2.5.1, S. 15

0(171_’1),0(271),0(172) BSp 2512, S. 19ff.

VANTIEWAY) Def. 2.6.1, S. 20
P/V Def. 2.6.5, S. 21
PS Def. 3.2.1, S. 28
bipyr @ Kor. 3.2.8, S. 30

pyr;(Q), pyr @ Kor. 3.2.10, S. 31f.

shell; (@), shell @ Satz u. Def. 3.2.12, S.

32

i(P,r) Satz u. Def. 4.1.1, S. 45
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Eckenmenge bzw. Menge der Stitzhyperebenen
eines Polytopes oder polytopalen Komplexes P
(in Anlehnung an V- und H-Darstellung).

Seitenkomplex bzw. Randkomplex eines Polyto-
pes P.

f— bzw. h—Vektor eines Polytopes oder polyto-
palen Komplexes P.

f— bzw. h—Polynom eines Polytopes oder poly-
topalen Komplexes P.

Triangulierung eines polytopalen Komplexes F.

Riickwdrtige lexikographische Triangulierung ei-
nes polytopalen Komplexes F bzgl. einer Ord-
nung 7.

Birkhoff-Polytop aller doppelt stochastischen
n x n Matrizen.

Ordnungspolytop einer partiell geordneten Men-
ge Q.

Spezielle Ordnungspolytope.

Simpliziale Vereinigung zweier Simplizialkom-
plexe A1 und As.

Quotientenpolytop eines Polytopes P bzgl. eines
Untervektorraumes V' C R".

Menge der Polytope mit speziellen Simplizes
(vergl. ebd. fiir entsprechende Untermengen).

Bipyramide eines polytopalen Komplexes Q.

(i—te) Pyramide eines polytopalen Komplexes
Q.
(i—te) Muschel eines polytopalen Komplexes Q.

Ehrhart-Polynom eines Polytopes P.
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