
Seminar zu Distributionentheorie

12. Juli 2024

Geplanter Termin: Dienstags um 09.45 Uhr, ab dem 15.10.2024 in UP 2.315.

1 Einführung
Distributionen, manchmal auch verallgemeinerte Funktionen genannt, verallge-
meinern den klassischen Begriff von Funktionen in der mathematischen Ana-
lysis. Distributionen ermöglichen es bspw. Funktionen zu differenzieren, deren
Ableitung im klassischen Sinne nicht existiert, wie bspw. der Indikatorfunktion
1[0,1](x), x ∈ R. Im Rahmen der Distributionentheorie ist es möglich jeder lokal
integrierbaren Funktion eine distributionelle Ableitung zuzuordnen.

Distributionen treten klassischerweise in der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen (PDG) auf. Im Allgemeinen kann man von einer gegebenen
PDG noch nicht sagen, ob (klassische) Lösungen existieren. Oftmals ist es aber
so, dass zumindest “distributionelle” oder “schwache” Lösungen existieren, also
solche, die man zwar nicht klassisch, aber im Rahmen der Distributionentheorie
ableiten kann. Dies erklärt insbesondere die Wichtigkeit von Distributionen in
der Physik, Elektrotechnik, Chemie und weiteren angewandten Wissenschaften.
So führte beispielsweise der Physiker und Nobelpreisträger Paul Dirac die so-
genannte Delta-Distribution ein, um Punktladungen wie Elektronen mathema-
tisch in seiner Quantentheorie [1] beschreiben. Wollte man Diracs Distribution
als Funktion darstellen, so wäre diese identisch Null, bis auf in einem Punkt, wo
sie den Wert “Unendlich” annimmt, und würde Integral gleich Eins haben.

Diracs formalem Kalkül fehlte jedoch noch mathematisches Fundament, wel-
ches erst durch die späteren Arbeiten von Sergei Lwowitsch Sobolew und Lau-
rent Schwartz gelegt wurde. In den 1930er Jahren beschäftigte sich Sobolew
mit Anfangswertproblemen bei hyperbolischen PDGs, für die er die heute nach
ihm benannten Sobolew-Räume einführte. Um ein griffigeres Kriterium für die
Existenz einer Lösung dieser PDGs angeben zu können, erweiterte Sobolew die
Fragestellung auf den Raum der Funktionale [13]. Damit war er der erste, der
die heutige Definition einer Distribution formulierte. Er entwickelte allerdings
noch keine umfassende Theorie aus seinen Definitionen, sondern verwendete sie
nur als Hilfsmittel zur Untersuchung partieller Differentialgleichungen.

Laurent Schwartz entwickelte systematisch die Theorie der Distributionen
im Winter 1944/45. Zu diesem Zeitpunkt waren ihm Sobolews Arbeiten noch

1



unbekannt, doch stieß auch er genau wie Sobolew durch Fragen im Bereich der
partiellen Differentialgleichungen auf spezielle Funktionale, die er nun Distri-
butionen nannte [11]. Im Jahr 1947 hatte Schwartz den Raum der temperier-
ten Distributionen definiert und damit die Fourier-Transformationen in seine
Theorie integriert. 1950/51 erschien seine Monographie [10, 12], wodurch seine
Theorie weiter gefestigt wurde und für die er 1950 die Fields-Medaille, eine der
höchsten Auszeichnungen im Bereich der Mathematik, erhielt.

2 Zusammenfassung
Distributionen sind eine Verallgemeinerung von lokal integrierbaren Funktio-
nen und Radonmaßen auf Rd. Die Theorie der Distributionen ist mittlerweile
ein Standardwerkzeug der Analysis, insbesondere für die Untersuchung partiel-
ler Differentialgleichungen. Die grundlegende Idee der Definition besteht darin,
Maße und Funktionen als Operatoren auf einem Raum glatter Funktionen zu
verstehen. Auf natürliche Weise ergeben sich für Distributionen Verallgemeine-
rungen der klassischen Begriffe der Analysis wie Ableitung und Fouriertransfor-
mation.

Das Seminar soll eine Einführung in die Theorie der Distributionen ge-
ben. Neben den zentralen Definitionen und Eigenschaften werden Anwendungen
auf partielle Differentialgleichungen diskutiert, wie das Konzept der Fundamen-
tallösung.

3 Gliederung
Die Aufteilung der Themen ist bewusst fein gehalten, sodass einzelne Punk-
te auch kombiniert oder weggelassen werden können. Wir folgen hauptsächlich
Duistermaat–Kolk [2]. Siehe auch den Klassiker [8] von Hörmander sowie Gel’fand–
Shilov [5] für zahlreiche Beispiele. Weitere empfehlenswerte Lehrbücher sind [14,
4, 6]. Weiter stellt mehr oder weniger jedes aktuelle Lehrbuch zu PDG (siehe
z.B. [3, 9]) oder Harmonischer Analysis (siehe z.B. [7]) einen mehr oder weniger
vollständigen Anhang zur Distributionentheorie bereit.

1. Testfunktionen [2, Kapitel 2]

2. Definition, Eigenschaften [2, Kapitel 3]

3. Konvergenz, Differentiation [2, Kapitel 4–5]

4. Lokalisierung, Distributionen mit kompaktem Träger [2, Kapitel 7–8]

5. Multiplikation mit Funktionen [2, Kapitel 9]

6. Pushforward und pullback [2, Kapitel 10]

7. Faltung [2, Kapitel 11]

2



8. Fundamentallösungen [2, Kapitel 12]

9. Fraktionale Differentiation [2, Kapitel 13]

10. Fourier-Transformation [2, Kapitel 14]

11. Distributionen als Integralkern [2, Kapitel 15]

12. Fundamentallösung und Fourier-Transformation [2, Kapitel 17]

13. Träger und Fourier-Transformation [2, Kapitel 18]

14. Sobolew-Räume [2, Kapitel 19]
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[11] Laurent Schwartz. “Généralisation de la notion de fonction, de dérivation,
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