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Aufgabe K12.1 (6 Punkte)
Seien X ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, ® € £(X) eine lineare Abbildung und ®" :=
®o...0 P fiir n € N die n-malige Hintereinanderausfithrung von ®. Zeigen Sie:

(a) Hat ® den Eigenwert A € C, so besitzt ®" den Eigenwert A\".

(b) Ist ® nilpotent, d.h. gibt es ein m € N so, dass ®™ = 0, so besitzt ¢ genau den Eigenwert
0.

(¢) Sind p = > _, axt® € C[t] ein Polynom und A € C ein Eigenwert von @, so ist p()\) ein
Eigenwert von p(®) := Y7 _ a, P

Aufgabe K12.2 (6 Punkte)

1 -1 -2 —1
Gegeben seien die Matrix A == | -4 -2 —2| € C* und der Vektor #; == | 1 | €
2 2 3 0

C*\ {0}.
(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom y(\) := det[A — A - 1] von A.

(b) Zeigen Sie, dass ¥ ein Eigenvektor von A ist, und bestimmen Sie den zugehérigen Eigen-
wert \; € C.

(c) Bestimmen Sie alle Eigenwerte Aj, Ao, A3 € C von A und zeigen Sie, dass A\j, A2, A3 paar-
weise verschieden sind. (Hinweis: Verwenden Sie, dass A\; ein Eigenwert ist.)

(d) Berechnen Sie durch Anwendung des Gauf-Algorithmus’ alle weiteren Eigenvektoren von

A, d.h. fiir jedes i € {2,3} alle Vektoren @; € C3\ {0}, fiir die A7 = \;; gilt.



Aufgabe K12.3 (6 Punkte)
Seien die Matrix A € C**3 wie in Aufgabe K12.2 und A\, A2, A3 € C die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren oy, 0, 73 € C \ {0}.

(a) Verifizieren Sie, dass {0, 0, 3} C C? linear unabhéngig ist.

(b) Sei die Matrix H := (¥, ¥, 03) € C3*3 durch die Eigenvektoren als Spalten gegeben.
Berechnen Sie die inverse Matrix H~! von H.

A
(c) Verifizieren Sie, dass H 'AH = < 0 % 0 > gilt.

0 0 A3

Aufgabe K12.4 (6 Punkte)
Seien der komplexe Vektorraum X := (3(Ng) = {(a,)32, € C| 37 [a,[* < oo} und die
lineare Abbildung ® € £(X) definiert durch

v(CLTL)?Lozo €X: (I)[(ao, ai,asz, .. )] = (O, ag, G, . . ) .
Zeigen Sie:

(a) @ besitzt keine Eigenwerte.

(b) Ist \€ Dy = {2z € C: |z| <1}, s0ist & — -1 nicht surjektiv.



