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Aufgabe K11.1 (6 Punkte)
Gegeben sei der R-Vektorraum X = {f = a+ bx+ cx2 + dx3 : [−1, 1]→ R | a, b, c, d ∈ R} mit
Skalarprodukt

〈f |g〉 :=

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx, ∀ f, g ∈ X .

Bestimmen Sie mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens eine Orthonormalbasis
des Unterraums U := span ({1, x, x2}).

Aufgabe K11.2 (6 Punkte)
Sei X ein K-Vektorraum und σ ∈ L(X). Weiterhin genüge σ den Gleichungen

σ2 ◦ (1X − σ) = 0 , (1)

σ ◦ (1X − σ)2 = 0 . (2)

(a) Zeigen Sie, dass σ eine Projektion ist, d.h., dass σ = σ2 gilt.

(b) Konstruieren Sie eine lineare Abbildung σ(1) ∈ L(R2), für die σ2
(1) ◦ (1R2 − σ(1)) = 0 und

σ(1) 6= σ2
(1) gelten. (Hinweis: Betrachten Sie rechte obere Dreieckmatrizen.)

(c) Konstruieren Sie eine lineare Abbildung σ(2) ∈ L(R2), für die σ(2) ◦ (1R2 − σ(2))2 = 0 und
σ(2) 6= σ2

(2) gelten. (Hinweis: Betrachten Sie rechte obere Dreieckmatrizen.)

Aufgabe K11.3 (6 Punkte)

Gegeben seien X := R3 und Vektoren ~v1 :=

4
3
0

, ~v2 :=

1
2
1

 und ~v3 :=

3
5
7

 ∈ R3

(a) Sind ~v1, ~v2, ~v3 linear unabhängig?

(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von span({~v1, ~v2, ~v3}) mit Hilfe des Schmidtschen
Orthonormierungsverfahrens.
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Aufgabe K11.4 (6 Punkte)
Für n ∈ N, p ∈ [1,∞] und A ∈ Cn×n definieren wir

‖A‖p,p := sup

{
‖Ax‖p
‖x‖p

: x ∈ Cn \ {0}
}
,

wobei ‖x‖p :=
(∑n

j=1 |xj|p
)1/p

für x ∈ Cn.

(a) Zeigen Sie, dass alle ‖ · ‖p-Normen auf Cn äquivalent sind, d.h. geben Sie zu p, q ∈ [1,∞]
Konstanten 0 < rp,q,n ≤ sp,q,n <∞ so an, dass

∀x ∈ Cn : rp,q,n ‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ sp,q,n ‖x‖p

gilt.

Hinweis: Ohne Beweis dürfen Sie die Hölderungleichung

n∑
j=1

|aj · bj| ≤ ‖a‖p · ‖b‖p′ , a, b ∈ Cn

für alle a = (a1, ..., an) ∈ Cn und b = (b1, ..., bn) ∈ Cn sowie 1 ≤ p ≤ ∞ und p′,
die 1/p + 1/p′ = 1 erfüllen (mit der Konvention p′ = 1 falls p = ∞ und umgekehrt)
verwenden.

(b) Zeigen Sie, dass ‖AB‖p,p ≤ ‖A‖p,p‖B‖p,p für alle A,B ∈ Cn×n gilt.

(c) Sei ‖A‖p,p < 1. Zeigen Sie, dass ker[1Cn − A] = {0} ist und folgern Sie, dass 1Cn − A
invertierbar ist.
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