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Aufgabe K8.1 (6 Punkte)
Wir beginnen mit etwas Notation.

Definition 1. Seien M, N € N, F ein Kérper und A = (Ozn,m)nezymezzlw € FN*M eine N x M-
Matrix. Fiir n € ZY und m € Z seien weiterhin

041,m
Ay = : e FV*' und b, = (04”71,...,04”71\4) e F>XM

ON.m
Spalten- und Zeilenvektoren (bzw. N x 1- und 1 x M-Matrizen), sodass

by

A= || = (@, .. adu).

Wir definieren dann folgende Objekte:

Spaltenraum(A) := span {d,...,dum}, Spaltenrang(A) := dim Spaltenraum(A),
Zeilenraum(A) := span {51, . ,BN} : Zeilenrang(A) := dim Zeilenraum(A) .

(a) Zeigen Sie, dass Spaltenraum(A) = ran(®) und dementsprechend Spaltenrang(A) =
dimran(®) gelten.

(b) Zeigen Sie, dass Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A”) gilt.

(c¢) Bestimmen Sie Zeilenrang(A) und Spaltenrang(A) der Matrix
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Aufgabe K8.2 (6 Punkte)
Folgenden Satz diirfen Sie als gegeben betrachten.

Satz 2 (Satz und Definition — Rang von A). Seien m,n € N, F ein Korper und A € F*™™ eine
Matriz. Dann gilt

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)

und diese Zahl wird als Rang von A bezeichnet. Man schreibt rang(A) := Spaltenrang(A).

Seien nun m,n,r € N, F ein Koérper, A € F™*" und B € F"*". Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 2
folgende Aussagen.

(a) rang(A) = rang(AT).
(b) rang(A) < min{m,n}.

(c) rang(AB) < min{rang(A),rang(B)}.

Aufgabe K8.3 (6 Punkte)
Beweisen Sie Satz VIII.1 mit vollstédndiger Induktion fiir L > 2.

Aufgabe K8.4 (6 Punkte)

Seien F ein Korper, N € N und 1,...,7y € F. Beweisen Sie (mit vollsténdiger Induktion),
dass
1z .. x{v_l
det | |+ : = ] @-=).
1 oy ... ! 1<i<j<N

Hinweis: Verwenden Sie z.B. elementare Spaltenumformungen.



