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Aufgabe K8.1 (6 Punkte)
Wir beginnen mit etwas Notation.

Definition 1. Seien M,N ∈ N, F ein Körper und A = (αn,m)n∈ZN
1 ,m∈ZM

1
∈ FN×M eine N ×M -

Matrix. Für n ∈ ZN
1 und m ∈ ZM

1 seien weiterhin

~am :=

α1,m
...

αN,m

 ∈ FN×1 und ~bn :=
(
αn,1 , . . . , αn,M

)
∈ F1×M

Spalten- und Zeilenvektoren (bzw. N × 1- und 1×M -Matrizen), sodass

A =

~b1...
~bN

 =
(
~a1 , . . . , ~aM

)
.

Wir definieren dann folgende Objekte:

Spaltenraum(A) := span
{
~a1, . . . ,~aM

}
, Spaltenrang(A) := dim Spaltenraum(A) ,

Zeilenraum(A) := span
{
~b1, . . . ,~bN

}
, Zeilenrang(A) := dim Zeilenraum(A) .

(a) Zeigen Sie, dass Spaltenraum(A) = ran(Φ) und dementsprechend Spaltenrang(A) =
dim ran(Φ) gelten.

(b) Zeigen Sie, dass Zeilenrang(A) = Spaltenrang(AT ) gilt.

(c) Bestimmen Sie Zeilenrang(A) und Spaltenrang(A) der Matrix

A =

1 2 3 1
0 0 0 2
0 0 0 0

 .
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Aufgabe K8.2 (6 Punkte)
Folgenden Satz dürfen Sie als gegeben betrachten.

Satz 2 (Satz und Definition – Rang von A). Seien m,n ∈ N, F ein Körper und A ∈ Fn×m eine
Matrix. Dann gilt

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)

und diese Zahl wird als Rang von A bezeichnet. Man schreibt rang(A) := Spaltenrang(A).

Seien nun m,n, r ∈ N, F ein Körper, A ∈ Fm×n und B ∈ Fn×r. Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 2
folgende Aussagen.

(a) rang(A) = rang(AT ).

(b) rang(A) ≤ min{m,n}.

(c) rang(AB) ≤ min{rang(A), rang(B)}.

Aufgabe K8.3 (6 Punkte)
Beweisen Sie Satz VIII.1 mit vollständiger Induktion für L > 2.

Aufgabe K8.4 (6 Punkte)
Seien F ein Körper, N ∈ N und x1, . . . , xN ∈ F. Beweisen Sie (mit vollständiger Induktion),
dass

det


1 x1 ... xN−11

...
...

...
1 xN ... xN−1N


 =

∏
1≤i<j≤N

(xj − xi) .

Hinweis: Verwenden Sie z.B. elementare Spaltenumformungen.
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