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Aufgabe K4.1 (6 Punkte)
Sind die folgenden Mengen von Vektoren in dem jeweiligen Vektorraum linear abhängig?

(a) {1,
√

2,
√

3} im R-Vektorraum R

(b) {1,
√

2,
√

3} im Q-Vektorraum R

(c) {1,
√

1
2
, 3 +

√
2} im Q-Vektorraum R

(d) {(1, 2), (3, 4)} im R-Vektorraum R2

(e) {(1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9)} im R-Vektorraum R3

(f) {(a, b), (c, d)} mit ad− bc = 0 im R-Vektorraum R2

Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe K4.2 (6 Punkte)
Welche der folgenden Mengen sind Unterräume der jeweils angegebenen Vektorräume?

(a) {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 = 2x2 = x3} ⊂ R3

(b) {(1, x2, x3) ∈ R3 | x2, x3 ∈ R} ⊂ R3

(c) {(x1, x2) ∈ R2 | x21 + x42 = 0} ⊂ R2

(d) {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2 ≤ x3} ⊂ R3

Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe K4.3 (6 Punkte)
Sei K ein Körper.

(a) Sei KN0 := {f : N0 → K} die Menge aller Folgen in K (der sog. Folgenraum). Zeigen Sie,
dass KN0 einen K-Vektorraum bzgl. punktweiser Addition und skalarer Multiplikation

∀ f = (ai)i∈N0 , g = (bj)j∈N0 ∈ KN0 , λ ∈ K :

f + g := (ai + bi)i∈N0 , λ · f := (λai)i∈N0

bildet.
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(b) Sei X eine abstrakte Unbestimmte. Dann definieren wir die Menge der Polynome über K
als

K [X] := {(ai)i∈N0 ∈ KN0 | ai 6= 0 für endlich viele i ∈ N0},

wobei (ai)i∈N0 ∈ K [X] formell mit p(X) :=
∑∞

i=0 aiX
i identifiziert wird.

Zeigen Sie, dass K [X] ein Unterraum von KN0 ist.

Aufgabe K4.4 (Fortsetzung von Aufgabe K4.3) (6 Punkte)
Sei K [X] wie in Aufgabe K4.3 definiert und versehen mit punktweiser Addition sowie dem
Cauchy-Produkt:

∀ p = (ai)i∈N0 , q = (bj)j∈N0 ∈ K [X] : p · q := (ck)k∈N0 ,

mit

ck =
k∑

`=0

a`bk−`, für alle k ∈ N0.

Zeigen Sie, dass K [X] damit einen kommutativen Ring (mit Einselement) bildet.
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