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1 1. Tutoriumsblatt (2. November 2021)

1.1 Aufgaben
Aufgabe 1.1. (a) (Deutsch - Mathe) Seien A und B Teilmengen der reellen Zahlen. Driicken

Sie die folgenden Aussagen in mathematischer Formelsprache aus.
1
2
3
4

Jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist grofer als ihr Quadrat.
Fiir eine beliebige reelle Zahl kann man stets eine natiirliche Zahl finden, die grofer ist.

(1)
(2)
(3) Es existiert ein Element der Menge A, das kleiner als jedes Element der Menge B ist.
(4) Es gibt keine reelle Zahl, die grofler ist als jede natiirliche Zahl.

(b) Beweisen Sie folgende Aussage:

Fiir jede ungerade natiirliche Zahl ist ihr Quadrat minus 1 durch 8 teilbar.

(c) Ein Fehlschluss? Beurteilen Sie folgende Aussage aus Sicht der Logik.

Ich habe doch gesagt: Wenn sie kein Interesse an mir hat, dann wird sie mich nicht anrufen.
Sie hat mich nicht angerufen; sie hat also kein Interesse an mir!

(d) (Mathe - Deutsch) Versprachlichen und beweisen Sie folgende Aussage: Seien A, B C R.
Dann gilt
Vae A,VbeB:a<b)=ANB=0.

(e) Beweisen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln folgende Regeln der Aussagenlogik.

(1) =-(AVB) < -AA-B.
(2) (A B)AN(B=C)= (A= 0C).

Aufgabe 1.2. In jeder der folgenden Situationen (a) — (e) beantworten Sie bitte die Frage, und
beweisen Sie die Richtigkeit Threr Antwort durch ein logisch einwandfreies Argument.

Der Lowe und das Einhorn blieben dem Wald des Vergessens einen Monat lang fern. Sie waren
irgendwo und kidmpften eifrig fiir die Krone. Jedoch waren Zwiddeldum und Zwiddeldei haufige
Besucher des Waldes. Nun ist einer der beiden wie der Léwe; er liigt am Montag, Dienstag und
Mittwoch und sagt an den anderen Wochentagen die Wahrheit. Der andere ist wie das Einhorn;
er liigt donnerstags, freitags und samstags, aber sagt an den anderen Tagen der Woche die
Wahrheit. Alice wiisste nicht, welcher der beiden wie der Lowe und welcher wie das Einhorn
war. Um die Sache noch schlimmer zu machen, sahen die Briider einander so dhnlich, dass
Alice sie nicht einmal voneinander unterscheiden konnte (es sei denn, sie trugen ihre bestickten
Kragen, was sie selten taten). So fand die arme Alice die Situation in der Tat hochst verwirrend!

Hier sind einige von Alices Erlebnissen mit Zwiddeldum und Zwiddeldei.

(a) Eines Tages traf Alice die beiden Briider, und sie stellten folgendes fest:

Erster: Ich bin Zwiddeldum.
Zweiter: Ich bin Zwiddeldei.
Wer war wirklich Zwiddeldum, und wer war Zwiddeldei?



(b) An einem anderen Tag der gleichen Woche machten die beiden Briider die folgenden Aus-
sagen:
Erster: Ich bin Zwiddeldum.
Zweiter: Wenn das wirklich wahr ist, dann bin ich Zwiddeldei!
Wer war wer?

(c) Bei einer anderen Gelegenheit machten die Briider folgende Aussagen:
Erster: (1) Ich liige samstags. (2) Ich liige sonntags.
Zweiter: Ich werde morgen liigen.
An welchem Wochentag geschah das?

(d) Eines Tages traf Alice zufillig nur einen der Briider. Er stellte folgendes fest: “Ich liige heute,
und ich bin Zwiddeldei.”
Wer hat das gesagt?

(e) Nehmen wir an, er hétte in (d) stattdessen gesagt: “Ich liige heute, oder ich bin Zwiddeldei.”
Lésst sich feststellen, wer er war?

Aufgabe 1.3. (a) Beweisen Sie die Bernoullische Ungleichung: Fiir jedes 2 > —1 und alle
n € Ny gilt

(I4+x2)">14nx. (1.1)

Bestimmen Sie damit, ob 10000000001000000000 > 1000000001779999999 wahr ist.

(b) Sei n € N. Zeigen Sie

~ 5, nn+1)(2n+1)
T

(c) Zeigen Sie

- 1
SO (1) RR? = ”(”;) fiir alle n € N.
k=0

(d) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die Zahl 24"+3 4 5247 durch 11 teilbar ist.

(e) Bestimmen Sie alle n € N fiir die 2" < n! wahr ist.

Aufgabe 1.4. Seien X, Y nicht-leere Menge und f : X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie

f ist surjektiv < f(f~1(V)) = V fiir alle Teilmengen V C Y.

1.2 Losungen

Loésung 1.1. (a) (Deutsch - Mathe)

(1) Vx € [0,1] : & > 2.
(2) VeeRIneN:n>x
(3) Jac AYbe B:a<b

(4) PreRYnEN:z>n
(b) Jede ungerade Zahl ldsst sich als 2k + 1 € N schreiben, wobei k € Ny = {0} U N. Daraus

folgt

(2k+1)2 -1  4k(k+1)  k(k+1)
8 82
und die rechte Seite ist € N, da entweder k oder k + 1 gerade ist.




()

(d)

()

Natiirlich ist das ein Fehlschluss :-) Wir erinnern an ez falso quodlibet, oder auf Deutsch:
“Aus Falschem kann alles folgen.” Sie kann aus vielen Griinden nicht angerufen haben. Z.B.
weil ihr Telefon kaputt ist, sie keinen Empfang hat, sie beschéftigt ist, sie erwartet, dass er
anruft, sie seine Nummer vergessen oder falsch aufgeschrieben hat, etc..

Etwas formaler: Sei A die Aussage Sie hat kein Interesse an mir. und B die Aussage Sie
ruft mich nicht an. Angenommen A = B ist wahr. Wir erinnern an (A = B) & (A V B).
Wenn A wahr ist, dann muss B wahr sein. Wenn A aber falsch ist, kann B wahr oder falsch
sein. In unserem Fall ist B wahr; das muss aber eben nicht bedeuten, dass auch A wahr ist.

(Mathe - Deutsch) Wir versprachlichen die zusammengesetzte Aussage (Va € A,Vb € B :
a <b)= AN B = 0. Angenommen, dass fiir alle a € A und b € B die Ungleichung a < b
wahr ist. Dann ist der Schnitt von A und B leer.

Wir beweisen die Aussage per Widerspruch. (Fiir zwei Aussagen X und Y gilt (X = Y) <
(=Y = —X.) In unserem Fall sind X := (Va € A,Vbe B:a<b)undY := (ANB = 0).
Das bedeutet =Y = ANB # 0 und -X =3Jdac A€ B:a>0D.

Angenommen also, der Schnitt wére nicht leer (sprich =Y wire wahr). Dann gibe es x €
AN B. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage (x € A) A (x € B). Da aber x = x ist, folgt
insbesondere = > x, was zu zeigen war (ndmlich —X).

(1) Wir zeigen ~(AV B) < —A A =B mit der Tabelle

A|B|-A|-B|AVB|~(AVB)|-~AA-B
T|T]|F|F| T F F
T|F|F|T| T F F
F|T| T |F| T F F
F|F| T | T| F T T

(2) Wir zeigen (A < B) A (B = C) = (A = C) mit der Tabelle

A& B|B=C|(A&BANB=C)|A=C|(A=0C0)AN(B=0)=A=C)
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sung 1.2. (a) Der erste ist Zwiddeldum, der zweite ist Zwiddeldei.

Dazu iiberlegt man sich zunéchst, dass Sonntag ist. Wére nicht Sonntag, so wiirde genau
einer von beiden liigen, d.h. beide wiren dieselbe Person. Da Sonntag ist, sagen beide die
Wahrheit und der erste ist Zwiddeldum und der zweite ist Zwiddeldei.

Der erste ist Zwiddeldei, der zweite ist Zwiddeldum.

Da es nicht Sonntag ist, liigt genau einer von beiden. Wiirde der erste die Wahrheit sagen,
so wire er Zwiddeldum und der zweite wiirde liigen, womit er ebenfalls Zwiddeldum wére.
Da nicht beide dieselbe Person sind, muss der erste liigen. Also ist der erste Zwiddeldei und
der zweite Zwiddeldum.

Es geschah am Mittwoch.

Wegen (2) ist klar, dass der erste liigt. Aus (1) folgt dann, dass der erste samstags nicht liigt.
Da nicht beide gleichzeitig liigen, folgt, dass der zweite die Wahrheit sagt und auflerdem am
Samstag liigt. Somit liigt der zweite am Donnerstag, Freitag und Samstag. Da er hute die
Wahrheit sagt und morgen liigt, muss es Mittwoch sein.



(d) Zwiddeldum hat das gesagt.

Wire die Aussage wahr, so miisste er liigen, d.h. die Aussage miisste falsch sein, was einen
Widerspruch ergibt. Also ist die Aussage falsch, was bedeutet, dass er liigt. Das bedeutet,
dass der zweite Teil der Aussage falsch sein muss. Ergo hat Alice Zwiddeldum getroffen.

Ja, es war Zwiddeldei.

Waire die Aussage falsch, so miissten beide Teile falsch sein und er wiirde heute nicht liigen,
was der Falschheit der Aussage widerspricht. Also ist die Aussage wahr, sprich er {igt nicht.

Somit ist der erste Teil der Aussage falsch. Somit muss der zweite Teil wahr sein und er ist
Zwiddeldei.

Loésung 1.3. (a) Wir beweisen die Aussage per Induktion. Fiir n = 0 ist sie offenbar wahr. Um

den Induktionsschritt n +— n + 1 zu zeigen, rechnen wir
(I+2)"M=1+2)1+2)">A+z)(l+nz)=1+z(n+1)+nz?>1+ (n+ 1)z,

wobei wir in der ersten Ungleichung die Induktionsvoraussetzung sowie z > —1 verwendet
haben. (Fiir z < —1 hétten wir sonst die umgekehrte Abschétzung erhalten.) In der letzten
Abschiitzung haben wir 22 > 0 verwendet.

Mit ([L1.1)) zeigen wir, dass die numerische Aussage wahr ist. Sie ist offenbar von der Form
n™ > (n+1)""1 (mit n > 1). Diese Ungleichung ist wahr, denn

n—1

nn n n—1 _1
(n+41)n-1 <n—|—1> " +n—|—1
——

=r>—1

-1 2n
> <1+(n—1)-n+1)-n:n+121.

Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar wahr. Wir vollziehen nun den Induktionsschritt n — n+1
und erhalten

n+1 n
S =3 (1) = n(n+1)(2n+1) +6(n + 1)
k=1 k=1 6

und die rechte Seite ist gleich (n +1)(n + 2)(2(n + 1) 4+ 1)/6 wie man sich durch Ausmulti-
plizieren iiberzeugt.

Fiir n = 1,2 ist die Aussage offenbar wahr. Wir vollziehen nun den Induktionsschritt n —
n + 1 und erhalten

n+1 n 1
Z(_l)nJrlfkk_Q _ Z(_l)n+lfkk2 + (n + 1)2 _ (_1) ] n(n2‘|‘ ) + (n + 1)2
k=0 k=0

(n+1)(n+2)

2
wie behauptet.

Fir n = 1 ist 2473 4 527 = 27 4 53 = 253 durch 11 teilbar. Wir vollziehen nun den
Induktionsschritt n +— n 4+ 1. Wenn die Annahme fiir n wahr ist, so gibt es k € N, sodass
24n+3 1 5241 — 11k. Damit erhalten wir

24(TL+1)+3 + 5n+3 — 24(11k o 5n+2) + 5n+3 — 24 1k — 5n+2(24 _ 5)

und die rechte Seite ist durch 11 teilbar.



(e) Fiir n = 1,2,3 ist die Aussage falsch, aber fiir n = 4 ist 4! = 24 > 16 = 2*. Wir behaupten,
dass die Aussage fiir alle n > 4 wahr ist und vollziehen dazu den Induktionsschritt n — n+1.
Dann gilt

n+D)!'=mn+Dn! > nm+1)2" >2.2" =2

was zu zeigen war.

Loésung 1.4. Aus der Definition
V) ={zeX: f(x) eV}

folgt sofort f(f~1(V)) C V, egal ob f surjektiv ist oder nicht.

Es verbleibt also zu zeigen, dass V C f(f~1(V)) genau dann gilt, wenn f surjektiv ist.

“«<": Angenommen f ist surjektiv und sei v € V beliebig. Dann gibt es x € X mit f(z) = v.
Weil x € f~1(V) ist, folgt v = f(z) € f(f~1(V)) wie gewiinscht.

“=7. Wir beweisen die Aussage per Widerspruch. Angenommen f wére nicht surjektiv,
d.h. es giibe y € Y, sodass y ¢ f(X). Dann gilt f~1({y}) = 0, woraus f(f~*({y})) =0 < {y}
folgt. (Die leere Menge ist echte Teilmenge jeder nichtleeren Menge.)



2 2. Tutoriumsblatt (9. November 2021)

2.1 Aufgaben
Aufgabe 2.1. Seien A, B,C, D Mengen.
a) Zeigen Sie (Ax B)N(C' x D)= (ANC) x (BND,).

b) Gilt (A x B)U(C x D) = (AUC) x (BU D) fiir beliebige Mengen A, B,C, D? Begriinden
Sie Thre Antwort.

Aufgabe 2.2. Sei M eine Menge und I eine nicht-leere Indexmenge. Fiir ¢ € I seien auch A;, B;
Mengen.

a) Zeigen Sie (N;e; Ai) UM = ;e (4 U M)
b) Beantworten und begriinden Sie, ob ((V;c; 4i) U (Mics Bi) = Njes(Ai U B;) immer gilt.

Definition 2.1. Seien M, N # () Mengen.

1. M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion ¢ : M — N gibt. (Es ist leicht
zu sehen, dass die Gleichméchtigkeit eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge von Mengen
ist.)

2. Sein € N. Wir sagen, dass M genaun Elemente hat, wenn es eine Bijektion ¢ : {1,2,...,n} —
M gibt. In dem Fall schreiben wir |M| = n und nennen |M| die Kardinalitit oder
Mdchtigkeit von M.

3. Wir postulieren |@)] = 0.
4. M heifit endlich, falls es n € Ny gibt, sodass |[M| = n. Andernfalls heit M unendlich.

5. M heiflt abzdhlbar unendlich, wenn es eine Bijektion ¢ : M — N gibt, sprich die Elemente
von M “durchnummeriert” werden kénnen.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass fiir endliche Mengen () # M, N mit M C N und
|M| = |N| gilt, dass M = N.

Beispiel 2.2. 1. Die Menge der Primzahlen ist abzéhlbar unendlich, da sie eine Teilmenge
von N ist und, nach dem Satz von Euklid, unendlich ist.

2. Die ganzen Zahlen sind abzéhlbar unendlich.

3. Paare (i,j) € NxN, oder allgemeiner n-Tupel, natiirlicher Zahlen sind abzéhlbar. (Beweis
der Abzéhlbarkeit mit Hilfe von Cantors Paarungsfunktion.)

4. Die rationalen Zahlen sind abzihlbar. (Beweis mit Cantors Diagonalargument.)

5. Die algebraischen Zahlen (also die Teilmenge von R, die sich aus den Nullstellen von
Polynomen Z}l:o aja:j mit a; € Q und = € R ergeben) sind abzéhlbar.

Aufgabe 2.3. Seien X,Y # () Mengen mit | X| = |Y| < co. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
fiir eine Abbildung f : X — Y &dquivalent sind.

1. f ist bijektiv.
2. f ist injektiv.
3. f ist surjektiv.

Gelten die Aquivalenzen auch fiir unendliche Mengen?



Aufgabe 2.4. Sei (G, o) eine Gruppe. Zeigen Sie

a) Fiir alle a,b € G besitzen die Gleichungen aox = b und yoa = b jeweils eindeutig bestimmte
Losungen x,y € G.

b) Sei a € G. Dann sind die Abbildungen ¢, : G — G mit z — {y(x) =aozund rq : G - G
mit z — 74(x) = x o a jeweils bijektiv.

Aufgabe 2.5 (Weiteres Untergruppenkriterium). Sei (G, o) eine Gruppe und ) # U C G eine
Teilmenge. Zeigen Sie

(Va, beU:aob e U) < U ist eine Untergruppe von G .

Aufgabe 2.6. Seien (G, o) eine Gruppe und a € G. Zeigen Sie
a) (a=1)" = (a™)~! fiir alle n € N.
b) a™t™ = a™ o a™ fiir alle m,n € Z.

c) {(a) := {a* : k € Z} ist eine Untergruppe von G. (Dies ist die von a erzeugte zyklische
Untergruppe.)

2.2 Losungen

Lésung 2.1. Wir erinnern an die Definition
MxN={(m,n): meMAneN}={z:Ime Mine N:xz=(m,n)}.

a) Wir zeigen “C” und “2” und beginnen mit der ersten Inklusion.

“C”: Sei also z € (A x B)U (C x D). Dann gibt es a € A, b € B, sowie ¢ € C und d € D,
sodass © = (a,b) = (¢,d). Das bedeutet aber, dass a = ¢ und b = d gelten. Deshalb sind
a,c € ANC und b,d € BN D und daher z = (a,b) € (ANC) x (BN D) per Definition des
kartesischen Produkts.

“D”: Angenommen z € (ANC) x (BN D), sprich es gibt u € ANC und v € BN D, sodass
x = (u,v). Insbesondere gelten u € A und v € C sowie v € B und v € D. Also gilt nach
Definition des kartesischen Produkts

z=(u,v) € Ax B und z=(u,v)eCxD.
Per Definition des Schnitts von Mengen gilt also z € (A x B) N (C x D), was zu zeigen war.
b) Zwar gilt die Inklusion (A x B)U (C' x D) C (AUC) x (BU D) immer (warum?), jedoch ist
die umgekehrte Inklusion im Allgemeinen falsch.
Beispiel: A =B = {1} und C = D = {2}. Dann sind A x B = {(1,1)} und C x D = {2,2},

also (A x B)U (C x D) = {(1,1),(2,2)}. Andererseits ist AUC = BUD = {1,2} also
(AUC)x(BUD) = {(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)}. Dies zeigt (Ax B)U(C'xD) ¢ (AUC)x(BUD).

Lésung 2.2. a) Es gilt

€ (ﬂAl)UM(:):EE (ﬂA,-)AxeM

iel iel
s Miel:zeA)N Nz eM
eViel:(zxeAjnze M)
sSViel:xe A;UM

ez e )(4uM)
el



Wir haben hierbei die Tautologie
Vee M:[A(x)VB] & Vx e M : A(x)] v B
fiir zwei Aussagen A(x) und B verwendet.

b) Dies ist im Allgemeinen falsch. Seien I = {1,2}, A; = By = N, Ay = By = Z. Dann sind
AiNAy =B1NBy=Nund A; UBj; = Ay U By = Z. Damit gilt offenbar nur nur

(ﬂ AZ-) U (ﬂ BZ-> (A UB).

icl icl icl
Die Losung dieser Aufgabe beruht auf der Tatsache, dass zwar
Ve e M: A(x)]V[Vx € M : B(z)]=Vx e M : [A(z)V B(z)]

eine Tautologie ist, jedoch die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist.

Losung 2.3. Offenbar geniigt es (2) < (3) zu zeigen.

(2) = (3): Da f : X — Y injektiv ist, ist die Funktion f : X — f(X), z — f(z) = f(x)
mit eingeschrinktem Bild f(X) C Y bijektiv. Per Definition folgt |X| = |f(X)| und damit
|f(X)] = |Y|. Zusammen mit f(X) CY folgt daraus f(X) =Y, sprich f ist surjektiv.

(3) = (2): Sei f: X — Y surjektiv, sprich f(X) =Y. Angenommen f wire nicht injektiv,
sprich fiir paarweise verschiedene z1, ..., z, wiren f(z1),..., f(x,) nicht paarweise verschieden.
Das impliziert |f(X)| < |X| = |Y]|, was aber im Widerspruch zu f(X) =Y. O

Fiir unendliche Mengen implizieren die jeweils alleinige Injektivitit oder Surjektivitéit noch
nicht die Bijektivitit.

Beispiel:

e f:N — 2N mit f(n) = 2n ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv, also insbesondere nicht
bijektiv.

e f:N— Nmit f(1) =1 und f(n) =n—1 fiir n > 2 ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv,
also insbesondere nicht bijektiv.

Loésung 2.4. 1. Wir zeigen in beiden Gleichungen jeweils Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen. Angenommen z € G 16st a o = b, dann gilt

t=cor=(atoa)ox=alo(aox)=a"tob, (2.1)

d.h. wenn es eine Losung gibt, dann kann diese nur 2 = a~!ob sein. Dieses z 16st taséichlich
aox ="b, denn

ao(atob)=(acaHob=eob=0b.

Die Eindeutigkeit haben wir in schon gezeigt. Man kann aber auch alternativ (klas-
sisch) vorgehen. Angenommen also a o x = b hitte zwei Losungen x;,z9 € G, sprich
aoxy = bund aoxy = b Wir zeigen dann, dass x1 = xo sein muss. Aus der Annahme
folgt a o x1 = a o x9, sprich

r1=coxy = (a toa)oxr;=ato(aox)=ato(aox)=(atoa)oxy=coxy=u1s.

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der zweiten Gleichung y o a = b wird analog
bewiesen. Wenn y € G eine Lésung ist, dann folgt

y=yoe=yo(aoa )= (yoa)oa ' =boal.

1

Wenn es also eine Losung gibt, so kann sie nur y = bo a™ " sein. Dies ist tatsdchlich auch

eine Losung, denn
(boaYHoa=bo(atoa)=boe=0.

Der alternativen, klassische Eindeutigkeitsbeweis wird wie oben gefiihrt.



2. Zunichst bemerken wir, dass die Abbildungen wohldefiniert sind, denn fiir alle a,xz € G
sind auch aoz,z0a € G.

o Injektivitit von ¢,: Wir zeigen fiir alle u, v € G die Implikation £, (u) = {4(v) = u = v.
Angenommen also ¢, (u) = £4(v), sprich a o u = a o v. Dann folgt
u=cou=(atoa)ou=alo(aou)=alto(aov)=wv,

was zU zeigen war.
e Injektivitdt von r,: analog

e Surjektivitit von £,: Sei b € G beliebig. Wir zeigen nun, dass es x € G gibt, sodass
b = {,(x) = aox. Nach Aufgabenteil a) hat die Gleichungen a o x = b (genau) eine
Losung x, namlich z = a~! o b. Also gilt

Vbe G : ly(atob)=ao(atob)=(acat)ob=hb.

e Surjektivitit von r,: analog

Loésung 2.5. Wir verwenden das Untergruppenkriterium (Lemma I1.9 in der Vorlesung), sprich

Va,be U :aobelU
() £ U C G Untergruppe von G < { Va € U cateU
ecU

Die Implikation “<” ist offenbar, es verbleibt also “=" zu zeigen.

1. Wir zeigen zunichst, dass das neutrale Element e € G in U liegt. Da U # () gibt es u € U.
Per Voraussetzung ist daher wou™' € U, sprich e € U.

2. Da e € U, folgt aus der Voraussetzung a ' =eoa™' € U.

3. Fiir a,b € U sind b~! € U und damit auch a,b~! € U. Per Voraussetzung ist ao (b=1)~! €
U.Da (b=')~! = b (nachpriifen) folgt aob € U.

Dies schliefit den Beweis.
Lésung 2.6. Wir verwenden (aob)™! =b"loa™. (Denn (b~'oa"!)o (aob) = e mit Assozia-
tivitit.)
a) Es geniigt zu zeigen, dass (a=1)" das zu a" rechtsinverse Element ist, sprich
a"o(a )" =e.

Wir induzieren iiber n € N und stellen fest, dass die Aussage fiir n = 1 wahr ist. Angenommen
die Aussage gilt fiir n. Dann

a"Mo(a)" =go..oago(ato...oal)=[(go..0a)ca)ofa"to(ato..0a})
n+1 mal n+1 mal n mal n mal

[0 oaofa o (a7 =a" o (aoa ) o (a7 )" = a0 (a7)" = e.
b) Wir zeigen zunéchst

at=(a ") = ()" firallelcZ. (2.2)



Fiir ¢ € N ist dies die Aussage der vorigen Teilaufgabe. Fiir £ = 0 ist die Aussage offenbar
(da et =e). Fiir £ € —N gilt

0t =gl = ((am)‘l) - {(a‘“)‘1 = (af)! per Definition

(a7l = (a=1)~* per Teil a)
wobei wir im ersten Schritt (z7!)~! = 2 und im zweiten Schritt Aufgabenteil a) mit [¢| > 0
verwendet haben.
Nun kommen wir zum Beweis der eigentlichen Aussage, die wir per Induktion beweisen. Wir
beginnen mit den Vorbereitungen zu den Induktionsanfingen n = 1. Wir zeigen
YmeNy: a™™! =amoa und (2.3)

VmeN: a ™ =agoa. (2.4)

Zu ([2.3): Fiir m = 0 folgt dies aus a’™! = a! = a =eoa = a” o a. Fiir m > 1 folgt dies aus

a™t' =qgo..0a=(ao..0a)oa=amoa.

Zu ([2.4): Dies folgt aus der ersten Aussage, denn

—m+1 _ af(mfl) m—1>:0, (afl)mfl _ (afl)mfl ce = (afl)mfl o (ail

a = . a)
— (@Y™ LoaYoa m—1>—,[23) (@) D4 o = (gm0 q BD gmm g g

Wir kommen nun zum Beweis der eigentlichen Behauptung, die wir in n € Ny und n € —N
zerlegen. Wir zeigen zunéchst die Aussage

VmeZ: [Vne€Ny:a™™ =a"oa"| (2.5)

per Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 ist die Aussage a™t? = ™ = amoe = a™ o d

offenbar. Nun zum Induktionsschritt: angenommen die Aussage sei fiir n € Ny wahr, d.h. es
gelte a™*™ = @™ o @™. Dann folgt

(2-3),(2.4) Ind.vor. (2.3)
am+(n+1) _ a(m+n)+1 .:. ™t o g Y (am o an) oca=amo (an o CL) =V 4" o an+1 ]

Es verbleibt die Behandlung von n € —N, sprich der Beweis der Aussage
VmeZvVne -N:a™" =a"oa".
Diese folgt aus

m+n _ am—|n| (a—l)—m+|n\ (a—l)—m o (a—1)|n| (a—(—m) o a—\n\ —a™oa”

a a .

¢) Wir verwenden das Untergruppenkriterium aus Aufgabe sprich
(V:U,y eU:zoy e U) = U ist eine Untergruppe.
Seien also x,y € (a). Dann gibt es k, ¢ € Z, sodass © = a* und y = a’. Nach Aufgabenteil b)

gilt @ oa™™ = a™t(=™) = 40 = e. Da das inverse Element eindeutig ist, folgt (o)~ m
fir alle m € Z. Daraus folgt

= a_
k L k—¢

zoy t=d*o(@d) t=d*oat=d"" e (a),

da k — ¢ € Z. Dies zeigt, dass (a) eine Untergruppe ist.

10



2.3 Auswahl wichtiger, elementarer Sitze der Gruppentheorie

Wir fassen an dieser Stelle noch einige wichtige Sétze zur Gruppentheorie zusammen.

Satz 2.3 (Kleiner Fermat fiir endliche Gruppen). Sei (G,0) eine endliche Gruppe. Dann gilt
fiir jedes a € G, dass alS! = e.

Um diesen Satz zu zeigen, treffen wir einige Vorbereitungen, allen voran Behauptung [2.4
und den Satz von Lagrange (Satz .

Behauptung 2.4. Sei (G,o) eine endliche zyklische Gruppe mit Erzeuger a, sprich G = (a),
und neutralem Element e. Dann gilt alC! = e.

Beweis. Da |G| < oo kénnen die Elemente e, a',a?, ... nicht alle voneinander verschieden sein.

Daher gibt es m,i € Z mit 0 < i < m und a’ = a™, wobei wir i und m der Reihe nach minimal
wahlen. Mit den Potenzgesetzen gilt

Die minimale Wahl von i gibt i = 0, also a™ = a’ = a® = e. Weiter besagt die Minimalitiit von

m, dass a’ # e fiir alle 1 < j < m.
Als Nichstes behaupten wir, dass die Elemente e, a,a?, ..., a

m—1
1. paarweise voneinander verschieden sind und
2. tatsichlich alle Elemente von G sind.

Sobald wir diese beiden Aussagen gezeigt haben, folgt die Behauptung und |G| = m.
Angenommen die Elemente e, a,a?,...,a™ ! wiren nicht paarweise verschieden. Dann gibe
es 0 < j < k < m mit o/ = d* und wie zuvor folgte a*7 = e fiir 0 < k —j < k < m.
Dies widerspricht jedoch der Minimalitdt von m. Somit miissen die Elemente e, a,a?,...,a™ !
paarweise voneinander verschieden sein.
SchlieBlich ist tatsichlich G = {e, a, ...,a™ '}. Sei dazu k € Z beliebig. Dann gibt es ¢, 7 € Z
mit 0 <r <m und k£ = mq + r und die Potenzgesetze geben

b =@t = 9o g = (@™9oa" =eloa” =a" € {e,a,..,a™ 1},
da 0 < r < m. Dies schliefit den Beweis. O

Satz 2.5 (Satz von Lagrange). Sei (G,o) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Wenn
|G| < o0, dann gibt es k € N, sodass |G| = k|U|, sprich |U| teilt |G].

Fiir den Beweis bereiten wir zwei Lemmata vor.
Lemma 2.6. Sei (G,0) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann wird durch
a~b:saob teU
fiir a,b € G eine Aquivalenzrelation auf der Menge G definiert.
Beweis. Wir weisen Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitéit nach.

e Reflexivitiit: Fiir a € G ist auch aoa™! = e € U, da U eine Untergruppe ist. Daraus folgt
a ~ a.

e Symmetrie: Angenommen a ~ b, sprich aob™! € U. Da U eine Untergruppe ist, folgt auch
boat=0"YH " oat=(aob ) U,

was aber gerade b ~ a, also die Symmetrie zeigt.
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e Transitivitdt: Angenommen a ~ b und b ~ ¢. Dann gilt
aoct=ao(b tob)oct =(aob Ho(boc ) eU,

da U eine Untergruppe ist, weshalb die Verkniipfung zweier Elemente in U wieder in U
liegt.

Dies schliefit den Beweis. O
Lemma 2.7. Sei (G,0) eine Gruppe, U eine Untergruppe und b € G. Dann gilt

b ={reG:ao~b}={z0b: ze€U}.
Beweis. Fiir ¢ € G ist x 0 b~ € U #quivalent zu

t=zoe=gxzo(b lob)=(rob )obeclUob,
sprich es gilt
b={zcG:2~b}={zcG:z0btcU}=Uob,

was zu zeigen war. O
Beweis des Lagrangeschen Satzes|2.5 Fir b € G gilt

[b]] = U ob] = {zob:xe U} =[U],

sprich jede zu U assoziierte Aquivalenzklasse hat genauso viele Elemente wie U. Da G die
disjunkte Vereinigung dieser Aquivalenzklassen ist (siehe Satz 1.8 im Skript), folgt

|G| = |U| - (Anzahl der Aquivalenzklassen von ~).
Insbesondere ist |U| ein Teiler von |G]. O

Beweis des Fermatschen Satzes[2.3. Fiir a € G sei U := (a) die von a erzeugte zyklische Un-
tergruppe von G. Dann ist nach Aufgabe U eine Untergruppe von G. Nach Behauptung [2.4]
gilt alV! = e. Dank des Lagrangeschen Satzes gibt es k € N, sodass |G| = k|U|. Das bedeutet
aber

a|G\ _ ak\U\ _ (a|U|)k _ ek =e,

wie behauptet. O

Satz 2.8 (Satz von Cayley). Sei (G, o) eine Gruppe mit n Elementen. Dann ist (G, o) isomorph
zu einer Untergruppe der Permutationsgruppe (Sy, *).

Beweis. Seiid : {1,...,n} — {1,...,n} das neutrale Element in (S,,, ). Es geniigt einen injektiven
Gruppenhomomorphismus F' : G — {1, ...,n} zu finden, fiir den

e id € F(Q),
e fiir alle g, h € G gilt F(g) * F(h) € F(G) sowie
e fiir alle g € G ist F(g)~! € F(G)

gelten. In dem Fall ist G isomorph zu F(G) und F(G) ist eine Untergruppe von S,,.

Da |G| = n < oo kann G mit einer Bijektion ¢ : G — {1,...,n} durchnummeriert werden.
Fir g € G definiere iy, : G — G durch pg(h) = g o h, welches (nach Aufgabe 2.4 b)) ebenfalls
eine Bijektion ist. Daraus folgt insbesondere, dass L,ugfl :{1,....,n} — {1,...,n} bijektiv ist.
Dies motiviert den Ansatz

F:G—{1,..,n} g— F(g), wobei
F(g):{1l,...,n} = {1,...,n}  j = F(g)li] = (gt "))
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Wir zeigen zunéchst, dass F' : G — {1,...,n} ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir g,h € G
gilt in der Tat

(F(g9) * F(M)[] = (eprge™) * (pne™ )] = (epag 0 pe™Y)[g] = Fg o h)[5]  fiir alle j € {1,...,n}
(2.6)

was zeigt, dass F' ein Gruppenhomomorphismus ist. Dieser ist injektiv, denn fiir g,h € G mit
F(g) = F(h) gilt

F(9)lj] = F(W)[j] < (gt ] = (ne DNl € go (i) =ho (') & g=h

fir alle j € {1,...,n}. Hierbei haben wir die Bijektivitit von ¢ und anschliefend die Bijekti-
vitat der Rechtsmultiplikation auf G (also die Bijektivitat von g bzw. pp, sieche Aufgabe [2.4))
verwendet.

Wir zeigen noch die definierenden Untergruppenkriterien. Zunéchst gilt fiir das neutrale
Element eq € G, dass

Feq)[] = (et i) = w1 = j

sprich F(eq) = id € F(G). Weiter gilt wegen (2.6)), dass F(g) x F(h) = F(go h) € F(G).
SchlieBlich ist fiir jedes g € G auch F(g)~! € F(G), denn

Flg)*F(g7")=F(gog™") = Fleq) = id,

sprich F(g)~! = F(g7!) € F(Q). O
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3 3. Tutoriumsblatt (16. November 2021)

3.1 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Geben Sie die Verkniipfungstafel von (Z7 \ {0},-) an und bestimmen Sie alle
zyklischen Untergruppen von ihr.

Aufgabe 3.2. a) Seien (G, o) und (H, ) Gruppen. Zeigen Sie, dass G x H mit der Verkniipfung
O (G X H) X (G X H) — G X H, (gl,hl,gg,hQ) — (gl,h1)0(927h2) = (g1 Ogg,hl *hg) eine
Gruppe bildet.

b) Zeigen Sie, dass (Zg, +) x (Z3,+) (aufgefasst als (Zg x Z3, <) mit der Operation ¢ aus Teil a))
isomorph zu (Zg, +) ist. (Hinweis: Finden Sie zu beiden Gruppen ein erzeugendes Element.)

Aufgabe 3.3. Sei (K, +,-) ein Korper. Zeigen Sie

a) &+ <= adthe fijy alle q,c € K und b,d € K \ {0}.

b) 24 fiir alle a € K und b,c,d € K \ {0}.

aloele

3.2 Lo6sungen

Loésung 3.1. Fiir die Verkniipfungstafel verwenden wir die Konvention

o‘ a b

alaoa aob

b|boa bob

Damit ist

-1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6
212 4 6 3 1 5
3/!3 6 2 5 1 4
414 1 5 2 6 3
5/5 3 1 6 4 2
6|6 5 4 3 2 1

Weiter gilt mit |Z7\{0}| = 6, Aufgabe[2.6/und dem Satz von Fermat (Satz[2.3) fiir Z > k = 6m-+r
mit m € Z und r € {0,1,...,|Z7 \ {0}| — 1} = {0, 1, ...,5}, dass

ak:a6m+r:a6moar:(a6)moar:ar’ a€Zr.

Somit
() ={a*: keZY={a":r=0,1,..,5}.
Damit berechnen wir die zyklischen Untergruppen und erhalten

e (H={(D):0<r<6}={1}

e 2 ={@)r:0<r<6}={22"2"2"2" 2"y ={1,2,4,1,2,4} = {1,2,4}

{
{
e B)={B)r:0<r<6}={3,3,3333}={132615 =2\ {0}
{
{

e M ={@r:0<r<6}={2"1"321" 1y ={1,4,2,1,4,2) = {1,2,0}

e 5)={(B)y:0<r<6}={5,5.35 5 5)={151623 =Z;\ {0}
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o (6)={(6)" 0<r<6}—{6 6 3 6 6 6} {1,6,1,6,1,6} = {1,6}

Loésung 3.2. a) Zunéchst ist ¢ in G x H wegen der Wohldefiniertheit der Operationen o in G
und * in H wieder wohldefiniert. Nun zu den Gruppenaxiomen.

o Assoziativitit:
(91, h1) © ((g2, h2) © (g3, h3)) = (g1, h1) © (g2 © g3, ha * h3)
= (g10(g92093),h1 * (ha*h3)) = ((g91 ©g2) © g3, (h1 * ha) * h3)
= (g1 092, h1 * h2) © (g3, h3) = ((91, h1) © (g2, h2)) © (g3, h3) -

e Neutrales Element: Es bezeichnen ex und ey die neutralen Elemente in G und H. Dann
ist das neutrale Element in G x H gerade (eg, er), denn fiir alle g € G und h € H gilt

(g,h) o (eq,em) = (goeq,hxey) = (9,h) = (egog,emoh).

e Inverses Element: Seien ¢ € G und h € H mit inversen Elementen g=! € Gund h~! € H.
Dann ist das zu (g, h) inverse Element in G x H gerade (¢~*,h™1), denn

(gh) o (g, h ) =(gog L hxh™) = (eg,en).
Da dieses Element rechtsinvers ist, ist es automatisch auch linksinvers.

b) (Bemerkung: Eine Bijektion zwischen Zg und Zg x Zs zu finden ist offenbar nicht hoffnungslos,
da |Z6’ = |Z2 X Z3| = 6)

Fiir n € N wird (Z,, +) von 1 erzeugt, denn
N={k-1:kezZy={k:keZ}>{1,..,0}=17Z,.
Insbesondere gilt dies fiir n = 6. Wir suchen nun nach einem Erzeuger von
(Z2,+) x (Zs,+) ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1, 1), (L,2)} .
Es bietet sich an (1,1) auszuprobieren. In der Tat erhilt man
(L) ={0- (LD, 1-(LD),2- (LD),3- (LD (LD),5- (LD}
={(0,0),(1,1),(0,2),(1,0), (0, 1), (1,2)} = Z3 x Z3..

Wir finden nun einen Isomorphismus ¢ : Zg — Zo X Zs, der mit den Gruppenoperationen
auf Zeg und Zo x Zs vertriglich ist. Durch Versuch und Irrtum oder geschicktes Hinschauen,
kommt man auf die Wahl

0 :Lg — Lo X Ls or-1)=r-(1,1) = rp(1)
DaZg={r-1:r=20,1,..,5} und Zy x Z3 = {r- (1,1) : » = 0,1,...,5}, ist ¢ offenbar
surjektiv und, wegen |Zg| = |Zs x Z3| und Aufgabe [2.3] auch bijektiv.

Es verbleibt nachzuweisen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, sprich p(z+y) = p(x)+
o(y) fiir ,y € Zg. Da Zg durch 1 erzeugt wird, gibt es r, s € {0, 1,...,5}, sodass z = -1 und
y =s- 1. Zwar sind r,s € {0,1,...,5}, doch kann damit bereits r + s > 6 sein. Wir schreiben
also r+s =6q+ ¢ fir € Ngund ¢ € {0,1,...,5} und erhalten, dank Aufgabe und Fermat

(Satz [2.3),
r+y=r-I1+s-I=(r+s)-1=(6g+0)-T=q-[6-1]+¢-T=¢-T.
Daraus folgt einerseits
plx+y)=p-1)=1(-(1,1).
Andererseits gilt wieder mit Aufgabe [2.6] und Fermats Satz
P+ o) =l D (o) = D) 45D = (400
1

1, — 1)
=(6g+0) - (I,1)=q- [6-(LD]+ ¢ (1,I) =¢- (I,

),

was den Beweis schlief3t.



Losung 3.3. a) Nach Definition in der Vorlesung ist § = a - b~—!. Damit gilt

%+§:a.yb4+cq.w4:amwd4y64+cmhbﬂyd4
= (ad) - (d7'b7Y) + (cb) - (b71d™Y) = (ad) - (bd) ™! + (cb) - (db)™*
:m@mwrﬂwﬁmwr%4m+myww4:M;w.

b) Per Definition gilt

L =@ ) = @) () e = @) @)
= (ad) - (c7'p™Y) = (ad) - (be) ™t = Z—f.

3.3 Ringe, Rechenregeln, Koérper
Definition 3.1. Eine Menge R mit Verkniipfungen

+:RxR—>R, (a,b)—a+b (“Addition”)
-t RxR—-R, (a,b)—a-b (“Multiplikation”)

heifit Ring, wenn
(a) (R,+) eine abelsche Gruppe ist,
(b) die Multiplikation - assoziativ ist (“(R,-) ist eine Halbgruppe”) und
(c) fir alle a,b, ¢ € R die Distributivgesetze
(a+b)-c=a-c+b-c

c-(a+b)=c-a+c-b

gelten.

Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und heifit Nullelement. Das zu
a € R inverse Element bzgl. der Addition wird mit —a bezeichnet.

Wir definieren a — b := a + (—b) (“Subtraktion”).

Definition 3.2 (Kommutativer Ring, Einselement, nullteilerfrei). Sei (R, +,-) ein Ring.

(a) R heiit kommutativ (abelsch), falls

Ya,be R: a-b=b-a.
(b) Ein Element 1 € R heiit Einselement, falls
VoeR:a-1=1-a=a.
(¢) R heiBt nullteilerfrei, falls

Va,be R:a-b=0=a=0Vb=0.

Bemerkung 3.3. Wie beim neutralen Element von Gruppen ist das Einselement in Ringen ein-
deutig bestimmt, wenn es existiert.

Beispiel 3.4. 1. (Z,+,") ist ein abelscher, nullteilerfreier Ring mit Einselement.
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2. (m-Z,+,-) ist fiir m € N mit m > 2 ein abelscher, nullteilerfreier Ring ohne Einselement.

3. (Zm,+,-) ist fiir m > 2 ein abelscher Ring mit Einselement. Er ist nullteilerfrei genau
dann, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Dass (Zy,,+) eine Gruppe und (Z,,, ) eine Halbgruppe ist, hatten wir im Tuto-
rium angeschnitten. (Einfacher Nachweis der Gruppenaxiome.) Weiter sind der Nachweis
der Distributivgesetze und der Nachweis der Kommutativitét leicht. Schliefflich ist auch
klar, dass [1] das Einselement ist. (Freiwillige Hausaufgabe)

Nun zur Nullteilerfreiheit. Seien also [a], [b] € Zy, so, dass [a] - [b] = [a - b] = 0 = [m].
e Angenommen m > 2 wire keine Primzahl. Dann gibt es a,b € N, sodass m = a - b.

Daraus folgt, dass [a] - [b] = [a - b] = [m] = 0. Jedoch sind [a] # 0 und [b] # 0, da m
weder a noch b teilt.

e Angenommen m > 2 wire doch eine Primzahl. Dann gilt [a] - [b)] = [a-b] = 0 &
mlab = mlaV mlb< [a] =0V [b] =0

O
Satz 3.5 (Rechenregeln in Ringen). Sei (R,+,-) ein Ring und a,b,c € R. Dann gelten
(a) 0-a=a-0=0.
(b) —(a-b) = (~a)-b=a- (~b).
(c) (=a)- (=b) =a-b.
(d) R hat ein Einselement = —a = (—1)-a=a-(-1).
ONa-c=b-¢c)=a=0b
(e) R ist nullteilerfrei = (c7#0Na-c ¢)=a (Kiirzungsregel)
(c£A0ANc-a=c-b)=a=
Beweis. Ubungsblatt. O
Erinnerung:
n
Zai =a1+as+---+a,, neN, aja9,..a, €R.
i=1
Satz 3.6 (Rechenregeln fiir Summenzeichen). Seien R ein Ring und m,n € N. Dann gelten
(a) >oia(ai+bi) =30 ai + 300, b
(b) b3y ai =300 (b ai) und (32 ai) -b =371 (a; - b).
(¢) 222 iy aig) = 3251 (300, aij), wobei a;; € R fir allei=1,....m und j =1,...,n.
(d) Seien a;,bj € R firi=1,...,m und j =1,...,n. Dann
O a) - O b)) = (ai-Y b)) =Y (ai-b)) =D (ai-b)) =D O _ai)-b
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Beweis. Freiwillige Hausaufgabe. O

Satz 3.7. Sei (R,+,-) ein Ring mit 1 # 0. Seien a,b € R mit a-b = b-a. Mit der Definition
" =r-..-r (n mal) und r°:= 1 fiirr € R und n € N gelten

(a)

(a+b)" = Y (Z) ANEESY (Z)a"k B, neN. (3.1)

k=0 k=0
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(b)

n n

"t — "t = (0 —b) Zak bR = (a—b) Za"*k W neN. (3.2)

k=0 k=0
Beweis. Induktion. Vielleicht in Analysis 1. O
Bemerkungen 3.8. 1. Das Einselement des Rings wird benétigt, damit Ausdriicke wie a® - b"

oder a” - b° eine Bedeutung haben.
2. Die Bedingung a - b = b - a ist wesentlich. Dies ist aus den Identitéten
(a+b)?=a*+a-b+b-a+b?
(a—b)-(a+bd)=a*~b-ata-b—b
ersichtlich.

3. Nur im Nullring ({0}, +, ) stimmen Eins- und Nullement iiberein.

Beweis. “=": Sei R = {0}. Dann stimmen Eins- und Nullelement iiberein.

“<": Sei a € R beliebig und angenommen es gelte 1 = 0. Dann gelten a - 1 = a (per Defi-
nition des Einselements) und a-0 = 0 (wegen Satz . Aus diesen beiden Beobachtungen
und 1 = 0 folgt a = 0, sprich R = {0} notwendigerweise. O

In einem Korper sind Null- und Einselement per Definition voneinander verschieden wie
wir gleich sehen werden.

Definition 3.9 (Korper). (K, +,-) heiit Kérper, wenn

(a) (K,+,:) ist ein Ring

(b) (K \{0},-) ist eine abelsche Gruppe.

Mit 1 bezeichnen wir das neutrale Element von K \ {0}. Weiter definieren wir ¢ := a-b~!, wobei
b~! das zu b inverse Element bzgl. der Multiplikation bezeichnet.

Satz 3.10. (a) Jeder Korper ist ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1 als Einselement
und 1 # 0.

(b) Endliche nullteilerfreie kommutative Ringe mit 1 # 0 sind Korper.

Beweis. (a) Dass K ein kommutativer Ring mit Einselement ist, folgt aus der Definition und
dem Satz [3.5

Wie wir oben gesehen hatten, ist der einzige Ring, in dem Null- und Einselement {ibereinstimmen
der Nullring. Da aber K per Definition mindestens zwei Elemente besitzt, muss 1 # 0 sein.

Der Beweis der Nullteilerfreiheit ist Teil des Ubungsblatts. (Der Vollstindigkeit halber: zu
zeigen ist a-b=0=a =0V b=0. Wenn a = 0 ist, sind wir fertig. Wenn a # 0 ist, dann
folgt aber a=! - (a-b) =0, also b= 0.)

(b) Siehe bspw. Wiki.

Beispiel 3.11. 1. (Q,+,-) und (R, +,-) sind Kérper.
2. (Z,+,) ist kein Korper.
3. Sei p € N eine Primzahl. Dann ist (Z,, +, -) ein Kérper.

4. Falls m € N keine Primzahl ist, dann ist (Z,,, +, ) kein Korper, da die Nullteilerfreiheit
nicht gegeben ist.
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4 4. Tutoriumsblatt (23. November 2021)

4.1 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Bestimmen Sie jeweils den Real- und Imaginérteil von

(a) 5750

(b) Sois,

144

(c) (2 —1)5 und (1 — )7, und
(d) S, fiir alle n € Ny.

Aufgabe 4.2. Bestimmen Sie alle komplexen Nullstellen des Polynoms C 3 z +— 1 + 23.

Aufgabe 4.3. Sei n € Ny. Zeigen Sie

QZR kg n(l—1), falls n gerade
i* k= '
k=0 —(n+1)+ni, falls n ungerade

Diese Aufgabe zeigt, dass die in den imagindren FEinheiten versteckten Oszillationen zu
Ausléschungen innerhalb der Summe fithren. (Naiv, bspw. mit Hilfe des Integralkriteriums
dohen F(k) ~ [ F(x) fiir steigendes F(k), wiirde man | S ik - k| ~ n? erwarten.)

x<n

Aufgabe 4.4. Secien a,b € R. Zeigen Sie |a + ib| < |a| + |b] < v/2|a + ib|.

In Analysis haben Sie gelernt/lernen Sie, dass |- | : R? = C — R mit |a +ib| = Va2 + b2 und
| |1 : C — R mit |a+ib|; := |a|] + |b] Normen auf C sind. Diese Aufgabe ist ein Beispiel fiir die
Tatsache, dass alle Normen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen &dquivalent zueinander sind.

Aufgabe 4.5. Angenommen 6 € R ist so, dass sin(6/2) # 0. Zeigen Sie die trigonometrische
Identitéit von Lagrange

. l 9
1+ cosf + cos(26) + - - - + cos(nb) :%—l— MQ(S(:;(Z/?)) fiir alle n € Ny .

(Die rechte Seite—1/2 heifit “Dirichlet-Kern”.)

4.2 Losungen
Losung 4.1. (a)
1-2  (1-20)(2-3i)) -4 -7 |
= =— 4+ —:1
2+ 31 4+9 13 13

(b)

1

2
V2+ s Ve il Vel (V21241 4

i i V24140 V2-2 V2
+

(c) Wir geben zwei Losungsmoglichkeiten. (Die Zweitere ist offensichtlich effizienter.)
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e Binomische Formel: Da (C, +,-) ein Kérper (Ubungsblatt) und damit insbesondere ein
kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0 ist, gilt die binomische Formel

(u+v)" :Z <Z>ukvnk, u,v € C,

k=0

siehe (3.1)). Wir erinnern daran, dass i" = i***7 = (i*)k.§" = 4" fiir Z > n = 4k +r mit
k € Z und r € {0,1,2, 3} gilt. Daraus folgt

(2— i) = i <2> ok 5k

k=0
) ) ) ) ) )
= (o) 203° + <1> 2'it + (2> 2%i% + <3> 2%i% + <4> 24! + <5> 250
= —38 —417.
e Polardarstellung: Wir schreiben z = (1 — i) = |z]e", wobei |z|?> = 12 + |i|*> = 2 und

¢ € (—m, 7] durch v2cos ¢ = 1 und v/2sin ¢ = —i, also ¢ = —m/4 bestimmt ist. Somit
ist

-_n

z=(1—-i)=+v2e"7
und daher
(1— i)' =272 e 17im/4 = 98 . \/2(cos(—17m/4) + i sin(—177/4))
= 28 . V2(cos(—m/4) + sin(—7/4)) = 2% — 2%
dank 177/4 =27 - 18 =27 . (2 + ).

(d) Sei n =4k 4+ r mit k € Ng und 7 € {0,1,2,3}. Mit 3°5_, i’ = 0 sowie i** = (i9)F = 1F =1
erhalten wir

1, fallsr =10
n 4k—1 Akt - )
141 falls 7 =1
SUEDIEES SEETES DS I
? v+ 7 0+ 7 . .
=0 (=0 =4k i—0 1, falls r =2
0, falls r =3

Lésung 4.2. Mit dem Fundamentalsatz der Algebra (auch bekannt als Satz von D’Alembert

oder Satz von D’Alembert und Gauss) hat 1 + 23 genau drei Nullstellen. Diese sind —e%'%i,

2 .
52 27 —1.

—e5 2™ ypd —es 2T =

Loésung 4.3. Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber n und stellen fest, dass sie fiir
n=0und n =1 wahrist,denn i® - 0=0=0-(1—4)und ' - 1+i®>-2=i—2=—(1+1) +1.
Wir vollziehen nun den Induktionsschritt und nehmen an, dass die Aussage fiir n € Ny wahr ist.
Wir zerlegen zuerst

2n+2 2n
ik =)k k4 20+ 1)@+ (20 4 2)i
k=0 k=0

und unterscheiden nun zwischen den Fillen, wo n gerade oder ungerade ist.
e n gerade: Dann gilt dank der Induktionshypothese

2n+2
S ik =n(l—i)+ @n+ 1)+ (204 2)i" = n(1— i) + (2n+ 1)i — (2n + 2)
k=0

=-n—-24Mm+1li=—-(n+14+1)+(n+1)

wie behauptet.
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e n ungerade: Dann gelten i?"*? = i* = 1 sowie i2"*! = —i (schreibe z.B. n = 2k + 1 mit

k € Ng) und dank der Induktionshypothese

2n+2
Y bk =—(n+1)+ni+ 20+ D)7+ (20 4 2)
k=0
=—n+1)+ni+-2n+1)i+2n+2=n+1—-(n+1)i=(n+1)(1—-1)

wie behauptet.

Losung 4.4. Die erste Ungleichung |a + ib| < |a| 4 |b] ist dquivalent zu va? 4+ b? < |a| 4 |b| und
folgt aus a? + b* < (|a| + |b])?.

Die zweite Ungleichung v/2|a+ib| > |a|+|b] ist dquivalent zu 2(a?+b?) > a®+b>+2|a||b| und
folgt aus 2|a||b] < a®+b? dank der binomischen Formel und (|a| — [b])? > 0. (Dies ist ein Beispiel
fiir die Youngsche Ungleichung ab < a?/p + b°' /p/ fiir a,b > 0,1 < p < oo und 1/p+1/p’ = 1.
Fiir p = 2 wird sie auch manchmal als “Peter—Paul-Ungleichung” bezeichnet.)

Loésung 4.5. Wir induzieren iiber n € Ny und stellen fest, dass 1 = %—l—% wahr ist. Angenommen,
die Aussage gelte fiir n € N. Dann gilt

ey sin ((n+ 3
Z cos(kf) = % + M + cos((n 4+ 1)0)
k=0

1 N sin ((n + 1) 0) + 2sin(4) cos((n + 1)6)
2 2sin(6/2)

dank der Induktionshypothese. Mit der trigonometrischen Identitit

. B (eia + efia)(ez‘b _ e*ib) B eila+b) _ o—i(a+d) _ (ei(afb) _ efi(afb))
cos(a) sin(b) = 5 = E
sin(a + b) — sin(a — b)
2

folgt (mit @ = (n+1)0 und b = 6/2)

n+1 . 1 omasa ot
ZCOS(]{:G):1+Sln((n+2)0)+81?( S£30) — sin (2210)
k=0 2 2sin(0/2)

1, sin((nt3)6)

=3t 2sin(0/2)

wie behauptet.

4.3 Komplexe Zahlen
Kanonische Literatur fiir Einsteiger: [AhI78, IMHS7, [SS03l, BN10]

4.3.1 Kurzer historischer Uberblick

e Reelle Zahlen resultieren aus der Suche nach einem System (einer abstrakten Menge zu-
sammen mit gewissen Regeln), welches Q enthélt und Losungen fiir polynome Gleichungen
wie 22 — 2 = 0 bereitstellt.

e 16. Jahrhundert: Cardano betrachtete quadratische (und kubische) Gleichungen wie 2% +
2z + 2 = 0, welche durch keine reelle Zahl x gelost werden. Formal wird diese Gleichung
durch —1 #+ /=1 gelost. Cardano bemerkte, dass, wenn diese “komplexen Zahlen” wie
“{ibliche Zahlen” behandelt wiirden mit der zusitzlichen Bedingung v/—1-v/—1 =1, dann
wiirde der Ausdruck —1 4 +/—1 tatsiichlich 22 + 2z + 2 = 0 16sen. Man nannte ¢ := /—1.
(Elektrotechniker schreiben j := /—1, da i fiir sie den elektrischen Strom bezeichnet.)
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e 18. Jahrhundert: Euler zeigte e = cosf + isinf fiir # € R und damit einen tiefen Zu-
sammenhang zwischen komplexen Zahlen und trigonometrischen Funktionen. Die Regel
el1+02) — 10161 fijhrte zu den heute bekannten trigonometrischen Identitéiten bspw. fiir
cos(x + y) und sin(z + y) etc..

e 19. Jahrhundert: Cauchy, Dirichlet, Weierstrass und Riemann entwickelten das wichti-
ge Themengebiet der Funktionentheorie, also der Analysis auf den komplexen Zahlen C.
Diese Theorie war damals wichtig, um bspw. die Wéarmeleitung und andere Probleme in
Thermodynamik, Hydrodynamik etc. zu behandeln. Konkretere Beispiele umfassen die In-
tegrale [;° 2 ?sin® 2 =7/2, [[°(1+x) 'z*"! = «/sin(ar) fiir 0 < o < 1 etc. welche mit
klassischen Methoden nur mit grofier Anstrengung zu zeigen sind.

e Anwendungen heutzutage: Physik (Quantenmechanik, Elektrodynamik, Optik, ...), Inge-
nieurwissenschaften, ...
4.3.2 Definition, Kérper, Fundamentalsatz der Algebra

Definition 4.1. Das System der komplexen Zahlen C ist die Menge R? = R x R zusammen mit
den {iiblichen Regeln fiir Vektoraddition und skalarer Multiplikation mit reellen Zahlen, sprich

(z1,y1) + (22,92) = (21 + 22,91 + y2)
a(z,y) = (az,ay), a€R

sowie der komplexen Multiplikation, die durch

(x1,11) - (z2,92) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
definiert ist.

Satz 4.2. Die komplexen Zahlen (C,+,-) mit der oben definierten komplexen Multiplikation
-:C x C — C bilden einen Korper.

Beweis. Ubungsblatt. O

Satz 4.3 (Fundamentalsatz der Algebra von D’Alembert—Gauss). Sei z € C. Dann gibt es zwei
Lisungen w € C, sodass w? = z.
Allgemeiner gibt es fir alle n € N und cg,...,cn-1 € C komplexe Zahlen A1, ..., A\, (nicht

notwendigerweise verschieden voneinander), sodass

n—1 n
chzj = H(Z —Aj)
7=0 J=1

fiir alle z € C gilt.

Beweis. Wir zeigen nur den ersten, einfachen Teil der Aussage.

Seien z = a 4 bi und w = x + iy. Wir l6sen dann (x + iy)? = 22 — y? + 2zyi = a + bi, sprich
2? — y? = a und 22y = b. Daraus folgen (22 + y?)? = (22 — 9?)? + 42%y? = a® + b? und daher
2?2 + y? = Va2 + b2. Daraus folgen 2% = (a + Va2 +b2?)/2 und y? = (—a + Va? + b2)/2. Seien

nun
a+ Va2 + b? —a+ Va? + b2
o= — und B = —

Dies fiihrt zu folgenden Fillen.

e Falls b > 0, dann gilt z = o, y = 3, oder z = —a, y = —f.
e Falls b <0, dann gilt z = o, y = =3, oder v = —a, y = B.

Daraus folgt, dass w? = z die Losungen w = +(a + pfi), wobei p = 1, falls b > 0 und p = —1,

falls b < 0. Dies schlie3t den Beweis des einfacheren Teils. O
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4.3.3 Zusammenhang mit trigonometrischen Funktionen

Die Funktionen

= 1y,
R >z sin(z) = Z L p%tl

R >z +— cos(z) = i (_1_)j z%

sind auf ganz R wohldefiniert, da die sie definierenden Reihen fiir alle z € R absolut konvergieren.
Dies kann sofort aus der absoluten Konvergenz der Exponentialfunktion

7
— ol —
R>z—exp(z) =e" = E i
j=0

fiir alle z € R abgeleitet werden. (Beweis in Analysis 1.)

Diese Funktionen kénnen auch auf ganz C definiert werden. Wir beginnen mit der Expo-
nentialfunktion. Obwohl wir weder die Definition von Konvergenz einer Reihe in R noch in C
kennen, ist es natiirlich ¥ fiir y € R durch die Reihe

(iy) | (iy)? _ vyt . y> P
1+T+ o + o= 1—§+E— +1 y—§+§— s yER

zu definieren. Tatsédchlich stellt diese Reihe fiir jedes y € R eine wohldefinierte komplexe Zahl
dar, wie man spéter lernt. Akzeptiert man dies, verstehen wir also e* und e% fiir z,y € R. Wie
definiert man also e* = e*™W fiir z =  + iy mit x,y € R?

Definition 4.4. Fiir z,y € R und z = = + iy definieren wir e* = e”(cos(y) + isin(y)). (Diese
Formel ist auch als Fulers Formel bekannt.)

Satz 4.5. Seien x,y € R und z,w € C. Dann gelten folgende Aussagen.

1. FTW = %W,

e* #0.
Seix € R. Dann ist € > 1 fiir x > 0 und e* < 1 fiir z < 0.
le?TW| = e,

ez7r/2 =, ™ =1, e37rz/2 — —§ und e2mi=1,

S & L

z — €* ist periodisch und jede Periode ist von der Form i -2mn fir n € Z. (Das heifst
e* = e*™V fiir alle w € 2mi - Z.)

7. € =1 genau dann, wenn z € i - 2w/.
Dieser Satz impliziert

W e~y , G .
cos(y) = % = Re(e”) und sin(y) = % = Im(e")
i
und erlaubt eine geometrische Anschauung der komplexen Zahlen.

Definition 4.6. Sei z € C.

1. Wir definieren die Norm,/den Absolutbetrag |-| : C — [0, 00) durch |z| := y/Re(z)? + Im(z)2.
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2. Der Winkel 8 € R zwischen z € C und der reellen Achse in der komplexen Ebene ist durch

R
e(2) und sinf =
|2 |2

Im(z)

cosf =

gegeben.

3. Nach Einschrankung von # € R auf ein Intervall (a — 7,a + 7] oder [a — 7,a + m) fir
ein a € R wird # auch als Argument von z bezeichnet und man schreibt § = arg(z) mit
arg(z) € (a — m,a + 7| oder arg(z) € [a — 7,a + 7).

Bemerkung 4.7. Populédre Wahlen fiir das arg(z) definierende Intervall sind arg(z) € [0, 27) und
arg(z) € (—m, 7).

Sobald ein Intervall fiir den Winkel @ einer komplexen Zahl z € C festgelegt wurde, ist, wegen
der 27-Periodizidt von cosf und sin 6, das Argument arg(z) eindeutig festgelegt. Offensichtlich
kann jeder Winkel 6 € R durch Addition von 27 -n mit n € Z in eine Zahl in [a — 7, a + 7) oder
(a — 7, a + 7| iibergefithrt werden. Wir erhalten somit die Polardarstellung

2= |z|(cos 0 4 isin @) = |z|e? = |z|e'0F2™) = |z|efa8(2) = |z|eiare(z)+2m) oy e 7,

Satz 4.8. Seien z1,z2 € C und ein das Argument definierendes Intervall (a — 7,a + 7| oder
[a — m,a+ ) gegeben. Dann gibt es n € Z, sodass

1. |z1 - 22| = |z1| - |22] und
2. arg(z1 - z2) = arg(z1) + arg(z2) + 2min.

Insbesondere gilt fir z = r(cosf + isinf) € C mit r > 0 und 0 € R, dass 2" = r"(cos(nf) +
sin(n@)) fir alle n € Ng. (Dies ist die Formel von de Moivre.)

Betrachte bspw. z; = —1 und z2 = —i und das arg(z) definierende Intervall sei [0, 27). Dann
sind arg(z1) = 7 und arg(zs) = 37/2 und arg(z1 - 22) = arg(i) = 7/2 = 7+ 3L — 1271 =
arg(z1) + arg(ze) — 2.

Beweis. Folgt aus der Polardarstellung sowie den Additionstheoremen fiir sin(z+y) und cos(xz+
y), die aus der Eulerschen Formel e?¥ = cos(y) + isin(y) hergeleitet werden kénnen. O

Korollar 4.9. Sei w = r(cosf + isinf) € C. Dann sind die n-ten Wurzeln von w durch die n
komplexen Zahlen

0+ 27k 0+ 2wk
2 = ri/m l:COS( +n7T )—i—isin( +n7r )}7 ke{0,1,..,n—1}

gegeben.
Wir erinnern an die komplexe Konjugation
Z=a+ib:=a—1b
fiir alle z = a + b € C.
Satz 4.10. 1. z+z =z +7.

2. 22/ =% 2.

3. z/2 = Z fiir 2 # 0.
4. z-Z=|z|°.
5. Falls z # 0, dann 2= = z/|2|?.

6. Z =z genau dann, wenn z € R.
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7. Re(z) = (2 +2)/2 und Im(z) = (z — Z)/(24).
8. zZ==z.
Satz 4.11. 1. |2Z| = |z||7].

2. Falls 2/ #0, dann |z/7'| = |z|/|7/].

3. |Re(2)| < |z] und |Im(z)| < |z].
4- 12l = |z,
5. |z 42| < |z] + |#].

D

Nz = = = = ]

7. 21w + oo+ zown| < V]2 P+ o+ 202 Vw2 e+ w2
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5 5. Tutoriumsblatt (30. November 2021)

5.1 Aufgaben

Aufgabe 5.1. In der Vorlesung (Seite 42-43) haben Sie bereits gesehen, dass R bzgl. kompo-
nentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar (aus R) zu einem Vektorraum iiber
R wird.

Zeigen Sie, dass auch die Menge R? mit den Operationen

(z1,22)" + (Y1, 92)" = @1+ + Lo+ +1)"
A(z,a0)t = O+ A =1, g + A =17

fiir x1, 22, Y1, Y2, A € R einen Vektorraum darstellt.

Aufgabe 5.2. Entscheiden Sie bei den folgenden Teilmengen des R3, ob es sich um Unter-
vektorriume (mit der Standarddefinition der Addition und der skalaren Multiplikation) des R?
handelt.

(a) A={(v,y,2) ER®: 3z +4y =0,2=0,22 —y =0}

(b) B={(r,y,2) €RY: a? +2y— 2 = 1}

(c) C={(z,y,2) eER3: 22+ 92 +22 <1}

Aufgabe 5.3. Gegeben sind die folgenden drei Vektoren (ausgedriickt in der Standardbasis) in
R3: vy = (1,2,3)T, vy = (2,4,6)T und vz = (—1,—-1,0)7.

1. Bilden diese Vektoren eine Basis von R3? (Hinweis fiir die niichste Aufgabe: Sind v; und
vy linear unabhingig voneinander?)

2. Finden Sie einen neuen Vektor v} € R3, sodass {v1,v},v3} eine Basis von R? bildet.

Aufgabe 5.4. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeigen Sie folgende Aussagen.

1. Sei (U;)ier eine nicht-leere Familie von Untervektorrdumen. Dann ist auch (,.; U; ein
Untervektorraum.

2. Seien r € N und Uy, ..., U, Untervektorrdume. Dann ist auch Uy + Us + - - + U, := {u1 +
ug+ - +up:u; €U; V5 €{1,2,...,r}} ein Untervektorraum.

3. Fiir zwei Untervektorrdume Uy, Uy ist Uy U Us im Allgemeinen kein Untervektorraum.

Aufgabe 5.5. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.
Zeigen Sie, dass dim(U) < dim(V').

5.2 Losungen

Loésung 5.1. e Additive abelsche Gruppe:

— Abgeschlossenheit ist klar

— Assoziativitdt durch Nachrechnen auch klar, denn

x1 Y1 Z1 r1+y1+1 21
+ + = +
() GG =Cinin)+C)
(@A) a4+l (it a+1) 4+
(za+y2+1) +22+1 To+ (ya+22+1)+1

Sy ()= (@) () + ()
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— Das neutrale Element ist 0 = (—1, —1)7, denn

T + -1 [ T1 = 141 [ T1
X9 -1) x9—1+2 o xo
— Sei (z1,22)" € R? beliebig. Dann folgt durch Auflésen der Gleichungen fiir die beiden

Komponenten, dass das zu (21, 22)7 inverse Element durch (—x; — 2, —x9 — 2)7
gegeben ist.

— Die Kommutativitit ist auch klar, denn

<$1> <y1> <$1 +ty+ 1> <y1 + 1+ 1) <y1> (961)
x2 Y2 r2+y2+1 Yo + w2 + 1 Y2 x2
e Skalare Multiplikation:

— Assoziativitit: Nachrechnen zeigt fiir \,v € R und x = (21, 22)7 € R?, dass

xy+y—1 Ay +y-1)+A-1
A'W'@:A@xiﬁ—l):(A(leﬁ—nﬂ—l)
[ Az +1) -1
_<A7y(m;+1)—1>_(m'x

— Distributivititsgesetze: Nachrechnen zeigt fiir \,7 € R und z,y € R?,

/\-(a:1+x2):/\($1+yl+1> _ ()\($1+y1+1)+)\—1>

o+ 1y +1 )\(a:2+y2+1)+)\—1
()\a:1+)\—1)+()\y1+)\—1)+1
== :)\- )\.
<()\:1:2+)\—1)+()\y2+/\—1)+1 T Y
und
Otr) o= (WFD2H ) =1 (e A =D+ (g 1) +1
7 A+7)za+(A+7v)—1 Az2a +A—=1)+ (yza+~v—1)+1

=\z+v-zx

— Das neutrale Element in R ist die reelle Zahl 1 und fiir sie gilt auch 1- (z1,22) =
(1 +1—1,29+1—1)T = (21,22)T, wie in (v) in Definition IV.1 gefordert.

Loésung 5.2. (a) Explizites Auflésen der Gleichungen zeigt, dass sich x = y = z = 0 als ein-
zige Losung der A definierenden Gleichungen ergibt, sprich A = {(0,0,0)7} ist der triviale
Unterraum.

(b) Die Menge B enthiilt nicht das Nullelement, denn die Komponenten des Nullvektors (x,y, 2)7 =
(0,0,0)T 16sen nicht die Gleichung 2% + 2y — z = 0.

(c) Die Menge C' ist die abgeschlossene Einheitskugel; sie enthélt offenbar nicht alle moglichen
Linearkombinationen. Beispielsweise sind sowohl v; = (1,0,0)7 als auch vy = (0,1,0)” in C
enthalten, jedoch nicht v +ve = (1,1,0), denn /1 +1 =+/2 > 1.

Loésung 5.3. Damit vy, ve, v3 eine Basis bilden, muss gezeigt werden, dass sie linear abhéngig
sind und ein Erzeugendensystem bilden. Die lineare Unabhéngigkeit ist verletzt. Wir l6sen dazu
Z?Zl a;jv; = 0 nach a; € R auf und erhalten

1. a1 +2a3 —a3 =0

2. 2a1 +4as —a3 =0
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3. 3a1 + 6ay = 0, woraus az = —ay /2 folgt.
4. Gleichsetzen der ersten beiden Gleichungen impliziert az = 0

5. Daraus folgt Z?Zl a;vj = a1(v1 —v2/2) = 0 fiir beliebiges a1 € R, sprich {vi,v2,v3} ist
linear abhéngig.

Wir erstzen nun vy durch v, = (2,4, 1)T und stellen fest, dass die lineare Abhingigkeit
gegeben ist. In der Tat erhalten wir aus den drei Gleichungen

a1 +2a02 —az =0
2a1 + 4as —a3 =0
3a1+a2 =0

durch Abziehen der ersten von der zweiten Gleichung, dass a1 + 2as = 0, also a1 = —2as9 sein
muss. Durch Einsetzen in die dritte Gleichung folgt 3 - (—2a2) + a2 = 0, also a2 = a1 = ag = 0,
wie behauptet.

Die Tatsache, dass {v1, v}, v3} eine Basis bildet, folgt aus Satz

Losung 5.4. 1. Wegen 0 € U; folgt auch 0 € (;c; U;. Seien nun u,v € (;c;U; und X € K.
Dann folgen

wveli(iel)=utvel; (iel)=u+ve(|U
el

und

ueU (iel)=ue(|U
el

aus der Tatsache, dass jeder U; ein Untervektorraum ist.

2. Wegen 0 € U; folgt auch 0 € Uy + ...+ U,.. Seien nun A € K und u,v € Uy + ... + U, sprich
u=u;+..+u und v = vy + ... + v, mit uj,v; € Uj fiir alle j = 1, ...,7. Da jedes U; ein
Untervektorraum ist, ist u; + v; € Uj fiir jedes uj,v; € Uj und j = 1, ..., 7. Daraus folgt

(v +v1)+ ...+ (up+v,) €U +...+U, =u+vel + ...+ U,.
SchlieBlich folgt auch
A=Ay + ...+ u, €Uy +...+ U,
aus der Tatsache, dass jedes U; ein Untervektorraum ist.

3. Man nehme U; = {a- (1,1)7 : a € R} und Uz = {a - (1,-1)7 : a € R}. Diese Mengen
konnen geometrisch als “Strahlen”, die senkrecht aufeinander stehen und durch den Ur-
sprung laufen, veranschaulicht werden. Dann sind Uy, Us Untervektorriume von R? und
(1, 1), (1,-1)T € Uy U Us, jedoch ist bereits (1,1)T + (1,—-1)T = (2,0)T ¢ U; U Uy, da
(2,0) auf keinem der beiden “Strahlen” U; oder Uy liegt.

Loésung 5.5. OBdA seien U,V # {0}. Fiir jede linear unabhéngige Aufzihlung uy,...,u, € U C
V gilt nach dem Basisergénzungssatz r < n := dim(V). Da U # {0} kénnen wir daher linear
unabhéngige uy, ..., u, € U mit maximalem r € {1,...,n} finden.

Wir behaupten nun, dass jedes beliebige u € U ein Element von span(uq, ..., u,) ist. Ange-
nommen, dies wére nicht der Fall. Dann gébe es u,41 € U mit u,41 ¢ span(uq, ..., u,). Nach (4) in
Lemmal[5.7 wire dann aber auch uy, ..., ur41 linear unabhéngig, was der geforderten Maximalitét
von r widerspricht.

Damit haben wir gezeigt, dass uq, ..., u, ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, also
eine Basis von U bildet. Per Definition ist dim(U) = r und wegen dim(U) = r < n = dim(V)
folgt die Aussage.
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5.3 span, Erzeugendensystem, lineare Unabhingigkeit und Basen
Seien V ein K-Vektorraum und by, ..., b, € V (fest). Fragestellungen:

1. Gibt es fiir jedes v € V' genau ein r-Tupel (A1, ..., A,) € K", sodass v = 22:1 Ajv;7 In dem
Fall nennt man {vy, ..., v, } Basis.

2. Gibt es fiir jedes v € V mindestens ein r-Tupel (A1,...,\,) € K", sodass v = Z;Zl Ajv;?
In dem Fall nennt man {vy, ...,v,} Erzeugendensystem.

3. Gibt es fiir jedes v € V hochstens ein r-Tupel (A1, ..., \,) € K", sodass v = Z;-:l Ajv;? In
dem Fall nennt man {vy,...,v,} linear unabhéngig.

Definition 5.1 (span, Erzeugendensystem). Seien V' ein K-Vektorraum und by, ..., b, € V (fest).

1. Die Menge aller Linearkombinationen der by, ..., b, wird mit span(by, ..., b,) := {Z;Zl Ajbj
Aj € K} bezeichnet.

2. Die Vektoren by, ..., b, heiflen Erzeugendensystem von V' genau dann, wenn V' = span(by, ..., b, ).

3. Der Vektorraum V heifit endlich erzeugt genau dann, wenn es ein Erzeugendensystem von
V gibt.

Bemerkung 5.2. Offensichtlich gilt

(b1, ...,b,) Erzeugendensystem von V< Vo € VIA, ..., v = Z)\jbj,
j=1

sprich fiir jedes v € V' gibt es mindestens ein A = (A1, ..., Ar) € K", sodass v =3"_; A;b;. (Um
dies explizit zu sehen, sollte man “C” und “2” in V = span(by, ..., b,) zeigen.)

Lemma 5.3. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b, € V.. Dann ist span(by, ..., b,) der kleinste
Untervektorraum von V', der by, ..., b, enthdilt, sprich fiir jeden Untervektorraum U wvon V mit
bi,....b, € U gilt span(by,...,b,) CU.

Beweis. Aus der Definition von Untervektorraum (oder Lemma IV.3 im Skript) folgt, dass
span(by, ..., by) ein Untervektorraum von V ist. Sei nun U ein Untervektorraum mit by, ..., b, € U.
Dann folgt aus den Unterraumkriterien, dass 25:1 Ajbj € U fiir alle A\j € K, also insbesondere,
dass span(by, ..., b,) C U, was behauptet war. O

Definition 5.4 (Lineare Unabhéngigkeit). Seien V' ein K-Vektorraum und by, ...,b, € V.
1. by, ..., b, linear unabhingig 1 ¥ Ay, ..., A € K (22:1 Abj=0= A==\ = 0)
2. by, ..., b, linear abhéngig :< by, ..., b, sind nicht linear unabhéngig

3. v € V linear abhéngig von by, ...,b, < v € span(by, ..., by)

Korollar 5.5. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b, € V. Dann gilt:

b1, ..., b, linear unabhingig < V), u € K : (U = Ab = b = N = (=1 ...,7‘)),
sprich fir jedes v € V' gibt es hochstens ein A = (A1, ..., \,) € K" mit v = 25:1 Ajb;.
Beweis. “=": Aus der Annahme Y%, \jb; = > 7 p;b; folgt 35— (Aj — p3)b; = 0. Da die b,

linear unabhéngig sind, muss \; = pu; fiir alle j = 1, ..., 7 gelten.
“<”: Man wéhle p1 = ... = y, = 0. Dann stimmt die resultierende Aussage des Lemmas,

sprich (v = Z;Zl Nbj=0=X=p;(j=1,.., 7")) gerade mit der Definition von linearer Un-
abhéngigkeit iiberein. O

Korollar 5.6. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b, € V. Dann gilt:
b1, ..., by linear abhingig < I N1, ...\, € K,k € {1,...,r}: 22:1 Ajbj =0A A #0.
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Lemma 5.7. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b. € V.. Dann gelten folgende Aussagen.
1. Sei b€ V. Dann gilt: b linear abhdngig < b =10
2. Seir > 2, dann gilt

bi,...,by linear abhingig < 3k € {1,...,r} : by € span(by,...,bg—1,bk+1, .., br)

3. Seir > 1 und auch b,y € V, dann gilt

br41 linear abhdingig von by, ..., b, < span(by, ..., b,+1) = span(by, ..., b,)

4. Seir > 1 und auch b,y1 € 'V, dann gilt

b1, ..., by linear unabhingig und by+1 ¢ span(by, ...,b,) = by, ...,b.41 linear unabhingig

Beweis. 1. Fiir den Beweis der beiden Implikationen verwenden wir Korollar
“=7: b linear abhéingig <> IA € K\ {0}: A-b=0=b=1-(A-b) =0.
“=":b=0=1-b=0A1%# 0= 0 linear abhingig.

2. “=7: Wenn by, ..., b, linear abhéngig sind, dann folgt aus Korollar[5.6] dass es ein geeignetes
A= (A1, Ar) € K" mit A # 0 gibt, sodass Agbg + 3774 i Ajbj = 0 gilt. Daraus folgt

T
s
b, = Z (_)\72) . bj S span(bl, e b1, bk+1, ey br) .
=1k
“<”: Angenommen by € span(by,...,bg_1,bg+1,...,br). Dann gibt es geeignete Skalare
ALy ooy M= 15 Abt 15 Ap € K, sodass b = 377 o Ajbj. Definiert man A, == —1, so
folgt 22:1 Ajbj = 0, womit by, ..., b, linear abhéingig sein miissen.

3. Per Definition ist b,11 genau dann linear abhéngig von b1, ..., b,, wenn b,1 € span(by, ..., by).
Wir behaupten, dass dies dquivalent zu span(by, ..., b.) = span(by, ..., by41) ist.

“<”: Offenbar ist b,4; € span(by,...,b4+1). Da aber span(by,...,b,) = span(by,...,by4+1),
folgt daraus die Behauptung b,41 € span(by, ..., b;).

“<": Angenommen es gibt geeignete p1, ..., it € K, sodass b1 = 22:1 ;b Wir zeigen
dann span(by, ..., b,) = span(by, ..., by11) indem wir “C” und “D” zeigen. Offenbar ist nur
“D” nicht-trivial. Sei also v € span(by, ..., by4+1), sprich es gibt geeignete A1, ..., \r41 € K,
sodass

r+1 r r T
V= Z >\jbj = Z )\jbj + Arp1brp1 = Z )\jbj + Art1 Zﬂjbj
=1 j=1 j=1 =1

= Z (Aj + A1) - by € span(by, ..., b)),
j=1

was zU zeigen war.

4. Sei Z;;L% Ajbj = 0. Zu zeigen ist \y = ... = A,y = 0.

(a) 1. Fall: \,41 # 0. Dann ist b, 1 = 22:1 (—%) € span(by, ..., b, ), was der Annahme
by4+1 ¢ span(by, ..., b,) widerspricht.

(b) 2. Fall: A;4q = 0. Dann ist »%_; A\;b; = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit von
b1, ..., b, folgt aber Ay = ... = A\, = 0.

O]
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Definition 5.8. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b, € V. Dann heif$t {b1, ..., b, } eine Basis
von V genau dann, wenn {by, ..., b, } ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V ist. Fiir
den Vektorraum {0} wird die leere Aufzihlung (also die leere Menge) () als Basis festgelegt.

Aus den Definitionen von Erzeugendensystem und linearer Unabhéngigkeit folgt unmittelbar

Korollar 5.9. Seien V ein K-Vektorraum und by, ...,b. € V.. Dann gilt

bi,....,b, BasisvonV &Vve V3 A,y Ap) €K7 1 v = Z)\jbj.
j=1

Satz 5.10 (Basisauswahlsatz). Seien V' # {0} ein endlich erzeugter Vektorraum, r € N und
b1,...,b, € V ein Erzeugendensystem von V', sprich V- = span(by, ...,b,). Dann gibt esN > n <r,
sodass (ggf. nach geeigneter Umnummerierung) by, ..., b, eine Basis von V  bildet.

[Knapp ausgedriickt: durch Weglassen passender Vektoren (evtl. gar keiner) aus einem Er-
zeugendensytem erhdilt man eine Basis./

Beweis. Sei by, ..., b, ein Erzeugendensystem von V' # {0}.

OBdA seien by, ..., b, # 0. (Durch Weglassen der Nullvektoren dndert sich nichts am Wert
einer Linearkombination fiir Nichtnullvektoren. Es kénnen auch nicht alle b; = 0 sein, da sonst
V = span(by, ..., b,) = {0} folgen wiirde.)

1. Fall 1: by, ..., b, linear unabhéngig. Dann ist by, ..., b, eine Basis von V und wir sind fertig.

2. Fall2: by, ..., b, linear abhingig. Wegen by # 0, ..., b, # 0ist r > 2, denn andernfalls wére b;

linear abhéngig, was aber notwendigerweise by = 0 implizieren wiirde (sieche 1. in Lemma
5.
Nach 2. in Lemmagibt esein k € N so, dass by, linear abhéngig von by, ..., bg_1, bg11, ..., by
ist. Wir benennen by in b, und b, in by um. Mit der neuen Bezeichnung ist b, linear
abhingig von b1, ...,b,_1. Nach 3. in Lemma folgt span(by, ...,b,—1) = span(by, ..., b.),
also ist (b1, ..., b,—1) auch ein Erzeugendensystem von V.

Wir wiederholen diesen Schlufl nun so lange, bis wir zu einem Erzeugendensystem b1, ..., b,
gelangt sind, das linear unabhéngig ist. Das ist wegen by # 0 (¢ = 1,...,r) und 1. in Lemma
spastens der Fall, wenn n = 1. Die gesuchte Basis ist dann (by, ..., b,).

O]

Lemma 5.11. Seien V,W zwei K -Vektorrdume und f : V. — W linear. Dann ist f genau dann
injektiv, wenn ker(f) = {0}.

Beweis. “=":v € ker(f) < f(v) =0« f(v) = f(0) = v = 0, wobei wir zuniichst die Linearitét
und dann die angenommene Injektivitat von f verwendet haben.

“=" fv) = flw) & f(v—w) =0« v—w € ker(f) dank der Linearitét von f. In diesem
Fall folgt aber aus der Annahme ker(f) = {0}, dass v —w = 0, also v = w sein muss. O

Mit Lemma koénnen wir folgende interessante Aussage in endlichdimensionalen Vektorrdumen
zeigen.

Behauptung 5.12. Seien V.W zwei K-Vektorrdaume, f : V. — W linear und by, ...,b, eine
Basis von V. Dann gelten folgende Aussagen.

1. f ingektiv < f(b1), ..., f(by) linear unabhingig in W
2. f surjektiv < f(b1),..., f(bn) Erzeugendensystem von W
3. f bijektiv < f(b1), ..., f(by) Basis von W

Beweis. Teil der Zentraliibung.
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1. Wegen der Linearitét gilt > 7_; Ajf(b;) = f(3_7_; Anbn). Wir verwenden im Folgenden
Lemma 171

“=": Da f injektiv ist und by,...,b, eine Basis bildet (und damit insbesondere linear
unabhiingig ist), folgt

SN =FO dabn) =0 D> Nbj=0= XA =..= X, =0,
j=1 j=1 Jj=1

Dies zeigt, dass auch f(b1), ..., f(b,) linear unabhéngig sein muss.

“<”: Wegen der Linearitidt von f gilt immer, dass 0 € ker(f). Es verbleibt zu zeigen,
dass (a € ker(f) = a = 0). Sei also a € ker(f). Da by, ...,b, eine Basis bildet, gibt es
eindeutige fi1, ..., iy € K, sodass a = > 7_, pi;b;. Daraus folgt 0 = f(a) = f(3°7_; pjb;) =
Z?:1 i f(bj). Per Voraussetzung (der linearen Unabhéangigkeit der f(b1),..., f(bn)), muss
dann g1 = ... = puy, = 0 sein. Das zeigt a = 0 wie behauptet.

2. “=7: Angenommen f ist surjektiv. Dann gibt es fiir jedes w € W ein v € V, sodass
f(v) = w. Da by, ..., by, eine Basis, also insbesondere ein Erzeugendensystem von V' bildet,
gibt es A1, ..., Ay € K, sodass v = Z?Zl Ajbj. Aus der Linearitét von f folgt

w=f(v) = f(ZAjbj) = ZAjf(bi%

was zeigt, dass f(b1), ..., f(bn) ein Erzeugendensystem in W bildet.

“<”: Angenommen f(b1),..., f(by,) bildet ein Erzeugendensystem in W. Dann gibt es fiir
beliebiges w € W Koeffizienten fi1, ..., tin, sodass w = >0, u; f(bj) = f(3_7_ p1;bj). Dies
zeigt aber insbesondere, dass f surjektiv ist, da wir ein v € V, ndmlich v = Z;L:1 f5bj,
gefunden haben, fiir das w = f(v) gilt.

3. Folgt aus (1) und (2).
O

Lemma 5.13. Seien V ein K-Vektorraum, n € N und by, ...,b, € V. Sei (e, ...,e,) die Stan-
dardbasis von K". Dann gilt

bi,...,by, Basis von V=3 f: K" — V linear und bijektiv mit f(e;) =b;Vj=1,..,n.

Beweis. Wir definieren

fiE" =V, K" X0 f(A) =Y Ab;.
j=1

Dann ist f offenbar linear (nachpriifen!) und es gilt f(e;) = >, d;¢b; = b; fiir alle j =1, ..., n.
Weiter ist f injektiv, denn f(A\) = 0 ist dquivalent zu Z?Zl Ajbj = 0 (sieche Lemma .
Aus der linearen Unabhéngigkeit der by, ..., by, folgt daraus A = 0, sprich ker(f) = 0.
Schlieflich ist f surjektiv, denn by, ..., b, ist ein Erzeugendensystem von V. 0

Lemma 5.14. Seien V,W zwei K-Vektorriume und f : V — W linear und bijektiv. Dann ist
auch f~1: W — V linear und bijektiv.

Lemma 5.15. Folgende Aussagen gelten.
(a) f:X =Y bijektiv < f besitzt eine Umkehrabbildung.
(b) f: X =Y bijektiv= ' bijektiv und (f~1)~! = f.

Beweis. Analysis 1 (hoffentlich). O
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Beweis von Lemma[5.14 Die Bijektivitit von f~! folgt aus Teil (b) des vorigen Lemmas. Nun
zur Linearitit von f~!. Seien also wi,ws,w € W und A € K. Dann folgen aus der Linearitéit
von f sowohl

SN wy +w2) = AN wn)) + FOFHw2)) = fH(wr) + fH (wa)

als auch

FH0w) = FHAF T W) = O W) = A (w)
was zu zeigen war. O

Definition 5.16. Zwei K-Vektorraume V und W heiflen isomorph zueinander, wenn es eine
bijektive Abbildung f: V — W gibt.

Definition 5.17 (Satz und Definition der Dimension eines Vektorraums). Jeder endlich erzeugte
Vektorraum V besitzt eine Basis (Satz IV.12 im Skript, mittels Zorn oder Auswahlaxiom). Falls
es mehrere gibt, so haben sie alle dieselbe Zahl von Elementen. Diese Zahl wird mit dim(V),
der Dimension von V bezeichnet. Weiter bezeichnen wir endlich erzeugte Vektrraume auch als
endlichdimensional.

Beispiel 5.18. dim({0}) = 0 und dim(K™) = n fiir alle n € N.

Aus der Definition der Dimension und der Tatsache, dass es fiir jeden endlich erzeugten
Vektorraum V' mit dim(V') und beliebiger Basis by, ..., b, eine lineare Abbildung gibt, die die
Einheitsbasis von K™ in by, ..., b, iiberfiihrt, folgt unmittelbar

Satz 5.19. Jeder K-Vektorraum V mit dim(V') = n ist isomorph zu K™.
Beweis. Folgt aus Lemma und Definition/Satz O

Satz 5.20 (Basiserginzungssatz). Seien V ein K -Vektorraum mit einer Basis by, ..., b, und seien
ai,...,ar, mit N € r < n linear unabhdingige Vektoren. Dann gibt es {ay41,...,an} € {b1,...,bn},
sodass auch {ai,...,a,} eine Basis von V ist.

[Knapp ausgedriickt: linear unabhingige Vektoren ay, ..., a, lassen sich durch passende Vek-
toren aus einer vorhandenen Basis zu einer neuen Basis erginzen.|

Bemerkung 5.21. Im Fall » = n besagt der Satz, dass ay,...,a, eine Basis ist. Es ist iiblich,
diesen Fall einzuschlieffen, obwohl zu aq, ..., a,, keine weiteren Basiselemente hinzukommen.

Beweis. 1. 1. Fall: Fiir alle j € {1,...,n} ist b; € span(ay, ..., a,).

In diesem Fall gilt span(by,...,b,) C span(aq, ..., a,), sprich aq, ..., a, ist notwendigerweise
ein Erzeugendensystem von V. Wegen der linearen Unabhéingigkeit der aq, ..., a, ist damit
ai,...,a, eine Basis und nach Definition/Satz folgt r = n.

2. 2. Fall: Es gibt j € {1,...,n} fiir das b; ¢ span(ay, ..., a,).

Wir setzen a,41 := b;. Nach 4. in Lemma sind ay, ..., ar41 linear unabhéngig. Durch
fortgesetzte Wiederholung finden wir (unter Hinzunahme geeigneter b;), dass a, ..., ¢r4m
mit m € N linear unabhéngig ist und es gilt by, ..., b, € span(ay, ..., ay4m). Wie im 1. Fall
folgt daraus, dass aq, ..., @, eine Basis ist. Also ist 7 + m = n und insbesondere r < n.
O

Der Basisauswahlsatz und der Basisergéinzungssatz erlaubt den Beweis folgender Aussage
fiir endlich erzeugte Vektorrdume.

Satz 5.22. Seien V ein K-Vektorraum mit n = dim(V) € N und by, ...,b, € V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(a) bi,...,b, bildet eine Basis.
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(b) b1, ..., b, sind linear unabhdngig.
(c) b1, ..., by bildet ein Erzeugendensystem.
Beweis. e (a) = (b) und (c) ist offenbar.
e Wegen des Basiserginzungssatzes mit r = n, folgt (b) = (a).

e Der Basisauswahlsatz und Definition/Satz implizieren (c) = (a).
O

Satz 5.23. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann
ist U endlich erzeugt und es gilt dim(U) < dim(V).

Beweis. Teil der Zentraliibung.

OBdA seien U,V # {0}. Fiir jede linear unabhéngige Aufzdhlung u,...,u, € U C V gilt
nach dem Basisergdnzungssatz (Satz r < n:=dim(V). Da U # {0} kénnen wir daher
linear unabhéngige uy, ..., u, € U mit mazimalem r € {1,...,n} finden.

Wir behaupten nun, dass jedes beliebige u € U ein Element von span(uy, ..., u,) ist. Ange-
nommen, dies wire nicht der Fall. Dann gébe es u,+1 € U mit u,11 ¢ span(uq, ..., u,). Nach (4) in
Lemmal[5.7| wire dann aber auch uy, ..., ur41 linear unabhéngig, was der geforderten Maximalitét
von r widerspricht.

Damit haben wir gezeigt, dass uq, ..., u, ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also
eine Basis von U bildet. Per Definition ist dim(U) = r und wegen dim(U) = r < n = dim(V)
folgt die Aussage. O

Die Existenz eines mazimalen r € {1, ...,n} ist durch das Zornsche Lemma gesichert. Dieses
ist ein wichtiges Beweismittel beim Studium unendlicher Mengen und wird beispielsweise benutzt
um zu zeigen, dass jeder K-Vektorraum eine Basis besitzt. Es ist dquivalent zum Auswahlaxiom,
siehe bspw. |Wiki| fiir eine Einfiihrung.

Definition 5.24. Sei S eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann heifit F' eine Auswahlfunktion
fur S, falls F' jedem Element X € S ein Element von X zuordnet, sprich F' hat Definitionsbereich
S und es gilt

VXeS: F(X)eX.

Axiom 5.25 (Auswahlaxiom). Fiir jede Menge nichtleerer Mengen gibt es mindestens eine
Auswahlfunktion.

Beispiel 5.26. Sei S = {{0,2},{1,2,5,7},{4}}. Die auf S definierte Funktion
F{0,2})=2, F({1,2,5,7}) =2, F({4}) =4
definierte Funktion ist eine Auswahlfunktion.
Um das Zornsche Lemma zu formulieren, brauchen wir noch folgende Begriffe.

Definition 5.27. Sei S ein nicht-leeres Mengensystem, sprich eine Menge von Mengen.
Eine nicht-leere Teilmenge K von S heifit Kette/total geordnete Teilmenge, wenn die Aussage

Y My, Mo GK:>(M1 C M, \/Mngl)

gilt.
Eine Menge M € S heifit mazximales Element von S, wenn die Aussage

(NeSANMCN)=M=N
gilt.

Das Lemma von Zorn garantiert die Existenz eines maximalen Elements in einem Mengen-
system S, wenn fiir jede Kette K auch die Vereinigungsmenge |J{K : K € K}, die aus allen
Mengen der Kette besteht, wieder im Mengensystem S enthalten ist.
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Lemma 5.28 (Zorn). Sei S ein Mengensystem. Wenn fir jede Kette K gilt, dass
{K:KeK}es,

dann besitzt S ein mazximales Element.
[Allgemeiner: Jede nichtleere, halbgeordnete Menge (hier das Mengensystem S), in der jede
Kette eine obere Schranke hat, enthdlt mindestens ein mazimales Element.]

Satz 5.29. Sei M eine linear unabhdngige Teilmenge eines Vektorraums V idiber einem Korper
K. Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B.

Beweis. Angenommen zunéchst, dass V' endlich erzeugt wére mit endlichem Erzeugendemsystem
E C V. Wir entfernen dann solange Vektoren aus E bis E kein Erzeugendensystem mehr
ist. Wenn wir den letzten so entfernten Vektor wieder hinzufiigen, erhalten wir ein minimales
Erzeugendensystem, dass nach der Aquivalenz (a) < (b) in Hausaufgabe K5. eine Basis ist.
(Dieses Verfahren ist konstruktiv und ermdoglicht es, aus einem endlichen Erzeugendensystem
eine Basis zu konstruieren.)

Angenommen nun, V sei nicht endlich erzeugt. Dann bezeichne S das System aller linear
unabhéingigen Teilmengen T von V mit M C T. Wegen M € S ist S nicht leer. Weiter sei K
eine beliebige Kette von Teilmengen T aus S, und W = [ J{T'|T € K} ihre Vereinigungsmenge.

Wéire W nicht linear unabhéngig, dann enthielte W eine endliche Teilmenge w1, wa, ..., W,
von Vektoren aus V, die linear abhéngig wiren. Zu jedem w; gibt es eine Teilmenge T; € K
mit w; € Tj fiir j = 1,2,...,7. Da K eine Kette ist, existiert unter diesen endlich vielen Mengen
eine Teilmenge — etwa 77 —, die alle anderen enthélt. Also gilt w; € T} fur j = 1,2,...,r, was
der linearen Unabhéngigkeit von T € S widerspricht. Daher ist W linear unabhéingig iiber K.
Nach dem Zornschen Lemma gibt es in S ein maximales Element B, sprich B ist eine maximale
linear unabhingige Teilmenge von V. (Das bedeutet, dass B linear unabhéngig ist und fiir alle
v € V'\ B die Vereinigungsmenge B U {v} linear abhingig ist.) Also ist B eine Basis von V nach
der Aquivalenz (a) < (d) in Hausaufgabe K5.4E| mit M C B. O

Korollar 5.30. Sei K ein Korper. Dann besitzt jeder K-Vektorraum eine Basis.

Beweis. Wir verwenden vorigen Satz mit M = (). O

'Es gilt: B Basis von V < span(B) = V und fiir alle w € B gilt span(B \ {w}) C V.
2Es gilt: B Basis von V < B ist maximal linear unabhiingig.
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6 6. Tutoriumsblatt (7. Dezember 2021)

6.1 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Wir betrachten den Kérper F und den zugehérigen Vektorraum (Ubungsaufgabe!)
der Polynome iiber R, definiert durch

FIX] := {(a;)ien, € FY°|a; # 0 fiir endlich viele i € Np},

wobei X eine abstrakte Unbestimmte ist. Formell wird die Abbildung/Folge (a;)ien, € F[X] mit
p(X) =2 ien, a; X" identifiziert. Fiir n € Ny definieren wir 7, := (0,0, ...,1,0,...) als die Folge,
die eine Eins auf der n-ten Stelle sitzen hat und sonst nur Nulleintrige besitzt. (Formell wird
also 7, mit 7,,(X) := X" identifiziert.) Zeigen Sie, dass die Menge {7,, : n € Ny} eine Basis von
F[X] ist.

Hinweis: Mit der obigen formellen Identifikation ist F[X] = {3 ;cy, @iX"] (ai)ien, € FNo a; #
0 fiir endlich viele ¢ € Np}.

Aufgabe 6.2. (a) Sei V := {f : R — C} der C-Vektorraum aller Abbildungen von R nach C
und U := span(sin, cos, f, g) der darin aufgespannte C-Untervektorraum bestehend aus den

Funktionen
sin: R — C cos: R —C fR—=C g:R—=>C
x + sin(x) x +— cos(x) T e x> 22

Bestimmen Sie dim(U).

(b) Sei V := {f : R — R} der R-Vektorraum aller Abbildungen von R in sich selbst und zu
n € Ng sei f, : R — R definiert durch x — f,,(z) := cos(nx). Zeigen Sie, dass {f, : n € No}
linear unabhéngig in V' ist.

Aufgabe 6.3. Seien V, W zwei K-Vektorrdume und f : V — W linear. Dann ist f genau dann
injektiv, wenn ker(f) = {0}.

Aufgabe 6.4. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, f : V — W linear und b4, ..., b, eine Basis von
V. Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) f injektiv < f(b1),..., f(by) linear unabhéngig in W
(b) f surjektiv < f(b1), ..., f(bn) Erzeugendensystem von W

(c) f bijektiv < f(b1), ..., f(b,) Basis von W
Aufgabe 6.5. Seien V' ein K-Vektorraum, n € N und by, ...,b, € V. Sei (ey,...,e,) die Stan-
dardbasis von K. Dann gilt

bi,...,b, Basis von V = 3 f : K" — V linear und bijektiv mit f(e;) =b;Vj=1,...,7.
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6.2 Losungen

Losung 6.1. Wir zeigen als Erstes, dass span({7, : n € Ngo}) = F[X]. Dies folgt unmittelbar aus
FIX] = {3)arX’: n €Ny, ag,a1,...,a, € F} und der Definition von span, denn span({7, :
neNo}t) ={> /oA : neNy, Ao, ..., \p € F} und der formellen Identifikation von Y, As-7
mit Y5 AeXC

Wir zeigen nun noch, dass die Menge {7, : n € Ny} linear unabhéngig ist. Angenommen
also es gilt Z?:o apty = 0 mit ay € F. Daraus folgt aber, dass ap = a1 = ... = a, = 0 sein
muss. Dies sieht man bspw., indem man das Polynom )", a¢7s als Folge (ag, a1, ..., an,0,...) =
ao-(1,0,...)+a1(0,1,0,...)+...4+a,(0,...,0,1,0, ...) € FNo auffasst, wobei die Folge mit Koeffizient
a; lediglich eine 1 an der j-ten Stelle stehen hat und sonst nur Nulleintréige hat. Daraus ist die
lineare Unabhéngigkeit (sowie die Tatsache, dass {7, : n € Ny} ein Erzeugendensystem bildet)
ersichtlich.

Losung 6.2. (a) Da f(z) = ' = cos(x)+isin(z), folgt U = span(sin, cos, g), sprich {sin, cos, g}
erzeugt U. Wir behaupten nun, dass diese Menge auch noch linear unabhéngig ist, womit
gezeigt wire, dass dim(U) = 3 ist.

Seien also A1, A2, A3 € C und angenommen
A1 sin(z) + Ag cos(x) + Agz?e™ =0 fiir alle z € R. (6.1)

Wir behaupten, dass daraus Ay = Ay = A3 = 0 folgt. In der Tat ist Ao = 0, was man durch
Setzen von z = 0 in sieht, denn dann gilt A\; + Ag -1+ A3-0?-1 = 0. Andererseits folgt
durch Setzen von z = 27, dass \; -0+0-1+ (27r)2)\3 = 0, sprich A3 = 0. Schliellich folgt
auch A\; = 0, denn fiir = 7/2ist \;-14+0-040- (7/2)%e"™/2 = 0. Dies schlieBt den Beweis.

(b) Wir zerlgen das Problem in drei Teile.

Schritt 1: Sei Vi={f:R- C} der Raum aller Abbildungen von R nach C und fn €
V' durch fn(z) = e definiert. Wir behaupten, dass £ := span{f, : n € Ny} linear
unabhéngig in V ist.

Beweis. Seien fnl,...,fnj € L und Ay, .oy Ap; € C mit )\nlfnl + ...+ )\n]fnj = 0. OBdA

(z.B. indem wir einige der Koeffizienten \,, = 0 setzen), diirfen wir
MNoSfo+ oo+ Anfn=0
annehmen, sprich
Ao + M€ 4+ Xoe®® 4+ X, =0 fiir alle z € R.

Wir zeigen nun, dass A\g = ... = A, = 0 ist. Dazu argumentieren wir per Widerspruch
und nehmen an, dass mindestens eines der \; # 0 ist. (OBdA konnten wir A\g = Ay =
.. = A, = 0 und Ay # 0 oder alle \; # 0 annehmen). Dann garantiert verwenden wir
den Fundamentalsatz der Algebra, dass das Polynom p(e®) := 27:0 \je® genau n (nicht
notwendigerweise verschiedene) Nullstellen wy, wa, ..., w,, € C besitzt (und die Faktorisierung
p(2) = (z —wy)...(z — wy) mit z = e gilt). Das bedeutet

p(e®) =0 < e € {wy, ..., wy,}.

Unsere Annahme “p(e®®) = 0 fiir alle * € R” impliziert damit {e? : x € R} C {wy, ..., w,},
was offenbar widerspriichlich ist, da die Menge auf der rechten Seite der Mengeninklusion n
Elemente und die Menge auf der linken Seite der Inklusion (iiberabzéahlbar) unendlich viele
Elemente besitzt. O

Schritt 2: Wir behaupten, dass die Menge Z := { fnine Z} linear unabhingig in V ist.
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Beweis. Seien fm,...,fnj € Z und Ay, .y Ap; € C mit )\mfm + ..+ /\njfnj = 0. OBdA
nehmen wir wieder n1 < n2 < ...,n; annehmen. Falls n; > 0 folgt \,,, = ... = )\nj = 0 nach
Schritt 1. Falls n; < 0 multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung A, fnl +... —|—)\nj fnj =0
mit der Funktion z ~— e ™% Daraus erhalten wir die Gleichung Ay, + Any fry—ny + - +
/\nj fnj_m = 0, welche wieder \,, = ... = )\nj = (0 impliziert wegen Schritt 1 und der
Tatsache, dass ny —n; > 0 fiir alle £ = 2,3, ...5. O

Schritt 3: Wir behaupten schlieflich, dass {f,, : n € Ny} linear unabhéingig in V.= {f :
R — R}, dem Raum aller reellwertigen Abbildungen ist.

]?ewez’s. Seien Ap,, ..., Ap; € R und angenommen A, fn, + ...An; fn; = 0. Da fp,, = (fne +
f-n,)/2 ist, ist die Annahme gleichbedeutend zu

)\n1(fn1 +f~;n1) + +)\nj(fnj +f*nj) = 0

sprich ~ R ~ -
Any fra =+ Any fony oo+ Ay fry + Ay fon; = 0.

Aus Schritt 2 folgt Ay, = .... = Ap; = 0 wie behauptet. O

Losung 6.3. “=": v € ker(f) & f(v) =0 < f(v) = f(0) = v = 0, wobei wir zunéchst die
Linearitét und dann die angenommene Injektivitit von f verwendet haben.

“=" f(v) = flw) & f(lv—w) =04 v—w € ker(f) dank der Linearitdt von f. In diesem
Fall folgt aber aus der Annahme ker(f) = {0}, dass v — w = 0, also v = w sein muss.

Losung 6.4. 1. Wegen der Linearitét gilt 37 A; f(b;) = f(3_7_; Anbn). Wir verwenden im
Folgenden die Aussage (f injektiv < ker(f) = {0}).

“=": Da f injektiv ist und by, ..., b, eine Basis bildet (und damit insbesondere linear
unabhingig ist), folgt

SN =FO Aaba) =06 D> Nbj=0= X =..=X, =0.
j=1 j=1 j=1

Dies zeigt, dass auch f(b1), ..., f(by) linear unabhéngig sein muss.

“<”: Wegen der Linearitit von f gilt immer, dass 0 € ker(f). Es verbleibt zu zeigen,
dass (a € ker(f) = a = 0). Sei also a € ker(f). Da by,...,b, eine Basis bildet, gibt es
eindeutige fi1, ..., i € K, sodass a = >, pi;b;. Daraus folgt 0 = f(a) = f(3°7_, n;b;) =
> j=1 H;f(b;). Per Voraussetzung (der linearen Unabhingigkeit der f(b1), ..., f(bn)), muss
dann g = ... = py = 0 sein. Das zeigt a = 0 wie behauptet.

2. “=7: Angenommen f ist surjektiv. Dann gibt es fiir jedes w € W ein v € V, sodass
f(v) =w. Da by, ..., b, eine Basis, also insbesondere ein Erzeugendensystem von V' bildet,
gibt es A1, ..., Ap € K, sodass v = Z?:l Ajbj. Aus der Linearitét von f folgt

w=f(0) = F_ M) = 2N (by),
j=1 i=1

was zeigt, dass f(b1), ..., f(bn) ein Erzeugendensystem in W bildet.

“<”: Angenommen f(b1),..., f(b,) bildet ein Erzeugendensystem in W. Dann gibt es fiir
beliebiges w € W Koeffizienten ji1, ..., tin, sodass w = 370, p; f(bj) = f(3_7_ p1;b5). Dies
zeigt aber insbesondere, dass f surjektiv ist, da wir ein v € V, nimlich v = Z?zl 5b;,
gefunden haben, fiir das w = f(v) gilt.
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3. Folgt aus (1) und (2).

Loésung 6.5. Wir definieren
fiE" =V, E"3 X f(N) =Y Ab;.
j=1

Dann ist f offenbar wohldefiniert und linear und es gilt f(e;) = >-,_; 6;,bp = b; fiir alle j =
1,...,n.
Weiter ist f injektiv, denn f(\) = 0 ist dquivalent zu Z?Zl Ajbj = 0. Aus der linearen
Unabhéngigkeit der by, ..., by, folgt daraus A = 0, sprich ker(f) = {0} (siehe Lemma [5.11)).
Schlieflich ist f surjektiv, denn by, ..., b, ist ein Erzeugendensystem von V.

6.3 Lineare Abbildungen in Vektorrdumen
6.3.1 Inverse Matrix

Definition 6.1 (Definition und Lemma (inverse Matrix)). Seien n € N und K ein Kérper. Dann
heiit A € K™*™ genau dann invertierbar, wenn es ein A’ € K™*™ gibt, sodass AA" = A’A =
1,. In dem Fall ist A’ eindeutig bestimmt und heifit inverse Matriz zu A und wird mit A~!
bezeichnet.

Beweis. 1. Wir betrachten GL(n,K) = {A € K™ : A invertierbar} (“general linear
group”). Wir zeigen, dass GL(n, K) eine Gruppe bzgl. Matrizenmultiplikation ist. Die
Assoziativitit und Existenz eines neutralen und inversen Elements sind klar. Insbesondere
gehort auch das zu einem A € GL(n, K) inverse Element A’ € K™*" wieder zu GL(n, K),
denn das zu A’ gehorende inverse Element ist gerade A, mit welchem wir begonnen hatten.
Wir zeigen nun die Wohldefiniertheit. Klarerweise ist auch A-B € K™*" fiir A, B € K™*",
sprich es verbleibt zu zeigen, dass auch AB invertierbar ist. Wir behaupten, dass B’A’ das
linksinverse Element zu AB ist. In der Tat gilt B’A’AB = B'1,B = B'B = 1,, wie be-
hauptet. Analog zeigt man ABB’A’ = 1,,, sprich B’ A’ ist auch das rechtsinverse Element
zu AB.

2. Aus der eindeutigen Bestimmtheit (folgt aus Gruppeneigenschaft, wie wir in Aufgabe
gesehen hatten) des inversen Elements in GL(n, K) folgt A=1 = A’
O

(Erinnere: fir A € K™ ™ ist die Transponierte AT durch (AT);; = Aj; fiir alled,j € {1,...,n}
definiert.)

Lemma 6.2 (Rechenregeln fiir inverse Matrizen). Seienn € N, K ein Kérper und A, B € K™*™.
Dann gelten folgende Aussagen.

(a) A, B invertierbar = A - B invertierbar mit (A- B)~! = B71. A7L.

(b) A invertierbar = A~ invertierbar mit (A=1)"t = A,

(c) A invertierbar = AT invertierbar mit (AT)~! = (A~HT,

Beweis. (a) A, B € GL(n,K) und GL(n, K) Gruppe = (AB)~! = B~1A~!
(b) Folgt ebenfalls aus Tatsache, dass GL(n, K) eine Gruppe ist.

(c) Wir verwenden (AB)T = BT AT. Dann

AA™Y = A4 = 1, = (AHTAT = ATA YT =17 = 1, = AT € GL(n,K) mit
(AT)fl — (Afl)T'
O
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6.3.2 Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen

Die folgenden drei Matrizen heiflen Elementarmatrizen. Es handelt sich dabei um quadratische
Matrizen, die sich nur an wenigen Stellen von der Einheitsmatrix unterscheiden.

Si(A) =diag(1,1,..., A ,1,...,1)= A

i-te Stelle ..
0 1
In der folgenden Matrix wird A auf die i-te Zeile und j-te Spalte gesetzt

1 0

(In dieser Darstellung ist bspw. i < j.)
Die folgende Matrix ist symmetrisch (sprich A = AT) und es wird eine 1 auf die i-te Zeile
und die j-te Spalte sowie die j-te Zeile und i-te Spalte gesetzt, wobei i # j

1 0
0 1
P =
1 0
1
Wir untersuchen nun die Wirkungen dieser Matrizen auf A € K"™*" in der Darstellung
(1)
a
A= : = (a1, as, ..., a,), wobei a) € K™ mit i € {1,...,m} Spaltenvektoren und a; € K™
(m)
a

mit j € {1,...,n} Zeilenvektoren sind.

Zeilenumformungen

(Zu Hause nachrechnen..)
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El. Matrix Inverse  Matrizenmultiplikation element. Zeilenumformung Kiirzel

a®
Si(A) € K™™m  Si(1/A)  Si(A)- A= | Aa® Multipl. der i-ten EZU 1
) Zeile mit A
a(™
a®
: Addition des M-
QI(N) € K™™  QI(=X) QI(N)-A=|a® 4 g | fachen der j-ten EZU II
¢ ¢ ¢ ) Zeile zur i-ten
: Zeile
a(m™)
a®
e
' ' 4 Vertauschung der
P! e gmxm P/ P -A= : i-ten und der j- EZU 111
a(® ten Zeile
a(m)
Spaltenumformungen
(Zu Hause nachrechnen..)
El. Matrix Inverse  Matrizenmultiplikation element. Zeilenumformung Kiirzel
A - Si(N) = Multipl. der i-ten
. mxXm .
Si(A) € K Si(1/A) (@1, ooy Ay ey ) ipalte mit A ESUT
; dditi des A
j mxm j A QN = fach(lerior(lier ej—ten
Q/(\) e K Qi (=N (a1,...,q + Spalte zur i-ten ESU I1
A, ...y Gp)
J Spalte
A A A pi B Vertauschung der
P! e gmxm P/ ST - i-ten und der j- ESU III
(@1, @, ooy Gy oy Q) ten Spalte

6.3.3 Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit linearer Abbildungen

Lemma 6.3. Seien m,n € N\ {1}, K ein Kérper und A € K"™*™ mit a;1 # 0. Dann gelten
folgende Aussagen.

(a) Es existiert G € K™*™ invertierbar und A € K(m=Dx(=1) " sodass

aip aiz - Qip
0
A=G-

N

(b) Auferdem ezistieren invertierbare G € K™ ™ ynd H € K™" und A € Km=Dx(n-1)

sodass
1 0 0
0
A=G- | . R H
: A
0
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Beweis. (a) EZU II liefern das Resultat, denn

-1
— ot (_%ml) ot [_%moi1l) o1 _921
= [Qm< an) le( ai > Q2< anﬂ

[Die Anwendung von Q}(—Zlnl) auf A bewirkt die Annullierung von a;;.] Da jede einzelne

Elementarmatrix invertierbar, ist G ebenfalls invertierbar (und natiirlich wohldefiniert).

(b) Wir wenden ESU II und ESU I an und erhalten

op (e s _as) . on(_am) o 1N\
H_[Ql <_a11> Ql( au) Ql( an) S<a11>]

wobei S (%) eine Reskalierung auf 1 bewirkt.
O

Satz 6.4 (Aquivalenznormalform). Seien n,m € N, K ein Korper und A € K™*™. Dann gibt
es invertierbare Matrizen G € K™*™ und H € K™*™ und r € {0, 1,...,min(m,n)}, sodass

1, 0
A_G-<O O>H.

N——

eKmXTL

Bemerkung 6.5. Wir lassen explizit die Félle r = 0, » = m und r = n zu, was zum Verschwinden
von 1,, bzw. der Nullzeilen oder Nullspalten fiihrt.

Beweis. 1. Fall: A =0: In diesem Fall gilt r =0und A=1,,-0-1,.
2. Fall: A # 0:

(a) a11 # 0. Wende Teil (b) in Lemma [6.3| an.

(b) a11 = 0. Wegen A # 0 existiert mindestens ein Matrixelement a;; # 0. Mit elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen vom Typ III erhiilt man, dass die Matrix A’ := P} - Ale
das Matrixelement a’; # 0 besitzt. Nach Teil (b) in Lemma [6.3] gilt dann

10 --- 0
A/ — G/ . 0 . Hl

: A

0
Unter Verwendung von (P})~1 = P! erhalten wir

10 -+ 0

1 ! 0 ! 1
A=rl.¢ - |. i H'-P}.

0
Das Verfahren ldsst sich mit der mittleren Matrix der rechten Seite fortsetzen, wenn A 0.
(Im Fall A =0 ist die Aquivalenzform bereits gefunden). Damit gelangt man zu
0 --- 0
1

0 A .

1
A 2 0
A=G-G- A
o A
0 0

Die Fortsetzung dieser Vorgehensweise liefert die Behauptung.
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Satz 6.6. Seien n,m € N, K ein Korper, f : K™ — K™ linear mit darstellender Matriz
A e K™ Dann gilt
f bigektiveen=m AN A invertierbar

Beweis. “<": Sei A € K™*" invertierbar. Dann besitzt f : K™ — K" mit f(zx) = A -z die
Umkehrabbildung f~! : K™ — K™ mit f(z) = A~!- 2. Also ist f bijektiv nach Hausaufgabe
K1.2.

(Y (f(x)=A"'A-z=zund f(f(z)=A - A 2=z firz € K"

“=7: Sei f: K™ — K™ bijektiv mit darstellender Matrix A € K™*". Dann folgt aus Satz
dass es G € K™ und H € K™*" invertierbar gibt, sodass

1, 0
amo (b )
Somit sind die linearen Abbildungen g : K™ — K™ mit g(z) = G-z und h : K" — K" mit
h(z) = H - x jeweils bijektiv, womit auch f : K™ — K™ mit f(z) = g~' o f o h™! bijektiv ist.
Die Abbildung f besitzt die darstellende Matrix <1r 0

0 0
aber keine Nullzeile und keine Nullspalte enthalten, denn

>. Da f bijektiv ist, kann diese Matrix

e ist die j-te Spalte eine Nullspalte, so folgt f(ej) =0= f(O), sprich f wire nicht injektiv
= Widerspruch.

e ist die i-te Zeile eine Nullzeile, so folgt fi(z) = 0 fiir alle € K™, sprich e; ¢ f(K™), womit
f mnicht surjektiv wire = Widerspruch.

Daher folgt r =m =nund A =G-1,H = G- H. Da G und H invertierbar sind, ist auch A
invertierbar. O

Satz 6.7. Seienn € N, K ein Kérper und f : K™ — K" linear. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(a) f ist injektiv

(b) f ist surjektiv

(c) f ist bijektiv

Beweis. Wir verwenden die Abbildung f : K™ — K™ aus dem Beweis von Satz Thre darstel-

lende Matrix ist <1T 0

0 O> € K™*" wobei die Félle r = 0, r = m und r = n explizit zugelassen

sind.
Wegen f = g~ o foh! mit g, h bijektiv gelten

1. f injektiv < f injektiv
2. f surjektiv < f surjektiv
Wir zeigen nun die Aussage
f injektiv = f bijektiv,

was (a) = (c) zeigt. (Die Implikation (b) = (c) wird analog gezeigt und schliefilich sind die
Implikationen (c) = (a) und (c) = (b) offenbar.)
Angennommen also f wire injektiv. Dann kann (wie im Argument vom Beweis von Satz

die Matrix <1r 0

0 0) € K™*™ keine Nullspalte enthalten, womit » = n sein muss. Da m = n ist,

,
0 0
kann. Somit ist 1,, die darstellende Matrix von f , sprich f ist bijektiv. O

folgt r = m = n und damit, dass die Matrix <1 0) € K™*™ auch keine Nullzeile enthalten
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Korollar 6.8. Seien V,W zwei K-Vektorrdume mit dim(V) = dim(W) < oo und f : V — W
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

1. f ist injektiv
2. f ist surjektiv
3. f st biygektiv

Beweis. Fiir dim(V) = dim(W) = 0 ist die Aussage klar. Falls dim(V) = dim(WW) > 1, dann
folgt die Aussage aus Satz und der Tatsache, dass die Aussage fir V und W := Kdim(V)
gilt, siehe Satz (6.7 O

Korollar 6.9. Seien n € N, K ein Korper und A € K™*™. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(a) A ist invertierbar.

(b) Az =0 = z =0 fir alle x € K™, sprich die “homogene Gleichung” A -x = 0 besitzt nur
die triviale Losung x = 0.

(c) Vbe K"dx € K" : A-x = b, sprich das lineare Gleichungssystem besitzt fiir jede rechte
Seite mindestens eine Ldsung.

(d) Vbe K"3'z € K": A-a = b, sprich das lineare Gleichungssystem besitzt fiir jede rechte
Seite genau eine eine Losung.

Bemerkung 6.10. Dieses Korollar beinhaltet bereits die Fredholmsche Alternative: Entweder
besitzt die “homogene Gleichung” A -z = 0 eine Losung = # 0, oder A-x = b ist fiir jede rechte
Seite b eindeutig l6sbar.

Beweis. Betrachte f: K™ — K™ mit darstellender Matrix A, sprich f(z) = A - x.
e (d) & (a): (d) < f bijektiv < A invertierbar nach Satz
e (d) & (b): (d) « f bijektiv < f injektiv nach Satz[6.7]
Wir zeigen nun: f injektiv < (Vz € K™ : f(z) =0=2=0)
“=": Da f injektiv ist, folgt aus der Gleichheit f(x) = f(0), dass x = 0 sein muss.

“Ef(x) = fa) e flz—2') =0=x—12' =0 x =2/, wobei wir zuerst die Linearitét
von f und im Anschluf die Voraussetzung “(Vz € K" : f(z) = 0 = x = 0)” verwendet
haben.

e (d) & (c): (d) < f bijektiv < f surjektiv nach Satz[6.7 < (c)
O

Korollar 6.11. Seien n € N und K ein Kérper. Dann ist A € K™"*" bereits dann invertierbar,
wenn es ein B € K™ gibt, sodass A-B = 1,, oder B-A = 1,, gilt. In diesem Fall ist B = A"'.

Beweis. 1. Fall: A-B =1,:

Dann: Vb e K" : (AB)-b=b=Vbe K": A(B-b) =b= A invertierbar nach (¢) = (a) in
Korollar [6.9

Somit: A-B=1,=B=A4"1-4.B=A4"1.1,=4"1=B=A4"1

2. Fall: B-A=1,:Sei Ax =0. Dannist z = 1,2 = B- Az = B-0 = 0. Wegen (b) = (a) in

Korollar [6.9] ist daher A invertierbar.
Somit: B-A=1,=B=B-A-A1'=1,- A= B=A"1 O
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7 7. Tutoriumsblatt (14. Dezember 2021)

7.1 Aufgaben

Aufgabe 7.1. Gegeben seien die reellen Matrizen

1

1 0 2

m:@]EA» Ay=|2], As3=(-1 2 3)
3

Bestimmen Sie, soweit moglich, die Matrixprodukte A; - A; mit 4,5 € {1,2,3}.

Aufgabe 7.2. Gegeben sei die reelle Matrix

1 100
0110
A= 0 011
0 0 01
Zeigen Sie fiir n € N, dass
n(n—1 n(n—1)(n—2
1 n (2 ) n( (6)_(1) )
g = |0 1 n —
0 0 1 n
0 0 0 1

(Bemerkung: Beweis vom kleinen Gauf.)

Aufgabe 7.3. Seien im R? die Basen E = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, sowie
A={(1,-1,2),(2,3,7),(2,3,6)} und
B =1{(1,2,2),(-1,3,3),(—2,7,6)}
gegeben.
(a) Berechnen Sie die Matrixdarstellung Mp 4(idgs) der Einheitsmatrix 1gs = Mg g(idgs)
beziiglich der Basen A und B.
Hinweis: Sie diirfen

-1 1

1 2 2 3/5 —=2/5 0 1 -1 =2\ 3/5 0 1/5

-1 3 3 =\|-12/5 -2/5 1 und 2 3 7 =1-2/5 =2 11/5

2 7 6 13/5 3/5 -1 2 3 6 0 1 -1
verwenden.

(b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors
T=2-(1,-1,2)+9-(2,3,7) —8-(2,3,6)
beziiglich der Basis B.

Aufgabe 7.4. Fiir n € Nsei V,, :=span({1,z,...,2"}) C R[z] mit der Basis B,, := {1,...,z"}
und
Dy : V= Voo, fr=f

der Ableitungshomomorphismus (Differentiation nach z).
(a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung Mp, | B, (Dy) von D,, beziiglich B;,, und B,,_.
(b) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung Z,, : V,,—1 — V}, gibt mit D, o Z,, = idy, , und

bestimmen Sie Mp, g, ,(Zy).
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7.2 Loésungen

Losung 7.1. Das Matrixprodukt A-B mit A € K"*" und B € K"*® kann nur gebildet werden,
wenn n = r, sprich, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist. Wir erhalten
fiir die somit erlaubten Kombinationen

10 2
Al'A2_<o 1 —1>'

1 -1 2 3
Ay-Azg=[2]-(-1 2 3)=(-2 4 6],
3 -3 6 9
1
Az-Ay=(-1 2 3)- (2] =(12).
3

Loésung 7.2. Wir induzieren iiber n € N und stellen fest, dass die Behauptung fiir n = 1 wahr
ist. Wir vollziehen nun den Induktionsschritt und nehmen an, dass die Behauptung fiir n € N
wahr ist und zeigen Sie fiir n 4+ 1. Dazu rechnen wir

n(n—1) n(n—1)(n—2)

1 n 3 & 1100
nil_ gm0 |01 m L) 0110
AT =ATA= n 0011
0 0 0 1 0 001
1 14n n+n(n2—1) n(n2—1)+n(n—16)(n—2)
o 1 n+1 n 4 Mol
0 0 1 n+1
0 0 0 1
1 n+1 (n+1)((721+1)—1) (n+1)((n+1)gl)((n+2)—1)
n+1)((n+1)—1
_ _|o 1 n+1 ( )((2 )—1) ’
0 0 1 n+1
0 0 0 1
wie behauptet.
Losung 7.3. (a) Die Matrizen
1 2 2 1 -1 -2
Mg(Ug)=|-1 3 3 und MgUg)=1{(2 3 7|,
2 76 2 3 6

welche als lineare Abbildungen Uy : R? — R3 und Up : R? — R3 bzgl. der Standardbasis
dargestellt sind, fithren A = {d@, d2, a3} bzw. B = {b1, by, b3} in die kanonische Einheitsbasis
iiber, sprich es gelten Uae; = @; und Uge; = b; fiir j = 1,2, 3.

Wir versuchen zunéchst, die Transformation von Matrizen unter Basiswechsel von einer
anderen Perspektive aus zu verstehen.

Sei T = 23_1 xj€; ein Vektor, der durch die kanonische Basis ausgedriickt wird. Unser Ziel

]_

ist es die Darstellung von & in der Basis B zu erhalten, sprich wir wollen Z; finden, sodass
T=3, 116 = S &b = Up > v—s Te€p. Wir sehen also, dass wir die Koeffizienten
Ty extrahieren konnen, indem wir Ugl auf beiden Seiten anwenden. Dann gilt 22’:1 Tp€p =
Ug 1Z. Stellen wir # als 3 x 1-Matrix bzgl. der Standardbasis dar, so kénnen wir die rechte

Seite ebenfalls als 3 x 1-Matrix darstellen, indem wir die Matrix Mp(Ug") = Mg(Up) ™
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mit (21,2, 23)7 (in Standardbasis dargestellt) multiplizieren. Die “j-te Komponente” des
resultierenden Vektors, der in der Standardbasis ausgedriickt ist, ist dann gleich Z;. In

Formeln ausgedriickt haben wir

I fl
ME(UB)fl x| = | 29
x3 z3

Wiren wir umgekehrt gestartet, sprich wire uns ein Vektor ¢ = Z?:1 y;@; gegeben, so
kénnten wir seine Koordinaten §; bzgl. der kanonischen Einheitsbasis, sprich ¥ =) ",_; 7€
durch die Gleichheit Z?Zl y;a; = Uy Z?Zl Y;i€j = 22:1 ye€p finden, indem wir die Matrix
Mpg(U,) (dargestellt in der kanonischen Basis) auf den Vektor (yi,y2,y3)”, verstanden als
einen Vektor bzgl. der kanonischen Basis, anwenden. In Formeln ausgedriickt haben wir

1 Y1
MeWUa)- {y2 | = | %2
Y3 U3

Die Darstellung von 1gs = Mpg(idgs) in der Basis B, A ist also

1 13/5 12/5
Mp a(idgs) = (Mg(Ug)) " gsMp(Ua) = | 6 43/5 32/5] ,
-3 -4 -3

siehe Satz V.8. Um Mg(Uya) zu invertieren (was hier nicht notig ist), verwenden wir den
GauB—-Jordan-Algorithmus und erhalten

1 22100 122100 221 1 00
133 ]010]"foss5 | 11o0]"*fos5 ] 1 10
2 76|00 1 2 76|00 1 032 ] -201
w22 1o 1 2 |1 0 0
Lot b bol™F o 1 Lo
032 ] —201 00 -1 | =2 21
o [P 2211000 122 | 1
~0111%§0”73”010|—T12—§21
13 13
001 | B ¢ 1 001 | LB 2 1
120 | =2 £ 2 1Loo| 2 2 0
1*33”010|—T12—§211*3”010|—T12—§21
13 13
001 | LB ¢ 1 001 | B 2 1
Analog verfiahrt man, um Mg(Up) zu invertieren.
1 -1 =2 ] 100 1 -1 -2 ] 1 00 1 -1 -2 |
2 3 7 |o1o|" o 5 11| -2 10" o 5 11 | -2
2 3 6 | 001 2 3 6 | 0 01 0 5 10 | —
s 12 100y 11 -2 0 0
Clo 1 2 o) 0 d 2t
0 5 10 | -2 0 1 00 -1 1] 0 —11
1 -1 -2 ] 1 0 0 W f1 =1 =2 ] 1 0 0
HI-(-1) 11 2 1 =511 ) 11
o0 1 | 0 1 -1 00 1 | 0 1 -1
1 -10 ] 1 2 =2 roo0| 2 o 1%
Mo 1 0] 2 2 L) o190 2 —2 I
00 1] 0 1 -1 0011] 0 1 -1
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(b) Seien die Basen A durch A = (d@y,ds,d3) und B durch B = (b1, bo, bs) abgekiirzt. Unser
gegebener Vektor v ist gerade ¢ = 23:1 v;d;, wobei v1 = 2, v = 9 und v3 = —8. Wir
suchen also Koordinaten v, sodass Z;’:l vjd; = Zg’zl @gbg. Wir verwenden a; = Uae; und
by = Upéy und erhalten somit die Gleichheit

3 3
Ua) vjé;=Up > 4.
j=1 =1

Die Summen 25:1 v;€; und 22:1 Ug€y sind Vektoren bzgl. der Standardbasis. Wir kénnen
also die obigen Darstellungen von Uy und Up bzgl. der Standardbasis verwenden und er-
halten nach Anwenden von Ul;l auf beiden Seiten UglUA Z?zl V€ = 22:1 Up€p, oder in
Matrixdarstellung

2 1 13/5 12/5 2 31/5
MpU)™ MU -| 9 |=|6 43/5 32/5]-| 9 | =[191/5
8 3 -4 -3 8 ~18

Wir haben also gefunden, dass ¢ = 2ad; + 9ds — 8d3 sich in der B-Basis durch

o 311—)» n 191
v=— —
5 175
darstellen lasst. Wir rechnen zur Sicherheit in der Standardbasis nach und erhalten

31 191
2ﬂ,—L2ﬂ:HXZS,UT—8@,&6ﬂ1:(4J71%T::E;GﬁZQVZHET(—LSﬁQT—H%—2ﬂQ®T.

by — 18b3

Lésung 7.4. (a) Sei V,, > f = Z?:o ajr?, dann gilt

n n n—1
Dnf = Zjaj:cjfl = Zjajwjfl = Z(] + 1)aj+1afj ,
§=0 j=1 §=0
sprich der Koeffizient a; von 2/ wird unter D,, durch b; := (j + 1)a;4+1 ersetzt. Die Ma-
trixdarstellung von D,, in den Basen B,, und B,,_1 erhélt man also durch
01 0 0 o --- 0 ag bo ay
0 0 2 0 0 e 0 aq b1 2(12
00 0 3 0 -+ O0f.lax| =] b2 — | 3as
O 0 DY DY DY “ e n an bnfl nan

=Mp,_1,8,(Dn)

wobei die Matrix Mp, _, g, (Dy) eine n x (n + 1)-Matrix mit erstem Spaltenvektor = 0 ist
und die restliche n x n-Matrix gerade (diag(j));=1,....n ist.

(b) Offenbar muss sich Z,, durch eine (n + 1) x n-Matrix darstellen lassen, deren erste Zeile
gerade der Nullvektor 0, ist. Wegen fox ajy’dy = (j + 1) ta;a? ! fiir j = 0,1,...,n— 1

haben wir
1 0 0 0
. 0 1/2 0 - 0
M = (. . Un _lo o 1/3 o0 0
Bn,Bn71( ) <d1ag((] + 1)—1)],:0 ..... n_1> 0 0 0 1/4 0

Man priift leicht nach, dass tatsdchlich Mp, | B,(Dn) o Mg, B, (Zn) =1v, ,.

48



8 8. Tutoriumsblatt (11. Januar 2021)

8.1 Aufgaben

Aufgabe 8.1. Seien n € N, K ein Korper und A € K™*™ invertierbar. Seien weiter a,b € K"
so, dass 1 + b7 A~ 1a # 0. Zeigen Sie, dass A + ab” invertierbar ist mit

A~ lap? A1

TV—1 _ 4—1
(A+ap’) = A = T

(Bemerkung: Fiir 0 # A\ € K und B € K™*" ist % := }- B gemeint. In Diracs Notation wird die

rechte Seite auch als A~! — %

dass die Invertierbarkeit von A unter “relativ kleinen” (Rang-Eins-)Stérungen ab? = |a)(b| stabil
ist.)

geschrieben. Heuristisch gesprochen zeigt die Aufgabe,

Aufgabe 8.2. Fiir welche Parameter A\, u € R ist das reelle Gleichungssystem

AT +y =L
THANY+z=U
y+Az=p

16sbar? (Hinweis: Fiir eine Aussage A(z) gilt ~(3'A(z)) & (Vz : -A(z)) Vv B,y : (A(z) A
A(y) ANx # y)); “es gibt kein, oder mindestens zwei voneinander verschiedene z und y, sodass
A(z) und A(y) gelten.”)

Aufgabe 8.3. Seien n € N und K ein Korper.

(a) Seien A, B € K™™ so, dass A - B invertierbar ist. Zeigen Sie, dass dann auch A und B
invertierbar sind. (Hinweis: Teil (c) in Korollar und (d) in Satz|8.14])

(b) Seien A, B € K™*"™. Zeigen Sie, dass rang(A + B) < rang(A) + rang(B). (Hinweis: Dimen-
sionsformel fiir Untervektorrdume in Aufgabe [5.5/und (d) in Satz )

8.2 Loésungen

Losung 8.1. Wir rechnen (mit der Assoziativitét innerhalb des Matrixrings)

A lap? A1

Atab?) (AT -

(A+ab) < 1—|—bTA1a>
1 ab” A1 n abTA=1(1 + b7 A~ ta) B (ab?) - (A~ tabT A
S 1+bTA 14+bTA 1la 14+bTA 1a
-1,

sowie

o, AtapTAT?

<A 1 T304 g bTA—1a> (A +ad")
1+ A7 lab” (1 + b7 A7 1a) B A ladb” B (A7tab” A7) - (ab?)
- 1+ 0T A 1a 1+ 0T A 1a 1+0TA1a

:]—na

womit die Behauptung gezeigt ist.
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Loésung 8.2. Das Gleichungssystem ist von der Form

Das Gleichungssystem ist losbar fiir alle u € R, und zwar eindeutig, wegen Fredholm (Korollar
, wenn A invertierbar ist. Dazu bringen wir A in rechte obere Dreiecksform und iiberpriifen,
ob alle Diagonalelemente von Null verschieden sind. Wir erhalten

A1 0 | uw T 1 A1 | u 1 A 1| 1
D W T TR IRttt hac ) N T W BTSN kil I RS TS W B
01 X | pu A1 0 | u 0 1-X2 —X\ | p—Au
H]—(1_—>,\2)-H é i\ }\ } Z
00 —A=X1-X) | prx(A—1)

Die rechte Seite hat also genau dann alle von Null verschiedene Diagonaleintrige, wenn (A #
0 A A2 # 2). In dem Fall folgt aus der Fredholmschen Alternative, dass das Gleichungssystem
eindeutig 1dsbar fiir alle 1 € R ist. (Rechnen zeigt, dass (z,y,2)" = F5A—1,A=2,A-1)T
die eindeutige Losung ist.)

Wir untersuchen nun die Losbarkeit, wenn A = 0 bzw. A2 = 0. In diesen Fillen besagt
Fredholm lediglich, dass es entweder gar keine Losung (Negation von (c¢) in Korollar , oder
aber (iiber dem Grundkérper R) unendlich viele Losungen besitzt (Negation von (d) in Korollar

A =0: In dem Fall gilt

L] p
0 [ p
0] 0
und dieses Gleichungssystem wird durch (z,y,2)T = (u, 1, 0)T + 2z - (=1,0,1)T gelost. (Nach-
priifen..) Das beudetet y = p1, © = p— z und z € R kann beliebig gewihlt werden. Das bedeutet,

dass es unendlich viele Losungen des Gleichungssystems fir jedes p € R gibt.
A2 = 2: In dem Fall ist A = £y/2 mit ¢ € {—1,1} und es gilt

1 ev2 1 | m
(Ap) = [0 1  ev2 | I
00 0 [ peV2ev2-1)

(Ab) —

OO =
O = O

Wenn es eine Losung (z,y, z)T € R3 gibt, so liefert die dritte Gleichung
O=p-e-vV2(evV2—-1) & pn=0.

Das bedeutet, dass u = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit ist. Gleichbedeutend
(durch Negation) ist damit die Aussage, dass wenn p # 0 ist, dann kann das Gleichungssystem
nicht geldst werden.

Sei also im Folgenden = 0 und A\ = £v/2 mit e € {#1}. Dann folgt (mit (¢v/2)? = 2)

1 ev2 1 0 10 -1 ] o0
Ap)=>{o 1 ev2 | o] =01 ev2 | 0
0 0 0o | 0 00 0 | O
Dieses Gleichungsystem wird durch (z,y, 2)7 = 2(1, —ev/2,1)” gelost. (Nachpriifen..) Das be-

deutet aber wieder, dass z € R ein freier Parameter ist, womit es wieder unendlich viele Lésungen
gibt.
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Wir fassen zusammen

A ¢ {0,+£v2} A p € R beliebig (eindeutige Losung)
Gleichungssystem losbar < ¢ \ = 0 A i € R beliebig (oo viele Losungen)
M€ {£V2} Ap=0 (0o viele Losungen)

Gleichungssystem nicht losbar <= A2 =0 A pu 0.

Losung 8.3. (a) Es gilt, dank Korollar

AB invertierbar = 3C € K" : 1, = (AB) - C
= n = rang(1,) = rang((AB)C)) = rang(A(BC))
< min{rang(A), rang(BC)} < rang(A) < min{m,n} <n,
woraus rang(A) = n folgt. Aus (d) in Satz folgt dann die Invertierbarkeit von A, sprich

die Existenz von A~1. Da GL(n, K) eine Gruppe ist, ist auch A~!.(AB) invertierbar, sprich
B=1,B=(A"'A)B = A71(AB) ist ebenfalls invertierbar. Dies schliet den Beweis.

(b) Zur Erinnerung: fir C € K™*™ ist rang(C) = dimran(C) = dim({Cz : = € K"}). Weiter
gilt
{(A+B)r:z2e K"} ={Ax+Br: 2 € K"} C{Az: 2 € K"} +{By: ye K"},
daz=Arx+Br=z€{Azx: € K"} +{By: y€ K"} (mit x = y). Aus diesen Erkennt-

nissen sowie der Tatsache, dass die Dimension jedes Untervektorraums U C V Kkleiner als
die des Vektorraums V ist (hierbei sind V' = K™ und U = ran(A) oder U = ran(B)), folgt

rang(A + B) = dimran(A + B) < dim(ran(A) + ran(B))
= dimran(A) + dimran(B) — dim(ran(A) Nran(B)) < rang(A) + rang(B)
wobei wir im dritten Schritt die Dimensionsformel dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —
dim(U N W) und anschliefend die Nichtnegativitéit der Dimension verwendet haben.
8.3 Invertieren von Matrizen und Rang
8.3.1 Gauf3-Algorithmus

Invertierbare Matrizen lassen sich allein durch elementare Zeilenumformungen in die Einheits-
matrix transformieren. Wir verfolgen folgenden Plan

1. Transformation in eine rechte Dreiecksmatrix

2. Transformation in die Einheitsmatrix

Definition 8.1 (Rechte Dreiecksmatrix). Seien n € N und K ein Kérper. Dann heifit R € K™*"
rechte obere Dreiecksmatriz, wenn r;; = 0 fiir alle 1 < j <4 < n. Entsprechend heifit L € K"*"
linke untere Dreiecksmatriz, wenn ¢; ; = 0 fiir alle 1 <7 < j < n.

Nun zu Schritt 1 unseres Plans.

Satz 8.2. Seien n € N und K ein Korper. Dann kann jede invertierbare Matriz A € K™*™
durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II und III (EZU II und EZU III) auf obere
Dreiecksform gebracht werden, deren Diagonalelemente alle von Null verschieden sind.

Beweis. Wir induzieren iiber n € N und verwenden das Gaujf$sche Eliminierungsverfahren.
n=1 A K™ = K invertierbar < a1,1 7 0 = A ist bereits eine rechte obere Dreiecks-
matrix mit Diagonale # 0.
n — n + 1: Angenommen, die Behauptung sei wahr fiir n € N (Induktionshypothese). Dann
betrachten wir A € K@+Dx(+1) Wir unterscheiden nun zwischen zwei Fillen:
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1. a1,1 = 0: In dem Fall kann die erste Spalte keine Nullspalte sein, da. A andernfalls nicht
invertierbar wire. (Wenn es doch eine Nullspalte giibe, so wire (1,0, ...,0)T € ker(4), also
wére A nicht injektiv, also nicht bijektiv, also nicht invertierbar, siehe Korollar ) Sei
i€ {1,...,n} also so, dass a;1 # 0. In dem Fall wenden wir eine EZU III an, um die erste
und i-te Zeile zu vertauschen und erhalten

a®
o . a1 A2 o Gintl
EZE)III a(.l) EZU III mehrfac}i)wie in Lemma 0

i
Il
E:>>

A=
o™

am)
In dem Fall benennen wir o := a;1 sowie al .= (@i 2y ..o, Gipt1)

2. a1 # 0: Wir verfahren wie oben mit ¢ = 1, d.h. der erste Schritt ist trivial.

Wir behaupten nun, dass A invertierbar ist. In dem Fall kénnen wir die Induktionshypothese an-
wenden, um A durch EZU II und EZU III in rechte obere Dreiecksform mit nicht-verschwindender
Diagonale zu bringen. Da die (entsprechend trivial erweiterten) EZU II und III die erste Zeile
und Spalte der Gesamtmatrix A nicht verindern, wiirde dies den Beweis schliefen.

Es verbleibt also zu zeigen, dass A invertierbar ist. Dazu geniigt es, die Injektivitiit von A
zu zeigen (Korollar , sprich

Ai=0=7=0.

Angenommen also es gibe Z € ker(A). Dann sei 27 € K so, dass auch ax; + a’# = 0. (Das
ist moglich, da o # 0.) Dann gilt, dank der Invertierbarkeit von A (welche durch konsekutive
Anwendung von EZU’s aus einer invertierbaren Matrix hervorgegangen ist),

=T
(T (@ a 1‘1_0 .%'1_0
2)=6 %) ()= 0= ()=0)
und damit z = 0, was zu zeigen war. O

Wir kommen nun zum zweiten Schritt unseres Plans.

Lemma 8.3. Seien n € N, K ein Korper und R € K™ ™ eine rechte obere Dreiecksmatriz
deren Diagonalelemente alle # 0 sind. Dann kann R durch EZU I und II in die Finheitsmatrix
transformiert werden.

Beweis. Wir arbeiten uns “von oben nach unten” mit EZU II vor und skalieren dann alle Dia-
gonalemente mit Hilfe von EZU I auf 1, sprich

Tl o Tin T11 0 11 0
mehrfache EZU II EZU I EZU I EZU I
— - - - = ... = 1,.
0 Tnn Tnn 1
Dies schlie3t den Beweis. O

Wir konnen nun unseren Plan in die Tat umsetzen.

Korollar 8.4 (Berechnung von A™1). Seien n € N, K ein Korper und A € K™ ™ invertierbar.
Falls A durch elementare Zeilenumformungen in 1, tibergefihrt wird, so kann 1, durch dieselben
Transformationen in A~ dberfihrt werden.

Beweis. Sei C ein Produkt elementarer Zeilenumformungen so, dass C' - A = 1,,, sprich C fiihrt
A in 1,, iiber. Dann folgt aus Korollar dass C = C -1,A7!, sprich C fiihrt 1, in A™!
iiber. O

Beispiel 8.5.

2 1 [ L0y (21 ] 1 0y (20] 3 1)\ (10| 5 -}
43101 01| -2 1 01| -2 1 01| -2 1



8.3.2 Rang einer Matrix

Definition 8.6. Seien m,n € N, K ein Korper und K"™*" 3 A = (ay,...,ayn) =

(1) Spaltenraum(A) := span(ay, ..., an)
(2) Spaltenrang(A) := dim Spaltenraum(A)
(3) Zeilenraum(A) := span(a(V, ..., a(™)
(4) Zeilenrang(A) := dim Zeilenraum(A)
Bemerkungen 8.7. 1. Spaltenraum(A) = ran(A), denn
span(ay, ..., ap) = {i/\Z ca; A=A, .., \p) € K"} = {i Ni-Aei: e K"}
i=1 i=1

={A) Xiei: A€ K"} ={AX: A€ K"},
=1

2. Spaltenrang(A) = dimran(A)

3. Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A7)

Beispiel 8.8.

0 3
A=1-1 2 1
4 0 c

Dann sind Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = 2, wenn ¢ = 12 und Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) =
3 sonst. (Beobachte (3,1,12)7 =3 (1,-1,4)T +2-(0,2,0)"")

Lemma 8.9. Scien m,n € N K ein Korper und A € K™ ", Seien weiter S € K™ ™ und
T € K™"™ zwei invertierbare Matrizen. Dann gelten

Spaltenrang(SAT) = Spaltenrang(A)
Zeilenrang(SAT) = Zeilenrang(A) .

Beweis. 1. Wir zeigen Spaltenrang(AT') = Spaltenrang(A). In der Tat gilt

Spaltenrang(A) = dim{Az : z € K"} = dim{Az : x € T(K")}

=dim{Az: z=Ty,y € K"} =dim{ATy : y € K"} = Spaltenrang(AT)
wobel wir im ersten Schritt die vorige Bemerkung und anschlieflend T'(K") = K" (da T
bijektiv) verwendet haben.

2. Wir zeigen Spaltenrang(SA) = Spaltenrang(A).

Zur Erinnerung: es ist Spaltenraum(A) := span(ay, ..., a,) = span(Aey, ..., Ae,). Sei r :=
Spaltenrang(A) und Ae;,, ..., Aej, eine Basis von Spaltenraum(A). Dann folgt aus (c) in
Aufgabe[6.4] dass SAej, , ..., SAej, cine Basis von span(SAer, ..., SAey,). Somit ist Spaltenrang(A) =
Spaltenrang(SA).

3. Es gilt Spaltenrang(SAT) = Spaltenrang(SA) = Spaltenrang(A), wobei wir erst die erste
und dann die zweite Aussage dieses Lemmas verwendet haben.
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4. Dank der vorigen Bemerkung (Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A”)) und dem dritten Punkt
dieses Lemmas gilt

Zeilenrang(SAT) = Spaltenrang((SAT)T) = Spaltenrang(T7 AT ST)
— Spaltenrang(AT) = Zeilenrang(A) ,

was zu zeigen war.

O]

Satz 8.10 (Satz und Definition — Rang von A). Seien m,n € N, K ein Kéorper und A € K™*™.
Dann gilt

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)
und diese Zahl wird als Rang von A bezeichnet. Man schreibt rang(A) oder rank(A).

Beweis. Nach Satz gibt es G € K™™ und H € K™", beide invertierbar, sowie r €
{0, ...,min{m,n}}, sodass A = G <10T 8) H. Aus Lemma folgen dann

Spaltenrang(A) = Spaltenrang <1OT 8) =r

Zeilenrang(A) = Zeilenrang (1[)T 8) =r

woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 8.11. Seien m,n,r € N, K ein Korper, A € K™*™ und B € K™*". Dann gelten
folgende Aussagen.

(a) rang(A) = rang(AT).

(b) rang(A) < min{m,n}.

(c) rang(AB) < min{rang(A),rang(B)}.

(d) Seien S € K™ ™ und T € K™*" invertierbar. Dann ist rang(SAT) = rang(A).

Beweis. (a) Folgt aus Satz und Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A7T).

(b) Ausran(A) € K™ und ran(AT) C K™, der Gleichheit rang(A) = rang(A”) sowie rang(A)

IA

dimran(A) (siehe Bemerkung folgt (rang(A) < m) A (rang(A) < n), also rang(A)

min{m, n}.
(c) Nach Bemerkung 8.7 gilt

rang(AB) = dimspan(ABx : x € K") < dimspan(Ay : y € K") =rang(A).
Cspan(Ay: yeK™)
Analog erhélt man
rang(AB) = rang((AB)T) = rang(BT AT) < rang(B”) = rang(B),
woraus
rang(AB) < rang(A) Arang(AB) < rang(B) = rang(AB) < min{rang(A),rang(B)}

folgt, wie behauptet.

(d) Folgt aus Lemma [8.9| und Satz
0
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8.3.3 Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen

Lemma 8.12. Seien m,n € N, K ein Korper, A € K™*" r = rang(A) und b € K™. Dann
gelten folgende Aussagen.

(a) dim{zx € K": Az =0} =n—r.
(b) Falls es z* € K™ gibt, sodass Ax* = b, dann gilt

{r e K": Az =b} ={a" + 2™ : 2™ € K", Ax™ =0} .

Bemerkung 8.13. Nach (b) erhélt man die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssys-
tems Ax = b durch Addition einer speziellen Losung des inhomogenen Gleichungssystems und
der allgemeinen Losung des homogenenen Gleichungssystems.

Beweis. (a) Folgt aus der Dimensionsformel (Satz V.5 im Skript)
n = dim(K") = dim(ker(A)) + dim(ran(A)) = dim(ker(A4)) + rang(A).
(b) Sei z* € K" so, dass Az*b = b. Dann gilt

Aa::b<:>A(:E*—|—(x—a:*)):bAg:bA(a:—:z*):0<:>$:ac*—|—az**/\Ax**:O,
——

—p**

wie behauptet.
O

Satz 8.14. Seien m,n € N, K ein Korper, A € K™ und b € K™. Sei Ab die aus A und b zu-
sammengesetzte Matriz in K™m>*(+1) (auch “erweiterte Matriz” genannt). Dann gelten folgende
Aussagen

(a) rang(Ab) = rang(A) < Az = b besitzt mindestens eine Losung x € K.

(b) rang(A) =n = Ax = b besitzt hichstens eine Lisung x € K™.

(c) rang(Ab) = rang(A) = n < Az = b besitzt genau eine Lisung x € K™.
(d) Sei m =n. Dann ist A genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n.

Beweis. (a) Wir haben

rang(Ab) = rang(A) < span(ai, ..., an,b) = span(ai, ..., ar)

L 573
emn@)- b € span(ay, ..., a,)

©IA, A €KY Naj=beINEK™: AN=D,
j=1

was zu zeigen war.

(b) Wir haben

rang(A) = n < ay, ..., a, linear unabhéngig
= Z xja; = b besitzt hochstens eine Losung z € K™

< Ax = b besitzt hochstens eine Losung x € K™,

wobei wir in der “="-Implikation verwendet haben, dass fiir alle u, A € K" mit Z?:1 b =
> i—1 Ajbj es folgt, dass = A\, wann immer {b;}7_, linear unabhéngig ist.
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(c) “=7: Folgt sofort aus (a) und (b).
“«<"”: Wir haben
Ax = b besitzt genau eine Losung x € K"
d b) in Korollar
(@) & @® ftorella Aac:Obesitzt nur die Losung = = 0

& aq, ..., ap linear unabhingig < rang(A) =n.

Aus Teil (a) folgt schlieBlich rang(Ab) = rang(A) = n wie behauptet.

(d) Nach Fredholm (Korollar ist A genau dann invertierbar, wenn ker(A) = {0}, sprich
die Gleichung Az = 0 besitzt nur die triviale Losung = = 0. Also

A invertierbar & {z € K" : Az =0} = {0}
< dim ({x € K": Az =0}) = dimker(A4) =0 Lemma F 13(e) n — rang(A)
< rang(4) =n,

wie behauptet.
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9 9. Tutoriumsblatt (18. Januar 2022)

9.1 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Seien n € N und u,v € F"\ {0} fiir einen Korper . Zeigen Sie folgende Aussagen.
(a) Seien u,v € F*™*1\ {0} zwei Spaltenvektoren mit n Eintrigen. Dann gilt det(1, +u - vT)
1+oT .

(b) Es gilt det(A +u-vT) = det(A) - (1 4+ vT A~1u) fiir jede invertierbare Matrix A € Fn*™,
(c) Es gilt rang(u - v7) = 1. (Hinweis: Aufgabe K 8.2)
Aufgabe 9.2. Seien n,m € N und F ein Korper.

(a) Sei A € F™*™ invertierbar, B € F"*" C € F"*™ und D € F"*". Zeigen Sie

A B\ 1
det(c D)-det(A)-det(D—C-A - B).

Hinweis: Sie diirfen die Identitét (Blockmatrixmultiplikation)
1, 0\ (A BY_[(A B
-c-A1t 1) \C D) \0 D-C-A"-B

(b) Seien A € F™*" invertierbar und A-C = C - A. Zeigen Sie

verwenden.

A B
det<C D) =det(A-D—-C-B).

Aufgabe 9.3. Seien n € N, F ein Korper und W € F"*" eine Matrix. Zeigen Sie folgende
Baby-Version von Jacobis Formel

d
g [det (14 tW)]],_, = Tx(W).

(Bemerkung: Jacobis Formel besagt

p 1 dA(t)
- det(A(t)) = det(A(t)) - Tr (A“) - dt>

fiir alle ¢t € I C R und differenzierbaren Abbildungen I > ¢t +— A(t) € F"*™.)

9.2 Loésungen

Losung 9.1. (a) Wir halten zunéchst die Identitét

L, 0\ (1,+w-0" w) (1, 0)_ (1, u
ol 1 0 1 T 1) 7 \0 1407 u

fest. Wenden wir nun die Determinante auf beiden Seiten an, so stellen wir fest, dass nach
Aufgabe K 8.3 die Determinante der linken Seite gerade det(1+wu-v7) ist. Die Determinante
der rechten Seite ist gerade det(1+v” -u) ebenfalls nach Teil K 8.3. Dies schlieBt den Beweis.

(b) Da A invertierbar ist, folgt aus dem Multiplikationssatz und Aufgabenteil (a)

det(A+uvT) = det(A+ 1, - (u-v7)) =det(A+ (A- A7) - (u-0T))
= det(A(1, + A7 (u-v7))) = det(A) - det(1, + (A" u) - v7)
=det(A)- (14 o7 - (A7) = det(A) - (1 + o7 - A7),
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(c) Nach K8.2 (a) und (b) gelten
rang(u) = rang(u’) < min{l,n} =1 und rang(v) =rang(v?) <1.
Aus K8.2 (¢) folgt damit
rang(u - v1) < 1.
Da fiir jede Matrix B = (by,...,b,) € F™*" gilt

rang(B) = 0 < Spaltenrang(B) = 0 < dim(span(by, ...,b,)) =0
< span(by,....by) =0 by =by=..=b,=0& B =0,

geniigt es zu zeigen, dass u - v! # 0. Dazu verwenden wir, dass es 1 < k, £ < n gibt, sodass
u, # 0 und vy # 0. (Dies folgt aus der Annahme u,v € F™\ {0}.) Damit folgt aber, dass der
Eintrag (u - UT)M #£ 0 ist, womit die Matrix u - vT # 0 ist.

Losung 9.2. (a) Wir wenden die Determinante auf das Blockmatrixprodukt im Hinweis an und

erhalten
1, 0\ (A B\ _ .. (A B
det<<—oA—1 1n>'<o D))_det<o D—CA—lB>

& det <_ lm_ 0 ) -det (A B) = det(A) - det(D — CA™'B)

cA™t 1, Cc D
=det(1m,)-det(1y)
A B\ _ 1
& det (C’ D> = det(A) -det(D — CA™"B),

wie behauptet.

(b) Angenommen AC = C'A. Dann folgt aus Teil (a)
det (4 B = det(A) - det(D — CA™'B) = det (A- (D — CA™'B))
C D
= det (AD — ACA™'B) = det(AD — CB),

wie behauptet.

Losung 9.3. Sei W = (wq,ws, ..., w,) mit Spaltenvektoren wy, ..., w, € F"”. Dann haben wir
dank der Linearitdt der Determinanten bzgl. Spalten und Zeilen

det(1,, + W) = det(e] + ewy, 2 + cwa, ..., e + cwy,)
= det(ey, ea + cwa, ..., €, + cwy,) + e det(wy, 2 + ewa, ..., €, + W)
= det(e €2, .y En)
e [de (wl, €9, ...,en) + det(er, wo, €3, ..., e,) + det(ey, e, ..., en_1,w,)] + O(?)

=1+ EZdet(el, ey €1, Wy, €41, -y En) F O(e?).
j=1
Entwicklung entlang der j-ten Spalte ergibt
det(el, ey €51, Wiy €541, wnny €n) = Wjj .

Somit ist

1+ . Wi +0(e?) —
|, = lim 2. Wii + O7) = Tr(W),
t=0 e—0 g

d
7 [det (14 tW)]

was zu zeigen war.
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10 10. Tutoriumsblatt (25. Januar 2022)

10.1 Aufgaben
Aufgabe 10.1. Seien z,y € R™\ {0}. Zeigen Sie folgende Aussagen.
_ (=y)

~ Jellvl
schen x und y und schreibt ¢ = <(z, y). Insbesondere folgt offenbar (z,y) = |z||y| cos(<(x,y)).)

(a) Es gibt genau ein ¢ € [0, 7] mit cos ¢ (In diesem Fall nennt man ¢ den Winkel zwi-

(b) Sei z L y, sprich <(x,y) = 7/2. Dann gilt |z + y|? = |z|? + |y|* (Pythagoras).

Aufgabe 10.2. Seien z,y € R™ und es bezeichne (-,-) das euklidische Skalarprodukt. Zeigen
Sie folgende Aussagen und geben Sie eine geometrische Interpretation fiir n = 2 an.

(a) |z —y|*> = [z|* + |y|* — 2|z||y| cos <(z, y) falls z,y # 0.
(b) |z +yl + |z —y> =2(|=|* + |y|?).

Aufgabe 10.3. Sei n € N und A € R" ™. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen &quivalent
zueinander sind.

(a) A ist orthogonal, sprich AT A = 1,,. (Man schreibt A € O(n).)
(b) AT ist orthogonal, sprich AAT = 1,,.
(c) A ist invertierbar und es gilt A~! = AT,

Aufgabe 10.4. Sei n € N und A € R"*"™. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen &quivalent
zueinander sind.

(a) A ist orthogonal, sprich ATA = 1,,.

(b) Fiir alle z € R™\ {0} gilt |Az| = |z|. (Langentreue Abbildung, Isometrie)
(c) Fiir alle z,y € R™\ {0} gilt <(Ax, Ay) = <(z,y). (Winkeltreue)

Was bedeuten diese Aussagen geometrisch?

Aufgabe 10.5. Sei n € N und A € R™" orthogonal, sprich ATA = 1,,. Zeigen Sie folgende
Aussagen.

(a) |det(A)| = 1.
(b) b1, ..., by, Orthonormalbasis von R™ = Aby, ..., Ab, Orthonormalbasis von R".

(c) Die Menge O(n) ist eine Untergruppe von GL(n) (bzgl. Matrixmultiplikation als Gruppen-
operation).

Aufgabe 10.6. Sei i = (n1,n2,n3) € R3 mit ||7i|lz = 1, ¢ € [0, 27) und

3

R;ij(¢) = (1 — cos p)nin; + cos pd;j + sin g Z Eikj Mk
k=1

mit dem Levi-Civita-Symbol (Tensor)

{1, falls (ik) € {(1,2,3),(2,3,1), (3,1,2)} .
TR N0, falls (k) € {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)} .

Unter vielen algebraischen Identitéten fiir den Levi—Civita-Tensor ist

3
Zgjiﬁgjmk = OimOok — OikOpm , YV i,k 0,m € {1,2,3}.
j=1
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(a) Zeigen Sie, dass R(¢)T R(p) = 13. (Bonus: Zeigen Sie det(R(yp)) = +1!)

(b) Berechnen Sie R(y)7.

(c) Wie lautet die Rotationsmatrix R(nw/2) fiir eine Rotation um 7/2 um die Achse (1,2,0)7?
(d)

d) Finden Sie einen Vektor & mit Lénge 2, der nach der Drehung durch die Rotationsmatrix

R(7/2) aus Teil (c) mit der & = (1,0,0)"-Achse zusammenfllt.

10.2 Losungen
Losung 10.1. (a) Aus Cauchy—Schwarz folgt

|z[ly]
Da cos[0, 7] — [—1, 1] bijektiv ist, gibt es ein eindeutiges ¢ € [0, 7] mit cosp = fﬂfllﬁ wie

behauptet.

(b) Wir haben [z yf* = (& + oz +9) = e & yf? + 2(.9) = [z + [yl + 2ally|cos(m/2) =
2l + lyl?.

Losung 10.2. (a) Wir haben
o —y1? = (& —y,x —y) = |2 + y* — 2J[|y| cos <(z,y).
In n = 2 beschreibt diese Identitéit den Kosinussatz der ebenen Trigonometrie.

C

e

0 -

Abbildung 1: Kosinussatz
Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in eine der Ecken des Dreiecks OBC, so
erhélt man die Ortsvektoren der Ecken als x = C'— O =: OC und y = B— 0O =: OB. Damit
iste —y=0C-0B=C—-B=: BCS.
Der Winkel ¢ an der Ecke O des Dreiecks schreibt sich dann als ¢ = <(z,y) = <(BOC).

Die Seitenlingen des Dreiecks sind dann gegeben durch |z|| = [|OC|, ||ly| = |OB]| und
|z — y|| = ||BC||. Die obige Gleichung lautet dann in der Notation der Geometrie:

IBC|? = |0C|* + |OB|* - 2|0C|[|0B] cos(<(BOC)) .

Falls OC und OB senkrecht aufeinander stehen (sprich ¢ = 7/2), geht wegen cos7/2 = 0
der Kosinussatz iiber in den Satz des Pythagoras.

(b) Wir haben

2+ y> + |z —y)? = [2)? + |y + 2z, y) + |22 + [y — 2z, y) = 2(|2z* + |y]?).
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Diese Gleichung beschreibt die Parallelogramgleichheit: In einem Parallelogram ist die Sum-
me der Quadrate tiber den Diagonalen gleich der Summe der Quadrate iiber alle vier Seiten.
D s C

A X B

Abbildung 2: Parallelogramsatz

Lésung 10.3. e (a) = (c): ATA =1, = AT und A sind nach (a) in Aufgabe[8.3|invertier-
bar. = ATAA™ = A7l = AT = A~1,
=1
e (b) = (c): AT orthogonal < (AT)TAT = AAT =1,, = A und A” sind invertierbar nach
(a) in Aufgabe[8.3/= A1A4AT = A1 = AT = 41,
=1
e (c) = (a): ATA= A"'A =1, nach (c).
e (c) = (b): Analog.
Lésung 10.4. e (a) = (b): |Az|? = (Azx)T(Az) = 2T AT Az = 22 = |z|2.
e (b) = (¢): Es gilt (nach Aufgabe K10.3) (z,y) = 1(Jz + y|* — |z — y[?), also (Az, Ay) =

1Az +y) 2= |A(z —y)|?) © 1(lz+y> — |z —y|*) = (z,y), wobei wir zum Schluf} wieder
die Polarisationsidentiéit verwendet haben.

e (¢) = (a): (x,(ATA — 1,)y) = (Az, Ay) — (z,9) 9 0 fiir alle x,y € R™. Insbesondere
gilt somit fiir x := (ATA — 1,,)y und y € R” beliebig, dass |(ATA — 1,)y[?> = 0, womit
AT Ay = 1,y fiir alle y € R und damit AT A = 1,, sein muss.

Geometrisch bedeutet das, dass orthogonale Matrizen entweder Spiegelungen oder Rotatio-

nen sein miissen.

Bemerkung: Allgemeiner gilt: ist f : R™ — R"™ eine Isometrie, sprich |f(z) — f(y)| = |x — y|

fiir alle x,y € R™, dann gibt es eine Matrix A € O(n) und ein b € R" so, dass f(z) = Az + b fiir
alle z € R™.

Losung 10.5. (a) Wir haben 1 = det(1,,) = det(AT A) = det(AT) det(A) = det(A)? = | det(A)|?,
woraus | det(A)| =1 folgt.

(b) Da orthonormale Mengen stets linear unabhéngig sind und unsere Menge {Abj}?zl aus n
Elementen besteht, geniigt es die Orthonormalitéit der Ab; nachzuweisen (sh. Satz [5.22)).
Wir rechnen

(Ab;, Abj) = (Ab))T - Ab; = b] AT Ab; = b'b; = (b;,b;) = 6y
fiir alle 7,7 = 1, ...,n, was die Behauptung zeigt.

(c) Um zu zeigen, dass O(n) = {A € R™" : ATA = 1,,} eine Untergruppe von GL(n,R) =
{A € R™" : A invertierbar} ist, geniigt es die Unterraumkriterien nachzuwesien.

(a) 0 € O(n) € GL(n,R): Zunschst ist O(n) nicht leer, denn 1,, € O(n), denn 11 = 1,,,
also 11'1,, = 1,17 = 1,,. Schlieflich folgt O(n) C GL(n,R) aus der Tatsache, dass fiir
A€ O(n) gilt, dass AT = A~!, womit A insbesondere invertierbar ist.

(b) Fiir alle A, B € O(n) ist auch AB € O(n): Es gilt in der Tat (AB)TAB = BTATAB =
BT B = 1,, per Voraussetzung und Assoziativitit des Matrixprodukts.
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A~1 = AT Es verbleibt zu zeigen, dass )TA 1= 1,,. Dies ist in der Tat der Fall,

(c) Fiir alle A € O(n) ist auch A= € O(n): Da A orthogonal ist, ist A invertierbar mit
(
denn (A~H)TAL = (AT)TA™L = A4~ =

Dies schlieit den Beweis von (c).

Losung 10.6. (a) Mit Z 1n = 1 rechnen wir

(R(©)TR(©))ik = > _(R()T)ij R()jx

J

=2 |(

J

3
1 — cos@)njn; + cos pd;; + sin Z Ejzmel
=1

3
X [(1 — cos gp)njnk -+ cos cp(Sjk + sin Z ejmknm]
m=1
= (1 —cos w)znmk + cos? poip — sin? © Z Ejil€ jmk M Nm
Jm,t

+ (1 — cos ) |2cospn;ni + E € imk MmN + € jmiNm NN,

mj

~1x17=0

+ cos psin ¢ E EimkNm + EkmiNm

m =0

=ning [1 + cos? ¢ — 2cos p + 2 cos p — 2 cos? ¢] + cos? pd;), — sin? ¢ [nkn; — HnH%&k]
= (cos® p +sin? )i = Oy, -
Dies zeigt, dass R(¢) € O(n).
Wir zeigen noch det(R(y¢)) = 1, indem wir die Determinante von
3
RZ](QD) = (1 — CoS gO)TLl"I’Lj -+ cos 9051‘3‘ + sin @ Z EikjMNk (101)
k=1
bestimmen. Der erste Summand ist eine Rang-Eins-Matrix. Wir kénnen also det(A+uv’) =
det(A)(1 +vT A~ ) mit u = v = (1 — cos )"/?7 und

0 ns ] 1 0 0
A=sinp|—-n3 0 ny | +cosp |0 1 0
ng -np 0 0 0 1

aus Aufgabe [0.1] (b) verwenden, sofern det(A) # 0. Mit Sarrus ist
det(A) = cos® ¢ + cos psin® ¢ - (n? +n3 +n3) = cos® v + cos psin® v = cos p.
Fiir ¢ € [0,27) \ {w/2,37/2} ist A invertierbar. Eine ldngere Rechnung zeigt
1
cos ¢

Daraus folgt det(R(p)) = cosp(l + (1 — cosyp)/cosp) = 1 fiir ¢ € [0,2m) \ {n/2,37/2}.
Fiir ¢ € {w/2,37/2} folgt die Behauptung aus der Stetigkeit der Abbildung ¢ — det(R(p))
(oder durch explizites Rechnen).

(n,A"'n) =

(b) Wir rechnen

R(p)7); = Z R(p)ijn; = Z (1 —cos go)nm? + cos pd;;n; + sinp Z Eikj kT
, r k
= (1 —cosp+cosp)n; +sinp(n X 1); =n;.
Das bedeutet, dass 7 auf sich selbst abgebildet wird, sprich 7 ist die Rotationsachse.
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(¢) Wir setzen 7 = 5-/2(1,2,0)” und ¢ = 7/2 in die Formel fiir R(¢) ein und erhalten
1
R(m[2)ij = ning + 7= (€01 + 22i25)

sprich

1/5 2/5  2/\/5
R(r/2)=1| 2/5 4/5 —1//5
-2/v5 1/V/5 0

Mit Sarrus kann man hier einfach det(R(7/2)) = 1 nachweisen.
(d) Wir finden den Vektor & fiir den R(m/2)% = (2,0,0)7 ist durch

7= R(r/2)712,0,00T = R(7/2)T(2,0,0)T = ... = (2/5,4/5,4/V/5) .
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11 11. Tutoriumsblatt (1. Februar 2022)

11.1 Motivation

In der Vorlesung haben wir bereits Vektoren x = (z1,z2,...,z,) € C™ kennen gelernt. Wir ver-
suchen uns nun von der klassischen geometrischen Vorstellung des R™ (insbesondere n = 2, 3) zu
l6sen. Dazu stellen wir uns einen eindimensionalen Zahlenstrahl, auf dem wir in Einserabstinden
(in irgendwelchen Einheiten, z.B. Centimeter, etc..) Gitterpunkte malen. Wir kénnten z.B. bei
Null starten und dann noch n — 1 weitere Punkte malen. Die Werte eines Feldes, z.B. eines
Temperaturfeldes, stellen wir durch die Eintrdge des Vektors x dar. Der Wert der Temperatur
ist in der Erfahrung natiirlich eine reelle Grofle; um auf C zu kommen, kénnten wir noch ein
weiteres Feld, z.B. den Luftdruck, einfithren. Der Vektor z = (z1,...,x,) € C" beschreibt also
die Temperatur und den Druck an den Punkten z1, ..., z, auf dem Zahlenstrahl.

Wenn wir uns dieses Beispiel vorstellen kénnen, so kénnen wir es offenbar verallgemeinern,
z.B. auf den zwei- oder hoherdimensionalen Fall. Im zweidimensionalen Fall wird der Vektor
(1, .oy @p) durch (z11, 192, .oy Tin, T21, T22, T3y ooy voey Tnly, Tn2s -y Tnn) €rsetzt. (Man konnte sich
dieses Konstrukt als Matrix veranschaulichen, was wir hier jedoch nicht tun.) In diesem Fall
geben wir also offenbar die Temperatur und den Druck an Punkten auf einem zweidimensionalen
Gitter mit n? vielen Punkten an, wobei “benachbarte” Punkte einen Abstand Eins zueinander
haben.

Dieses Beispiel kénnen wir offenbar weiter auf hohere Dimensionen und unendlich grofle
Gitter verallgemeinern und Vektoren der Bauart © = (z;);cqn betrachten, wobei  C 7% eine
Teilmenge des d-dimensionalen Gitters und j = (ji, ..., j¢) ein Multiindex mit ji, ..., jq € Z ist.

Nehmen wir an, dass zur Zeit ¢ = 0 die Temperatur und der Druck durch einen Vektor
r = (2;)jeq und zu einer spiteren Zeit t = T (z.B. am néchsten Tag) durch einen Vektor
y = (y;)jen beschrieben wird. Eine natiirliche Frage ist nun die Folgende: “Wie messen wir
den Unterschied der zwei Temperatur-Luftdruck-Vektoren z und y?” Fiir Q = {1,...,n} haben
wir in der Vorlesung bereits mehrere Moglichkeiten kennen gelernt: die || - ||,-Normen, welche in
natiirlicher Weise einen Abstandsbegriff induzieren, als Abbildungen von C™ nach [0, co).

11.2  (7(Q2)-Riaume
Sei Q C Z%. Dann definieren wir fiir 1 < p < co und a := (aj)jeq mit j = (j1,...,Jq) € Q fur
J1s ey ja € Z& die Abbildungen
1/p
laller @y = llallp == Z |az[P ; [alle=(0) = llalloo = sup |a;].
JEQ JEQ
In Analysis lernen Sie, dass

() :={a = (a;)jea € C: [lal, < oo}

Banachréume, also normierte, vollsténdige (alle Cauchyfolgen konvergieren) Vektorrdume sind.
Fiir p € (1,00) bezeichnet p’ = p/(p — 1) den zu p Holder-konjugierten Exponenten. Man setzt
p' =1, falls p = oo und p’ = oo, falls p = 1. Mit dieser Konvention gilt
1 1
p D
Fiir p =2 wird die Norm || - [|2 durch das kanonische Skalarprodukt
(a,b) () = Z@‘ by
JEQ
induziert, sprich
lall?2iq) = (s @) -
Falls (wie es hier fiir den £2(Q) der Fall ist) die Norm eines Banachraums durch ein Skalarprodukt
induziert wird, spricht man von einem Hilbertraum.
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11.3 Aufgaben
Aufgabe 11.1 (Young). Seien a,b > 0 und 1 < p < co. Dann gilt

a? b
p p

Gleichheit gilt genau dann, wenn a? = W'
Aufgabe 11.2 (Holder). Seien Q C Z%, 1 < p < 00, a € 7(Q) und b € /#'(Q). Dann gilt

lablly < [lallp o]l -

Wenn p € (1,00), dann gilt Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren (|a;|?);eq und (|b;|”);jeq
linear abhiingig sind, sprich, wenn es A > 0 gibt, sodass (|a;|?);jeq = A(|bj|");eq-

Bemerkung: Fiir p = p’ = 2 reduziert sich die Holder-Ungleichung auf die Cauchy—Schwarz-
Ungleichung.

Aufgabe 11.3 (Minkowski / Dreiecksungleichung). Seien  C Z¢, 1 < p < oo und a,b € P(f).
Dann gilt

la +bllp < llallp + [[bllp-
Falls p € (1,00), dann besteht Gleichheit genau dann, wenn es A > 0 gibt, sodass a = Ab.

Aufgabe 11.4. Skizzieren Sie die Mengen {z € R? : ||z||, < 1} fiir p = 1,2, 00.

11.4 Lo6sungen

Losung 11.1 (Young). OBdA kénnen wir a,b > 0 voraussetzen. Seien ¢ = 1/p und dement-
sprechend 1 — ¢t = 1/p’. Dann folgt aus der Konkavitit von log : (0,00) — R, dass

log(ta? + (1 — t)b*") > tlog(aP) + (1 — t) log(b”) = log a + log b = log(ab) .

Wendet man die mononone Funktion exp : R — (0,00) auf die Unglelchung an, folgt die be-
hauptete Unglelchung Aus obiger Abschitzung folgt, dass ap = a?/p + i /v genau dann gilt,
wenn a? = b¥'.

Losung 11.2 (Holder). Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir a, b # 0 annehmen.
Die Ungleichung in den Féllen p € {1, 00} ist offenbar. Seien

a b
=, =
lallp 101,

Dann sind ||afl, = ||8]ly = 1. Aus Young folgt

P /
o @\|1zya],\5]|<z<ajw , 18 )_ loll , 181 _

JEQ JEQ v p p

Per Definition von «, 8 ist dies dquivalent zur Ungleichung
a b

‘ lallp 116l {1, ~

woraus die behauptete Ungleichung folgt.

In obiger Ungleichung herrscht nach der Optimalitdtsuntersuchung der Youngschen Unglei-
chung genau dann Gleichheit, wenn |a;|P = |B;|P" fiir alle j € Q gilt. Dies ist aber (per Definition
der a und f3) gleichbedeutend mit der Existenz von A > 0, sodass (|a;j|P)jcq = M|bj|")jcq-

)
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Lésung 11.3 (Minkowski / Dreiecksungleichung). Fiir p = oo folgt die Aussage aus der Drei-
ecksungleichung, denn

sup |a; + bs| < sup(|aj| + [bj[) < sup |a;j| + sup [b;].
Jj€Q J J J
Fiir p = 1 folgt die Aussage aus der Dreiecksungleichung, denn
D ag+ b5l < (agl+1b51) = lagl + > |-
JEQ JEQ J J

An dieser Stelle halten wir fest, dass Gleichheit genau dann besteht, wenn |a; + b;| = |a;| + |b;]
fur alle j €  gilt. Das ist gleichbedeutend damit, dass die Argumente (Phasen) aller a; und b;
iibereinstimmen. Fiir a; = |a;|e™7 und b; = |bj|e?¥s mit p;,1; € [0,27) meinen wir damit, dass
@; = 1; fiir alle j € Q) gilt.

Um beliebiges p € (1,00) zu behandeln, verwenden wir die Dreiecksungleichung und Hélder
und erhalten (dank p =p/'(p — 1))

la+ bl =" laj +b;P" - aj + bl <> laj +b;[""(laj| + |bs])
j i

< ll(a+ 0"y - (lallp + Ibllp) = lla+ bl - (lally + 18]l -

Dies zeigt die behauptete Ungleichung. Um Gleichheit in obiger Ungleichungskette zu erhalten,
miissen sowohl |a; + b;| < |aj| + |b;] fir alle j € Q, als auch Holders Ungleichung saturiert
werden. Wie wir oben gesehen hatten, ist die Dreiecksungleichung genau dann saturiert, wenn
alle a; und b; dieselben Phasen haben. Andererseits wissen wir, dass Holders Ungleichung genau
dann saturiert wird, wenn sowohl

o (Jaj + ;[P P™D)je0 = (Jaj + bj|P) jen und (|aj|P)jeq als auch
® (laj +bjP)jeq und (|b;]P)jen

linear abhéngig sind. Zieht man die p-ten Wurzeln, so zeigen diese und die obige Beobachtung
zur Optimalitdt der Dreiecksungleichung, dass Minkowskis Ungleichung genau dann scharf ist,
wenn es A > 0 gibt, sodass a = Ab.

Lésung 11.4. Sei a = (a1, az) € R2.
e Fiir p =1 gilt ||a|l; = |a1]| + |az| < 1 genau dann, wenn |az| < 1 — |ay], also

az <1—lay|, fallsas >0,a9>—1+|a1|, fallsay <0.

e Fiir p = 2 erhalten wir die Kreisscheibe.

e Fiir p = oo gilt ||a||oc = max{|ai|,|az|} < 1 genau dann, wenn |a;| < |az| < 1 oder
lag| < |ai1] < 1. Die Menge {a € R? : ||al|oc < 1} besteht also aus allen Punkten (ay,as) €
[—1,1]2.

Folgendes Bild stammt aus dem Wiki-Artikel iiber LP-R&ume.
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12 12. Tutoriumsblatt (8. Februar 2022)

12.1 Aufgaben

a b

Aufgabe 12.1. Seien a,b € Rund A = ( b a>' Geben Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren

von A an.

Aufgabe 12.2. Seien n € N und A € K"*™ durch

0 1 o --- 0

oo 1 0 --- 0
A=

0 0 0 0 1

0 0 O 0

gegeben. Zeigen Sie A™ = 0.

Aufgabe 12.3. Fiir welche «, 5,7 € R ist die Matrix

B
~ c R3><3

2
A=1{0
0 -1

oS N QR

diagonalisierbar?

Aufgabe 12.4. Bestimmen Sie fiir ¢ € R die reellen bzw. komplexen Eigenwerte und Eigen-
vektoren der Rotationsmatrix

R(p) = <cos<p —sincp) ‘

sing cosp
Aufgabe 12.5. Seien K € {R,C}, n € Nund A, B € K™*". Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) Angenommen A oder B sind invertierbar. Zeigen Sie, dass xap = xpa und, dass AB
dieselben Eigenwerte wie BA besitzt.

(b) Zeigen Sie

AL, AN 1, B
det(B 1n>—det<A )\1n>’ AeK
und folgern Sie daraus Teil (a) ohne die Voraussetzung, dass A oder B invertierbar ist.

12.2 Loésungen

Loésung 12.1. Wir bestimmen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und erhalten

xa(A) = ((a=0) = A) - ((a+b) = A),

sprich die Eigenwerte von A sind Ay =a — b und Ao = a+ b.
Die zugehorigen Eigenvektoren sind durch (A — A\jz;) = 0 fur j = 1,2 bestimmt.

e Falls b = 0, so sind Ay = Ap und A—\; = 0. Ergo ist R?\ {0} die Menge aller Eigenvektoren
von A zum einzigen Eigenwert a.

e Falls b # 0 priift man durch Losen des LGS, dass M; = R- (1,—-1)7\ {0} und My =
R-(1,1)T\ {0} die Mengen aller Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\; und Ay sind.
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Loésung 12.2. (a) Sei x der zu A gehorende Eigenvektor, sprich Az = Az. Wir verfahren per

Induktion. Der Induktionsanfang ist klar. Angenommen es gelte A*z = \¥z. Dann folgt
ARtly = A ARz = Ne Az = N1z was zu zeigen war.

Angenommen \ € K ist ein Eigenwert von A. Dann folgt nach (a), dass A" ein Eigenwert
von A" ist. Andererseits ist A™ = 0, womit insbesondere 0 = O, -z = A"x = A"z und damit
wiederum A" = 0 = A folgt.

Schreibt man A = (ay,...,a,) als Zeile ihrer Spalten ay,...,a, € K", so folgt a; = 0 und
a; = ej_ fiir alle 2 < j < n, wobei e; den j-ten kanonischen Einheitsvektor von K"
bezeichne.

Wir behaupten die folgende etwas stiarkere Aussage.

Lemma 12.1. Fir alle 1 < k <n gilt AF = (agk),agk), ...,a%k)) mit

*® O firalle1 <j <k,
ej—k firalek+1<j<n.

Beweis. Per Induktion iiber & < n. Der Induktionsanfang k = 1 ist klar, denn A = Al
Angenommen, die Behauptung gelte fiir ein 1 < k& < n. Dann gilt

(agkﬂ), . a(kH)) = AR+l
— A. AF
=A- (agk), . a®)

= (A-agk),...,A-a,(gk),A-a(k) VA - alk)

JESERE
=0
=(0,..,0,A-e1,..., A ep_k).
k mal =a3 =y _k

e Angenommen k = n — 1: dann sind die ersten n — 1 Spalten von A™ gleich Null und fiir

die n-te Spalte gilt a;”)

A=0.

e Angenommen k < n—2: dann sind a1 =0, ag = €1, ..., Gy g = €pk—1 = €p_(jy1) (was
sinnvoll ist, denn k+1<n =n—(k+1) > 1). Also

= A-e; = a1 =0, sprich alle Spalten von A" sind Null, womit

(k+1)

Qo =a1 = 0,
a§k+1) —A. agk) I;/' A. ek = aj_p Def von A €j—p
fir alle j > k + 2. Damit ist wie behauptet
QB _ 0 firallel <j<k+1,
J €j—(k+1) firalle k+2<j<n.

O]

Wir kommen nun noch zu den Eigenvektoren z von A zum einzigen Eigenwert Null. Wir
beobachten, dass der Spaltenraum S von A gerade

S = span(ay, ..., a,) = span(0, ey, ..., e,—1) = span(eq, ..., ep—1)

ist, womit dimran(A) = rang(A) = n — 1. Daher ist ker(A) = 1. Da Ae; = 0, folgt dass
R -e; \ {0} die Menge aller Eigenvektoren von A darstellt.
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Losung 12.3. Nach Definition heift A € K™*™ diagonalisierbar, wenn es S € GL(n, K) gibt,
sodass ST'AS = D = diag(\1, ..., \p) eine Diagonalmatrix mit Ay,...\, € K" ist. Aquivalent
ist damit die Tatsache, dass es eine Basis x1, ..., x, von K" gibt, die aus Eigenvektoren von A
besteht. Dies ist gleichbedeutend damit, dass n = >7"_; m;, wobei m; := dimker(A4 — );) die
geometrische Entartung des Eigenwerts A; bezeichnet. (Dies ist nicht zu verwechseln mit der
algebraischen Entartung k;, also dem Grad der Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms
xA(A), der stets k; > mj; erfiillt.)

Wir bestimmen also zunéchst die Eigenwerte und finden, dass das charakteristische Polynom
gerade x4(A) = ... = —(2 — M)?(\ + 1) ist. Die algebraische Vielfachheit von A; = —1 ist also
k1 =1 und die algebraische Vielfachheit von Ay = 2 ist k3 = 2. Da jede Nullstelle A; von x4 ()
ein Eigenwert von A ist und es somit mindestens einen Eigenvektor z; gibt, gilt m; > 1 fiir
j=1,2.Dal=k; >mq >1ist, folgt m; = 1.

Es verbleibt also noch mg zu bestimmen. Dazu l6sen wir das LGS (A — 2)z = 0 durch
Umformen in Zeilenstufenform. Man erhélt

0 a p 0 a O
A-2=10 0 v |~{|0 0 1
0 0 -3 0 0 O

Falls a # 0, so ist rang(A — 2) = 2, womit mgs = 1. In diesem Fall kann A also nicht diagonali-
sierbar sein. Fiir o = 0 fithrt eine weitere Umformung auf

A-2~1(0 0 O
0 00
In diesem Fall ist offenbar rang(A — 2) = 1, womit mgy = 2. Wir fassen zusammen:
A diagonalisierbar < o« = 0 und 3,7 € R beliebig.
Losung 12.4. Wir rechnen g, (A) = (cos ¢ — A\)2 + sin? . Die Eigenwertgleichung

(cos —A)? +sin? ¢ =0

ist also nur dann reell 16sbar wenn (cos¢ — A\)? = 0 und sin? ¢ = 0, sprich, wenn A = cos ¢ und
¢ € TZ.

e Falls ¢ € 2nZ: in diesem Fall ist cos p = 1, womit A = 1 ein doppelt algebraisch entarteter
Eigenwert ist. Da R(p) = 1, folgt dass R? \ {0} die Menge aller Eigenvektoren ist.

e Falls ¢ € (2m+1)Z: analog folgt, dass A = —1 ein doppelt algebraisch entarteter Eigenwert
ist. Da R(yp) = —12, folgt wieder, dass R?\ {0} die Menge aller Eigenvektoren ist.

e Falls ¢ ¢ 77 gibt es keine reellen Losungen, denn (cos ¢ — A)? +sin? ¢ > 0. Wir schreiben
(cos — N)? +sin? p = (cos — A —isinp) - (cos — A+ isin ),
woraus folgt, dass die komplexen Nullstellen
A1 =cosp+ising Ay = cosp —isinp

sind. Losen des LGS zeigt, dass My = p(i, 1)T und My = pu(—i,1)T mit p € C\ {0} die
Menge aller Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; und Ao sind.

Losung 12.5. (a) Angenommen A ist invertierbar. (Der Fall B invertierbar folgt analog) Dann
gilt
xAB(A) = det(AB — \) = det(AB — MAA™!) = det(A) det(B — \A™1)
=det(B — MA 1) det(A) = det(BA — \) = xpa(N),
womit insbesondere die Nullstellen von x45(A) und xpa(A), und damit die Eigenwerte von

AB bzw. BA dieselben sein miissen.
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(b) Wenn wir sukzessive in der Matrix <)\;" {4> die erste und die (n+ 1)-te Zeile, sodann die
n

zweite und die (n+ 2)-te Zeile, ... die i-te und die (n+i)-te Zeile, ..., und schliefllich die n-te

und die 2n-te Zeile miteinander vertauschen, so geht Mlp A in die Matrix B 1
B 1, AL, A

iber.

Da insgesamt n mal die Zeilen vertauscht wurden, gilt
AL, AN n B 1,
det ( B 1n) = (—=1)"det ()\ln A) .

1
Nun gehen wir genauso bzgl. der Spalten vor: wir vertauschen in der Matrix ( )f X)
n

sukzessive die erste und die (n+1)-te Spalte, sodann die zweite und die (n+2)-te Spalte, ... die
i-te und die (n + i)-te Spalte, ..., und schlielich die n-te und die 2n-te Spalte miteinander.

. B 1.\ . .. . 1, B\ . .
Dabei geht ()xln A) in die Matrix <A )\1n> iiber. Da wieder n Spalten vertauscht

B 1,\ n 1, B
det (/\1n A> =(-1) det(A A1n>
und daher mit voriger Rechnung
AL, AN 1, B
det ( B 1n> = det (A )\1”) .

Nun beweisen wir die Aussage aus Teil (a) ohne die Voraussetzung der Invertierbarkeit von
A oder B. Wir argumentieren #hnlich.

wurden, gilt

e Falls A =0:
xAB(0) = det(AB) = det(BA) = xpa(0).

e Falls A # 0: Wegen Teil (b) in Aufgabe 1,A = A1, und, da 1, invertierbar ist,
folgt

1, B\ _ _ _
det <A )\ln> = det(1,(A\1,) — AB) = det(\1,, — AB).

Ebenso folgt (dank (b) in Aufgabe mit A # 0, dass A1, invertierbar ist und wegen
(A1,)B = B(A\1,,), dass

det </\;" f) = det((A\1,)1,, — BA) = det(A1,, — BA).
Damit folgt aber die Behauptung
XaB(A) =det(AB — \) = det((—1)- (A — AB)) = (—1)"det(A — AB)
n 1, B\ _ n A, A

= (—1)"det (A )\ln> = (—1)"det ( B 1n>

= (—=1)"det(A1l,, — BA) = det(BA—\) = xpa(\).
Also

VXeK: xap(A) =xBa(N)

wie behauptet.
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13 13. Tutoriumsblatt (15. Februar 2022)

13.1 Aufgaben (Altklausur WS 15/16)

Aufgabe 13.1. (a) Seien zj, 29, wi,wg € C durch z; = 2+14, 20 = 3 — 21, w; = 3eP™/3 und
wy = 5e3™/2 gegeben. Berechnen Sie

(i) 21 - Z2, (17) |22, (7i7) %, (v) wy - wa, (v) |wn], (vi) —.

(b) Sei C := { Z _ab> ca,be R} C R?*2, Sje diirfen annehmen, dass bereits bewiesen wurde,

dass C mit Matrixaddition und -multiplikation ein Ko&rper ist. Zeigen Sie, dass
. a —b
J:C—>C, a+ib— < >
b a
ein Korperisomorphismus ist. (Sprich J ist bijektiv und fiir alle z, w € C gelten J(z + w) =
J(2) + J(w), J(z-w) = J(2) - J(w), sowie J(1) =1.)
Aufgabe 13.2. (a) Formulieren Sie die Definition von linearer Unabhéngigkeit.

(b) Fiir welche ¢ € R ist die Menge der Vektoren {(1,1,1),(1,2,#)T,(1,4,t3)T} C R linear
unabhéngig?

(c) Zeigen Sie folgende Aussage:

Sind p, ¢ € N Primzahlen mit p # ¢, dann sind In(p) und In(q) linear unabhiingig iiber dem
Q-Vektorraum R.

Aufgabe 13.3. Seien fi,..., fs € {f : R — R} gegeben durch
fi(z) = sin(z), fa(x) = cos(z), fa(z) = xsin(x), fa(x) = x cos(x)
fiir alle z € R. Sei X := {f1, ..., f4} eine Basis des R-Vektorraums X := span(X).
(a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung des Ableitungshomomorphismus
XX, f=f
beziiglich der Basis X.

(b) Bestimmen Sie ker(®) und ran(®).

Aufgabe 13.4. (a) Durch welche drei Eigenschaften ist die Determinantenabbildung
det : F"*" - F

fiir jedes feste n € N und jeden Korper F eindeutig bestimmt?

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

c R5><5

— N W ok Ot
N W o
N W W W
NN NN
e

Aufgabe 13.5. (a) Sei X ein K-Vektorraum (mit K € {R, C}). Welche Eigenschaften muss ein
Skalarprodukt (-,-) : X x X — K besitzen?
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(b) Sei X := C([—1,1] : R) der R-Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [—1, 1]
versehen mit dem Skalarprodukt

1
(f,9) 12/_1f(x)g(x)d:r, f,ge X.

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U := span({z, 22, 23}).
Aufgabe 13.6. Gegeben sei die Matrix

4 —6
1 0 | eC33.
2 =2

A=

N O Ot

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x(A) der Matrix A und bestimmen Sie ihre
Eigenwerte.

(b) Bestimmen Sie alle zugehorigen Eigenvektoren. Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist
und begriinden Sie Thre Antwort.
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