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Agmon-Kato-Kuroda Theorem (Teil 1)

Theorem (Ionescu, Schlag: Theorem 1.3)

Sei L eine zulässige Störung. Dann gelten:

(a) Der Operator H = H0 + L ist ein abgeschlossener, selbstadjun-
gierter Operator auf

D(H) =
{
u ∈W 1,2

(
Rd
)

: Hu ∈ L2
(
Rd
)}
.

Außerdem ist D(H) dicht in L2
(
Rd
)

und H ist nach unten
beschränkt auf D(H).

(b) Die Menge E = σpp \ {0} ist diskret in R \ {0}. Weiterhin hat
jeder Eigenwert endliche Multiplizität.

(c) Jede Eigenfunktion u von H mit Eigenwert λ 6= 0 ist schnell
fallend, d.h. für jedes N ≥ 0 ist(

1 + x2
)N

u ∈W 1,2
(
Rd
)
.



Agmon-Kato-Kuroda Theorem (Teil 2)

Theorem (IS, Theorem 1.3)

Sei L eine zulässige Störung. Dann gelten:

(d) Sei I ⊂ (R \ {0}) \ E kompakt. Dann gilt

sup
λ∈I ,ε∈[−1,1]\{0}

‖RL (λ+ iε) ‖X→X? ≤ Cd ,L,I <∞

Damit ist das Spektrum von H rein absolut stetig auf I .

(e) σsc = ∅ und σac = [0,∞).

(f) Die Wellenoperatoren Ω±(H,H0) existieren und sind
vollständig. Dabei ist H0 = −∆.



Zur Abwesenheit des singulär stetigen Spektrums

Nach [RS, Theorem XIII.20] ist es hinreichend für σsc = ∅, dass auf
einer dichten Menge X ⊂ L2(Rd) der Ausdruck

〈
φ, (H − z)−1 φ

〉
beschränkt bleibt, wenn z gegen die reelle Achse geht. Wegen

‖ (H − z)−1 ‖L2→L2 ≥
1

dist(z , σ(H))

liefert die Abschätzung〈
φ, (H − z)−1 φ

〉
≤ ‖φ‖2L2‖ (H − z)−1 ‖L2→L2

keine uniforme Schranke.



Zur Abwesenheit des singulär stetigen Spektrums

Angenommen es gibt eine Norm ‖ · ‖X , sodass (X , ‖ · ‖X ) ein
Banachraum ist und dass ‖ · ‖X ≥ ‖ · ‖L2 auf X. Dann gelten

(a) L2 ⊂ X ?,

(b) ‖ · ‖L2 ≥ ‖ · ‖X? auf L2,

(c)
〈
φ, ψ

〉
≤ ‖φ‖X‖ψ‖X? , für φ ∈ X , ψ ∈ L2,

sowie

(H − z)−1 : L2 ⊃ X −→ L2 ⊂ X ?.

Falls nun ‖ (H − z)−1 ‖X→X? beschränkt bleibt, wenn z gegen die
reelle Achse geht, so erhalten wir die uniforme Schranke über〈

φ, (H − z)−1 φ
〉
≤ ‖φ‖2X ‖ (H − z)−1 ‖X→X? .



Zur Abwesenheit des singulär stetigen Spektrums

Wir erinnern uns außerdem an die Resolventenidentität

RL(λ+ iε) = (1 + R0(λ+ iε)L)−1R0(λ+ iε),

wobei λ, ε > 0 und RL,R0 die Resolventen von H = H0 + L, bzw.
H0 = −∆ notieren. Diese liegt nahe, dass die Resolvente der freien
Dynamik zu untersuchen. Außerdem erinnern wir uns an

lim
ε→0

〈
φ,
[
(H0 − λ+ iε)−1 − (H0 − λ− iε)−1

]
φ
〉

= lim
ε→0

∫
|f̂ (p)|2 2iε

(p2 − λ)2 − ε2
ddp

=− 2πi

∫
|f̂ (p)|2δ(p2 − λ)ddp.



Zur Wahl von X und X ?

Mögliche Kandidaten für X und X ? sind

L2σ, L
2
−σ B,B?

dabei sind

L2σ =
{
f : Rd → C

∣∣∣ ‖f ‖2σ =

∫
|(1 + |x |)σf (x)|2ddx <∞

}
die gewichteten L2 Räume, sowie

B =
{
f : Rd → C

∣∣∣ ‖f ‖B =
∞∑
j=0

2
j
2 ‖f ‖L2(Dj ) <∞

}
,

B? =
{
u : Rd → C

∣∣∣ ‖u‖B? = sup
j≥0

2−
j
2 ‖u‖L2(Dj ) <∞

}
.



Anmerkung zum klassischen Theorem

Für Multiplikationsoperatoren zu Potentialen V , für die es ein
ε > 0 gibt, sodass

sup
x∈Rd

(1 + |x |)1+ε |V (x)| <∞,

ist die asymptotische Vollständigkeit bekannt. Diese folgerte
Agmon mit dem Limiting Absorption Principle

sup
λ≥λ0

sup
ε>0
‖ (H − (λ+ iε))−1 ‖L2σ→L2−σ

≤ CV ,λ0 ,

wobei λ0 > 0 und σ > 1
2 .



Notationen

Für α ∈ R definieren wir Sα : S ′(Rd)→ S ′(Rd) über die
Multiplikation mit (1 + |ξ|2)

α
2 im Fourierraum. Mit dem

Skalarprodukt 〈
u, f
〉

:=

∫
ū(x)f (x)ddx

notieren wir die rechte Seite, für alle Paare f , g für die diese
existiert. Beispielsweise ist für u ∈W 1,2, f ∈W−1,2〈

u, f
〉

=
〈
Sα(u), S−α(f )

〉
.



Zur Wahl von X und X ?

Wir betrachten nun die Abbildung

R0(z) : W−1,2 →W 1,2,

welche durch die Multiplikation mit (|ξ|2 − z)−1 im Fourierraum
definiert ist und wählen X ⊂W−1,2 als

X := W− 1
d+1

,pd + S1(B),

mit ‖f ‖X := inf
f1+f2=f

‖S− 1
d+1

(f1)‖Lpd + ‖S−1(f2)‖B ,

sowie X ? ⊃W 1,2 als

X ? := W
1

d+1
,p′d ∩ S−1(B?),

mit ‖u‖X? := max
(
‖S 1

d+1
(u)‖

L
p′
d
, ‖S1(u)‖B?

)
.



Zur Wahl von X und X ?

Die Räume X und X ? erfüllen folgende Eigenschaften:

(a) Es gelten X ⊂W−1,2 und X ? ⊃W 1,2.

(b) Es gilt
∣∣〈u, f 〉∣∣ ≤ ‖f ‖X‖u‖X? für f ∈ X , u ∈ X ?.

(c) Die Fouriertransformation und ihre Inverse sind beschränkte
Operatoren

F : X → L2(Sd−1) und F−1 : L2(Sd−1)→ X ?.



Limiting Absorption für die freie Resolvente

Theorem (Ionescu, Schlag: Theorem 1.1)

Sei δ ∈ (0, 1]. Dann ist

sup
|λ|∈[δ,δ−1],ε∈[−1,1]\{0}

‖R0(λ+ iε)‖X→X? ≤ Cδ <∞,

wobei Cδ eine Konstante ist, welche nur von δ und der Dimension
d abhängt.



Zu Theorem 1.1

Die W−1,2 →W 1,2 Operatornorm explodiert für ε→ 0.
Wir beobachten

‖R0(λ+ iε)‖W−1,2→W 1,2

= sup
f ∈W−1,2

‖(|p|2 − λ− iε)−1(1 + |p|2)
1
2 f̂ (p)‖L2

‖(1 + |p|2)−
1
2 f̂ (p)‖L2

= sup
f ∈W−1,2

‖(|p|2 − λ− iε)−1(1 + |p|2)(1 + |p|2)−
1
2 f̂ (p)‖L2

‖(1 + |p|2)−
1
2 f̂ (p)‖L2

≤
∥∥∥∥ 1 + |p|2

|p|2 − λ− iε

∥∥∥∥
L∞

.



Beweis von Theorem 1.1
Sei χ : Rd → [0, 1] eine glatte Funktion mit Träger in{
|p| ∈

[
1
2

√
λ, 32
√
λ
]}

mit χ ≡ 1 auf
{
|p| ∈

[
3
4

√
λ, 54
√
λ
]}

und seien χ(D) und (1− χ)(D) jene Operatoren, welche durch
Multiplikation mit χ(p) bzw. 1− χ(p) im Fourierraum definiert
sind. Dann können wir ohne Einschränkungen λ ∈ [δ, δ−1] und
|ε| ≤ δ annehmen und es genügt

‖χ(D)R0(λ+ iε)‖X→X? ≤ Cδ

zu zeigen.



Beweis von Theorem 1.1
Es gilt

‖R0(z)‖X→X?

= sup
f ∈X

max
(∥∥∥S 1

d+1
(R0(z)f )

∥∥∥
L
p′
d
, ‖S1(R0(z)f )‖B?

)
inff1+f2=f

∥∥∥S− 1
d+1

(f1)
∥∥∥
Lpd

+ ‖S−1(f2)‖B

≤ sup

f1∈W
− 1

d+1
,pd

f2∈S1(B)

max
(∥∥∥S 1

d+1
R0(z)(f1 + f2)

∥∥∥
L
p′
d
, ‖S1R0(z)(f1 + f2)‖B?

)
∥∥∥S− 1

d+1
(f1)
∥∥∥
Lpd

+ ‖S−1(f2)‖B

≤ sup

f1∈W
− 1

d+1
,pd

∥∥∥S 1
d+1

R0(z)(f1)
∥∥∥
L
p′
d∥∥∥S− 1

d+1
(f1)
∥∥∥
Lpd

+ sup
f2∈S1(B)

‖S1R0(z)(f2)‖B?
‖S−1(f2)‖B

+ sup

f1∈W
− 1

d+1
,pd

‖S1R0(z)(f1)‖B?∥∥∥S− 1
d+1

(f1)
∥∥∥
Lpd

+ sup
f2∈S1(B)

∥∥∥S 1
d+1

R0(z)(f2)
∥∥∥
L
p′
d

‖S−1(f2)‖B



Beweis von Theorem 1.1

≤ sup
g1∈Lpd

∥∥∥S 1
d+1

R0(z)S 1
d+1

(g1)
∥∥∥
L
p′
d

‖g1‖Lpd
+ sup

g2∈B

‖S1R0(z)S1(g2)‖B?
‖g2‖B

+ sup
g1∈Lpd

∥∥∥S1R0(z)S 1
d+1

(g1)
∥∥∥
B?

‖g1‖Lpd
+ sup

g2∈B

∥∥∥S 1
d+1

R0(z)S1(g2)
∥∥∥
L
p′
d

‖g2‖B
.

Damit ist

‖χ(D)R0(λ+ iε)‖X→X?

≤‖S 1
d+1
χ(D)R0(λ+ iε)S 1

d+1
‖
Lpd→L

p′
d

+ ‖S1χ(D)R0(λ+ iε)S1‖B→B?

+‖S1χ(D)R0(λ+ iε)S 1
d+1
‖Lpd→B? + ‖S 1

d+1
χ(D)R0(λ+ iε)S1‖

B→L
p′
d
.



Beweis von Theorem 1.1

Die uniformen Schranken für Lpd → B? und B → Lp
′
d [Ruiz, Vega;

Theorem 3.1], sowie B → B? [Hörmander; Theorem 14.2.2] sind
bekannt. Weiterhin bemerken wir, dass S 2

d+1
χ(D) auf Lpd

beschränkt ist und mit der Submultiplikativität der Operatornorm
nur noch

‖R0(λ+ iε)‖
Lpd→L

p′
d
≤ Cδ

uniform in |ε| ≤ δ und λ ∈ [δ, δ−1] zu zeigen ist. Diese kennen wir
bereits aus [KRS; Theorem 2.3] und somit ist alles gezeigt.



Zum Beweis von Theorem 1.1

Theorem (Kenig, Ruiz, Sogge; Theorem 2.3)

Sei d ≥ 3. Dann gibt es eine Konstante C für alle z ∈ C mit
|z | ≥ 1, sodass

‖u‖
L
p′
d
≤ C‖(H0 − z)u‖Lpd , u ∈W 2,pd .

Für die Resolvente R0(z) : Lpd → Lp
′
d gilt damit

sup
f ∈Lpd

‖R0(z)f ‖
L
p′
d

‖f ‖Lpd
= sup

u∈W 2,pd

‖R0(z)(H0 − z)u‖
L
p′
d

‖(H0 − z)u‖Lpd

= sup
u∈W 2,pd

‖u‖
L
p′
d

‖(H0 − z)u‖Lpd
<∞.



Theorem 1.2

Definition
Für N ≥ 0, γ ∈ (0, 1] und x ∈ Rd definieren wir das Gewicht

µN,γ(x) =

(
1 + |x |2

)N
(1 + γ|x |2)N

.

Theorem (Ionescu, Schlag: Theorem 1.2)

Seien δ ∈ (0, 1]. Dann ist für alle reellen λ mit |λ| ∈ [δ, δ−1]

‖µN,γu‖X? ≤ CN,γ‖µN,γ(−∆ + λ)u‖X

für jedes u ∈ X ? mit der Eigenschaft, dass

lim
R→∞

R−1
∫
R≤|x |≤2R

|u|2ddx = 0.

Die Konstante CN,δ ist nur von N, δ und d abhängig (und damit
insbesondere nicht von γ).



Zulässige Störungen

Definition
Sei L(X ?,X ) der Raum der linearen, beschränkten Operatoren von
X ? nach X . L heißt zulässige Störung, falls

(a) L ∈ L(X ?,X ) und
〈
Lφ, ψ

〉
=
〈
Lψ, φ

〉
für alle ψ, φ ∈ S(Rd).

(b) Für jedes ε > 0 und N ≥ 0 gibt es AN,ε,RN,ε ∈ [1,∞), sodass

‖µN,γLu‖X ≤ ε‖µN,γu‖X? + AN,ε‖u1{|x |≤RN,ε}‖L2 ,

für jedes u ∈ X ? und jedes γ ∈ (0, 1].

(c) Es gibt ein J ∈ N und Operatoren Aj ,Bj ∈ L(X ?, L2) für
1 ≤ j ≤ J, sodass

〈
Lφ, ψ

〉
=

J∑
j=1

〈
Bjφ,Ajψ

〉
,

für jedes φ, ψ ∈ X ?.



Beispiele für zulässige Störungen

Wir definieren die Banachraum

Y =
{
V : Rd → C

∣∣∣ ‖V ‖Y :=
∞∑
J=0

2j‖V ‖L∞(Dj ) <∞
}
,

und für δ ∈ (0, 12 ] definieren wir die Kerne

Kd ,δ(x) = 1|x |≤δ

{
|x |−(d−2) falls d ≥ 3;

log(1/|x |) falls d = 2.

Weiter sei für ein q ∈ [1,∞) und eine messbare Funktion f

Mq(f )(x) =
[ ∫
|y |≤ 1

2

|f (x + y)|qddy
] 1

q
.

Wir setzen q0 = d
2 , falls d ≥ 3 und q0 > 1, falls d = 2.



Beispiele für zulässige Störungen

Theorem (Ionescu, Schlag; Proposition 1.4)

Folgendes sind Beispiele für zulässige Störungen:

(a) Ein Multiplikationsoperator, welcher durch ein reellwertiges Po-
tential V definiert ist und entweder

Mq0(V ) ∈ L
d+1
2 ,

oder

Mq0(V ) ∈ Y ,

oder

lim
δ→0
‖|V | ∗ Kd ,δ‖Y = 0.



Beispiele für zulässige Störungen

Theorem (Ionescu, Schlag; Proposition 1.4)

Folgendes sind Beispiele für zulässige Störungen:

(b) Ein Differentialoperator der Form #»a · ∇ −∇ · #»a , wobei
#»a : Rd → Cd ein vektorwertiges Potential ist mit entweder[ ∞∑

j=0

(
2

j
2 ‖M2q0 (| #»a |) ‖Ld+1(Dj )

)pd ] 1
pd <∞,

oder

M2q0 (| #»a |) ∈ Y ,

oder

lim
δ→0
‖[| #»a |2 ∗ Kd ,δ]

1
2 ‖Y = 0.

(c) Eine Linearkombination von zulässigen Störungen mit reellen
Koeffizienten.
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