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Agmon-Kato-Kuroda Theorem (Teil 1)

Theorem (lonescu, Schlag: Theorem 1.3)
Sei L eine zuldssige Stérung. Dann gelten:

(a) Der Operator H = Hy + L ist ein abgeschlossener, selbstadjun-
gierter Operator auf

D(H) = {u e WH(RY) : Hu € L2(RY) }.

AuBerdem ist D(H) dicht in L?(R9) und H ist nach unten
beschrinkt auf D(H).

(b) Die Menge £ = opp \ {0} ist diskret in R\ {0}. Weiterhin hat
jeder Eigenwert endliche Multiplizitat.

(c) Jede Eigenfunktion u von H mit Eigenwert \ # 0 ist schnell
fallend, d.h. fiir jedes N > 0 ist

(143" ue wH?(®r9),



Agmon-Kato-Kuroda Theorem (Teil 2)

Theorem (IS, Theorem 1.3)
Sei L eine zuldssige Stérung. Dann gelten:
(d) Seil c (R\ {0})\ €& kompakt. Dann gilt

sup R (A + 7€) [[x—x+ < Carp <00
Aelee[-1,1\{0}
Damit ist das Spektrum von H rein absolut stetig auf |.
(e) osc =0 und o, = [0, 00).
(f) Die Wellenoperatoren Q*(H,Ho) existieren und
vollstandig. Dabei ist Hy = —A.

sind



Zur Abwesenheit des singular stetigen Spektrums

Nach [RS, Theorem XII1.20] ist es hinreichend fiir o5 = (), dass auf
einer dichten Menge X C L2(R?) der Ausdruck (¢, (H —z)™" ¢)
beschrankt bleibt, wenn z gegen die reelle Achse geht. Wegen

1
_ ! > -
H (H Z) ||L2~>L2 = diSt(Z,O'(H))

liefert die Abschatzung
(¢, (H=2)""¢) < 16l7ll (H=2)" |21

keine uniforme Schranke.



Zur Abwesenheit des singular stetigen Spektrums

Angenommen es gibt eine Norm || - || x, sodass (X, || - |[x) ein
Banachraum ist und dass || - [[x > || - ||;2 auf X. Dann gelten
(a) L? C X,

(b) Il Iz = I llx+ auf L2,
(©) (o.¢) < lllxlvllx- fir o € X, ¢ € L2,

sowie
(H-2)"': 125X — 12 C X~

Falls nun || (H — z) ! ||x_x+ beschrinkt bleibt, wenn z gegen die
reelle Achse geht, so erhalten wir die uniforme Schranke iiber

(6. (H=2)""0) < 16l I (H = 2)7 | xx--



Zur Abwesenheit des singular stetigen Spektrums

Wir erinnern uns auBerdem an die Resolventenidentitat
R\ +ig) = (1 + Ro(\ + ie)L) "t Ro(\ + ie),

wobei A,e > 0 und R, Ry die Resolventen von H = Hy + L, bzw.
Ho = —A notieren. Diese liegt nahe, dass die Resolvente der freien
Dynamik zu untersuchen. AuBerdem erinnern wir uns an

lim <¢, [(H0 A+ ia)_l —(Ho— A — ia)_l] ¢>

_I|m/]f ) 7€2ddp
——oni [ |f(p)| 5(p? — \)dp.



Zur Wahl von X und X*

Méogliche Kandidaten fiir X und X* sind
12,12 B, B*
dabei sind
2 ={r® | = / L+ )7 F (P < o0}
die gewichteten L2 Riume, sowie
B={f:R |l =D 24 fllxpy) < oo}
j=0

B* = {u RY = C ‘ ullge = ;ggz—éy|u|yL2(Dj) < oo}.
J1Z



Anmerkung zum klassischen Theorem

Fiir Multiplikationsoperatoren zu Potentialen V/, fiir die es ein
€ > 0 gibt, sodass

sup (14 [x])" |V(x)| < o0,
xERY

ist die asymptotische Vollstindigkeit bekannt. Diese folgerte
Agmon mit dem Limiting Absorption Principle

sup sup || (H— (A +ig)) "Iz o2 < Cvngs
A>Ng £>0 i

wobei A\g > 0 und o > %



Notationen

Fiir a € R definieren wir S, : §'(RY) — S'(RY) iiber die
Multiplikation mit (14 |¢]?)2 im Fourierraum. Mit dem
Skalarprodukt

(u,f):= /ﬁ(x)f(x)ddx

notieren wir die rechte Seite, fiir alle Paare f, g fiir die diese
existiert. Beispielsweise ist fiir u € W12 f € W12

<u7 f> = <5a(u), S—Ct(f)>-



Zur Wahl von X und X*

Wir betrachten nun die Abbildung
Ro(z) : W2 — wh?,

welche durch die Multiplikation mit (|¢|> — z)~! im Fourierraum
definiert ist und wihlen X ¢ W~12 als

X = W™ 1P 4 S (B),

mit [llx = infIIS_ ()l + 1S-a(B)e.

sowie X* O W12 als
1 ’
X* = WaTPs 0 S_y(BY),

mit lullx- == max (1S_+ ()l 152(u) 5+ ) -



Zur Wahl von X und X*

Die Raume X und X™ erfiillen folgende Eigenschaften:

(a) Es gelten X € W12 und X* > W12,

(b) Es gilt [(u, £)| < ||flIx]lullx+ fiir f € X,ue X*.

(c) Die Fouriertransformation und ihre Inverse sind beschrankte
Operatoren

F:X = 28T ) und FH: 2(S971) — X,



Limiting Absorption fiir die freie Resolvente

Theorem (lonescu, Schlag: Theorem 1.1)
Sei § € (0,1]. Dann ist

sup ||Ro()\ + I.E)HX_)X* < G < o0,
A €[6,6—1],e€[—1,1]\{0}

wobei Cs eine Konstante ist, welche nur von § und der Dimension
d abhingt.



Zu Theorem 1.1

Die W~12 — W12 Operatornorm explodiert fiir ¢ — 0.
Wir beobachten

[1Ro(A + ie)llw-12 w2

2_ )\ _ie) 1 2%
. [1(lp| ie) " (L+ |p*)2f (P)ll12

Few-12 11+ 1p2) 2 F(p)ll,2
g M)A pP) 1pI2) =2 (p)ll.2
Few-12 1L+ 1pR) 2 F ()2
1+ |pf?
P[> = A — el oo




Beweis von Theorem 1.1
Sei x : RY — [0, 1] eine glatte Funktion mit Triger in

{]pl € [%\/X,% )\]} mit x =1 auf{|p| € [%\/X,% AH

und seien x(D) und (1 — x)(D) jene Operatoren, welche durch
Multiplikation mit x(p) bzw. 1 — x(p) im Fourierraum definiert
sind. Dann kénnen wir ohne Einschrinkungen \ € [4,671] und

le] < 6 annehmen und es geniigt

[X(D)Ro(A + ig)[[xsx+ < Cs

zu zeigen.



Beweis von Theorem 1.1
Es gilt
[Ro(2) | x—x+
max (HS 1 (Ro(2)f)

7 7”51(Ro(z)f)HB*)

= sup

eXinfrier||S__ (R)] ,, +I1S-1(R)le
) max(Hsdi Ro(2)(F+ 8)]| ,, - 1S:Ro(2)(A + )l )
= sup

sew- ke |s_o) ,, +Isa(®)ls

HeS1(B)
c s Ro@ @), wp ISR
ﬁewfﬁlvpd HS,%H(fl)HLPd H€S1(B) 15-1(R)llg
b 1RO, SR
fiew™ Fi1Pd ‘5 1 fl)H RE€51(B) 15-1(R)lg




Beweis von Theorem 1.1

HS%HRO(Z)S (g1)

1 ’
< sup a1 LPd + sup ||51R0(Z)51(g2)HB*
grelPd &1l Lpa 0B &2l 5
S1Ro(2)S H Hs Ro(2)S ,
‘o H 1Ro(2)S_1 (1) ., + s A Ro(2)51(e2)]|
giELPd g1l pa &€B &2l g
Damit ist

IX(D)Ro(A + i€ x—x
SIS x(D)Ro(A+i€)S 1l ,, o, + IS1X(D)Ro(A + i) 51l 5+

HISIX(D)Ro(A +i€)S_1_l1pa— B+ + [|S_LX(D)Ro(A + i) 51

B—LPd"



Beweis von Theorem 1.1

Die uniformen Schranken fiir LP¢ — B* und B — LP4 [Ruiz, Vega;
Theorem 3.1], sowie B — B* [Hormander; Theorem 14.2.2] sind
bekannt. Weiterhin bemerken wir, dass Sﬁx(D) auf LPd
beschrankt ist und mit der SubmultiplikatiJ\r/itéit der Operatornorm
nur noch

[Ro(A + ie)] <G

/
LPd—[Pd —

uniform in |e| < § und X € [§,071] zu zeigen ist. Diese kennen wir
bereits aus [KRS; Theorem 2.3] und somit ist alles gezeigt.



Zum Beweis von Theorem 1.1

Theorem (Kenig, Ruiz, Sogge; Theorem 2.3)

Sei d > 3. Dann gibt es eine Konstante C fiir alle z € C mit
|z| > 1, sodass

lullp, < Cli(Ho = 2)ullera, v € W2pd,

Fiir die Resolvente Ro(z) : LP¢ — LPa gilt damit

IRo(2)1[, s, IRo(2)(Ho — z)ul 4,
sup ————— =
retps |IflLea vewzra  [[(Ho = z)ul| g

fr— sup M
ue W2Pd H(HO - Z)U”LPd

< oQ.



Theorem 1.2

Definition
Fiir N >0, v € (0,1] und x € RY definieren wir das Gewicht

(1+x2)"

) =

Theorem (lonescu, Schlag: Theorem 1.2)
Seien § € (0,1]. Dann ist fiir alle reellen X\ mit || € [6,67}]

HMNNUHX* < CN,'yHMN,’y(_A + A)ul|x

fiir jedes u € X* mit der Eigenschaft, dass

lim R_l/ lul?d?x = 0.
R—o0 R<|x|<2R

Die Konstante Cy s ist nur von N,§ und d abhéngig (und damit
insbesondere nicht von ~).



Zulassige Stérungen

Definition
Sei L(X*, X) der Raum der linearen, beschrankten Operatoren von
X* nach X. L heiBt zuldssige Storung, falls

(a) Le £(X*,X) und (Lo, ) = (Lip, ¢) fiir alle 1, ¢ € S(RY).
(b) Fiir jedes € > 0 und N > 0 gibt es Ay, Ry € [1,00), sodass

i Lullx < el ullx-

fir jedes u € X* und jedes v € (0, 1].

(c) Es gibt ein J € N und Operatoren A;, B; € L(X*,L?) fiir
1 <j < J, sodass

[

(Lo, vy = (Bjo, Ajw),

j=1

fiir jedes ¢, € X*.



Beispiele fiir zuldssige Storungen

Wir definieren die Banachraum
Y = {v 'R 5 C ] IVIly = 3" 2|Vl 1oy < oo},
J=0

und fiir § € (0, 3] definieren wir die Kerne

Ix|7(d=2)  fallsd > 3;

K = llx
a5(x) =1, I<5{|og(1/yx\) fallsd = 2.

Weiter sei fiir ein g € [1,00) und eine messbare Funktion f

ZOORINS

y

Wir setzen qg = %, falls d > 3 und qg > 1, falls d = 2.



Beispiele fiir zuldssige Storungen

Theorem (lonescu, Schlag; Proposition 1.4)
Folgendes sind Beispiele fiir zuldssige Stérungen:

(a) Ein Multiplikationsoperator, welcher durch ein reellwertiges Po-
tential V' definiert ist und entweder

Mg, (V) € L%7
oder
Mg (V) ey,
oder

li V| *x K =0.
5'—%”' | *x Kaslly




Beispiele fiir zuldssige Storungen

Theorem (lonescu, Schlag; Proposition 1.4)
Folgendes sind Beispiele fiir zuldssige Stérungen:

(b) Ein Differentialoperator der Form 3 -V — V - 3, wobei
3 : RY — CY ein vektorwertiges Potential ist mit entweder

~ ; N Pd 1o
[ (24 1Magy (131} l0s(yy) | < o0,
j=0
oder
M2qo (‘3’) € Y’
oder
lim 3= Ka 5] |y = 0

(c) Eine Linearkombination von zuldssigen Stérungen mit reellen
Koeffizienten.
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