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Partielle Differentialgleichungen 2
Lésungsskizze zum 3. Ubungsblatt

Aufgabe 3.1 (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Fouriertransformationen von

a) h¥2e~hmlel® in RY fiir h > 0 sowie

b) [£]7 in R? fiir 0 < o < d im Sinne temperierter Distributionen (sprich, berechnen Sie
FlI-17f](z) fir f € S).

Beweis. a) Durch Skalieren von x +— x/h'/? ist ersichtlich, dass F[h%2e"71*](€) nur von £ /h!/?
abhéngen kann, weshalb es geniigt h = 1 zu betrachten. Wegen der Faktorisierungseigen-
schaft der Exponentialfunktion gentigt es weiter nur d = 1 zu betrachten. Man kann nun
entweder das Quadrat ergénzen, den Cauchyschen Integralsatz und fR e =1 (Kugelko-
ordinaten) verwenden, um zum Ergebnis zu gelangen.

Wir 16sen stattdessen eine ,,gewohnliche Differentialgleichung“ und beginnen mit der Beob-
achtung

Fle ™)) = e f(¢),
wobel

f(g) — /Re—ﬂ'(a:-i—if)z dzx .

Aus majorisierter Konvergenz folgt, dass beliebig viele Ableitungen nach ¢ durch die Inte-
gration gezogen werden konnen. Das heiit f € C*°(R) und es gilt

%(5) = —27?2’/]1%(91:—%25) (@ +ig)? dx:i/R%

sprich f(&) ist konstant. Die Behauptung folgt dann aus f(0) =

o —m(z+ig)? dr = ie —7(z+i)? “iooo =0,

b) Wir beginnen mit der , Warmeleitungskerndarstellung “

o0 dt
aulé = [ e
0

wobei a, = 7%/*I'(a/2). (Bis auf die Konstante a, folgt dies einfach aus Skalieren.) Da
€]~ f (&) integrierbar ist, folgt mit dem Satz von Fubini

A = [ e ([T et poa
— /OO (/ e—27‘rix-§e—7rt\§|2f(£) dé) toz/2dt
0 R4 t
_ a/2—d/2 —7lz—y|?/t d+a
= [T ([ ety ) § o [ ool oy

In der vorletzten Gleichheit haben wir Aufgabenteil a) sowie die inverse Fouriertransforma-

tion verwendet und in der letzten Gleichheit nochmals Fubini.
O]



Aufgabe 3.2 (10 Punkte)
Sei u € W21((0,1)) mit u(0) = «/(0) = 0 und setze

T

u ) 0,1
v(x) = as:pf(,]'
0 falls x =0

Priifen Sie, dass v € C([0,1]) und zeigen Sie v € W1((0,1)). (Hinweise: Erinnern Sie sich an
die erste Aufgabe des ersten Blatts. Zeigen Sie die Gleichheit o'(z) = 272 [ yu”(y) dy.)

Beweis. Die Stetigkeit von v E C’([O 1]) abseits des Ursprungs ist klar. Die Stetigkeit bei
Null folgt aus v(z) = 2™ [J ' (y)dy, ' € C((0,1)) (da u € W), dem Mittelwertsatz (der
Integralrechnung) und u'(0) = 0

Wir zeigen jetzt v € WH((0,1)). Zum einen ist ||v]]; < ||v]le, da v € C(]0,1]). Andererseits
folgt aus partieller Integration

/ 1 * / 1 / 1 * i
(@) = —— u<y>dy+—u<w>:—2/ yu"(y) dy,
x x? J

x? Jo

weshalb (mit Fubini und der Heaviside-Funktion )

1
Hv/||1:/ dx 172 / yu”( dy‘ /da:/dy:z: 2yl (y)|0(x — y)
0 0
1
— [ v sl w) / dr 2% = / W ()I(1 = y) dy < "]
0 Y 0

Aufgabe 3.3 (10 Punkte)

a) Zeigen Sie die Young-Ungleichung || f * gl < || fll,llgllq fir 1 4+ 1/r = 1/p + 1/q. (Hinweis:
Der Satz von Riesz—Thorin kénnte niitzlich sein.)

b) Seien f € LP(R?) und g € L (R?) mit p,p’ > 1 und 1/p + 1/p’ = 1. Zeigen Sie, dass f * g
stetig ist und es fiir alle € > 0 ein R. > 0 gibt, sodass sup,~p. |(f * g)(z)] < . (In diesem
Fall sagt man, dass f % ¢ im starken Sinne im Unendlichen verschwindet.) (Hinweis: Sie
diirfen verwenden, dass C§° dicht in L? ist.)

Beweis. a) Fiir festes g € LP definieren wir den Faltungsoperator T, durch T,[f] := g * f,
f € S. Aus der Holderungleichung folgen dann || T,/ z1orr < ||gll, wnd [Tyl 00 < l19]lp
mit 1/p+ 1/p" = 1. Aus Interpolation mit py = 1,p1 = p',ps = ¢,q0 = p,q1 = 00,q9 = T,
sprich

1 0 1 1-46

-=1-0+—- uwd -=—-,
q p r p

folgt daher ||T}||pe—zr mit 1 4+ 1/r = 1/p+ 1/q (nach Elimination von 1 — 6 = p/r).

Bemerkung: Aus der optimalen Hausdorff-Young-Ungleichung zeigten Beckner (1975) und
Brascamp und Lieb (1976), dass die optimale Konstante der Young-Ungleichung durch
Ay A A mit A, = (p'/Pp/=1/P")4/2 gegeben ist. Brascamp und Lieb zeigten auBlerdem, dass
Optimierer wieder nur Gausssche Funktionen sein kénnen.



b) Wegen der Holderungleichung ist (f * g)(z) < oo fiir jedes x € R% Als Néchstes appro-
ximieren wir fiir 6 > 0 die Funktionen f und g mit C§°-Funktionen f; und gs, sodass
lf— fsllps llg — gslly < d. Aus der Dreiecks- und der Holderungleichung folgt dann

1 % g = fs % gslloo < N = Sollollgll + 1 F5llpllg = gsllr < (U Fllp + [lgll) -

Da auch f5 * g5 € C§°, sehen wir, dass wir f * g gleichméfig durch glatte Funktionen
approximieren konnen, das heifit f *x g ist stetig. Da fs5 * g5 kompakt getragen ist, folgt
insbesondere, dass f * g stark im Unendlichen verschwindet.

O

Aufgabe 3.4 (10 Punkte)

Sei @ C R? ein offenes, beschrinktes Gebiet (sprich  ist kompakt) und seien 0 < o < 8 < 1.
Zeigen Sie CP(Q) € C*(Q) (kompakte Einbettung). (Hinweis: Erinnern Sie sich an den Satz
von Arzela—Ascoli.)

Beweis. Aus der Definition der Hélderrdume folgt [f]ce < (diam Q)°~%[f]cs und daraus die
stetige Einbettung. (Tatséchlich gilt die stetige Einbettung auch fiir unbeschrinkte Gebiete
Q2. Dazu zerlegt man, wie unten, die Halbnorm in |z — y| < 1 und |z — y| > 1 und verwendet
|z —y|~® < |z—y|7 im ersten und |z —y|™® < 1 im zweiten Fall.) Um die kompakte Einbettung
zu zeigen, betrachten wir eine in C” beschrinkte Folge (U )nen mit

ltn]loo <1 und |u,(z) — u,(y)| < |z — y|’8 fir alle z,y € Q

ohne Einschréinkung der Allgemeinheit. Offensichtlich ist die Folge (u,)nen gleichméfig be-
schréinkt und gleichgradig stetig (mit der Wahl 6 = £'/# in der standard Notation). Wegen des
Satzes von Arzela-Ascoli gibt es daher eine Teilfolge (@i, )nen vOn (uy,)neny und ein u € C(€2),
sodass @, — u in C°. Insbesondere ist auch u € C#(Q), da

lu(x) —u(y)| = lim |, (r) — @ (y)| < |z —y|? fiir alle 2,y € Q.

n—oo
Sei nun g, := u — i, € C°, dann gilt
9allce = [lgnlloc + [gn]os < 2

und g, — 0 in C°. Der Beweis ist beendet, sobald wir auch [g,]ce — 0 gezeigt haben. Fiir
festes d > 0 betrachten wir |z — y| < § und |z — y| > 0. Im zweiten Fall gilt

sup gn () — gn(y)]

< 2[[gnllpe0"" .
|z—y|>6 |.I' - y|

Andererseits gilt im ersten Fall

sup |gn () — g0 ()]

|z—y|<5 lz — y|? Sz —y)Pm < 6P gnles < 26777
T—Y|>

Das bedeutet

lim sup|gn)ce < 2limsup (||g, || r=d"* + 6°7) = 257~

n—oo n—oo

Da ¢ beliebig war, folgt die Aussage. m
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Aufgabe 4.1 (20 Punkte) m C D)% J " &— L7) f/y)/

a) Sei m € L>°(R%) N L?(RY). Zeigen Sie S [/ /7 L %é’ é 2
» 17, F . MVLM J‘&ZZ
(m(=iV) f)(x) == F  [mf](z) = g m(z —y)f(y) dy\k%

b) Seien ¢ € R und ¢ > 0. Zeigen Sie in R?, dass
L )(Z/a_ = /L/\
25 h L, - L " %;
"—) —im(t—ig)g? _
¢ ay ?ﬁ‘? Fle o) = e5er
- /& - é;f /
Zeigen Sie weiter, dass fiir f € L>(R?) und f = F~1[f], /, jéf
G % A ’ - / /
—imte2 F — 1 e i fé—' g gé{
, () P ) = Jim [ o ) dy ¢
p— :? % ) - | CN)’
obéi der Grenzwert in der L?(R?)-Norm zu verstehen ist. Dariiberhinatis ist (it)%/? als

((it)1/?)? zu verstehen mit Re 2'/2 > 0 fiir z € C\ (—o0, 0].
c) Sei k € C mit Rex > 0 und f € L*(R3). Zeigen Sie

6727m|507y|

(A + i) i) =7 [ Fw)dy.

|z — |

Beweis. a) Fiir f € S(R?) gilt offenbar wegen des Faltungssatzes fiir 7 * f (mit m € S)

/\m(D)f:F‘l[mf]:m*fz m(z —y)f(y)dy. %[ﬁ géf

R4

{ /M Lz
Dies zeigt die Behauptung fiir f € S(R?). Ist f € LQ(R") dann approximieren-wir f
einer Folge (fu)nen € S(RY) in L2. Da m € L*, folgt mf, — mf in L? und daher auch
MMLQ wegen Plancherel. Insbesonaere gibt es eine Teilfolge (die wir

unter Missbrauch der Notation wieder f, nennen), sodass m(D)f, — m(D)f punktweise
fast iiberall konvergiert. Da m € L?(R?), folgt mit majorisierter Konvergenz

lim (m(D)f,)(x) = lim m(z —y)fuly)dy = [ m(z — y) dy

N O~ n—o0 %

fiir alle z € R?, was behauptet war. / p Y
M%Z — m% ap e/
( ?/A_h/ée{?(ﬂj



W‘(ﬁz n W{?

b) Wir ergénzen zunédchst quadratisch und erhalten

. 2 )

—2miz-E—mi(t—ie) . 1 _ 1=l
e "d exp | —m(e —it) [ £+ —— e = d
/Rd 5 Rd *P ( ﬂ-( ! ) (g 5+Zt> ) 5

efﬁ% 1 2
- - d
<s+ﬁﬂ@4;“p< W(6+v??%)> )

wobei wir im letzten Schritt & — &(e+it)~1/2 (mit dem gewdhnlichen Hauptzweig |z|!/2e?28()/2
der Wurzel) ersetzt haben. Zur Bestimmung des {-Integrals geniigt es wegen der Faktori-
sierung von e 1*° lediglich d = 1 zu betrachten. Weiter kiirzen wir ¢ := /(e + it)"/? ab.
Da e 1?" holomorph ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz (entlang des Rechtecks
(—R,0) = (R,0) — (R,i() = (—R,i() = (—R,0) in C) insbesondere

0= /Rexp (—=7(z +i¢)%) d=

+ lim (—/ e—7rz2 dz+/ e—ﬂ(R+it+z‘<)2 dt—/ e~ w(—R+it—i¢)? dt)
R—o00 R 0 0

Da die t-Integrale fiir R — oo wegen des exponentiellen Abfalls verschwinden, folgt

exp( m(z41i()%) dz2=1 fiiralle ( € C,

i W= TE
sprich }—(‘CL gl/kj[;t)_, Z;)ﬁ//{/?—//;’z"/ {[7)‘( (/éél
e

—rmigmil=ie ge - "7 fiy alle t € R, e > 0. 7 <,/
/Rde $= e fralleteR.e ‘ /(/zz
Wir bestimmen nun den Grenzwert ¢ — 0 im L2-Sinne. Sei dazu zuniichst f € L' N L%(R?). / 2
Wegen Plancherel und lim,_,o e (=8 = ¢=inte? gi]¢ Lal
A . Z
lim Fle™™ O] o Fle™™ ] in I*RY), 4t { el'nl

Das heifit es gibt eine Teilfolge, die punktweise fast {iberall konvergiert. Daher gilt

2

r—

—intg? f 1 —im(t—ic)€? - e, =tit
Fle ™ l(a) = iy Fle ™9 (a) = iy [ E )

ij—w—zf 2

et fel'Alt

e (u&)d/?

mit Teilaufgabe a), dem Faltungssatz und majorisierter Konvergenz, da f € L!. Die L2-
Konvergenz erfolgt durch Approximation von f € L? mit fg(z) := Ly, <py(z)f(z) € L' (R?).
Da fr — f in L? fiir R — oo, folgt mit Plancherel

/=0

D &

¢) Da (€2 4+ k?)7' € L*([R?) N L™, geniigt es wegen Teilaufgabe a) F'[(¢* + £?)7!](z) zu
berechnen. Insbesondere ist die Fouriertransformation in L? zu verstehen.

Wegen Plancherel und (€% + k?)~! € L?(R?) gilt zunéchst
C}LOL
m(]} 1= {W €4,

AZ2) Fle ™ (o= )l = e (= Dlla < llf— flls 0 fix R~ oo.

_1[<§2 + "12)_1] = ]%gﬂ ]:_1[(52 + Ii2)_11{|g\§3}] in L?.



{/7}) — 75 2 ://4)

Wir bestimmey nun limg ‘7:71[(52 b /{2)’11{|£|§R}](:r). In sphérischen Koordinaten erhélt

man /0 Z“f /W ~ .

p p 27rzp|z\u P e2mp\:v|
1 =2 = )
[M 7r/ pp / YR P+ r2 il / —H:] p—iK)

Fiir R — oo folgt mit dem Residuensatz (siehe auch Bemerkung 0.1), dass das letzte Integral
fiir alle x € R3 gege m onvergiert.

Alternativ erhédlt man auch mit partieller Integration, majorisierter Konvergenz und Fou-
riertransformation von (p? + £?)~' € L'(R) mittels Residuensatz

27rzp|:r\ i» 8 eZmpM 1 5 e27r2p|m| p
Z|:v|/ PP 2w @|;g|/ POl 2 T T 2l 'I'A(p+zn)(p—@m) p

1 e727m|a:\ 67271%|:1:\
== am - =T
i|x| 2iK ||

fiir alle x € R3.
Mit diesem Wissen folgt die Konvergenz

lim F (& + %1 ] = wimlxl in L?

R—oo {l§I<R} |:L” )
denn

—27k|z|

(&

A | / TEE + A7) Lggeny —

= lim 16 + &%) Lgeemlla = 0.

’ Il = Jim H/ e + K e myll

O

Bemerkung 0.1. Bei der Anwendung des Residuensaztes integrieren wir entlang des Rechtecks
(-R,0) = (R,0) — (R,R+iVR) = (=R, R+ iv/R) — (—R,0). Das Integral iiber (R, R +
Z\/]_%) — (=R, R+ Z\/ﬁ) fallt exponentiell in R, wohingegen die ,,vertikalen Integrale*“ durch

VR R+ it R
R+ it] dt < —VR = RV
0o VR*+ (t—r)2/R?+ (t+K)? R

fiir geniigend grofles R beschréankt sind.

Wir schlieBen mit einem Kommentar zur Bestimmung von Fle~™%” f](z). Der Laplaceoperator
—A ist ein linearer Operator auf L?(R?) fiir den es zwei verniinftige Definitionsbereiche gibt,
nimlich D, = H?(R?Y) und D, = C°(RY). Seien True == —Alp,... und Truin = —Alp_. .
Es stellt sich heraus, dass T),., selbstadjungiert und 7,,;, wesentlich selbstadjungiert ist. Wir
nennen von nun an Hy := T,,,, den freien Hamiltonoperator. Mit Hilfe der Fouriertransfor-
mation gilt dann Hy = F~1¢2F, sprich die Fouriertransformation diagonalisiert Hy. (Insbe-
sondere ist der Integralkern der Spektralprojektion gerade e=2™¢(=¥) ) Dementsprechend gilt
f(Hy) = F~1f(&*)F fiir beschrinkte und messbare Funktionen f. (Erinnern Sie sich an den
Spektralsatz.) Was wir in Teilaufgabe b) ausgerechnet haben, war also (bis auf die Verwechslung
von F mit F~! sowie f und f :-)) gerade F~le & FF-1f = (&2 f)(x)!

Aufgabe 4.2 (20 Punkte)
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Lemma 0.2 (p,q,r-Lemma). Seien 1 < p < ¢ < r < o0 und g € LP(RY) N L"(RY) mit
lgllb < Cp < o0, |lglly < Cr < o0 und ||g||2 > Cf > 0. Dann gibt es Konstanten € > 0 und

M >0, welche nur von p,q,r,Cp,

Beweis. Wir zeigen zunéchst den

| et el >

Daraus und der Tatsache, dass f

R
@zp/
0

C,, C,. abhingen, sodass f(g) := |[{x € R : |g(z)| > e}| > M.

Hinweis, welcher aus Skalieren und Tonellis Satz folgt, da

}l de :/ de 8p_1/ dx 1{‘g($)‘>5}
0 R4

[ anlo@p [ de oy = ol
R4 0

) monoton nicht-steigend ist, folgt

P~ f(e)de > RPf(R) fiir alle R > 0,

beziehungsweise

file) <e7PC, firallee>0. (1)
Analog erhélt man

file) <e™"C, fiirallee > 0. (2)
Wir definieren nun zwei Zahlen S und 7" durch

1

4GS = 1

QASf

Dann folgt aus (1)

und analog aus (2)

Die Ungleichungen (3) und (4) z¢
1

Andererseits gilt I < f(.5)|77 —

und damit das Lemma (durch Set
nicht von f abhéngen.

Dieses Lemma wird zur Verifika
Lieb verwendet. Dieses verallgen
Gebiete, wenn man bereit ist, did
(beispielsweise auf R?) ist dies eir

Satz 0.3 (Lieb (1983)). Seien 1
Angenommen, es gibt ein € > 0,
j. Dann gibt es eine Folge von

die schwach in W1P(RY) konvergy

verschieden.

1
q—p)C, und ¢CTT" = Z(r —q)Cy.
o 1
F)e? de < qCp/O e Pl de = ZCq
00 1 1
q fle)e? de < ZCq.
T

igen damit S < 7" und

T 1
= q/ f(e)etHde > =C, .
g 2

94|, da f monoton nicht-steigend ist. Daraus folgt

Cy/2
18) 2 g

ven von ¢ = S und M = C,/(2|T7— 51|

)), da S und T explizit
A

tion der Annahmen im folgenden Kompaktheitslemma von
einert den Satz von Rellich-Kondrachov auf unbeschrankte
Folge zu verschieben. In translationsinvarianten Problemen
le typische Situation.

< p < oo und (fj)jen eine beschrinkte Folge in WhP(R?).
sodass [{z : |f;(z)| > €} > 0 > 0 fir ein 6 > 0 und alle
ranslationen y; € R?, sodass f;(x + y;) eine Teilfolge hat,
ert. Insbesondere ist das Grenzelement von der Nullfunktion




