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ZUSAMMENFASSUNG. Im Folgenden werden wir einige wichtige Ergebnisse aus
der Spektraltheorie von Schrodinger-Operatoren zusammenfassen. Wir begin-
nen mit einer Zusammenfassung von wichtigen Definitionen und Resultaten
aus der Storungstheorie selbstadjungierter Operatoren. Im Anschluss widmen
wir uns der Stérung von Punktspektren. Insbesondere werden wir die analy-
tische Storungstheorie einfithren. Anschliefend werden wir Schranken an die
Zahl von Eigenwerten geben, die Stabilitdt des wesentlichen Spektrums un-
tersuchen und versuchen Bedingungen zu finden, unter denen es kein singulér
stetiges Spektrum gibt.
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KAPITEL 1

Definitionen und bekannte Resultate

H bezeichnet immer einen separablen Hilbertraum.

1. Allgemeine Operatortheorie

DEFINITION 1.1 (Relativ beschrinkter Operator). Es seien A und B dicht de-
finierte, lineare Operatoren auf H. Unter den Annahmen
(i) D(A) C D(B) und
(ii) fiir a,b € R und alle p € D(A) ist

[1Bell < allAell + bllell; (L.1)

heiflit der Operator B beziiglich A beschrinkt, oder einfach B ist A-beschrinkt. Das
Infimum all dieser a heifit relative Schranke von B beziiglich A. Ist die relative

Schranke Null, so sagt man, dass B infinitesimal klein beziiglich A ist und schreibt
B« A.

BEMERKUNG 1.2. (1) Sobald a kleiner gew#hlt wird, wird b im Allgemei-
nen wachsen miissen.

(2) Die zweite Bedingung ist fiquivalent zur Existenz von a,b € R und fiir alle
v € D(A) gilt

2 ~ 2 7 2
1Bl < a* | Agll” + b [lel ™ (1.2)

Ist diese Bedingung erfiillt, so gilt die urspriingliche Bedingung mit a = a
und b = b. Gilt die urspriingliche Bedingung, so gilt auch die Neue mit
a2 = (14 €)a? und b? = (1 + ¢ 1)b? fiir alle € > 0. Somit sind auch die
relativen Schranken in beiden Bedingungen gleich.

(3) Um diese Abschitzungen zu zeigen, geniigt es sie auf einem determinie-
renden Bereich von A zu zeigen und dann die Dichtheit beziiglich der
Graphennorm zu verwenden.

Satz 1.3. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und B ein Operator mit D(A) C
D(B). Dann ist B genau dann relativ A-beschrinkt, wenn ¢ := limsup ||| B(A £ in) |||
n—00

endlich ist. ¢ ist dann die A-Schranke von B und der Limes superior ist tatsdchlich
der Limes. Ist zudem A von unten beschrdnkt, so kann £i\ durch —)\ ersetzt wer-
den.

BEWEIS. e = Angenommen es gibt a,b > 0, sodass fiir alle ¢ € D(A)
IBg||* < a® | Agl|* +0° |¢]|” (1.3)

1



2 1. DEFINITIONEN UND BEKANNTE RESULTATE

gilt. Dann gilt fiir alle « > 0 und ¢ € H (mit ¢ = (4 +ia)" 'y € D(A))
|B(A £ ia) ' ¢|” < a? || A(A £ i) ') + 8% || (A £ ia) 1o

2 . -1 2 62 . 1 2
—a [HA(Aizoz) ol + Oy (A % ) ¢||}

(1.4)
b 2
a2<Ai%>UHﬂ®lw
Wihlt man nun speziell & = b/a, so folgt
p\ !
B (A + ia) <a. (1.5)

Da die rechte Seite von b unabhingig ist, kann man auch b gegen Unendlich
schicken und erhélt

limsup |||B(A —in)~'||| < a, (1.6)
n—=+oo

das heiit limsup ||| B(A — in) ||| ist hochstens gleich der A-Schranke von
n—=+oo
B.
e < Sei nun umgekehrt H|B(A:I: ioz)_1||| < a fiir ein @ > 0, so gilt fiir
alle ¢ € D(A)
IBoll = |B(A + ia) ™ (A +ia)d| < aallg]| + al|Ad], (1.7)

das heifit B ist A-beschrinkt mit A-Schranke kleiner oder gleich a. Damit
ist die A-Schranke von B héchstens gleich limiinf |||B(A —in)~*|||, womit
n—Foo

insbesondere die Existenz des Limes folgt.
O

Satz 1.4 (Kato-Rellich). Sei A selbstadjungiert, B symmetrisch und B sei A-
beschrinkt mit relativer Schranke a < 1. Dann ist A+ B auf D(A) selbstadjungiert
und auf jedem determinierenden Bereich von A wesentlich selbstadjungiert.

Ist zudem A von unten durch eine Konstante M beschrdnkt, so ist A+ B nach
unten durch M —max {%, a|M|+ b} beschrinkt, wobei a und b aus der Definition

von relativer Beschrdanktheit sind.

SATZ 1.5. Sei A selbstadjungiert, V symmetrisch mit D(A) C D(B). Ist dariberhinaus
A+ puB abgeschlossen fiir alle p € [0,1], so ist A+ B selbstadjungiert.

SaTz 1.6 (Wiist). Sei A selbst-adjungiert, B symmetrisch mit D(A) C D(B).
Angenommen es gibe b € R, sodass fiir alle ¢ € D(A) die Schranke
[Bell < [ Apll + ool (1.8)

erfillt ist, dann ist A+ B wesentlich selbst-adjungiert auf D(A) und jedem deter-
minierenden Bereich von A.

LEMMA 1.7 (Riemann-Lebesgue-Lemma). C,(R™) sei der Raum der stetigen
Funktionen, die im Unendlichen verschwinden. Die Fourier-Transformation ldsst
sich zu einer eindeutigen beschrinkten Abbildung

FiLMRY) = Gy (R

fortsetzen.
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LEMMA 1.8 (Hausdorff-Young Ungleichung). Sei 1 < ¢ <2, p ' +¢t =1
und f € LY(R™), dann ist

1l S 11lq - (1.9)

LEMMA 1.9 (Sobolews Lemma). Sei p € D(—A) = H*(R™). Dann:
(i) Ist n < 3, so ist @ stetig und beschrinkt und fir alle a > 0 gibt es b = b(a),
sodass
el < all=Aelly +bllell, - (1.10)
(i) Ist n > 4 und 2 < g < 2n/(n —4), so ist p € LYR™) und fiir alle a > 0 gibt

es b=0b(q,n,a), sodass

lell, < all=A¢lly + bl - (1.11)

wElg. o (i) Die erste Behauptung folgt mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma
und Plancherel, denn

lelle < M9l < all€®@l, +bl2l, = all-A¢ll, + bl - (1.12)

Wir zeigen die zweite Ungleichung fiir den Fall n = 3. Sei also ¢ € D(—A),

dann sind (1+¢2)¢ und (14 &%)~ in L?(R3?). Mit Cauchy-Schwarz ist daher
¢ € L'(R?) und

¢l S N +EHgl2 S 1Bl + 12]l2 (1.13)

wobei die implizite Konstante gerade [(1+ £2)72d¢ ist.

Fiir 7 > 0 definieren wir ¢,(¢) = r33(r§). Dann sind |||, = [|&],.
l¢rll, = /%@, und ||€295TH2 = r’1/2H§2¢|2. Die Ungleichung fiir ¢,
lautet daher

12l S v 72 (120, + 22 112l (1.14)

fiir alle r > 0. Wahlt man nun r entsprechend grof}, so folgt die erste Behaup-
tung.

(ii) Mit der Hausdorff-Young-Ungleichung und Plancherel miissen wir lediglich die
zweite Ungleichung in

lelly < lI¢llp < alle*?

fir2<g¢g< %7 also fiir n2—f4 < p < 2 beweisen. Mit der Hoélder Ungleichung
ist

o T 012l = all=Agll, +blloll, (1.15)

lplly < (1 +€)77[|, [[(x + &) |2l”, (1.16)

fiir % + % = 1. Wihlt man nun s = 2/p, so ist mit der Dreiecksungleichung
I+ 2P|, = (| + € alll,)" < (12l + [|1€22]1,)" - (1.17)
Wir bestimmen nun noch die Norm H(l + 52)_PHT mit r = 2(2 —p)~ L
_ _pp22—p)~" d¢
o = H(l +§2) 1”H2(27Z),1 = /(1+§2)2(2p)1 (1.18)

Der Ausdruck ist genau dann endlich, wenn 4p(2 — p)~! > n, das heifit p >

2" . .
ol Damit ist

161l < ex (l2ll; + [|€@

) - (1.19)
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Mit demselben Skalierungstrick kann der Koeffizient von H£2¢|| , wieder be-
liebig klein gemacht werden.
O

SATZ 1.10. Sei V € L*(R3) + L*(R3) reell. Dann ist —A + V(z) wesentlich
selbst-adjungiert auf C§°(R3) und selbst-adjungiert auf D(—A) = H?(R3).

BEWEIS. Da V reellwertig ist, ist der Multiplikationsoperator mit V' auf dem
maximalen Definitionsbereich
D(V)={p € L*[R’): Vp € L*([R?)}
selbst-adjungiert. Sei nun V' = V; + Vo mit V3 € L?(R3) und Vo € L>®°(R3). Dann
ist
Vell, < [Valla el + 1V2llo el » (1.20)

das heit es ist C§°(R3) C D(V). Nach vorigem Lemma gibt es fiir alle a > 0 ein
b > 0, sodass

Pl < all=Avlly +bllelly (1.21)

fiir alle p € C§°(R?). Diese und vorige Ungleichung zusammen geben

Velly <alVilly [=A¢lly + 0+ Vallo) @l (1.22)

fiir alle ¢ € C§°(R?). Daher ist V relativ —A-beschrinkt mit beliebig kleiner rela-
tiver Schranke a > 0 auf C§°(R3). Da —A wesentlich selbst-adjungiert auf C§°(R?)
ist, ist wegen des Kato—Rellich-Satzes —A 4V ebenfalls wesentlich selbst-adjungiert
auf C§°(R3). O

Satz 1.11 (Kato). Sei {Vi}7, eine Sammlung von reellwertigen, messbaren
Funktionen, die alle in L*(R3) + L°°(R3) sind. Sei Vi(yx) der Multiplikationsope-
rator auf L*(R3"), dann ist —A + >, _, Vi(yr) wesentlich selbst-adjungiert auf
Cs°(R3™), wobei A der Laplace-Operator auf R3™ sein soll.

2. Quadratische Formen

DEFINITION 2.1. Es sei @ C H dicht und s : Q(s) x Q(s) — C eine hermitesche
Sesquilinearform, die nach unten halbbeschrinkt mit unterer Schranke ~ ist, das
heifit es gilt

sle, 9] > v llel?
fiir alle ¢ € Q(s). Dann ist
()s: Qs) x Qs) = C
(0 9) = slp, ] + (1= 7)(p, 9)

auch sesquilinear und hermitesch und wegen

lelly = sle, el + (1 =)@ 9) > el
positiv definit, weshalb (-, ), ein Skalarprodukt auf Q(s) definiert. Hierbei sei |||,
die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm und fiir ¢ € Q(s) ist HcpHi =
(#,)s = slp, @] + (1 =) (@, ).
e s heifit abgeschlossen, wenn (Q(s), ||||,) ein Hilbertraum ist.

e s heiflt abschlieffbar, wenn es eine abgeschlossene, nach unten halbbe-
schriinkte Erweiterung ¢t : Q(t) x Q(t) — C von s gibt.
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o Q C Q(s) heiflt determinierender Formbereich fir s, wenn Q in (Q(s), ||-||,)
dicht ist.

LEMMA 2.2 (Quadratische Form selbstadjungierter Operatoren I). Sei A ein
selbstadjungierter Operator in H. Der Definitionsbereich D(A) ist in der Spekt-
raldarstellung durch

D) ={p e s [ 1ol dipplo) < o0} (22)

gegeben. Hierbei sei E4 : B(R) — £(H) das Spektralmafl zu A ist und fiir o, € H
sei fipy : B(R) = C mit B 3 B py4(B) = (p, EA(B)Y). Insbesondere ist fir
f: R — C messbar

D) = {p e s [ 1P <oo}. (23)
FEs ser
o) = D(IAI") = { e [ Ildp(0) < oo} (2.0

dann definiert

qal,]: Q(A) x Q(A) = C
() > qalpn] = / tdpg o (1)
R

eine dicht definierte hermitesche Sesquilinearform. In diesem Fall ist qa die zum
selbstadjungierten Operator A zugehdrige Form.

(2.5)

LEMMA 2.3 (Quadratische Form selbstadjungierter Operatoren II). Sei A :
D(A) — H selbstadjungiert, dann gelten fiir die zugehdrige Form qa folgende Aus-
sagen.

(i) Fir alle ¢,y € Q(A) gilt

qale, ] = Uav/1Ale, VIA[Y), (2.6)

wobei A = Uy |A| die Polarzerlegung von A ist.
(i) Der Definitionsbereich D(A) ergibt sich aus der Form qa4 als

D(A) ={p € Q(A) : Es gibt ¥y, € H mit qa[d, ] = (&,v,) fir alle ¢ € Q(A)}.
(2.7)
Sind qal¢, 0] = (¢,v,) fir alle ¢ € Q(A), dann ist ¢ € D(A) und es ist
A(p = ¢ap'
(iii) A ist genau dann nach unten halbbeschrinkt, wenn qa nach unten halbbe-
schrinkt ist. In diesem Fall gilt

ma = sup{y € R : v ist untere Schranke von A} = m :=inf(c(A)) 08

= sup{y € R : v ist untere Schranke von ga} =:my, . (28)

LEMMA 2.4 (Quadratische Form selbstadjungierter Operatoren III). Es sei

A : D(A) — H ein selbstadjungierter, nach unten halbbeschrinkter Operator mit
unterer Schranke m. Dann gilt

(1) Fir ¢,¢ € Q(A) = D(VA—m) gilt
qale, ¥ = (\/A —mp, VA - mw) + m(p, ¥). (2.9)
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(i) qa ist eine abgeschlossene, nach unten halbbeschrinkte Form mit unterer
Schranke m.

(i3) Ein Unterraum X C Q(A) ist genau dann ein determinierender Formbereich
fiir ga, wenn X ein determinierender Bereich fiir den Operator /A —m ist.

(iv) D(A) ist ein determinierender Formbereich fir qa.

(v) Ist D ein determinierender Formbereich fiir ga und T : D(T) — H ein Opera-
tor mit D(T) C Q(A) und qalp, ] = (¢, T¥) fir alle ¢ € D und ¢ € D(T),
so gilt T C A.

LEMMA 2.5. Es seit: Q(t) x Q(t) — C eine dicht definierte Form in H. Dann
wird auf

D(A;) :={p € Q(t): Es gibt 1, € H, sodass t[p, o] = (¢, Artb,) fir alle ¢ € Q(t)
(2.10)
durch
At . D(At) — H
2.11
Q= Ayp = 7/199 ( )
ein Operator in H definiert. Es gilt
fir alle ¢ € Q(t), v € D(A¢) und
Apir = Ag+ A (2.13)

fiir alle A € C.

LEMMA 2.6. Sei T : D(T) — H ein dicht definierter, nach unten halbbe-
schrdankter, symmetrischer Operator. Dann ist die zugehorige Form

s7:D(T) xD(T)—C

(o) o (. TY) 214)

abschliefSbar.

LEMMA 2.7 (Quadratische Form selbstadjungierter Operatoren IV). Es sei g :
Q(q) x Q(q) — C eine dicht definierte, nach unten halbbeschrinkte, abgeschlossene
hermitesche Form auf H mit unterer Schranke ~y. Dann ist der Operator Ay zu q
selbstadjungiert und q stimmt mit der zu Ay zugehérigen Form qa, tiberein. Zudem
ist D(Aq) ein determinierender Formbereich fir q und es gilt Q(q) = D(vVA—7).
Fiir alle o, € Q(q) gilt

qle,¥] = (VA= v9, VA=) + (0, ). (2.15)

SATZ 2.8 (Stabilitdt der Halbbeschréinktheit). Sei A ein selbstadjungierter,
nach unten halbbeschrinkter Operator mit unterer Schranke . Sei B symmetrisch
und A-beschrinkt mit A-Schranke echt kleiner als Fins. Dann ist auch A+ B nach
unten halbbeschrinkt.

Genauer gesagt: Gilt

1Bl < al|Ad|l +bllo|| (2.16)
fir ¢ € D(A) mit a <1, so ist

o ;:'y—max{ll)(z,b+a’y|} (2.17)

gilt}
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eine untere Schranke von A + B, welche im Allgemeinen nicht optimal ist.

KOROLLAR 2.9. Sei A selbstadjungiert und halbbeschrdinkt nach unten, B sym-
metrisch mit D(A) C D(B) und A+ pB abgeschlossen fiir alle p € [0,1]. Dann ist
auch A+ B nach unten halbbeschrinkt. (Die Selbstadjungiertheit von A+ B wurde
bereits frither bewiesen).

SATZ 2.10 (Friedrichs). Sei A ein nach unten halbbeschrankter, symmetrischer
Operator mit unterer Schranke v und

qlep, ¥] = (¢, AY)

die zugehorige, nach unten halbbeschrinkte Form mit o,v¢ € D(A) fiir alle p,¢ €
D(T) und unterer Schranke . Dann ist q abschliefbar und § ist die quadratische
Form eines eindeutig bestimmiten selbstadjungierten Operators A. Der Operator A
ist eine nach unten halbbeschrinkte Erweiterung von A mit unterer Schranke -y.
Weiterhin ist A die einzige selbstadjungierte Erweiterung von A, deren Definiti-
onsbereich im Formbereich von § enthalten ist.

BEISPIEL 2.11 (Wasserstoffatom I). Wir betrachten den Operator —A — -Z: mit

|]
zugehoriger quadratischer Form

/. (|V¢>|2 -5 |¢><x)2) da.

Die Form ist wegen der Gagliardo-Nierenberg—Sobolew-Ungleichung ||ul|, < const [|Du]|,,

(mit dem Sobolew-Konjugierten ¢ = %) nach unten beschrénkt. Dies sieht man,

indem man das Coulomb-Potential bei |z| = « aufteilt. Mit ||¢|, = 1 und der
Holder-Ungleichung ist
2/3 1/3
2 2
_ 1
|| || a
o <a jo>a si<a si<a
1
< const « HV¢H§ + .
(2.18)

Die kinetische Energie verhindert also den Sturz des Elektrons in den Kern und zeigt
damit insbesondere, dass das Wasserstoffatom stabil ist. Die Form ist damit sogar
fir ¢ € H'(R3) nach unten beschriinkt, was den Formbereich etwas vergrofert.
Daher existiert die Friedrichs-Erweiterung. Zwar konnen wir hier keine Aussage
iiber ihren Definitionsbereich machen, es sei jedoch gesagt, dass er H?(R?) ist.

DEFINITION 2.12 (Relativ beschrénkte Form). Sei A ein nach unten halbbe-
schrankter, selbstadjungierter Operator. Nehme an, dass B ein weiterer selbstad-
jungierter Operator ist, der

(i) Q(4) € Q(B),

(i) [(p, Bo)| < alp, Ap) + b(e, @) fiir alle p € Q(A)
fir ein ¢ > 0 und b € R erfiillt. Dann heifit B relativ formbeschrinkt beziiglich
A. Kann a beliebig klein gewihlt werden, so heifit B infinitesimal formbeschrinkt
beziiglich A und man schreibt A << B.
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BEISPIEL 2.13 (Delta-Distribution in einer Dimension). Sei A = dmz ,D(A) =
{f € H?[0,1] : f(0) = f(1) = 0}. Dann ist die durch q[f] = |f(c)|*, f € H'[0,1], ¢ €
(0,1) definierte Form eine wohldefinierte, nicht-negative Form. Formal kann man ¢
als die quadratische Form des Multiplikationsoperators mit der Delta-Distribution
am Punkt = = c interpretieren. Fiir f € Q(A) = {f € H'[0,1] : f(0) = f(1) = 0}
ist mit partieller Integration und der Youngschen und Schwarzschen Ungleichung

2~ 9Re / FOF (Bt <2 / FOL I < el 2+ 2. (219)

das heifit ¢ ist eine infinitesimal —@—beschréinkte Form. Mit dem néchsten Satz
folgt daraus, dass g4 + ¢ einen halbbeschrénkten, selbstadjungierten Operator de-
finiert.

Sarz 2.14 (Kato, Lax, Milgram, Nelson — KLMN). Sei A : D(A) — H ein po-
sitiver, selbstadjungierter Operator mit Formbereich Q(A) und zugehdriger Form
qa. Ferner sei 5 : Q(A) x Q(A) — C eine hermitesche Sesquilinearform fir die es
a <1 undbeR gibt, sodass

Ble, @] < alp, Ap) + b(p, ) (2.20)

fiir alle ¢ € D(A) gilt. Dann existiert ein eindeutig bestimmter, selbstadjungierter
Operator C' mit zugehdriger Sesquilinearform qc : Q(C) x Q(C) — C mit Q(C) =
Q(A). Die zugehirige Form erfiillt

fiir alle p, v € Q(A). Weiter ist C' nach unten durch —b beschrinkt und jeder deter-
minierender Bereich von A ist auch ein determinierender Bereich von C, das heifit
auch, dass jeder determinierende Bereich von A ein determinierender Formbereich

fiir C 1ist.
BEISPIEL 2.15 (Wasserstoffatom IT). Sei

2
flo.l = [ WalowPars [ Phar s @)

]

lz|<a

Es reicht also zu zeigen, dass es a < 1 gibt, sodass fiir alle ¢ € H'(R3)

/ |¢|( |)| dz < al|Vol3 +b (2.23)

gilt. Mit der Sobolew-Ungleichung haben wir dies bereits oben gezeigt, in diesem
Fall war @ = const a. Man kann dies aber auch durch eine explizite Rechnung
zeigen. Mit V. (z) = _ﬁx{lx\éa} und A > 0 ist zunéchst

(6. V<) = (6, (A + N2 (A + )TV (A + 072 (=4 + X))
< a4 Vel -a+ 02 A+ 020

|z <o

(2.24)

Die Behauptung ist also gezeigt, wenn die Operatornorm von
R:= (=A+ NV V_ |(—A+ )NV (2.25)

echt kleiner als Eins ist. Der Operator R heifit Rollnik-Operator oder Birman-—
Schwinger-Kern. Wir zeigen die Behauptung, indem wir sogar zeigen, dass R ein
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Hilbert-Schmidt-Operator ist und verwenden schlielich ||| R||| < || R]|,. Im Fourier-
raum lédsst sich die Hilbert—Schmidt-Norm des Kerns durch zweimaliges Anwenden
der Schwarzschen Ungleichung abschétzen.

[ 10+ €712V = )+ €7) /2

= [ )T = (e — )]+ €7 e (2.26)
< (/Wm@)”ds) (/R |VA<(£'>|2d5’) - 4\7}“{ rde = 7:;

Man sieht, dass der Term beliebig klein gemacht werden kann, wenn man « klein
oder A\ grofl genug wahlt.

Der Beweis ldsst sich fiir eine grofiere Klasse von Potentialen genauso fithren,
némlich fiir V € L3/2 4 L (R3).

Ist B selbstadjungiert und relativ formbeschrinkt mit Formschranke a < 1
beziiglich des positiven, selbstadjungierten Operators A, so gibt der KLMN-Satz der
Summe A+ B eine weitere Bedeutung neben der Operatorsumme. Es gibt Beispiele,
in denen B relativ formbeschrinkt beziiglich A ist, obwohl D(A) N D(B) = 0.
Insbesondere muss die Form £ im KLMN-Satz nicht von einem Operator oder einer
abschliessbaren Form herriithren.

BEISPIEL 2.16. Sei A = —d2 auf R und definiere S[p, 1] = 7(0)1(0) fiir ¢, €
C§°(R). Nach Sobolews Lemma gibt es fiir jedes a > 0 ein b, sodass

lellZe < aly, —¢") + bllgll3. (2.27)

Wir kénnen nun mit Hilfe des KLMN-Satzes dem Operator —d2 + § einen Sinn
geben, denn Q(—A) = HY(R) C Q(6) C L*(R)! Eine Funktion ¢ € Q(—d2) =
HY(R) C Cy(R) ist im Definitionsbereich von —d2? + § genau dann, wenn —” +
§(x)(0) € L3(R) ist, wobei die Ableitung im schwachen Sinne zu verstehen ist.
Geht beispielsweise 1(x) wie 1 + |z|/2 bei Null und ist glatt weg vom Ursprung
mit kompaktem Triiger, so ist ¢ € D(—d2 + §(z)), denn §(x)(0) wird gerade
den —é(x)1(x), der in —¢”(x) auftaucht, wegheben. Daher beinhaltet D(A + B)
Vektoren, die weder in D(A) noch in D(B) sind, fiir die es aber Ausléschungen in
At + By gibt.

SATZ 2.17. Sei A ein positiver, selbstadjungierter Operator und B selbstadjun-
giert. Dann gilt:

(i) Ist B relativ A-beschrinkt mit A-Schranke a, so ist B auch relativ formbe-
schrankt beziiglich A mit Formschranke a.
(i) B < A impliziert B << A.

Der KLMN-Satz kann verwendet werden, um Hamilton-Operatoren zu definie-
ren (iber Formen), die nicht iiber Kato—Rellichs Satz definiert werden kénnen. Der
Grund ist, dass L2 4+ L™ nicht alle physikalisch interessanten Potentiale abdeckt.
Potentiale der Form V,, = —r~® mit a < 2 erzeugen sinnvolle Quantendynamik.
Damit aber V,, € L? + L ist, muss a < 3/2 sein, weshalb wir Kato-Rellich fiir
den Parameterbereich 3/2 < o < 2 nicht verwenden kénnen. Abhilfe schafft der
KLMN-Satz.
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SATZ 2.18. Ist o < 2, so ist —r~* << —A.

BEWEIS. Sei ¢ € C§° und a > 0 beliebig. Wahle dann € > 0, sodass T% < i=
fiir alle r < e. Dann ist mit der Hardy-Ungleichung

/ M,i e / |0 ()|2d <a / |V<p($)|2dx+6ia/RS ()" dw (228

lol<e o> joi<e
< alp, —Ap) +€ (¢, ).
Da a beliebig war und H! C L% + L ist, folgt die Behauptung. O

Dies zeigt, dass man das KLMN-Theorem verwenden kann, um den Hamilton-
Operator —A — =2 fiir 3/2 < a < 2 zu definieren.

DEFINITION 2.19 (Rollnik-Potential). Eine messbare Funktion V : R?® — R
heiit Rollnik-Potential, wenn

V)|V (y
V2 _/ / V@IV 4, < 0 (2.29)
re |z —yl?

ist. Die Menge aller Rollnik-Potentiale wird mit R bezeichnet.

DEFINITION 2.20 (Rollnik Klasse). Die Rollnik Klasse R ist als die Menge aller
Aquivalenzklassen von Funktionen f definiert mit der Eigenschaft, dass es fiir jedes
e > 0 eine Zerlegung f = fr + foo mit || foo|loo < € gibt. Letztere Eigenschaft wird
als f € (L), geschrieben.

DEFINITION 2.21 (Schwache LP-Réume). Sei (M, u) ein Mafiraum, p ein o-
endliches Maf. Eine Funktion f: M — R ist schwach-L?, f € LP (M,du), wenn es
eine Konstante ¢ < oo gibt, sodass

plx: |f(z)] >t} <ct™P (2.30)
fiir alle ¢t > 0. Ist f € L, so definieren wir
1l 1= sup [P0+ | (@)] > 6}]77 (2:31)

[[I[,, ., ist keine Norm, da sie die Dreiecksungleichung nicht erfiillt. L¥, ist ,,schwécher
als LP, da L? C L und || f|

/OC p{z s |f ()] > t}P~tdt < o0.
0

Dieses Integral divergiert im schlimmsten Fall logarithmisch, wenn f € LP .

pw < ||fllp- Zudem ist f € LP genau dann, wenn

BEISPIEL 2.22. |z|~™/? als Funktion auf R™ hat MaB pu{z : |z|~"/? > t} =
cnt P, wobei ¢, das Volumen der Einheitskugel im R™ ist. Daher ist f € LP (R™, dx)
aber nicht in LY(R", dz) fir alle g.

LEMMA 2.23 (Verallgemeinerte Youngsche Ungleichung). Sind 1 < p,r, s < oo,
1/p+1/r=1+1/s, f € LP(R"), g € L1 (R"™), so ist f xg € L*(R™) und

I *glls S 1 flpllgllre- (2.32)

LeEMMA 2.24 (Hardy-Littlewood—Sobolew Ungleichung). Sei 0 < A < n, f €
LP(R™), h € L"(R™) mit 1/p—|— 1/7" + A/n =2, sowie 1 < p,r < oco. Dann ist

/ lfm — dwdy < Cp,r, A )| fllp - 1]l (2.33)
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BEWEIS. Folgt direkt aus der verallgemeinerten Youngschen Ungleichung. O

BEMERKUNG 2.25. Es stellt sich heraus, dass R ein unter der Rollnik Norm
||-|  vollstandiger Vektorraum ist. Dariiberhinaus ist mit der Sobolew Ungleichung
13/2 C R. Insbesondere ist r—® € R + L™ fiir a < 2.

Das Analogon zu Katos Satz ist Folgender.

SATZ 2.26. (i) Ist V € R+ L®(R3), so ist V << —A.
(i1) Sind Vi(x) und V;;(z) alle in R+ L*™ und

N
V=3 Vilz)+ Y Vilai — )
i i,j=1
auf R3N | so ist ebenfalls V << —A.
imon1971
BEWEIS. Siehe }'FSIIH? 1]. O

Um die notwendigen Bedingungen an das Potential zu finden, sodass —A + V
wesentlich selbstadjungiert ist, benétigt man oft LP-Abschétzungen. Diese hidngen
im Allgemeinen von der Dimension s ab. Wir geben abschlieflend ein Beispiel.

SATz 2.27. Seis > 4. Ist V € LP(R®) fir einp > 5, so ist V < —A.

BEWEIS. Ist u € D(—A), so ist
(1+&%a(g) € L*(RY).
Da p > s/2 ist, ist (14 £2)71 € LP(R?), weshalb man mit der Holder-Ungleichung
lally < N+ €)M+ )% all2 (2.34)

gilt, womit & € LY mit 1/qg =1/p+ 1/2. Mit der Hausdorff-Young-Ungleichung ist
lallg < |lul|r, wobei 1/r =1—1/q=1/2—1/pist. Da V € LP(R®), folgt mit der

Holder-Ungleichung, dass Vu € L?(R®), womit D(—A) € D(V) und
Veully < IV, lull, < IV, lall, = 1V, [[(1+ 837 A+ te?)a

,

<V, [+ )7 (1 + )], (2.35)
< [Vl 1+ €27, | £ Dl + ¢ -Awlly),
da p > s/2. Dies zeigt V <« —A. O

Dieser Satz kann sogar bis zum Grenzfall p = s/2 erweitert werden, wenn s > 5
ist. Jedoch gilt eine sogar noch stédrkere Aussage.

SaTz 2.28 (Strichartz). Sei s > 5 und V € LY?. Dann ist V relativ —A-
beschrinkt mit —A-Schranke a < c(s)||V

s .
2,W

BEWEIS. O

KOROLLAR 2.29. Sei p das Lebesgue-Maf$ auf R® mit s > 5. Ist V : R® - R
messbar und

Jim 2l [V ()] > 1} =0,

s0 ist V. < —A. Ist insbesondere V € L*/2(R*®), so ist auch hier V < —A.



12 1. DEFINITIONEN UND BEKANNTE RESULTATE

Satz 2.30. Sei V stetig und positiv nahe dem Ursprung. Ist V(x) > 432 nahe
dem Ursprung, dann ist —d2 + V(z) im Grenzpunktfall bei Null. Ist fiir ein ¢ > 0
das Potential V(z) < (3 —€) a2 nahe des Ursprungs, so ist —td2 + V(z) im
Grenzkreisfall.

BEISPIEL 2.31. Wir betrachten —A + V auf D := C§°(R™ \ {0}), wobei V
sphérisch symmetrisch sein soll. Sei D die Menge aller Funktionen aus D, die sich
als Produkt f(r)g(w) schreiben lassen (7 > 0 und w € S*~1). Dann ist D dicht in
L*(R"™), denn L*(R") = L*(R*,r"~1dr) ® L?(S"~1,dQ). Der Hamilton-Operator
wirkt dann auf Funktionen aus D durch

d?> n-1d 1
(-84 VNI = (=g = "t + VD) 10)9(6) = 5700 Bagte)
(2.36)

wobei Aq der Laplace-Beltrami-Operator auf L?(S"~!) ist. Es stellt sich heraus,
dass Aq wesentlich selbstadjungiert und negativ auf C°°(S"~!) ist [Referenz
einfiligen] und nur diskretes Punktspektrum endlicher Multiplizitdt besitzt. Die
zugehorigen Eigenfunktionen sind ebenfalls glatt. Wir nennen Ky den Eigenraum
der zum /-ten Eigenwert x«, gehort. Wir ordnen die Eigenwerte dabei absteigend an
und beginnen mit kg = 0. Dann ist

L2(RY,r"Ldr) @ LA(S"71,dQ) @LZ, (2.37)

wobei
Ly = L*(RY 7" ldr) ® K,. (2.38)

Definiert man nun Dy := DN Ly, so ist die Einschrinkung des Hamilton-Operators
auf D,
d2 n—14d 0
—-A Dy=|—-—————— id. 2.
AV D= (i - L v - e (239)
Um zu zeigen, dass —A + V auf D (und daher auch auf D) wesentlich selbstadjun-
giert ist, geniigt es also zu zeigen, dass fiir jedes ¢ der Operator

d? —-14d
n +V(r)— % (2.40)

dr? rodr

auf C§°(R*) C L2(R*, r"~1dr) wesentlich selbstadjungiert ist. Sei dazu U : L2(R*,r"~1dr) —

L?(R*,dr) der unitéire Operator U : (1) — 7("~1/2(7). Dann bildet U den Raum
C§°(R4) in sich selbst ab und es gilt

> n-1d Ke\ ;.1 d? (n—1)(n—-3) 1
U(dﬂ74w+vmﬂijﬁ(4KOﬂ+ww
(2.41)

Da alle k¢ < 0 sind, ist jeder dieser Operatoren nach obigem Satz wesentlich selbst-
adjungiert, wenn

Y

(n-1)(n-3) 1

3
i et (2.42)

Vir)+

Ist auf der anderen Seite
(n-1n—3) 1
2

C
4 2

0<V(r)+ < (2.43)
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fiir ein ¢ < %, so werden ein oder mehrere der Operatoren nicht wesentlich selbst-
adjungiert auf C§°(R™) sein.
Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:
SaTz 2.32. Sei V(r) ein stetiges, sphdrisch symmetrisches Potential auf R™ \
{0}. Erfillt V(r)
(n—1)(n-3) 1
Vi + 4 r2 T 4r
s0 ist —A + V (r) wesentlich selbstadjungiert auf C§°(R™ \ {0}). Erfillt V (r)
(-D@-31 _c
4 r2 = r2

mit ¢ < 3, so ist —A + V(r) nicht wesentlich selbstadjungiert auf C§°(R™ \ {0}).

3

> =

(2.44)

0<V(r)+ (2.45)

BEISPIEL 2.33. Sei s = 5. —A+ & ist wesentlich selbstadjungiert auf C§° (R \
{0}) genau dann, wenn o > —1,25. Zudem ist —A wesentlich selbstadjungiert auf
Cs°(R5\ {0}). Dar=2 ¢ Li,/2(R5), ist mit dem Satz von Strichartz % relativ —A-
beschréinkt. Der AbschluB von —A + & eingeschréinkt auf C§°(R5 \ {0}) enthélt
daher —A+% eingeschriinkt auf C§°(R®). Daher ist —A+-% nicht einmal wesentlich
selbstadjungiert auf C§°(R®) fiir o < —1,25.

SATZ 2.34 (Strichartz). Seis > 5 und V € LZ/Q(RS). Dann ist V' relativ —A-
beschrinkt mit —A-Schranke < ¢ ||V /3.,,-

BEWEIS. Es geniigt |V (—A +1)"1o|, < ¢ IVl /2,0 Il fiir alle ¢ € L3(R®)
zu zeigen. Da (—A+1)71p = G x ¢ ist, wobei G die Fouriertransformierte von (1 +
€2)~1 auf R® ist, brauchen wir wegen Plancherel nur Kenntnisse von Eigenschaften
von G. Da G im Unendlichen exponentiell abfillt und limsup,_,o lz|°7? |G(z)| <

00, sieht man leicht, dass p{z : |G(x)| > t} durch cyt%/5=2 fiir ein ¢ > 0 beschrinkt
ist, wobei pu das Lebesgue-Maf ist. Mit der Ungleichung

1f(g*h)lly < cpq I f1ly 0 19l 0 1Pl
! =1 und solche ¢ mit ¢=* +p~! < 1 und h € L9

fiir fe L2, ge LE, p~' +p
folgt mit p = s/2 und ¢ = 2, dass

V(G *o)lla < esllV Iy, 1G5 52,0 0l - (2.46)

[l

SATZ 2.35 (Strichartz fiir Formen). Sei s > 3, dann haben wir folgende Aussa-
gen fiir einen Multiplikationsoperatoren V auf L?(R?®):

a) Ist Ve L3, so ist

[via+1772g| < const VI, el (247)
b) Ist V € Lfﬂ/Z, so ist V' eine Form-beschrankte Storung von —A.
c) IstV e L5/2, s0 ist die relative Form-Schranke gleich Null.






KAPITEL 2

Storung von Punktspektren

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Operator Hy, der einen Eigenwert Ej
haben soll und im diskreten Spektrum liegen soll. Wir stéren dann Hy ein wenig,
indem wir Hy + SV mit || < 1 betrachten und untersuchen, welche Eigenwerte
dieser Operator in der Ndhe von Fy hat und in welcher Beziehung sie zur Storung V
stehen. Das Hauptresultat wird die Kato—Rellich-Theorie von reguléiren Stérungen
sein. Diese gibt einfache Kriterien, unter denen man beweisen kann, dass die formale
Reihe der Storungsteorie einen von Null verschiedenen Konvergenzradius hat.

DEFINITION 0.1 (Analytizitdt von operatorwertigen Funktionen). (i) Sei G C
C offen, X ein Banachraum und f : G — X eine Funktion auf diesem Ba-
nachraum. f heifit genau dann analytisch in A € G, wenn es eine Potenzreihe

(o)
D (2= N4, (0.1)
n=0

gibt, wobei A,, € X, die positiven Konvergenzracdius

oo
Je>0sodass V2 € C: |z — A <e= Z |z = A" [[An]| x < o0 (0.2a)
n=0
besitzt und

o0

Z(z - )‘)nAn = f(Z) (O2b)
n=0
gilt.
(ii) Ist f analytisch in jedem X\ € G, so nennt man f analytisch (oder holomorph)
in G.

(iii) Ist f analytisch in G und G = C, so nennt man f ganz.

DEFINITION 0.2. a) Konvergiert die Potenzreihe in der ||-|| -Norm, so ist die
Reihe stark analytisch.

b) Wenn die Funktion F(X\) := (L, f(\))x fiir alle linearen Funktionale L € X’
analytisch ist, heiflt f schwach analytisch.

In der Quantenmechanik wird der Banachraum X der Raum der linearen, be-
schrinkten Operatoren auf H sein.

1. Endlichdimensionale Stérungstheorie

Wir beginnen mit endlichdimensionalen Matrizen, da sich entartete Storungstheorie
auf diesen Fall zuriickfithren lésst. Des Weiteren tritt bereits im endlichdimensio-
nalen Fall die grofie Hiirde auf zu zeigen, dass die Theorie analytisch in § ist, wenn

15
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wir einen entarteten Eigenwert haben. Man erinnere sich in diesem Kontext an die
Jordansche Normalform.
Wir beginnen mit der Untersuchung eines elementaren Beispiels. Sei

T(ﬂ)—(é _/61> (1.1)

dann ist T(B) eine matrixwertige analytische Funktion in §. Die Eigenwerte sind
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also

As(B) = £/1+ B2 (1.2)

Wir erkennen bereits hier einige charakteristische Eigenschaften solcher matrixwer-
tiger Funktionen.

(i) Obwohl T'(B) eine auf der gesamten komplexen Ebene holomorphe (also ganze
bzw. analytische) Funktion ist, so gilt dies nicht fiir die Eigenwerte Ay (3), da
sie Singularitédten in 8 haben.

(ii) Diese Singularitéten befinden sich nicht auf der reellen Achse, wo T'(3) selbst-
adjungiert ist, sondern treten fiir nicht-reelle 8, ndmlich 5 = +i auf. Ob-
wohl es also keine Singularitdten bei physikalischen Werten gibt, so hat die
Stoérungsreihe von Ay (8) bei 8 = 0 endlichen Konvergenzradius aufgrund die-
ser komplexen Singularitéiten.

(iii) Die Zahl der Eigenwerte von T'(3) ist unabhéngig von 8 aufier an sogenannten
Ausnahmepunkten (hier S1 = +i). Fiir 8 = +i reduziert sich die Zahl der
Eigenwerte von zwei zu eins.

(iv) An diesen singuliren Punkten von g ist T(8) nicht diagonalisierbar. Nimmt
man beispielsweise die Basis bestehend aus den Vektoren (2,2¢) und (1, —i),
so ist T'(¢) in dieser Basis durch

T(i) = ( 0l > (1.3)

das heifit T'(¢) ist in einer Art Jordan-Normalform.
(v) Die analytische Fortsetzung eines Eigenwertes ist wieder ein Eigenwert.

Fiir den Rest dieser Diskussion sei T'(8) eine matrixwertige Funktion auf einem
zusammenhédngenden Gebiet R in der komplexen Ebene. Man bemerkt, dass wir
hier nicht verlangen, dass T'(/3) linear in /3 ist. Wir werden insbesondere spiter das
unendlichdimensionale, lineare, endlich entartete Stérungsproblem auf das endlich-
dimensionale, nicht notwendigerweise lineare Problem zuriickfithren. Um die Eigen-
werte von T'(() zu finden, miissen wir die sekulare Gleichung

det(T(B) = A) = (=1)" [A" + a1 (B)A" ' + -+ an(8)] =0 (1.4)

16sen. Hierzu werden wir einen Spezialfall des Satzes {iber implizite Funktionen
verwenden.

SATZ 1.1. Sei F(B,)) = A" +a1(B)AN" "1+ -+a,(B) ein Polynom n-ten Grades
in A mit fiihrendem Koeffizienten gleich Eins. Die restlichen Koeffizienten a; seien
alle analytische Funktionen in 3. Angenommen X\ = X\ ist eine einfache Nullstelle
von F(Bo, A). Dann gibt es fiir 8 nahe By genau eine einfache Nullstelle A\(B) von
F(B,\), die nahe X\ liegt. Des Weiteren ist \(8) analytisch in 8 fiir § nahe Bo.
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BEWEIS. Dies ist ein Spezialfall des Satzes iiber implizite Funktionen. Da
F (B, A) analytisch nahe (8p, \o) ist, kann man

F(Bv)‘) = Z fm(ﬁ)()‘ - )‘O)m

m=0

schreiben, wobei fo(5o) = F(Bo, Ao) = 0 und f1(Bo) = ‘g—i(ﬁo,)\o) # 0 sind, da Ag
eine einfache Nullstelle ist. Um also Losungen von F(3,A) = 0 nahe By zu finden,
muss man nur die dquivalente Gleichung

) 5By
SRR AP P 1 Ll -

m=2

losen. Da f1(Bo) # 0 ist, sind alle Koeffizienten J}Tl”'((g)) analytisch in 8 nahe 3. Um

die letzte Gleichung zu l6sen, setzen wir A(8) = Ao + > _pey ok (B8 — Bo)* an. Die ay,
sind durch obige Gleichung durch rekursives Einsetzen gegeben, z. B.

fo(B) )/ ’
o) = — 1.6a
' <f1(ﬁ) B=Bo (1.62)
und

1 fo(ﬁ))ll‘ 2.f2(Bo)
g = —— -« . 1.6b
T2 <f1 B)) ls=s0 " Fi(Bo) (1.6b)
Die erhaltenen «y ergeben somit eine eindeutige Potenzreihe fiir die Losung A(3),
die nicht-verschwindenden Konvergenzradius besitzt. (I

Bevor wir fortfahren, machen wir einen kleinen Exkurs iiber die Jordansche
Normalform, algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigenwerten.

BEMERKUNG 1.2. (1) Sei u(A) die algebraische Vielfachheit eines Eigen-
werts A\ einer n x n-Matrix 7. Dann folgt aus dem Fundamentalsatz der
Algebra, dass ), . #4(A) = n, wobei {iber alle Eigenwerte von T summiert
wird.

(2) Sei m(A) :=dim{v : TV = M} die geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts A von T'. Dann ist m(A) < p(A).

(3) Ist T selbstadjungiert, so ist m(A\) = u(A).

(4) Tm Allgemeinen ist p(A\) = dim{v : (T —A)*v = 0 fiir ein k}. Dieser Raum
heifit allgemeiner oder geometrischer Eigenraum fir .

Jede Matrix kann in Jordan’scher Normalform geschrieben werden, das heif3t

es gibt eine Basis, in der

T, 0 0 0
r—| Y 0 0 (1.7)
0 0 0
0 0 0 T
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mit
Aok 0 0
0 N Kk 0 0
0 0 X & 0
. . . 0 )\j K

und £ € {0,1}. Der geometrische Eigenraum {v : (T — \;)¥ = 0} wird durch
die p();) Basiselemente, die mit dem Jordanblock T}, assoziiert sind aufgespannt.
1(A;) besagt wie oft A; als Nullstelle des Polynoms det(T" — ;) auftaucht. Da jede
Matrix T in Jordan Normalform transformiert werden kann, ist klar, dass, wenn
man € > 0 klein genug wahlt
1
Py, == T — XA 1.9
i Y (19)
|Ai—>\|=€

die Projektion auf den geometrischen Eigenraum von A; ist.

LEMMA 1.3. Sei A = (a;5)i; mit Eintragen a;; = (i — X)d;j + 6i41,;. Dann ist
die Inverse durch

oo

a;kl = Z (=)™ (= N) "8k (1.10)

m=0

gegeben.

BEWEIS. Wir untersuchen zunéchst den Fall ¢ # k.

agja;, = Z(—l)m(u = A7 (= N6 m ok + 0it1,5654m k] (1.11a)

=D =D (= A) 6k + (D)™ (= N) 71 k) (1.11b)

— (“DFIu = )T (D= )T =0 (L
Sei nun i = k.

aija;, = Z(—l)m(ﬂ =) (= N6 m ok + 0it1,5054m k] (1.12a)
J,m
=) =D = N i A (D)™ (= AT T 61 m] (1.12b)

1 i _
- irm =0 =1 (1.12¢)
—1 ffm=—1abermeNg

O

KOROLLAR 1.4. Sei T(B) eine matrizwertige analytische Funktion in 8 nahe
Bo und sei Ao ein einfacher Eigenwert von T(Bg). Dann gilt:

(i) Fiir 8 nahe By hat T(B) genau einen Eigenwert Ao(3) nahe Ag.
(i) Ao(B) ist ebenfalls ein einfacher Figenwert fir 8 nahe Bo.
(iii) Mo(B) ist analytisch in 8 nahe Py.
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Hat man es nun mit entarteten Eigenwerten zu tun, verwendet man folgenden
allgemeineren Satz.

SaTz 1.5. Sei F(B,\) = A" + a1(B)N""! + -+ + a,(B) ein Polynom n-ten
Grades in X mit fiihrendem Koeffizienten gleich Fins. Die restlichen Koeffizienten
a; seien alle analytische Funktionen in 3. Angenommen A = Xy sei eine m-fache
Nullstelle von F(Bo, \). Dann gibt es fiir 8 nahe Sy genau m Nullstellen (Multipli-
zitdt eingerechnet) von F(B,\) in der Nihe von \g. Diese Nullstellen sind Zweige
einer oder mehrerer mengenwertiger analytischer Funktionen (Funktionen, die ein
Element auf mehrere Elemente in der Zielmenge abbilden), die im schlimmsten Fall
algebraische Zweigstellen bei Sy haben. Genauer gesagt gibt es also p1, ..., pr € N mit
Zle p; = m und mengenwertige, analytische Funktionen \;(8) (i = 1,...,k), die
nicht unbedingt verschieden voneinander sind. Diese lassen sich als Puiseuz-Rethe

Mi(B) = Ao+ D ol (B — o)/ (1.13)

j=1

darstellen. Daher sind die m Nullstellen nahe Ao durch die p1 Werte von A1, ps2
Werte von Ao, etc. gegeben.

KOROLLAR 1.6. Sei T'(B) eine matrizwertige, analytische Funktion in B na-
he Bo. Sei Ao ein Eigenwert von T(By) mit algebraischer Multiplizitit m. Dann
hat T'(B) fiir 8 nahe By genau m Figenwerte (Multiplizitit eingerechnet) nahe Ag.
Diese Eigenwerte sind Zweige einer oder mehrerer mengenwertiger Funktionen, die
analytisch nahe By sind und im schlimmsten Fall algebraische Singularitdten bei
Bo haben. Genauer gesagt gibt es also py,....,pr € N mit Zle p;i = m und die
FEigenwerte \;(8) (7 =1,...,k) sind p;-fach entartet und analytisch nahe By.

Sind A und B selbstadjungiert, so sind die gestsorten Eigenwerte von A + B
analytisch bei 8 = 0, auch wenn A entartete Eigenwerte hat. Rellichs Satz besagt
nun, dass die im Korollar angesprochenen Zweigstellen lediglich fiir nicht-reelle 3
auftreten. Wir erinnern uns an das eingangs diskutierte Beispiel, wo die Zweigstellen
bei f = +i aufgetreten sind.

SATZ 1.7 (Rellich). SeiT(8) eine matrizwertige analytische Funktion auf einem
Gebiet R mit RNR # 0. Sei zudem T(B) selbstadjungiert fiir reelle § € R. Sei
weiterhin \g ein Eigenwert von T'(8y) mit Multiplizitit m. Ist By € RNR, so gibt
es p < m voneinander verschiedene tbliche (also keine mengenwertige) Funktionen
Ai(B) (t=1,...,p), die analytisch nahe By sind. Dies sind alle Eigenwerte, die von
Ao herrihren.

BEWwEIS. Wir betrachten eine der Funktionen \;(8) = A(8) mit p; = p aus
dem vorherigen Satz. Gemé&fl der allgemeinen Situation lassen sich die gestorten
Eigenwerte als

A(B) = Ao+ Z%‘(ﬁ — Bo)i’® (1.14)

schreiben. Als Niichstes verwenden wir, dass jeder Zweig A\() wieder ein Eigen-
wert nahe \g = A(fBp) ist und fiir 5 € R nahe 8y € R ebenfalls reell sein muss.
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Insbesondere miissen daher sowohl der Koeffizient

= 5 (1.15)

als auch

eiw/pal = lim |/\(B) — A0|

8780 |8 — fol'? )

reell sein. Ist also p # 1, so ist a; = 0. Iteriert man dieses Argument, erhélt man,
dass ay = 0 ist, wenn k/p keine ganze Zahl ist. Somit ist A(8) analytisch bei Sy,
da sich dann \(8) als Laurent-Reihe schreiben lisst. Dies zeigt insbesondere, dass
es keine Zweigstellen gibt. O

Wir wollen nun den Spezialfall H(8) = Hp + SV untersuchen. Sei dazu Ejy
ein nicht-entarteter Eigenwert von Hy. Dann wissen wir nach obigem Satz, dass es
fiir kleine 8 der Operator H(3) genau einen Eigenwert E(/3) nahe Ej besitzt und
dieser analytisch in 3 ist. Die zugehorigen Koeffizienten der Laurent-Reihe von E(f)
heiflen Rayleigh—Schridinger Koeffizienten und die Laurent-Reihe heif3t in diesem
Fall Rayleigh—Schridinger Reihe.

Wir beschranken uns von nun an auf den einfacheren Fall, dass Hy selbst-
adjungiert ist. Wir betrachten nun eine Kreisscheibe vom Radius € um FEy, sodass
E(B) = E der einzige Eigenwert von H(f3) ist, der darin enthalten ist. Die Projekti-
on P(B) auf E(pB) ist dann geméf dem Funktionalkalkiil durch die Riesz-Projektion

1

P(B) = 5 }{ (Ho+ BV — E)"1dE (1.17)

IngElie
gegeben. Wir wiederholen noch einmals, dass jede Matrix in Jordan Normalform
gebracht werden kann, wodurch wir die Projektion auf einen Eigenwert im Falle
von Matrizen, einfach bestimmen kénnen.

LEMMA 1.8. Gegeben sei eine endlichdimensionale Matriz A = (a;;)i; in Jor-
dan Normalform und Ay sei ein beliebiger Eign wert von A. Sei € > 0 so klein,
dass \1 der einzige Eigenwert von A in einer Kreisscheibe vom Radius € um A1 ist.
Dann ist durch

P.= —% 7{ (A—XN)"tdx (1.18)
[A—A1|=e
eine Projektion definiert, die auf den geometrischen Figenraum
{v:3k > 0 sodass (A — \1)Fv = 0} (1.19)
projeziert. (Diese n geben also die Entartung py und gy + N von Ay ).

BEWEIS. Wir erinnern uns zunéchst an Cauchys Integralsatz, welcher fiir ein
Gebiet R C C besagt, dass

1 d Suq fall R
L Z{ 1 falls 20 €A (1.20)

2ri J (2 — 2z0)"
OR

wobei OR der Rand von R ist.

0 sonst
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In Jordan Normalform hat A beziiglich der Standardbasis die Form
A1

1 X Ji
— I

Jk
Ak

1 A
(1.21)
wobei wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass & voneinander
verschiedene Eigenwerte mit Multiplizitdten u, (¢ = 1,...,k) hat. Die J; werden
Jordan Blicke genannt. Wir definieren zusétzlich ¢ := Eif:l L.
Die Eigenwerte von A sind isolierte Punkte, das heif3t fiir alle j = 1,..., k gibt
es eine offene Umgebung U; von A\; mit A\; € U; und U; N U, = @ fiir alle j # L.
Ohne Beschrankung wihlen wir diese Umgebungen als Kreisscheiben um A; mit
Radii €;. Sei A; ein solcher Eigenwert und

Ur={AeC: A= \|<¢} (1.22)
seine Umgebung und v; ein dazugehoriger Eigenvektor. Dann gilt:
(A—=XNv1 = (A —Nuy (1.23a)
q—1 ¢
(A== (=DM = NGy v (1.23Db)
m=0 j=1

Sei p = Zle «;v; ein allgemeiner Vektor, wobei v; ein beliebiger Eigenvektor des i-
ten Jordan-Blocks ist. Zusétzlich definiert man die pq x p11-Matrix Ny = Jy —Aid,,
als die nilpotente Matrix von Ji, das heifit Ni"* = 0. Wir zerlegen zudem jeden
Eigenvektor in der Standardbasis {é,}7_;:
Zj{:1 He
v; = > Bué, €T, (1.24)
vi=34 1 el

wobei pg = 0. Dann ist

Py = Zal—%A )" todA

oU,
k Ze 1 He
T o Z Z @ j{ [()‘1 - )‘)_1 + O((\i — A)_Q)]/BViéVid)\ = o

- VL_Zz 1H2+1 oUq
(1.25)

Man sieht also, dass P auf einen Vektor projeziert, der nur im Unterraum von Jy
lebt. Wegen Cauchys Satz ist klar, dass P ein Projektor ist, da er lediglich die Werte
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0 oder 1 annehmen kann, je nachdem, auf welchen Eigenvektor er wirkt. Betrachten
wir die Matrix

Ny
Jo — Aiid,
A= \jid, = . (1.26)
Ji — Aidy,
und den Eigenvektor von J;
V1,1
0
n=| . |, (1.27)
0
wobei vy; = 2511:1 B, €y, , dann ist klar, dass
(A — X\idg)* vy =0 und (1.28a)
(A - Alidq)ul+m1)1 =0 (128b)
(m € Np), da Nf*™™ = 0 und der Rest der Matrix auf lediglich auf einen Nullvektor
wirkt. 0

Wir werden spiiter zeigen, dass die Resolvente (Hy + SV — E)_1 analytisch in
B nahe 8 = 0 ist, womit dann auch die Projektion P(3) analytisch in 8 nahe 8 =0
ist.

Wir untersuchen abschliessend die Rayleigh-Schrodinger Reihe etwas genauer.
Sei dazu 2 ein ungestorter Eigenvektor, so ist P(8)Qy # 0 fiir 8 nahe 0, da
P(B)Q — Qo fiir 5 — 0. Da P(8)Q ein unnormierter Eigenvektor von H(j3) ist,
ist
(Q0, H(B)P(B)S20) (Q0, VP(B)S2)

(€20, P(53)S20) (Q0, P(B))

Um also die Entwicklung von E(8) aufzuschreiben, miissen wir die Entwicklung
der gestorten Projektion P(8) kennen. Hierfiir brauchen wir die Entwicklung der
Resolventen (Hy + SV — E)~ !, welche eine geometrische Reihe ist:

(Ho+ BV = B)~! =(Ho — E)™ = B(Ho — E)"'V(Ho = E)™" + -+

E(B) = =FEo+f (1.29)

nan -1 —11n (130)
+(=1)"B"(Ho — E) [V(Ho— E) "+
Die Rayleigh-Schrédinger Reihe fiir F(3) ist daher
Z eN anﬁn
E(f)=FEy+pB="—— 1.31
(3) = Bo+ gty (131)
mit den Koeffizienten
(_1)n+1 —11n+1
ap, = omi (Qo,[V(Ho — E)" " )dE, (1.32a)
IE—E()‘:E
(_1)n+1 -1 —11n
b, = o (Qo,(Hy — E)"'[V(Hy — E)""|")dE. (1.32b)
|E—Eo|=¢

Die schwierigste Aufgabe besteht also darin die Rayleigh-Schrodinger Koeffizienten
zu bestimmen. Wir bestimmen im Folgenden E(f3) bis zur Ordnung 8*. Da H,
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selbstadjungiert ist, wihlen eine Basis von Eigenvektoren Q; (j = 0,...,n — 1),
sodass Ho$Y; = E;Q;. Weiter definieren wir V;; := (Q;, V).

1 1
bo= —— Qo, (Ho — E) ™' Q0)dE = —=— By~ E)"ldE =1
0 9 j{ (Qo, (Ho — E)™ Q) i j{ (Eo — B)
|E—Eol|=e¢ | B—Eo|=e
(1.33a)
b= L 7{ Voo(Eo — E)2dE = 0
1= 5 00(L£0 = (1.33b)
|E7E0‘:6
1 -2 S -
by= -5 jé (Eo — E) §;<E — B)" VoiViod B (1.33¢)
|E—Eqo|=¢ =

Der i = 0-Term in der letzten Summe hat eine besondere Bedeutung gegeniiber den
anderen Summanden, da er nach Cauchys Integralsatz verschwindet.

1
— Ey—E)3dE =0 1.34
2mi f{ (Eo — E) , (1.34)
|E—Eo|=€
wohingegen
1
5 f (Eo — E) *(E; — E)""dE = (E; — Ey) 2. (1.35)
IE—E()l:E
Dabher ist
b2 = - Z(El — E0)72V0i‘/io~ (136)
i#0

In derselben Manier erhélt man die restlichen Koeffizienten.

bs = Z [(EZ B EO)il(Ej = Fo)* + (Ei - Eo)iz(Ej - Eo)fl] VoiVijVio

i#0%]
— > (Ei — Eo)"*VaiVioVao
i#0
(1.37a)
ag = VQ() (137b)
ay =— Y (Ei — Eo)”"VoiVio (1.37c)

i#£0

az = Z (E; — Eo) ' (Bi — Eo)™"VoiVisVio — QZ(Ez — Eo) " *VoiVio Voo
i#04£] 0
(1.37d)
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az = — Z (E; — Eo) " Y(Ej — Eo) (Ex — Eo) ™ "VaoiVi; Vir. Vo
i#£07£5,k£0
+2 Y [(Bi— Eo)™' + (E; — Eo) > + (Ej — Eo) " (Ei — Eo) %] VaoVoiVi; Vo
i£0#]
+2 Z (E; — Eo)"%(Ej — Eo) "VoiVioVo; Vjo
i£04]
—3> (Ei — Eo)"*VoiVio Voo
i#0
(1.37¢)
Schreibt man E(83) = Eo + ), cy @nf", so sind die Koeffizienten durch
a; =ap = Voo (1.38a)
ay =a; = — Z(Ez — Eo)""WVoiVio (1.38b)

i#£0

o3 = az — baag = Z (E; — Eo) " N(E; — Eo) ™ "VoiVi; Vio — Z(Ez — Eo)"*VoiVio Voo

i£025 i#0
(1.38¢)
ay —as — bgao — b2a1
=- Z (E; — Eo) " (E; — Eo) " (Ex — Eo) " VoiVi; Vik Vo
i£04£5,k#0
+ Z [(Ei — Eo) ™' + (Ej — Eo) > + (Ej — Eo) ' (E; — Eo) %] VooVaiVi; Vio
1#0#]
+ Z (E; — Eo)*(Ej — Eo)™"VoiVioVo; Vjo
i#04]
- 3Z(Ei — Eo) Vi Vio Voo
i£0
+ Z(Ez — Eo) " *VoiVio Vo
20
(1.384)

bestimmt. Aus diesen aufwendigen Rechnungen kénnen wir diverse Schliisse ziehen.

(i) Der n-te Rayleigh-Schrédinger Koeffizient ist deutlich komplizierter als der
fiihrende Term
n—1
(_1)n+1 Z H (ElJ - EO)_lvb,il Vviliz T V;n7107 (139)
1190,i27#0,...,in_17£0 j=1
den man aus Quantenmechanikbiichern kennt.

(ii) Der Nenner von % macht die Entwicklung nicht komplizierter, son-
dern eliminiert Terrﬁe, die bereits im Zihler auftauchen. Man erinnere sich
hierbei beispielsweise an die Storungsreihe aus der Quantenelektrodynamik,
bei der nicht-zusammenhéngende Feynman-Diagramme durch den Nenner eli-
miniert werden.
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Wir schlieflen den Abschnitt iiber endlichdimensionale Stérungstheorie mit fol-
gendem Resultat.

Satz 1.9. Sei T(3) eine matrizwertige analytische Funktion in 8 und Qg ein
nicht-entarteter Eigenvektor von Ty = T'(0), der Todo = Eody erfillt. Dann gibt
es fiir B nahe B =0 eine vektorwertige analytische Funktion Q(B), die T(8)Q(SB) =
E(B)QP) erfillt, wobei E(B) der Eigenwert von T(f) nahe Ey ist.

Dariiberhinaus ist T(B) selbstadjungiert fir 8 € R und Q(B8) kann in diesem
Fall auf Fins normiert werden.

BEWEIS. Betrachte den Vektor

WO =—5r P (@O - E)0E = PO (1.40)

271,
IE—E()‘:S

Dann ist ¥ (8) analytisch und, wegen der Projektion, ein Eigenvektor von T(B).
Da 9(B8) — Qg fiir 8 — 0, ist der Uberlapp (Q0,¥(8)) # 0 fiir kleine 8. Definiert

man Q(8) := %, so ist Q(B) auf Eins normiert, wenn T(8) fiir § € R
05
selbstadjungiert ist, da dann (Q,1(3)) = (Q, P(8)Q0) = || (8)]*. O

Mit diesem Resultat ist es moglich analytische Eigenvektoren im Falle von
Rellichs Satz zu konstruieren.

2. Regulire Storungstheorie

Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird sein, dass unter sehr allgemeinen
Umsténden die Rayleigh-Schrodinger Reihe fiir Stérungen durch unbeschrinkte
Operatoren in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum einen nicht-verschwin-
denden Konvergenzradius besitzt. Dieses Resultat ldsst sich beispielsweise auf den
Operator H(B) = —A + BV auf R3, wobei V € L?(R) und 8 € R* sind, anwen-
den. Wir werden spéter sehen, dass oess(H(8)) = [0,00) und inf o (H(B)) = E(p)
eine monoton fallende Funktion von S ist. Ist insbesondere V' in einem Gebiet von
R3 negativ, so wird sich herausstellen, dass E(f8) < 0 fiir hinreichend grofles 3
und somit ein Eigenwert von H () ist. Die natiirliche Frage lautet, ob die Grund-
zustandsenergie E(f) analytisch in § (zumindest in einem Intervall von (S, 00))
ist.

Dieser Abschnitt ist in vier Teile unterteilt. Wir werden zunéchst das diskrete
Spektrum von nicht notwendigerweise selbstadjungierten Operatoren diskutieren.
Im Anschluss zeigen wir die Analytizitét von diskreten, nicht-entarteten Eigenwer-
ten fiir ,analytische Familien von Operatoren“. Wir werden dann zwei einfache
Kriterien (Typ A und Typ B) geben, sodass Hy + SV eine analytische Familie von
Operatoren ist. Schliefflich werden wir kurz die Stérungstheorie entarteter Eigen-
werte erortern.

2.1. Diskretes Spektrum.

SATZ 2.1 (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei A : D(A) — H selbst-
adjungiert. Die folgenden Eigenschaften (i), ..., (4i) bzw. (iv) sind jeweils dquivalent.
a) (i) Neo(A)

(#i) Ea((A—¢,A+€)) #0 fir alle e >0
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(iii) Es gibt eine Folge (pn)nen € D(A) mit v, - 0 und (A — N)p, — 0
(iv) (A —2)"t € o((A—2)71) fiir ein/alle z € p(A)

b) (i) X ist Eigenwert von A
(ii) Es gibt eine Cauchyfolge (¢n)nen € D(A) mit @, - 0 und (A—N)p, — 0
(iii) Ea(X\ A=) #0, das heifit A ist eine Sprungstelle

c) (i) A€ gess(A4)
(ii) Ea((A — €, X+ ¢€)) ist unendlichdimensional (Abkiirzgung fiir Ran(E) ist
unendlichdimensional) fir alle e > 0
(iii) Es gibt eine Folge (¢n)nen C D(A) mit o, = 0, @, — 0 und (A— N, —
0
(iv) X\ ist ein Eigenwert unendlicher Multiplizitit
(v) X ist ein Hiufungspunkt des Spektrums

d) (i) A€ 0aisc(A)

(ii) X ist ein isolierter Punkt von o(A), das heifst fiir beliebiges € > 0 ist (A —
eEAt+e)No(A) ={A}

(iii) X ist ein Figenwert endlicher Multiplizitit, das heifst der Raum {1 : Ay =
M} ist endlichdimensional

(iv) Es gibt eine Folge (¢n)nen € D(A) mit v, - 0 und (A — N, — 0 und
jede Folge dieser Art enthdlt eine konvergente Teilfolge.

(v) Sei e >0, dann ist Eo((A — €, A+ €)) endlichdimensional. Auferdem gibt
es ein besonderes €y, sodass EA((A — g, A+ €9)) = Ea((A\ ).

e) In allen Fillen a) bis d) gilt:
(A) Ist D ein determinierender Bereich von A, so kann die Folge (on)nen aus
D gewdihlt werden.
(B) Ist (pn)nen die Folge aus dem jeweiligen Fall und 6 > 0, so hat auch die
Folge 1y, := Ea(A — 6, \+ §) @y, die gewiinschte Eigenschaft.

. cedSimonl1972Weidmann2003
BEWEIS. Siehe [RS72] und [Wei03], Satz 8.24]. O

BEMERKUNG 2.2. 0¢ss(A) ist immer abgeschlossen. Dies trifft fiir o4;s.(A) im
Allgemeinen nicht zu.

Bei der Charakterisierung des diskreten Spektrums allgemeiner Operatoren soll-
ten wir in jedem Fall die Eigenschaft der Isoliertheit beibehalten. Die Spektralpro-
jektion wird durch die Projektion

L ]{ (T — X))~ tdA

271
[A=Xj|=e

auf das Element \; ersetzt.

SATZ 2.3 (Diskretes Spektrum abgeschlossener Operatoren). Sei A ein abgeschlos-
sener Operator und A € o(A) ein isolierter Punkt. Sei € > 0 so klein, dass {p :
lu— Al < e} No(A) ={A}. Dann gilt:

(i) Fir beliebiges 0 < r < € ezistiert

Pimpr f (A=) (2.1)

211
|[p=A|=r
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und ist von r unabhdngig.
(i) Py ist eine (nicht notwendigerweise orthogonale!) Projektion, das heifit Py =
P2,

(iii) Sei Gy = Ran(Py) und F\ = Ker(Py), dann ist Gy + Fx =H und Gy N F) =
{0}, wobei die Riume nicht notwendigerweise orthogonal aufeinander sind.
Dariiberhinaus lisst A die Rdume Gy und F invariant im folgenden Sinne:
a) Gy CD(A) und AGy) C Gy
b) Fx N'D(A) ist dicht in Fy und A[F\ ND(A)] C Fj.

(iv) Sei ¢ € Gy. Ist Gy endlichdimensional, dann gibt es ng € N, sodass (A —
A"y = 0 fir alle natiirlichen Zahlen n > ng. Im schlimmsten Fall ist ng >
dim(Gy). Py projeziert also auf den geometrischen Eigenraum von A.

(v) A o(A] Fy).

BEMERKUNG 2.4. Sei F ein lineares Funktional auf L(#), dann definiert das
innere Produkt

1

(F,P\)L(n) = ~3

§ R0 (2.2)

|[n—Al=e

die Projektion Py eindeutig. Man erinnere sich hierbei an den Rieszschen Darstel-
lungssatz.

BEWwEIS. Wir lassen lediglich den Beweis der dritten Aussage aus.

(i) Wir wissen bereits, dass (A—pu)~! analytisch auf p(A) ist. Das Konturintegral
existiert daher als Banachraumwertiges Riemannintegral und ist nach Cauchys
Integralsatz von r unabhéngig.

(ii) Sei r < R < €. Dann folgt aus der Resolventengleichung, dass

(27:1_)2 (A—p) YA =) tdpdr

|[u=Al=r |[v=A|=R

(27;')2 f j{ (v =) (A =v)"t = (A= p)~Hdudv

lu=X|=r [lv=X|=R

1 v(A—v)t v—p) !
| P a0 f dse-w s

=M= ln=X=r
- - we-
[p—X]=r [lv—=A|=R
1 . _
:W ]{ dv(A —v)™t 0 — (2mi) % du(A—p)~'| = Py.
[lv=A|=R lu—Al=r

i eedSimonl1978
(iii) Siehe [RSTSJ.
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(iv) Sei 9 € G und insbesondere Ay = vip. Dann ist

__ b _ -1 _ -1 Y fallsv=A
Pw=—on ?{ (A—p) wdp = =55 }'{ v =n wd“_{o falls v # A

lp=Al=r lp=Al=r
(2.4)

Daaber ¢ ¢ F) ist, kann P\t nicht Null sein. Somit ist A der einzige Eigenwert
des Operators C' = A | Gy. Ist G endlichdimensional, so hat die Jordan
Normalform von C nur As auf der Diagonale ein ein paar Einser oberhalb der
Diagonalen. Daraus folgt, dass (C' — X\)3™(Ex) = 0 ist, woraus (A — \)" = 0
fiir n > dim(G,) fiir alle ¢ € G folgt.

(v) SchlieBlich zeigen wir, dass A ¢ o(A [ F)) ist. Sei dazu B = A | F und

Rim =g 0= A-w e (2.5)

211
|[p—=Al=r

Mit einer analogen Rechnung wie im zweiten Teil findet man, dass
R)\P\ = P\R) (2.6a)
und
(A= XNRy=Ryx(A—X)=1-Py. (2.6b)

Die letzte Gleichung ist als Operatorgleichung auf D(A) zu verstehen. Daraus
folgt, dass Ry den Raum F) in sich selbst abbildet, denn fiir ¢ € F) ist

RyPré = PxRy¢ = 0. (2.7)

Damit und obiger Operatorgleichung auf D(A) ist aber (B — ARy = Rx(B —
A) =id | Fy, womit (B — M)y # 0 fiir alle ¢ € F).

O
Wir kénnen damit das diskrete Spektrum definieren.

DEFINITION 2.5 (Diskretes Spektrum). A € o(A) heifit diskret, wenn A ein
isolierter Punkt und Py endlichdimensional ist.

Man nennt A einen nicht-entarteten Eigenwert von A, wenn Py eindimensional
ist.

Wenn man dies mit der Definition des diskreten Spektrums im Falle selbstad-
jungierter Operatoren vergleicht, sieht man, dass diese iibereinstimmen. Wir be-
merken weiterhin, dass alle ¢ € Ran(Py) die Eigenwertgleichung Ay = A\ erfiillen.
Wir schlieflen die Diskussion {iber das diskrete Spektrum mit folgender Umkehrung.

SATZ 2.6. Sei A ein Operator und {p: |p— A =1} C p(A). Dann ist

PO =5 f (A=)

2mi
[p=Al=r
eine Projektion. Ist n := dim(Ran(P)) < oo, dann hat A hichstens n Elemente
aus seinem Spektrum in {p : | — A < r}. Dariberhinaus sind all diese Elemente
diskrete Figenwerte. Ist n =1, so gibt es genau einen Punkt aus dem Spektrum in
{p | — A <r} und dieser ist nicht entartet.
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BEWEIS. Obiger Beweis verrdt uns bereits, dass P eine Projektion, und G =
Ran(P) und F' = Ker(P) abgeschlossene, komplementére, invariante Unterrdume
sind. Definiert man nun A; = A [ G und As = A | F, so folgt wieder aus obigem
Beweis, dass v ¢ o(As), wenn |v — A| < r ist. Daher existiert (A — v)~! fiir solche
v nur, wenn (A; —v) 7! existiert.

Ist G endlichdimensional, so hat A; Eigenwerte vy,...,vx (kK < n), sodass
o(A1) N{v : |[v—A] < r} eine endliche Menge ist. Sei nun P, die Projektion
aus obigem Satz. Ist v € {u : |\ — p| < r}, dann ist P,P = PP, = P,, woraus
Ran(P,) C Ran(P) folgt. Daher ist jeder Punkt aus {v : |[v — A| < r} ebenfalls
diskret. O

3. Lokalisierung von diskretem Spektrum

Im Folgenden untersuchen wir Stérungen des Spektrums von kompakten Ope-
ratoren. In der Quantenmechanik ist der Birman—Schwinger-Operator ein Parade-
beispiel, fiir den die Theoreme hier i teressant sein konnten. Wir beginnen mit
klassischer Storungstheorie nach Kato [Kat66] und yerden dann dann eine Yerall-

eden
gemeinerung des Satzes von F&lﬁ@%y&gé%@gmop S’lESQBfS’lES%JTﬁERpﬁtﬁn
(siehe auch Dyatlov—Zworski , Anhang C.4

Die Ergebnisse in diesem Abschnitt werden von folgender Form sein. Ange-
nommen, {\; };”:1 ist eine Folge von Eigenwerten eines gegebenen Operators A, der
von einer Kurve T' (in der komplezen Ebene) umkreist wird und B ist eine ,klei-
ne Storung “ von A. Dann hat A+ B ebenfalls genau m Eigenwerte innerhalb der

Kurve I'.

3.1. Klassische Storungstheorie von di gg}gn%ggpektrum. Wir folgen
%}é@g ,dex vereinfachten Darstellung von Algazin [[ATg83] Theorem 1.1], der Kato
Kat76al, Abschnitte IV.3.4-5] zitiert. Wir erinnern daran, dass der Spektralradius
Spr(A) fiir einen abgeschlossenen, beschrinkten Operator A durch

— 1; n|l/n
Spr(4) == lim_[[4"]
definiert ist. Falls A rein diskretes Spektrum o(A) = {\;},;en C C hat, dann ist
Spr(A) = max{[A;[}jen -
Im Allgemeinen gilt lediglich die Schranke
Spr(A) < 4] (3.1)
mit Gleichheit, wenn beispielsweise A normal ist, sprich, wenn D(A) = D(A*) und
[l Al| = [ A9l fitr alle ¢ € D(A)[]

SATZ 3.1. Sei T : D(T) — B ein abgeschlossener Operator in einem Banach-
raum B und sei S ein beschrinkter Operator. Sei weiter I' eine rektifizierbare Kurve
(oder eine endliche Menge von paarweise nicht-schneidenden Kurven dieser Art) in
der komplexen Ebene, die m Eigenwerte von T umkreist. (Die Eigenwerte werden
gemdf$ ihrer algebraischen Vielfachheit gezihlt.) Angenommen, es gilt

SlépF)Spr((T —2) NS —-2)—-1)<1. (3.2)

1Dies ist dquivalent zur Forderung, dass A mit seinem Adjungierten A* kommutiert, also

AA* = A* A ist.

’ eq:boundspecradius

’ eq:condalgazin
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Dann gibt es genau m FEigenwerte des Operators S innerhalb der Kurve I', wobei
die Figenwerte wieder gemdfs ihrer algebraischen Vielfachheit gezihlt werden.

Wir machen einige elementare aber wichtige Beobachtungen zu diesem Satz.
-boundspecradius -condalgazin
BEMERKUNGEN 3.2. (1) Wegen ann die Bedingung urc

sup (T —2)" (S —2)—1] <1 (3.3) ’eq:condalgazinalt

zel

ersetzt weden. Falls auch 7" beschrénkt ist, gelten 1"
(T —2)7H-IT =S| <1 firallezel

(2) Falls z € p(T) und Spr((T — 2)~*(S — 2) — 1) < 1, dann ist auch z € p(S).

(3) Wenn wir zusitzlich annehmen, dass T beschriinkt ist, konnen die Rollen
von T und S vertauscht werden. t01976

(4) Der Beweis kann auch in leicht abgewandelter Form in Kato [Kat76al
Abschnitt I1I-1.4] gefunden werden.

Fiir den Beweis erinnern wir an das folgende

LEMMA 3.3. Sei B ein Banachraum und P(t) : B — B eine Projektion, die
stetig von einem Parameter t, welcher ein (zusammenhingendes) Gebiet in R oder
C durchliuft, abhingt. Dann sind die Bilder P(t)B fiir unterschiedliche t isomorph
zueinander. Insbesondere ist dim(P(t)B) = dim(ran(P(t)) konstant.

at01976
EWEIS, Siehe Kato H(Kaf 76al, Abschnitt I-4.6, Lemma 4.10] oder Reed—Simon
Weed imon1978 0

2]

1razi
BEWEIS VON SATZ Eﬁﬁgﬁr k€ Csei T(k)=T+rTW, wobei T = § —T.
Fiir z € p(T) gilt dann
T(k) —z= (T —2)(1 + w(T — 2)7tTW).
Offensichtlich ist
(T —2)7'TH = (T —2)"1(S—2) -1
beschrankt, weshalb wir
-1
ro 1= {sup Spr (T —2)""(S —z) — 1)]
zell

-condalgazin
definieren kénnen. Wegen Annahme E;?) 1st rg > I. Wir fithren nun eine Neumann-
Reihenentwicklung durch. Fiir |k| < rg erhalten wir zunéchst

(T(k) —2)" ' = (T —2)" ' + Z Kk R (=), (3.4) ’ eq:algazinneumann
k=1

wobei
RW(z) := (=1)F((T = 2) H(S=T)HT —2)7".

Dies zeigt z € p(T'(k)) und, dasy Qﬂ&ﬁﬁ[l durch die gleichméfig in 2 € I' . .
konvergente Neumann-Reihe 1@?} éargesfellf werden kann (wegen Annahme 1@2 ).

Da die Koeffizienten der Reihe beschréinkt sind, ist auch (T'(k) — z)~1 beschrinkt
und auf ganz B definiert. Integriert man nun erm 1ur Lerm, folgt, dass die
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Eigenprojektion P(x) des Operators T'(x) durch die entsprechende Reihe definiert
ist, die fiir |x| < ¢ konvergiert, ndmlich

1 o0
P(k)=—=— ¢ (T(rk) —2) " 'dz=P kp(k)
(0) = g ST ) =2 de = P 3o,
wobei
1 1
P = ——_%R(k)(z) dz, wnd P:=—— ¢ (T —2)"'dz.
211 T 211 T

Insbesondere ist ersichtlich, dass P(k) stetig in  ist, weshalb es nach vorigem
Lemma genau m Eigenwerte A1(k),..., \m(k) von T(k) innerhalb T fiir |k| < 7o
gibt. Da aber r¢ > 1 ist, folgt die Behauptung fiir x = 1. (|

3.2. Verallgemeinerte Rouché-Theoreme. Wir wiederholen zunéchst ei-
nige Tatsachen aus der Funktionentheorie.

DEFINITION 3.4. Eine Funktion f auf einer offenen Menge (2 heifit genau dann
meromorph, wenn es eine Folge von Punkten {2z, 21, ...}, die keinen Hiufungspunkt
in  hat, sodass

(1) die Funktion f holomorph in Q\ {29, 21, ...} und
(2) f Pole an den Punkten {zo, 21, ...} hat.

SaTz 3.5 (Argumentenprinzip). Sei f meromorph in einer offenen Menge, die
einen Kreis I' und sein Inneres enthdhlt. Sei Zy die Zahl der Nullstellen und Py
die Zahl der Pole von f im Inneren von I'. Wenn f weder Pole noch Nullstellen
auf I' hat, dann gilt

1 [ f(z)

fopf:% . f(Z) dZ7 (35)

wobei die Nullstellen und Pole gemaf ihrer Vielfachheit gezdhlt werden.

Dieser Satz lidsst sich einfach fiir Kurven I' verallgemeinern, die homotop zu
einem Punkt sind (z.B. Dreiecke, Rechtecke, Schliissellochkonturen,...).

. . . [SteinShakarchi2003C
s BEWELS. Siehe Stein-Shakarchi [SS03 Theorem 4.1] oder Marsden-Hoffman
REHE 7 Abschmitt 6.2, Theorem 6]. O

Aus dem Argumentenprinzip lidsst sich Rouchés Satz ableiten, der im Wesent-
lichen ein Stetigkeitsaussage ist. Sie besagt, dass die Zahl der Nullstellen einer
holomorphen Funktion nicht gedndert wird, wenn sie nur ,leicht gestort“ wird.

SATZ 3.6 (Rouché-Theorem 1). Angenommen f und g sind holomorph in einer
offenen Menge, die einen Kreis I' und sein Inneres enthdlt. Falls f und g keine
Nullstellen auf I haben und

lg(2)| < |f(2)| fir alle z €T,

dann haben f und f + g gleich viele Nullstellen im Inneren des Kreises I', sprich
Zy = Zfig. Wie oben werden die Zahl der Nullstellen gemdfs ihrer Vielfachheit
gezahlt.

Lisst man zu, dass f und g auch (einfache) Pole haben kénnen, kann man
folgende Verallgemeinerung zeigen. (In der Formulierung unten wurde g durch g— f
ersetzt.)

’ eq:argumentprinciple
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Satz 3.7 (Rouché-Theorem 2). Angenommen f und g sind meromorph in ei-
ner offenen Menge, die einen Kreis I' und sein Inneres enthdlt. Falls f und g weder
Pole noch Nullstellen auf I" haben und

£ (2) =9(2) < [f(2)] (3.6)

dann gilt Zy— Py = Z4— Py, wobei die Nullstellen und Pole gemdf$ ihrer Vielfachheit
gezahlt werden.

. . . [SteinShakarchi2003C
arsg%%lgénﬁglg.}le Stein—Shakarchi [SS03, Theorem 4.3] oder Marsden—Hoffman
REHR 7 Abschmitt 6.2, Theorem 7). O

Oftmals ist man an der Lokalisierung von Eigenwerten von Schrédinger-Opera-
toren wie H = T(—iV) — V(z) interessiert. Wegen des Birman—Schwinger-Prinzips
ist —e < 0 genau dann ein Eigenwert von H, wenn 1 ein Eigenwert von BS(e) :=
[V|/2(T +e)~'V1/2 ist. Typischerweise ist BS(e) in einem Spurideal JP enthalten,
das heiBt insbesondere ist spec(BS(e)) rein diskret. Damit konnte bereits Theo-
rem angewandt werden. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die obigen
Rouché-Theoreme, um etwas iiber die Zahl der Null-Eigenwerte (statt Nullstellen
von holomorphen Funktionen) des Operators BS(e) — 1 zu sagen. Solche Verallge-
meinerungen sind erwartbar, da die Resolvente (T + ¢)~! fiir e > 0 und elliptische,
nichtnegative ¥DOs T'(—iV) holomorph ist. Natiirlich muss man nicht den Birman—
Schwinger-Operator betrachten und kann stattdessen mit der Resolvente (H —z)~!
arbeiten und die Zahl der Pole mittels eines Rouché-Theorems bestimmen. Im Fol-
genden verwe:%gle%%o%}r einige Resultate aus abstrakter Fredholm-Theorie, die wir

'vaé%b?%% E.%lfgﬁmmmenfassen. Im Folgenden halten wir uns an Dyatlov—Zworski
pf]r;IZTQ, Anhang C.3].

DEFINITION 3.8. Sei 2 C C offen und X und Y Banachrdume. Wir sagen,
dass z — B(z) eine meromorphe Familie von Operatoren in ) ist, wenn es fiir alle
zp € Q Operatoren {B; }3]:1 endlichen Ranges und eine nahe zy holomorphe Familie
z — By(z) von Operatoren gibt, sodass

J
B.
B(z) = Bo(z) + Z m fiir alle z nahe 2. (3.7)
=1

Wir sagen, dass B(z) eine meromorphe Familie von Fredholm-Operatoren ist, wenn
fir alle zgp € Q die Familie z — By(z) Fredholm fiir alle z nahe z, ist. Falls z
nicht-singulér ist, ist Bo(z) = B(z).

BEMERKUNG 3.9. Wir erinnern daran, dass die Cauchy-Formel

1 B(z)

BN ==35 3=

dz

fiir holomorphe Familien von Operatoren gilt. (Wie iiblich ist T hier eine Kontur,
die A umkreist.) Konsequenterweise gelten die Cauchy-Abschitzungen

1
II3AB(A)HSE sup || B(2)]].
lz=A<R

Das folgende Faktorisierungs-Resultat ist der Schliissel zum Beweis der allge-
meinsten Version vom Satz von Rouché fiir Operatoren in Schattenidealen.

eq:rouchecond
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SATZ 3.10. Sei 2 C C offen und X ein Banachraum. Angenommen A(X) :
X — X (mit A € Q) ist eine meromorphe Familie von Fredholm-Operatoren mit
Polen endlichen Ranges, sprich, fir alle p € Q gibt es Operatoren {Aj}}’:l endli-
chen Ranges und z — Ag(z) holomorph nahe p, sodass

J
A
AN = Ag(\) + E m fiir alle X nahe p.
j=1

Angenommen, es gilt ind(Ag(X)) = 0. Dann gibt es Familien von Operatoren A —
U;(N\) (5 =1,2), die holomorph und invertierbar fiir A nahe p sind sowie Operatoren
{P,YM_, | sodass fiir A\ nahe p

M
AN) = Ui (N) <P0 +Y (A - u)kmpm> Us(\), ke €Z\ {0},

m=1

(3.8)
PP, = Ppoem, rank(Pp) =1, £>0, rank(l—Fy) < oo.

gilt. In diesem Fall heiffit p Eigenwert endlichen Typs von A und die Summe

Z%:l k., bezeichnet man als algebraische Multiplizitdt von pu.

[Kann M als geometrische Vielfachheit, sprich, die Dimension des
Eigenwert p gehorenden Eigenraums interpretiert werden?]
vatlovZworski2019

BEWEIS. Siehe Dyatlov—Zworski [DZ19; Theorem C.10]. O

Zu diesem Resultat lassen sich einige Bemerkungen und Interpretationen for-
mulieren.

BEMERKUNGEN 3.11. (1) Die Inverse A(\)~! existiert fiir A nahe y genau dann

als meromorphe Familie von Operatoren, wenn Py + Z%:l P,, = 1. In diesem Fall
gilt

M
AN =U(N) (Po +) (A - u)‘kam> Ur(A) " (3.9)

Dies zeigt, dass, wenn A(X\g)~! an einem Punkt \g € Q existiert und Q zusam-
menhingend ist, dann ist A(\)~! wieder eine meromorphe Familie von Operato-

ren in €. Dies kanp als Verstérkung des klassischen apalytischey Fredholm-Satzes
(Theorem gesehen werden, siche auch Tg%gé‘)crt%rg %éfon fredholm

(2) Die behauptete Faktorisierung in erlaubt es eine ,,natiirliche* Defi-

’eq:factorizationfredholm

zum

actorizationfredholm

nition von Null-Multiplizitidt von A(X) bei p zu geben. In der Notation von 5
sei

N,

() = {kaokg, falls M = rank(1 — Py), (310)

00, falls M < rank(1 — Pp).

Offenbar tritt der erste Fall genau dann ein, wenn A(A\)~! invertierbar ist, da dann
Py + >, Pn =1 und die P, paarweise orthogonal sind sowie Rang Eins haben.

Im Umkehrschluss folgt, dass, wenn N, (A4) < oo, dann ist A(X) invertierbar
und meromorph mit Null-Multiplizitat

Ny(AT) ==k
ke<O

bei p. Diese Zahl entspricht gerade der Ordnung des Pols von A(\) bei A = p.

’eq:defnullmultiplicity
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factorizationfredholm :defnullmultiplicit

Aus Satz [3.10] und der Definition ergibt sich folgendes Resultat iiber
die Multiplizitdt der Nullstellen und Pole von merogo%}g{l gr?cdlhi)ém—Operatoren,

welches mit dem Argumentenprinzip aus Theorem verglichen werden sollte.

SaTz 3.12 (Argumentenprinzip fiir operatorwertige Funktionen). Sei @ C C
offen. Angenommen, \ — A(\) und X\ — A(N)~! sind meromorphe Familien von
Fredholm-Operatoren auf einem Hilbertraum X . Sei u € Q und I' eine geschlossene,
zu einem Punkt homotope Kurve, (z.B. ein Kreis), die yu umkreist. Dann hat der
Operator $.(ONA(X))A(X)™! endlichen Rang und es gilﬂ

1
21

— Trj{(aAA()\))A()\)fl d\ = N,(A) — N, (A™1). (3.11) ’ eq:argumentprinciplefred
T

BEMERKUNGEN 3.13.

che2 . .
Analog zu Rouchés Satz @ﬁﬁalten wir folgende Verallgemeinerung fiir Fred-
holmoperatoren bei der die Stérung eine relative Spurklasse-Bedingung (anstatt
einer punktweisen Schranke) erfiillen muss.

SaTz 3.14 (Rouchés Satz fiir operatorwertige Fun ktio neln)Cl Angenommen, A(N)
und B(X) erfillen beide die Annahmen von Satz @ Ser weiter U € SZ ein ein-

fach zusammenhingendes Gebiet mit einem C'-Rand OU, auf dem A und B weder
Null-Eigenwerte, noch Pole haben. Falls

ANTHAN) - B() € T

uncﬂ [Folgt folgen 2 Bedingung nicht direkt aus der relativen Spurklasse-Bedingung,
siehe Reed--Simon [[[RST8], S. 113-114] bzw. den Beweis von Korollar 2

[IA(A )7 (AN — BM\)|lxox <1, XeU, (3.12) ’eq:rouchefredholmcond

dann gilt
> (Nu(A) = Ny(A™)) = D (Nu(B) = Nu(B™Y) (3.13)
pel pel
BEIspIEL 3.15.
rouchefredholm argumentprinciply baiprinciplefredholm
BEWEIS VON SATZ MITTELS SATZ iB: 2l Aus Satzigfii ifo gt, dass wir nur

Tr a,\B()\)B()\)_l d\ =Tr QAA()\)A()\)_l dA (3.14) ’ eq:rouchefredholmaux
ou ou

zeigen brauchen. Setzen wir C'()) = A(N)71(A(\) — B()), dann folgt aus der An-
nahme E? ui dass
C) eSH(X), [l <1, BM) =AN1-CW).

Dariiberhinaus erfiillt 1 — C(A) die Annahmen des A eI}ltefnrg&lln% ips (Satz El 5.
Wir schreiben nun die linke Seite der Behauptung T4 als

(O\B)B~' = (O\A)A™! — A(0xC)(1 — C) 1471,

Der Beweis wire vollendet, wenn wir

entprinciplefredholm

Tr]{ A(0AO) (1 —-C)tA T a =0
oU

.argumentprinciple
2Verglelche mit (3.9 :ouchecond
3Verglelche mit
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zeigen konnten. Dazu schreiben wir

AO\C)1 —C)PAT = A(0,O) AT + Z A0 C)CF AL, (3.15) ’ eq:rouchefredholmaux2

k>1
Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert, da

IAONC)CPA™ 1 < AJIOACIIATHIIC s O]

und da_||C' Lé Lper }{aofrrz}agg%%zung. Gleichzeitig garantiert d:%s Argumentenprinzip

(Satz [3-12]), dass das Integral der Reihe iiber QU Spurklasse ist. - rouchefredholnaux?
Wir zeigen nun, dass Tr §8U des ersten Terms auf der rechten Seite von 1@.‘15;

verschwindet. Dazu schreiben wir wiederum

A(OA\C)A™ = 0\ (ACA™) — (O\A)C A~ + ACA 1 (9, A) A~ .

Die letzten beiden Terme der rechten Seite sind per Voraussetzung Spurklasse,
sprich mit Zyklizitdt der Spur folgt, dass

Tr[(06A)CA™Y — Tr[ACA™ (0, A) A = 0.
Daraus [und der Holomorphie von d)(ACA™1)7] folgt

Tr ¢ AONC)A™'=Tr ¢ O\(ACA ) =0.
oUu oU

. . . . -rouchefredholmaux2
Es verbleibt also noch die Reihe auf der rechten Seite von zu behandeln.

Fiir £ > 1 ist die Abbildung

k
A Oy(CFH) =Y Cfano) et
£=0
eine stetige Familie von Spurklasseoperatoren. Wir kénnen daher die Zyklizitdt der
Spur anwenden und erhalten [wegen Holomorphie von O (C*+1)7]

Tr ¢ > ADNC)CFAT dA =" fiy Tr (A(0,C)CFA™Y) dA

U p>q E>1

1
=Y ——Trg h(C*"dr=0.
Sk+1 Jou

Dies schlie3t den Beweis. O

. . . . . iedenton19890
Schlieflich geben wir noch folgendes Ergebnis von Siedentop TSleSQB wieder,
welches die relative Spurklasse-Bedingung abmildert.

rouchetraceideal \ SATZ 3.16. Sei () ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, das von einer Kurve

I' umschlossen wird. Seien F' und G meromorphe, JP-wertige Funktionen auf §2,
die analytisch auf dem Rand T sind. Fir f(z) := 1+ F(2) und g(z) := 1+ G(2)
nehmen wir an, das

max If(2)g(z) = 1||7» < 1. (3.16) ’ eq:rouchetracecond‘
ze

Dann gilt

% Trjg () f(z) tde = —— Tr}i:g/(z)g(z)_l dz (3.17) ‘ eq:rouchetraceideal‘

4 . . . . ;rouchecond
Vergleiche diese Bedingung mit .
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Wenn F dartberhinaus analytisch in § ist, dann ist
Zo(F) = Zahl der —1-Figenwerte von F(z) fir z €

= —% T1rj€g’(z:)g(z)_1 dz .

™

Wie iiblich werden die untersuchten Eigenwerte gemdf ihrer algebraischen Viel-
fachheit gezdhlt.

BEMERKUNGEN 3.17. (1) In diesem Satz denken wir uns F(z) als einen Birman—
Schwinger-Operator (von dem wir erfahren wollen, fiir welche z er einen —1-Eigenwert
hat) und g(z) als eine Resolvente (von der die Zahl der Pole in ¢} bekannt, sind).
Dies ist auch ,natiirlich“ in Anbetracht der Bedingung (3-16]), zumindest, wenn
man es schafft g so zu konstruieren, dass ,,der fithrende Term* von f (z)g(z) gleich
Eins ist und der ,,néchstfiihrende Term “ in einem Spurideal liegt.

(2) In der Situation, wo F'(z) der Birman—Schwinger-Operator eines Schrédinger-
Operators T' — V ist, sagt das Theorem, wie viele Eigenwerte z von T'— V es im
vorgegebenen Gebiet €2 gibt.

Zum Beweis erinnern wir, dass fir A € J! die Fredholm-Determinante durch
det(1 + pA) = exp [Tr (log(1 + pA))] (3.18)

fiir hinreichend kleines p definiert werden kann. Durch analytische Fortsetzung in
w ist die linke Seite fiir alle p definiert.

Fir A € JP mit p > 1 kénnten lediglich die S P{endﬁi I ersten p — 1 Terme der
Potenzreihenentwicklung von log(1 + pA) in ivergieren. Fles sltg.gﬁ?rlert die

folgende Definition fiir eine regularisierte Determinante (Simon [Sim77]), ndmlich

det, (1 + A) := det(1 + R,(A)), (3.19)
wobei
Ry(A) == (1+ A) exp pz_:(fl)jflAj —1. (3.20)

rouchetraceideal
BEWEIS VON SATZ iB: 16l (]

4. Analytische Familien von Operatoren und Formen

Wir kénnen nun endlich die Analytizitdt der Resolventen und damit die Ana-
lytizitdt der Projektion auf einen Eigenwert iiberpriifen.

DEFINITION 4.1 (Analytische Familie im Sinne Katos). Eine (moglicherweise
unbeschrinkte) operatorwertige Funktion T'(3) auf R C C heifit analytische Familie
oder analytische Familie im Sinne Katos genau dann, wenn:

a) Fiir alle 8 € R ist T'(3) ein abgeschlossener Operator mit p(7(3)) # 0.

b) Fiir alle 5y € R gibt es Ao € p(T'(Bo)), sodass Ag € p(T'(5)), wenn 8 nahe an Sy
ist. Zudem ist (T'(8) — X\o) ™! eine analytische operatorwertige Funktion in 3 fiir
B nahe fj.

BEMERKUNG 4.2. Ist T(f) eine familie beschrinkter Operatoren, so ist diese
Definition dquivalent zur Definition von beschrankten operatorwertigen analyti-
schen Funktionen.

’ eq:deffredholmdet

’ eq:defreguldet ‘

’ eq:defreguldetaux ‘
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Folgender Satz besagt, dass die Zahl Ag in obiger Definition keine entscheidende
Rolle spielt.

SATZ 4.3. Sei T(B) eine analytische Familie auf einem Gebiet R. Dann gilt:

(i) T = {(8.0): B € R\ < p(T(B))} ist offen.
(ii) (T(B) — X)L ist eine analytische Funktion in 3 und X aufT.

BEWEIS. O

Um den Satz von Kato—Rellich zu beweisen, benotigen wir nun nur noch ein
technisches Hilfsmittel.

LEMMA 4.4. Sind P und Q zwei (nicht notwendigerweise orthogonale) Projek-
tionen mit dim(Ran(P)) # dim(Ran(Q)). Dann ist |P — Q|| > 1. Ist weiterhin
P(x) eine stetige projektorwertige Funktion von x auf einem zusammenhdingenden
topologischen Raum, so ist dim(Ran(P(x))) konstant in x.

BEWEIS. O

SATZ 4.5 (Kato—Rellich). Sei T'(B) eine analytische Familie im Sinne Katos
und Eqy ein nicht-entarteter diskreter Eigenwert von T(Bo). Dann gibt es fiir 8 nahe
Bo genau einen Punkt E(B) € o(T(B)) nahe E(By) und dieser Punkt ist ebenfalls
nicht entartet und isoliert. Des Weiteren ist E() analytisch in 8 nahe By und es
gibt einen analytischen Eigenvektor Q(B) fir g nahe By. Ist T(B) fir B — Bo € R
selbstadjungiert, so kann Q(3) fir 8 — Bo € R normiert werden.

BEwEIS. Wir wihlen € > 0 so klein, dass {E : |[E — Ey| < e} Na(T(B)) =
{Ev}. Da {E : |E — Ey| = €} kompakt und T' aus obigem Satz offen ist, gibt es
0 > 0, sodass FE ¢ o(T(8)), wenn |E — Ey| = € und |8 — Bp| < 6. Wir definieren
N :={p:|8 — Po| < d}. Dann existiert die Projektion

P(B) = - f (T(8) - B)dE (4.1)

271
|E7E0‘:6

und ist analytisch fiir 5 € N. Da Ej ein nicht-entarteter Eigenwert von T'(5y) ist, ist

P(pp) eindimensional. Aus dem tzten Lemma folgt, dass auch P(p3) fiir alle 5 € N
élg hat T(3

eindimensional ist. Wegen Satz ) genau einen diskreten Eigenwert E(/3)
fiir 5 € N und E(8) — Ey < e. Dieser ist auerdem nicht entartet. Die Analytizitét
von E(f) folgt aus der Formel

(Q0, (T(B) — Ey — €)""P(B)Q0)
(Q0, P(8)0)

und wir erhalten einen analytischen Eigenvektor von T'(8) zum Eigenwert E(3),
wenn wir

(E(B)—Eo—e¢) ! = (4.2)

Q(B) = P(B)20 (4.3)

wéhlen, wobei Qg der ungestorte Eigenvektor von T'(5p) zum Eigenwert Fy ist. Im
reellen Fall kénnen wir auch einen normierten Eigenvektor wéhlen, ndmlich

_ P(B)%
fHp) = (Q0, P(B)0%) %4

O
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Man erhilt also die Analytizitit der Energien der gebundenen Zustéinde in
der Kopplungskonstante 3, sobald man weiss, dass man es mit einer analytischen
Operatorfamilie zu tun hat.

Im Folgenden werden wir Kriterien fiir Operatoren bzw. Formen finden, sodass
diese analytische Familien im Sinne Katos sind. Wir sprechen dann von analytischen
Familien vom Typ (A) bzw. Typ (B).

DEFINITION 4.6 (Analytische Familie vom Typ (A)). Sei R C C zusammenhéngend
und 7'(3) ein abgeschlossener Operator mit p(T'(3)) # 0 fiir alle 8 € R. T'(3) heifit
analytischen Familie vom Typ (A) genau dann, wenn:

a) D(T(p)) ist unabhingig von . In diesem Fall ist D := D(T(5)).
b) Fiir alle ¢ € D ist T(8)% eine vektorwertige analytische Funktion in £.

Das Ziel ist es zu zeigen, dass jede Familie vom Typ (A) auch eine analyti-
sche Familie im Sinne von Kato ist. Wir beschrinken uns hier auf den linearen
Fall T(8) = Hy + SV und geben im ersten Schritt ein interesantes Kriterium fiir
analytische Familien vom Typ (A).

LEMMA 4.7. Sei Hy ein abgeschlossener Operator mit p(Hy) # 0 und wir defi-
nieren T(B8) = Ho+ BV auf D(Ho) ND(V). Dann ist T(S) eine analytische Familie
vom Typ (A) fir B nahe 8 =0 genau dann, wenn
a) D(Hoy) € D(V).

b) Es gibt a,b € R, sodass fiir alle v € D(Hy) gilt:

VY[l < allHol + b4l (4.5)

Anders ausgedriickt:
T(B) ist eine analytische Familie vom Typ (A) fiir 8 nahe f =0 < V ist relativ
Hy-beschrinkt.

corollary:2.25 ‘ KOROLLAR 4.8. IstV infinitesimal Hy-beschrinkt (V < Hy), das heifit a kann

beliebig klein werden, so ist T(3) nicht nur eine analytische, sondern sogar eine
ganze Familie vom Typ (A).

BEWEIS. ,,=“ Sei also Hy + SV eine analytische Familie vom Typ (A). Dann
ist D(Hy) = D(Hy + BV) = D(Hy) N D(V), woraus D(Hy) C D(V). Da Hy abge-
schlossen ist, ist D := (D(Hy), ||| z7,) mit der Graphennorm |||, := [|[Ho% ||+ ||¢]]
ein Banachraum. Wir wéhlen nun 8 € R so klein und positiv, sodass auch —3 € R.
Der Graph des Operators Hy 4+ 8V : D — H ist abgeschlossen in D x H, da der
Graph in H X H beziiglich einer schwiicheren Topologie abgeschlossen ist. Wegen des
Satzes vom abgeschlossenen Graphen gibt es daher Konstanten a; und as, sodass

I(Ho + BV)¥Il < ax |91l (4.6a)
[(Ho = BVl < a2 [[¢]l g, - (4.6b)

Damit ist aber mit der Dreiecksungleichung

|(Ho + BV)Il + [[(Ho — V)¢ _ (a1 + a2) [,
28 = 28 ’

woraus folgt, dass V relativ Hy-beschrankt ist.

Ve < (4.7)
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»<“ Sel nun V relativ Hg-beschriinkt, das heifft der Operator ist auf D(Hp)
definiert. Dann gibt es fiir ¢ € D(Hy) Konstanten a und b, sodass

[Hoo| < [[(Ho + BV)9ll + BVl < [[(Ho + BV)¢[l + |8l a [ Howl| + 8] b][] -

(4.8)
Fiir 1 — |B]a > 1< |B| < L ist daher nach Auflssen nach ||Hot||
~ 8lb
v < (L= 1810) (o + V)] + 1125 o] (4.9

Dies zeigt gerade, dass Hy + BV abgeschlossen ist, denn: sei dazu (¢,), € N €
D(Hp) mit ¥, = ¢ € H und es gibt ¢ € H, sodass (Hy + BV )¢, — ¢ (das heifdt
((Ho + BV )tn )nen ist eine Cauchy-Folge). Mit obiger Ungleichung folgt aber, dass
auch (Hov, )nen eine Cauchy-Folge ist. Da aber Hy abgeschlossen und ,, € D(Hp)
ist, ist das Grenzelement ¢ € D(Hg) und es ist Ho, — Hot. Daraus folgt, dass
auch Hy + BV abgeschlossen ist. Dass (Hg 4+ SV)¢ analytisch fiir ¢ € D(Hy) ist,
ist klar. (]

BEISPIEL 4.9. Wir erinnern uns an das alte Beispiel —A + V' auf dem Hil-
bertraum L?(R3). Hierbei sollte V € L? + L*°(R?) sein. Allgemeiner konnte V =
>, Vij mit Vij € L? + L>°(R®) sein und der Operator war auf L?(R*Y) definiert.
Dann wussten wir, dass V < —A galt. Daraus folgt aber, dass —A+ SV eine ganze
analytische Familie vom Typ (A) ist.

SaTz 4.10. Sei Ho+ BV eine analytische Familie vom Typ (A) in einem Gebiet
R C C. Dann ist Hy + BV auch eine analytische Familie im Sinne Katos. Ist
insbesondere 0 € R und Ey ein isolierter, nicht-entarteter Figenwert von Hg, so
gibt es ein eindeutiges E(S) € o(Hy + BV) nahe Ey, wenn |B| nahe bei § = 0
ist. E(B) ist dann ein isolierter, nicht-entarteter Eigenwert von Hy + BV und ist
analytisch in 8 nahe B = 0.

BEWEIS. Da Analytizitit eine lokale Eigenschaft ist, nehmen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit an, dass 0 € R ist und wir beweisen, dass T'(3) eine
analytische Familie im Sinne Katos fiir 8 nahe 8 = 0 ist. Dazu miissen wir zei-
gen, dass fiir ein beliebiges A € p(Hy) auch A € p(Hy + BV) ist, wenn 8 nahe bei
B = 0 ist. Zudem muss gezeigt werden, dass (Ho + SV — A)~! eine analytische
operatorwertige Funktion in f ist.

Wir withlen also ein beliebiges A € p(Hy). Damit sind (Ho— )~ und Ho(Ho —
A)~1 =1+ X(Hy — \)~! beschrinkte, lineare Operatoren. Daher und, da V relativ
Hy-beschrankt ist, gilt fiir ein beliebiges ¢ € H

|V (Ho — X'l < a|Ho(Ho — X) "ol +b||(Ho — N) '

< (al|[Ho(Ho = N7 + b [[[(Ho = N[} 1l

da (Hy — \)"1p € D(Hp) C D(V). Wir sehen also, dass auch V(Hy — A)~! be-
schrénkt ist. Daher existiert die Resolvente (als Neumann-Reihe) [1 + SV (Hy —
A)~!7! und sie ist analytisch in 3, solange 3| < |||V (Ho — A)7!|||- Als Néchstes
zeigen wir, dass (Ho + BV — \)71 = (Hy — \) 71+ BV (Ho — )71 L.

(Ho + BV — A)(Ho — A\) M1+ BV (Ho — A) ']
=[1+ BV (Ho =N+ BV(Ho = N 1+ BV(Ho = N)7']7H (4.11a)
=[1+ 8V (Ho = N1+ BV(Ho = N) 717! =idy

(4.10)
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(Ho = \)7'[1+ 8V (Ho — \) '™ (Ho + BV = \)
=(Ho = \)"'[1+ BV (Ho — \) 7M1+ BV (Ho — A)~'(Ho — A) = idy
Wir sehen also, dass fiir |3 < |||[V(Ho — A)7!||| auch A € p(Hy + BV), weshalb

(Ho+pBV =)~ analytisch in 3 ist. Schreibt man Ho+8V = (Ho+BoV)+(8—50)V,
so sieht man die Analytizitat in . O

(4.11Db)

BEISPIEL 4.11. Wir betrachten nun nochmals den Operator —A + SV auf dem
Hilbertraum L2(R?) mit V € L? 4+ L>°(R3). Wir haben bereits gelernt, dass dieser
eine analytische Familie vom Typ (A) ist. Mit obigem Satz wissen wir nun auch,
dass er ein Mitglied einer analytischen Familie im Sinne Katos ist, weshalb wir
den Satz von Kato—Rellich anwenden kénnen. Wir werden spéter zeigen, dass die
Grundzustandsenergie Eq(8) (der niedrigste Eigenwert von —A+ V') nicht entartet
ist. Daher ist E/(3) eine analytische Funktion von f in einer Umgebung von (o, 00),
wobei Sy = inf{5 > 0: Eo(S) < 0}.

Wir geben nun ein weiteres Kriterium, sodass Hy+ 8V eine analytische Familie
im Sinne Katos ist. Dazu werden wir zu Formen {ibergehen. Dafiir benttigen wir
einige Standard-Definitionen.

DEFINITION 4.12 (Numerisches Bild/Numerischer Rang). Seit : O(t) x Q(t) —
C eine quadratische Form und T : D(T) — H ein linearer Operator.

(i) Das numerische Bild der Form t ist definiert als

O(t) := {tlp, ¢, ¢ € A1), ol = 1}- (4.12)
(ii) Das numerische Bild des Operators T ist definiert als
O(t) :=={(,Ty), ¢ € Q) l¥[| = 1} (4.13)

DEFINITION 4.13 (Sektorielle Formen und Operatoren). Seit : Q(t) x Q(t) — C
eine quadratische Form und T : D(T") — H ein linearer Operator.

(i) Die Form ¢ heifit sektoriell, wenn es ¢ € R und 6 € [0, g) gibt, sodass

O(t) CScp:={AeC:|ImA < (ReX—c)tanf} = {A € C: arg(A —¢) < 0}.
(4.14)

(ii) Der Operator T heifit sektoriell, wenn es ¢ € R und 6 € [O, g) gibt, sodass
o(T) C Sec.o-

(ili) T heifit m-sektoriell, wenn O(T") C S. g, T abgeschlossen und Ran(T — «)
dicht in H ist, wobei & € C\ S¢ .

DEFINITION 4.14 (Analytische Familie vom Typ (B)). Sei R C C. Eine Familie
von abgeschlossenen und m-sektoriellen Formen ¢(f3) fiir alle § € heifit analytische
Familie vom Typ (B) genau dann, wenn
a) Der Formbereich Q(g(3)) ist unabhéngig von 8. Wir nennen ihn F.

b) (v, q(8)v) ist eine in B analytische Funktion auf R fiir alle ¢ € F.

DEFINITION 4.15. Sei R C C und S € R. Ist ¢(f8) eine analytische Familie
vom Typ (B), so heiflen die dazugehorigen eindeutig bestimmten abgeschlossenen
Operatoren T'() ebenfalls analytische Familie vom Typ (B).

LEMMA 4.16. Sei Hy + BV als Form auf Q(Hp) N Q(V) definiert. Dann ist
Hy + BV genau dann eine analytische Familie vom Typ (B), wenn V relativ Hy-
formbeschrinkt ist.
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SATZ 4.17. Sei R C C und B € R. Ist Hy + SV eine analytische Familie vom
Typ (B) fiir alle 8 € R, so ist sie eine analytische Familie im Sinne Katos fiir alle
B € R.

SATZ 4.18. Sei Hy positiv und selbstadjungiert und sei V' selbstadjungiert. De-
finiere Vi == 3(V + |V|) und V_ := (V| = V). Unter den Annahmen

a) Q(Vy) N Q(Hy) ist dicht und
b) V_ ist relativ Hy-formbeschrinkt mit Formschranke 0

ist Hy + BV eine analytische Familie vom Typ (B) in {8 : 8 ¢ (—o0,0]} C C.

Wir erhalten also starke Analytizititseigenschaften, fiir Hy+ gV, wenn Hy und
V' positiv sind.

BEMERKUNG 4.19. a) Es gibt analytische Familien, die weder vom Typ (A)
noch vom Typ (B) sind. Sei beispielsweise T(3) eine analytische Familie vom
Typ (A) und sei C ein beliebiger beschrénkter, selbstadjungierter Operator.
Dann ist U(B) := exp(ifC) eine ganze analytische Funktion in § und es ist
nicht schwierig zu sehen, dass T(ﬁ) = U(B)T(B)U(B)~!, definiert auf U(B)D,
ebenfalls eine analytische Familie ist. Jedoch kénnen 7" und C' jeweils so gewihlt
werden, sodass weder D(T(f)) noch Q(T(8)) konstant sind.

b) Esist moéglich, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe eines Eigenwerts E ()
grofler ist, als der Radius in dem H(f) iiberhaupt E(S3) als Eigenwert besitzt.
Folgendes Beispiel wird dies illustrieren.

BEISPIEL 4.20. Sei Hy = —A — % und V = 1, sodass Hy + BV = —A — 1=8

r? T

Die Eigenwerte sind dann fiir 8 < 1 durch E,(8) = — (14;2)2 gegeben. Insbesondere

ist die Grundzustandsenergie E1(8) = —1 + g - %2 eine Funktion, die analytisch
auf ganz C fortgesetzt werden kann. Jedoch gibt es fiir 5 > 1 nicht einen einzigen

Eigenwert des Operators Hy + V.

Schlielich bemerken wir, dass es explizite untere Schranken fiir den Konver-
genzradius von gestorten Eigenwerten gibt.

SATzZ 4.21. Sei ||Vl < allHop| + b|l¢ll. Sei Hy selbstadjungiert mit un-
gestortem, isolierten und nicht-entarteten Figenwert Eqy. Definieren wir dann noch
€= %diSt(EQ, O'(Ho) \ {Eo}) und

-1
ot b+a(|E|, +e€)

r(a,b, Eg, €) :=
€

dann ist der Eigenwert E(B) von Ho+ SV nahe Ey analytisch auf der Kreisscheibe
vom Radius r(a,b, Eg,€).

4.1. Storungstheorie fiir entartete Eigenwerte. Schliellich untersuchen
wir noch den Fall, in dem Ej ein isolierter, entarteter Eigenwert von T'(fy) endlicher
Multiplizitét ist. Wir nehmen hier an, dass T'(8) selbstadjungiert ist, wenn 8 € R.
Wenn T'(3) eine analytische Familie im Sinne Katos ist, ist es nicht schwer zu zeigen,
dass P(8) = —5= ¢(T(B) — E)~'dE analytisch in B nahe 3y ist.

T 2w
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SATz 4.22. Sei R C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet mit 0 € R und
P(p) eine projektorwertige analytische Funktion in R. Dann gibt es eine analytische
Familie von invertierbaren Operatoren U(B), sodass

P(B) =UB)POUPB) ™ (4.15)

Ist dariiberhinaus P(B) selbstadjungiert fir 8 € RNR, so kann U(B) fir § € RNR
als unitdrer Operator gewdhlt werden.

SATZ 4.23. Sei T(B) eine analytische Familie im Sinne Katos fiir § nahe 8 =0

und sei Ey ein diskreter Eigenwert mit Multiplizitdt m. Dann gibt es m nicht not-
wendigerweise voneinander verschiedene Funktionen EM(B), ..., E™)(8) mit EU)(0) =
Ey, die bei B = 0 analytisch und Eigenwerte von T'(3) bei f = 0 sind. Dariberhinaus
sind dies die einzigen Figenwerte bei E.

BEWEIS. Da Ej ein isolierter Punkt in o(7(0)) ist und T'(8) eine analytische
Familie ist, existiert P(3) = — o1 §(T(B).~ %?l)e’ml:gg?und ist selbst analytisch fiir

T 2m

nahe bei § = 0. Wie im Beweis von Satz @ﬁtj
o(T(B) I Ran(P(B))) = o(T(8)) N{E : |E — Eo| < €}. (4.16)

Aus dem vorherigen Satz wissen wir, dass eine bei 8 = 0 analytische Familie U(f)
gibt, die fiir 3 € R unitér ist, und U(B)P(0)U(B8)~! = U(B) bewirkt. Definiert man
nun T(8) = U(B)T(B)U(B)", so ist RanP(0) ein invarianter Unterraum fiir alle
T(ﬁ) Somit ist S(f) := T(ﬁ) I Ran(P(0)) eine endlichdimensionale Familie, die
fir B € R selbstadjungiert ist. Der Satz folgt nun unmittelbar aus dem Satz von
Rellich. 0

Wir haben nun das unendlichdimensionale Problem auf ein endlichdimensio-
nales reduziert. Die Existenz analytischer Vektoren im endlichdimensionalen Fall
impliziert die Existenz analytischer Vektoren im unendlichdimensionalen Fall.

BEISPIEL 4.24. Wir betrachten ein letztes mal Hy + 3oV auf L?(R?). Falls der
Operator n Eigenwerte in (—oo,0) besitzt, so tut es auch der Operator Hy + SV
fiir |8 — Bo| klein. Die gestorten Eigenwerte sind auBerdem analytisch fiir 8 nahe

Bo-
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Wir fassen die Ergebnisse der reguldren Storungstheorie zusammen.
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5. Asymptotische Stérungstheorie

Die eben diskutierte regulire Storungstheorie ist jedoch nicht immer anwend-
bar. Dazu betrachtet man das einfach aussehende Beispiel H(3) = Hy + V auf
L?(R) mit Hy = —d2 + 22 und V = z*. Dieser Operator ist fiir alle 3 > 0 auf
D(Hy) N D(x*) = D(p?) N D(z*) selbstadjungiert. Da jedoch D(Hy) = D(p?) N
D(x?), sieht man, dass sich der Definitionsbereich in dem Moment verindert, in
dem die Storung angeschaltet wird, das heifit das Analytizitdtskriterium aus Satz
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@[%nt%?ht anwendbar! Analog dndert sich auch der Formbereich H(H(8)) mit
dem Anschalten des z*-Potentials. Tatséichlich kann es gar kein solches Analyti-
zitédtskriterium fiir diesen Operator geben, da die Potenzreihe bei § = 0 divergiert,
wie man aus dem folgenden heuristischen Argument sieht:

Wiire 8 < 0, so konvergiert 22 + fz* — —oo fiir  — 400, das heifit Hy + SV
ist bereits qualitativ sehr verschieden von Hy. Tatséchlich ist der Operator fiir ne-
gative [ nicht einmal mehr wesentlich selbstadjungiert. Man erwartet daher, dass
die Potenzreihe fiir 8 < 0 divergiert. Da jedoch Potenzreihen immer auf Kreisen
konvergieren, sollte die Potenzreihe fiir gar kein 5 konvergieren. Eine detailliertere
Untersuchung zeigt, dass die Rayleigh-Schrodinger-Koeffizienten a,, fiir die Grund-
zustandsenergie Fo(3) die Abschétzung |a,| > AB"T'(n/2) fiir geeignete Konstan-
ten A und B erfiillen.

Man muss sich also die Frage stellen, ob eine Storungsreihe in so einem Fall
iiberhaupt sinnvoll ist oder nicht (Bezug auf QFTs..). Die einfachste Interpretation
einer formalen Reihe ist durch asymptotische Reihen gegeben.

DEFINITION 5.1. Sei f eine auf R* definierte Funktion. Man sagt, dass Y~ ap 2"
genau dann asymptotisch fiir z \, gegen [ konvergiert, wenn fiir alle festen NV

(f(z) - quvzo anz”)

ll{‘% oy =0. (5.1)
Man schreibt dann manchmal
f NZ\O Z anzn. (5.2)

Ist f auf einem sektoriellen Gebiet {z : 0 < |z| < B, |arg(z)| < 0} definiert, so sagt
man, dass > a,z" genau dann asymptotisch fir |z| — 0 gegen f, gleichmdifig in
jedem Sektor konvergiert, wenn fiir alle IV

(£ =g anz)

lim =0. 5.3
|2]—0,|arg(z)|<6 2N (5.3)
BEMERKUNG 5.2. Ist f ~ Y a,2z"™ und f ~ > b,2" fiir z N\ 0, dann ist per
Definition
(ijzo anz" — Zg:() bnz")
lim =0 (5.4)

2N\0 N

fiir alle IV, das heifit a,, = b,, fiir alle n. Jede Funktion f hat daher héchstens eine
asymptotische Reihe fiir z N\ 0.

BEISPIEL 5.3. Betrachte f(z) = exp(—z7!) fiir z > 0, dann konvergiert z=" f(z) —

0 fiir z \ 0, das heifit f hat eine Null-asymptotische Reihe. Tatséchlich ist die Null-
Reihe asymptotisch gleichméBig in jedem Sektor |arg(z)| < 6 mit § < 7/2.

Dieses Beispiel zeigt eine interessante Eigenschaft von asymptotischen Reihen:
zwei verschiedene Funktionen kénnen die selbe asymptotische Reihe haben. Die
Tatsache, dass eine Funktion f eine gewisse asymptotische Reihe hat, gibt noch
lange keinen Aufschluss {iber den Wert f(z) an einer bestimmten Stelle z # 0. Wir
wissen lediglich, dass f(z) gut durch ag + a1z approximiert wird, wenn z ,klein*
wird, doch sagt uns die Definition von asymptotischen Reihen nicht, was , klein“
bedeutet.
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Konvergiert die asymptotische Reihe ) a,2™ nicht, so kann man zwar sagen,
dass die ersten partiellen Summen eine gute Approximation fiir f(z) sind, wenn z
klein ist. Doch oszillieren die Summen fiir N — oo sehr stark, weshalb sie f nicht
mehr so gut approximieren. In Kiirze zeigen wir, dass die Rayleigh-Schrodinger-
Reihe fiir die Grundzustandsenergie Eo(3) des Hamilton-Operators p? + z2 + St
(8 > 0) asymptotisch fiir 5\, 0 gegen Ey(3) konvergiert.

BEISPIEL 5.4. Sei f € C*°([—1,1]), dann konvergiert > - f<”n)!(o) x™ asympto-

tisch fiir x \, 0 oder z 0 gegen f wegen des Satzes von Taylor:

N )
f(x)_zf ©) | <

n!
n=0

‘xlN i Hf(n—i—l)( )H (5 5)
a)ll - .
Da jedoch C'°°-Funktionen nicht-analytisch sein konnen, zeigt dieses Beispiel, dass
asymptotische Reihen nicht konvergieren miissen. Sollten sie trotzdem konvergieren,
so miissen sie nichts mit der eigentlichen Funktion zu tun haben, wie man im ersten
Beispiel bereits gesehen hat.

Wir haben analytische Familien bisher nur auf offenen Mengen definiert (was
ja sinnvoll ist). Wir missbrauchen nun die Terminologie, indem wir sagen, dass
eine Familie genau dann analytisch ist, wenn sie norm-stetig auf der Menge und
analytisch im Inneren ist. Damit kommen wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

SATz 5.5. Sei Hy ein selbstadjungierter Operator. Angenommen, H(() ist eine
analytische Familie auf dem Gebiet {8 : 0 < || < B, |arg(B)| < 0}, und, dass die

folgenden Bedingungen erfiillt sz'nd:

— _ —1 _ . . )
@) ol IO (Ho — N)[|| = 0 fiir ein A ¢ o(Ho) (Gren

absorptionsprinzip erfullt)

b) Es gibt einen abgeschlossen, symmetrischen Operator V, sodass C*°(Hy) C
D(V) und V[C*(Hy)] € C*°(Hy).

¢) C*(Hy) C D(H(B)) fir alle B im obigen Sektor und fir ¢ € C°(Hp) ist
H(B)w = How + BV Y.

Sei Ey ein isolierter, nichit-entarteter Eigenwert von Hy, dann gilt:

(i) Ist |B] klein und |arg(B)| < 0, so gibt es genau einen FEigenwert E(3) von
H(B) nahe Ey (Stabilitidt). Dariberhinaus ist jeder einzelne Term der for-
malen Rayleigh-Schrédinger-Reihe Y a, ™ fiir den Eigenwert von Hy + BV
endich und die Reihe konvergiert asymptotisch gegen E(B) gleichmdifig in je-
dem Sektor. Explizit ist also

1B(B) = Xno @nB"

im
8]0, |arg(8)| <0 By

(5.6)

fiir alle N.

(ii) Es gibt eine vektorwertige Funktion Q(5), die auf {5 : |arg(5)| < 0,|8| < B}
fiir ein B > 0 analytisch ist, sodass H(B)Q(B) = E(B)Q(B).

(i11) Dieses Q) erfillt (Qo, Q2(B)) = 1 und hat eine asymptotische Rethe ), on "
fiir |B] = 0 und |arg(B)| < 6. Diese Reihe besteht aus Ausdriicken, die nurV,
(Ho — \)~! und Qo enthalten.

(iv) [V(Ho — E)"YNQ ist fiir alle Vektoren Q € C°(Hy) und alle kompakten
Mengen K C p(Hy), die E enthalten, eine norm-stetige Funktion von E in
K.
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Das Hauptwerkzeug zum Beweis der asymptotischen Eigenschaft kennen wir
bereits aus der reguldren Storungstheorie. Mit den niitzlichen Formeln

(0, (Ho + BV)P(53)S20)

(Q0, P(8)0)
P(B) = —-— ¢ (H(8) - B)"\dE. (5.7b)

C2mi

E(B) = (5.7a)

werden wir die gut bekannte Fehlerschranke der Reihe herleiten.

DEFINITION 5.6. Sei A(8) eine Familie von Operatoren auf dem Gebiet {f :
0 < |B| < B, |arg(B)| < 8}. Angenommen, es existiert ein Operator Ay, sodass fiir
ein A ¢ o(Ap)

s —

lim AB) =Nt = (4o — N1 5.8
o0 <o AP T = (Ao =) (58)
ist. Ein isolierter, nicht-entarteter Eigenwert Fy von Ag heifit genau dann stabil,
wenn A(f) genau einen isolierten, nicht-entarteten Eigenwert nahe Fy fiir kleine g
hat.

Genauer: Ej ist genau dann stabil, wenn es fiir alle hinreichend kleinen € > 0
ein § > 0 gibt, sodass |f| < ¢ und |arg(8)| < @ implizieren, dass es genau einen
Punkt in o(A(5)) gibt, der in {E : |[E — Ey| < €} liegt, und, dass dieser Punkt ein
nicht-entarteter Eigenwert ist.

LEMMA 5.7. Ist das Grenzabsorptionsprinzip a) aus dem Hauptresultat erfiillt,
so ist jeder isolierte, nicht-entartete Figenwert von Hy stabil. Dies zeigt die erste
Aussage aus (7).

BEWEIS. Mittels der Resolventenformel sieht man, dass, wenn (H(3)—\)~! —
(Ho — A)~! in Norm fiir ein A\ ¢ o(Hy) konvergiert, so konvergiert der Ausdruck
fiir alle A ¢ o(Hp) und die Konvergenz ist gleichméflig auf kompakten Teilmengen
von p(Hp). Hat also Hy fiir gegebenes € > 0 hinreichend klein nur einen Eigenwert
in {E:|E — Ey| < €}, so kann man fiir ein § > 0 folgern, dass, E ¢ o(H(f)), wenn
|8] <6, |larg(B)| < 6 und |E — Ey| = e. Daher existiert fiir kleine |3|

P = 7{ (H(8) — B)"dE (5.9)

211
|[E—Eo|=¢

und konvergiert fiir |3] — 0 gegen
1
Py=—— Hy, — E)"ldE. 5.10
0 5 7{ (Ho — E) (5.10)
|E7E0‘:E

:2.14
Nach Satz Etg c;léefmpo auf den Eigenvektor yvon Ho mif Eigenwert Ey. Nach dem Lem-

ma, das vor dem Satz von Kato—Rellich steht, 1s I)e gbzeq];alls eindimensional,
%é 2. 0

wenn || klein ist. Das Lemma folgt dann aus Satz

Als Néichstes entwickeln wir eine asymptotische Reihe fiir P(8)Qq:

LEMMA 5.8. Angenommen, dass die restlichen Bedingungen des Hauptresultats
ebenfalls erfillt sind und Qg ein Eigenvektor von Hy mit Eigenwert Ey ist. Fir |(]|
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Klein, sei Q(B) = P(8)Qo mit obigem P(B). Dann gilt fir alle N
HSl(ﬁ)'_ 232;ﬂ<pn/3n

15150, s(8)1<0 B~ =0 (5.11)
wobet
On = (_;LH (Ho — E) Y[V (Hy — E) '"QodE (5.12)
m |E—Eq|=¢

BEWEIS. Sei |E — Ey| = ¢, dann ist formal mit der Resolventenformel
N

(H(B) = E)™' =Y (=p)"(Ho — E) "'V (Hy — E)']"
n=0

+ (=B)NTHH(B) — B)HV (Ho — BE)1 N

Angenommen, wir wiirden beide Seiten dieser formalen Rechnung auf einen Zustand
Qo anwenden. Da Qo € C*°(Hy), sind wegen Bedingung b) beide Seiten wohldefi-
niert. Wegen c) geben beide Seiten dasselbe Ergebnis, wenn man H () —FE auf sie an-
wendet. Da E ¢ o(H(3)), sind beide Seiten gleich. Mit dem Satz vom geschlossenen
Graphen kann man zeigen, dass [V (Ho—E) YN Qq stetigin E € {E : |E — Eo| = ¢}
ist. Daher konvergiert nach Integration entlang des geschlossenen Kreises um Ej
mit Radius e

HQ(B) - Zgzo on 8"

(5.13)

181
:% f (H(B) — E) ' [V(Hy — E) N TQodE
|E—Eo|=¢
<e|p| sup |[(H(B) = E)"|[|[VI(Ho — E)" V]| — 0
|E—Eo|=c,|8|<6,|arg(8)|<6
(5.14)
fiir |8] — 0. |

Um den Beweis des Hauptresultats zu schlieffen, benétigen wir noch folgendes
Lemma:

LEMMA 5.9. Seien f und g zwei Funktionen, die auf dem Sektor {5 : 0 <
|B] < B,larg(B)| < 6} definiert sind. Angenommen, dass f ~g~,0 Y. anf" und

g ~pn0 2 b mit by # 0. Sei Y ¢, die formale Reihe von %anﬂ Dann ist
h(B) = f(B)/g(B) asymptotisch zu y_ c, B fir B\ 0.

BEWEIS. O

itheorem:2.46
BEWEIS VON SATZ mleibt zu zeigen, dass jeder einzelne Term der
Rayleigh-Schrodinger-Reihe fiir sich endlich ist und, dass sie asymptotisch ist. We-
gen des zweiten Lemmas und Bedingung b) sind alle Terme der Reihen (H(3)Q0, P(5)Q0)
und (Qo, P(8)Q0) endlich und sie sind asymptotisch. Da ‘éi‘mo(Qo, P(B)) =1#0,
—

vervollstiandigt das dritte Lemma den Beweis. O
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Als Nichstes stellen wir zwei Situationen vor, in denen das Grenzabsorptions-
prinzip a) bewiesen werden kann. Zur Erinnerung: man sagt, dass A < B fiir zwei
von unten beschrénkte Operatoren A und B genau dann, wenn Q(B) D Q(A) und

(0, Ap) < (i, Bo) fiir alle € Q(B).
SATz 5.10. Seien Hy und V' selbstadjungiert. Angenommen,

a) HO Z 0
b) Fiir alle a > 0 gibt es b, sodass

—V_<aHy+b (5.15)
¢) Es gibt ¢ und d, sodass
V| < cHE +d. (5.16)

Dann ist Hy + BV eine analytische Familie vom Typ (B) in der Halbebene {3 :
larg(8)| < =, |8] > 0} und

_ _ —1 _
oot o I(H( (Ho—2)7Y|| =0 (5.17)

fiir alle 0 < m.

SATZ 5.11. Seien Hy und V selbstadjungiert. Angenommen,

a) Ho 2 0
b) Fiir alle a > 0 gibt es b, sodass

—V_<aHy+b (5.18)
¢) Es gibt d, ¢ <1 und B, sodass
+8[Hy?, [Hy* V] < e(H2 + 2V?) +d (5.19)
fir0< B < B
d) Fir alle e > 0 gibt es ein f, sodass
+iB[Ho, V] < e(HZ + B*V?) +d (5.20)
fir 0 < 8 < B.

e) Fiir ein p > 1 gibt es g und h, sodass
\V|*? < gH2 + h (5.21)

f) Ho + BV ist wesentlich selbstadjungiert auf D(Ho) ND(V) fiir 0 < f < B.
Dann ist Hy + BV eine analytische Familie vom Typ (B) in der abgeschnittenen
Ebene {3 : |arg(8)| < m,|B| > 0} und

~(Ho-N7M|[=0 5.22
18]—0, \arg(5)|<9 m (Ho ) H| ( )

fiir alle 0 < .
Sind zusdtzlich
(#ii’), (iv’) Fir alle B gibt es geeignete d und f, sodass die Abschitzungen aus (i)
und (i) gelten
(vi’) Ho + BV ist wesentlich selbstadjungiert auf D(Ho) N D(V) fir alle 8 > 0

erfillt, so ist H(B) eine analytische Familie vom Typ (A) in der abgeschnittenen
Ebene.
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SK1ZZE DES BEWEISES. Man verwendet (ii), (iii) und (iv), um ,,quadratische
Abschétzungen zu beweisen. Insbesondere kann man fiir gegebenes 6 < 7 positive
« und v finden, sodass

HG + B V* < a(Ho + BV)" (Ho + BV) + (5:23)
fiir alle 0 < |8| < B und |arg(8)| < 6. Daraus folgt, dass Ho+ 8V auf D(Hy)ND(V)
abgeschlossen ist. Als N#chstes schéitzt man
[[(Ho + 8V = X7 = (Ho = )| < 1817 ||| (#(8) = 2 18V =7 [vVIP (g = 2|
(5.24)
ab. Wegen der quadratischen Abschitzungen ist (H(3)—\)~! 8V ['~1/? gleichmiiBig
auf dem Sektor {# : 0 < |B] < B,larg(f)] < 6} beschrinkt. Wegen (v) ist

[V|L/P(Ho—A)~! beschréinkt, weshalb |||(Ho + BV — A\) ™! — (Ho — A)7!||| wie 18|17
gegen Null konvergiert. (I

BEISPIEL 5.12 (Anharmonischer Oszi l?torgméegz—di + 22 auf L?(R) und V =

2% dann sind alle Bedingungen von Satz[5.11|erfiillt: (i) und (ii) sind offensichtlich.

(vi) wurde bereits frither behandelt (siehe auch Kalf). Um (iii) und (iv) zu beweisen,
fithrt man Erzeuger und Vernichter ein und rechnet mit diesen herpm, (v) ist wahr
mit p = m. Da V den Rau C;Z lggg)‘sinvariant lasst und anwendbar ist, sind
alle Bedingungen von Satz ertillt. Das heifit die Eigenwerte von p? + 22 4 Bz%™
besitzen Rayleigh—Schrodinger-Reihen, die asymptotisch sind und gleichméfig in
Sektoren mit |arg(8)| < 6 < 7 konvergieren. Weiter kann gezeigt werden, dass die
Eigenwerte analytische Fortsetzungen auf mehrblédttrige Flachen haben, das heifit
larg(B)| < 0, 0 < B < By fiir alle § < Zlr. Zudem ist die Reihe asymptotisch auf
der mehrbléttrigen Fléche.

BEISPIEL 5.13 ((p?)2-Theorie mit rdumlichem Abschnitt). Sei Hy der freie
Operator eines bosonischen Feldes mit Masse mg > 0 in zwei-dimensionaler Raum-

zeit. Sei V = [g(x) : p*(x) : dz mit gnlélﬁ L? und g > 0. Man kann dan zeigen,
Eti; erfallt

dass alle Bedingungen von Satz iind. Der pinzige isolierte Eigenwert
von Hy ist das Fock-Vakuum. Doch ist Satz %ﬁﬂﬂorm, wie es gegeben ist,
nicht anwendbar, da V' den Raum C*°(Hj) nicht invariant ldsst. Doch lassen V' und
(Ho— E)~! den Raum C*°(N) (N ist der Teilchenzahloperator) invariant und man
kann ein analoges Resultat beweisen, wo C°°(Hy) durch C*°(N) ersetzt wird. So
kann man folgern, dass die Grundzustandsenergie von Hy+ 8V eine asymptotische
Reihe hat, deren Koeflizienten durch Summen von Feynman-Diagrammen gegeben
sind.

Neben der Bedingung, dass das Grenzabsorptionsprinzip a) erfiillt ist, gibt es
weitere Bedingungen, unter denen die Stabilitédt von Eigenwerten gezeigt werden

kann.
SATZ 5.14. Sei Hy ein abgeschlossener Operator und folgende Annahmen sind
erfillt:

a) P ist eine endlich-dimensionale, orthogonale Projektion, sodass Ran(P) C D(Hy)
und HOP = PHO

b) Ho | Ran(1 — P) ist sektoriell mit Sektor Sy = {z : |arg(z)| < 6y < 7/2} und
das Spektrum von Hy | Ran(P) liegt auflerhalb von Sy

c) Sei auch V' abgeschlossen und sektoriell mit Sektor Sy
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d) Ran(P) C D(V)UD(V*) und Ey sei ein nicht-entarteter, isolierter Eigenwert
von Hy | Ran(P)

Dann gibt es fiir alle €,6 > 0 ein B, sodass die Formsumme Hy + BV genau einen
FEigenwert E(B) € {E : |[E—Ey| < €} fir g € Q = {f : larg(B)| < n/2 — 6y —
4,18] < B} hat. Zudem ist dieser Eigenwert nicht entartet und der einzige Punkt
im Spektrum von Hg + BV nahe Ey und es gilt

sup{|||(Ho + BV — E) ||| : |[E — Eo| = ¢,8 € Q} < . (5.25)
Angenommen, dass weiter
e) HoQo = EoQ und (Ho—E)~*V ) (Hy—E)~1Q¢ € D(V) fiir |[E — Ep| = ¢
und alle j =0,...,k
erfiillt ist. Dann sind die Rayleigh-Schrédinger-Koeffizienten von E(S) endlich bis

zur Ordnung B*+1 und die Rayleigh-Schrédinger-Reihe ist asymptotisch bis min-
destens zu dieser Ordnung fir b € Q.

BEWEIS. Es geniigt die Stabilitéit zu zeigen, da die Ergebnisse fiir die asym-
ptotische Reihe aus den Beweisen des zweiten und dritten Lemmas folgen.

Wir zerlegen V =V, + Vo mit V; = (1 — P)V(1 — P) und Vo =V — V4. Dann
ist V, ein beschriankter Operator endlichen Ranges, da Ran(P) C D(V) U D(V*).
Offensichtlich ist Hy + 8V; sektoriell auf Ran(l — P) fiir § € @ (unabhingig von
der Wahl von B und §) und (Hy + V1) | Ran(P) = Hy. Da SV; beschriinkt ist,
konnen wir regulére Storungstheorie bzgl. Hy+ £V, verwenden, um seinen Effekt auf
o(Hy + V1) zu verstehen. Das Resultat ist dann, dass fiir kleine § das Supremum
endlich ist und die Projektion —5= §(Hp + 8V — E)~'dE konstante Dimension

2mi
hat. (]
BEISPIEL 5.15. Sei Hy = —A + W, wobei W reellwertig ist und W(x) —
0 fir |z| — oo. Sei V(x) = |z| (man koénnte auch |z|" verwenden). In diesem

Fall konvergiert zwar Hy + SV — Hp im starken Resulventensinne, aber nicht
im Norm-Resolventensinne. Die Konvergenz kann gar nicht in Norm sein, da zwar o
(Ho + BV — i)~ kompakt ist, doch (Hg — i)~! nicht. Damit ist Satz nic
anwendbar.

Wenn Hj, negative Eigenwerte hat, kénnen wir P als die Projektion auf die
entsprechenden Eigenfunktionen auffassen (oder auf die, die zu den m untersten
Eigenfunktionen; in diesem Fall addieren wir eine Konstante zu Hy, um sicher zu
stellen, dass Hy | (1 — P) sektoriell mit Sektor Sy ist). Da die Eigenfunktionen von
Hy exponentiell abfallen, ist Ran(P) C D(V) = D(V*), womit die erste Bedingung
von Satzr%‘e—rﬁﬂ[ﬁst. Dariiberhinaus ist unter sehr milden Annahmen an W, dass
fiir E nahe Ey und a klein, die Resolvente (Hy — E)~! eine beschriinkte Abbildung
von He ={¢: ||¢||, = He“'m‘wﬂz < 0o} in sich selbst ist. Da Qo € H,, fiir kleine a,
und V' eine H, — Hqy —besgllnlzréi.nsléte Abbildung ist, kann man die Hypothese des
zweiten Teils von Satz %Eﬁﬂﬂ’e k verifizieren. Die Rayleigh-Schrédinger-Reihe
ist daher fiir alle Ordnungen und alle 5 mit Re(8) > 0 asymptotisch. Ist 5 < 0, so
ist der Eigenwert nicht stabil, doch ist die Rayleigh-Schrodinger-Reihe immer noch
von Relevanz, wie wir spéter sehen werden.

In unserem letzten Beispiel werden wir sehen, dass eine Rayleigh-Schrédinger-
Reihe zwar asymptotisch ist, doch der entsprechende Eigenwert nicht stabil ist.
Das Beispiel illustriert nochmals, dass zwei v6llig verschiedene Funktionen die selbe
asymptotische Reihe haben kénnen.
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BEISPIEL 5.16 (Doppelter Potentialwall). Wir betrachten folgende Familie von
Operatoren auf L?(R):

2

35t 22 + 2823 + g2t (5.26)

H(B) =
Da das volle Potential als x2(1 + z)? geschrieben werden kann, ist fiir alle 3 > 0
die Familie H(f) von unten beschrankt. H(8) ist demnach auf S(R) wesentlich
selbstadjungiert und hat rein diskretes Spektrum, sowie eine vollstidndige Menge
von Eigenvektoren. Obwohl H(S) nicht in § linear ist, kann man die zu Beginn
ausgerechneten Formeln erweitern, um formale Reihen fiir die Eigenwerte zu er-
halten. Dazu muss man nur 28z% + p%22* = V verwenden und die Formeln bis
zur Ordnung " anwenden. Da (Q,, (2823 + p224)Q,) = 0 fiir [n —m| > 4
fiir die ungestorten Eigenvektoren 2, von Hj, sind die Summen in der Definiti-
on der Rayleigh-Schrédinger-Reihe alle endlich, weshalb man eine formale Reihe
>0 o anB™ fiir die Eigenvektoren von H(f) erhilt. Da das Problem invariant un-
ter x — —x und B — —f ist, sind die ungeraden Koeffizienten ag,41 = 0 fiir alle
n.

Soweit unterscheidet sich dieses Beispiel nicht sehr vom anharmonischen Oszil-
lator. Ersetzt man némlich den Faktor 2 in 2823 durch ein § € (—2,2), so koénnte
man Norm-Resolventen-Konvergenz fiir § \, 0 zeigen. Doch man bemerkt, dass das
volle Potential bei x = —1/8 verschwindet. Durch Translation in —%—Einheiten
erhélt man den unitér dquivalenten Operator

H(B) = & + iﬁ‘r“ _z + e (5.27)

-~ da? 16 2 ' '
Da das Potential unter x — —x invariant ist, sieht man, dass H () zwei identische
Wiille im Potential besitzt — einer, der bei z = 0 und ein anderer, der bei = —37!
zentriert ist. Wir erwarten daher, dass es zwei Eigenwerte nahe Ey geben wird,
wenn (3 klein ist, da wir zwei nahezu orthogonale Vektoren mit Energie nahe Fj
erhalten, indem wir einerseits den ungestorten Grundzustand Qg(z) von Hy und
andererseits den Translatierten Qq(x + 87!) verwenden.

Wir bezeichnen daher die Eigenwerte von H(8) fiir 5 > 0 als Ey(8) < E{(8) <
E1(8) < E{(B) < --- mit entsprechenden Eigenvektoren Qq(z,8) usw. Ey, Eq, ...
sind die Eigenwerte von H(j3), die unter & +— —z invariant und Ej, ) sind die
Eigenwerte, die unter z — —z ungerade sind. Wir erwarten, dass fiir 8 \, 0 beide
Eo(B) und E{(5) gegen Ey laufen, das heifit Ey (die Grundzustandsenergie von Hy)
ist nicht stabil.

Weiter erwarten wir, dass |Eo(3) — E{(8)| < ce=%"" geht, denn: die wahren
Eigenvektoren von H (8) sind gerade und ungerade unter x — —x. Startet man zur

Qo (2,8)+Q (2,
N

Zeit t = 0 mit einem Zustand wie p ), der bei z = 0 konzentriert ist,

dann wird er nach einer Zeit ¢ = 5" unter der von H(j3) erzeugten Dynamik bei
0
x = —f~! konzentriert sein, das heifit er wird durch die Barrieren durchgetunnelt

sein. E|(B8) — Eo(p) solte daher von derselben Grofienordnung wie die Tunnelwahr-
scheinlichkeit sein. Diese ist in etwa e_d\/g7 wobei d die Breite — also f~! — und h
die Hohe — also 1—16 B2 — der Barriere ist.

Zusammengefasst erwarten wir, dass die beiden Eigenwerte Fo(5) und E{|(5)
beide gegen den einfachen Eigenwert Ey von Hy konvergieren und beide die selbe
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asymptotische Rayleigh-Schrodinger-Reihe haben. Fiir den Beweis bendtigen wir

drei Zutaten:

a) Fir g N\, 0 konvergieren E;(8) und E!(83) gegen F;(0) = E;. Insbesondere
konvergiert die S-unabhingige Liicke zwischen E!(8) und E;(8) gegen Null fiir
B — 0.

b) Wir zeigen, dass es a und b gibt, sodass e~ "~ < E}(8) — Eo(8) < e 87",

¢) Wir zeigen, dass FEy(3) (und wegen b) auch E{(53)) eine Rayleigh-Schrodinger-
Reihe, verstanden als asymptotische Reihe, haben und, dass diese iibereinstimmen.
Als vorbereitenden Schritt fiir a) betrachten wir die Operatoren H? (a) und

HN(a) auf L?(—a, a), die durch —d2+22 mit Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen

bei z = +a gegeben sind. Seien £ (a) bzw. EY (a) die zugehorigen Eigenwerte und

E, die Eigenwerte von —d2 + z? auf ganz L?(R). Aus dem Dirichlet-Neumann-

Bracketing folgt

E)(a) < E, < EJ(a), (5.28)
solange a? > E,, = 2n + 1. Wir zeigen dann, dass
EP(a) < EN(a) + e~ (5.29)

fiir groBe a, wobei die Gréfie von n abhiingen wird. Sei dazu ¥ (z,a) der n-te
normierte Eigenvektor von H” (a). Fiir hinreichend groies a behaupten wir dann,
dass

‘m
[V

1Y) (a,a)| <e 2. (5.30)

BEWEIS. Sei dazu ¢(x) die Losung von —¢” + 229 = EY (a)¢ mit den Rand-
bedingungen ¢'(a) = 0, ¢(a) = 1. Wir wihlen a so groff, dass ¢ > 16 und
(a/2)* > a®/9 + (2n + 1). Dann ist fir € [a/2,a] 2° — EY(a) > a?/9, da
EN(a) < 2n + 1 wegen des Dirichlet-Neumann-Bracketings. Mit einem Vergleich-
sargument ist daher ¢(x) > cosh(§)(xz — a) fir 2 € [a/2/a]. Insbesondere ist

o(x) > %e% tir « € [a/2,3a/4]. Daher, und wegen a > 16, ist

3a/4 a2
/ lp(x)|* dz > cosh(—). (5.31)
a/2 6
Da Y (x,a) ein normiertes Vielfaches von ¢ ist, folgt die Behauptung. O

Fiir spitere Zwecke bemerken wir, dass ein #hnliches Argument

’ Oy

2

< eca (5.32)

or (a,0)

G.2 ..
zeigt. Wir fixieren nun no und wiéhlen ag so, dass | (a,a)’ < e 1= fiir alle n =
0,1,...,n9 und a > ag wahr ist. Sei dann

Nz, a)—vN(a,a 1=
m(z)_{wi (z,a) — ¢ (a,a) 0,2,

N (@,a) — a e (a,a) i=1,3,.. (5.33)

Die so definierten 7; verschwinden bei x = +a, weshalb sie erlaubte Testfunktionen
fir HP(a) sind, da sie in Q(HP(a)) liegen. Weiter definieren wir A;; = (n;,71;),
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sowie E;; = (n;, HP(a)n;). Wegen der punktweisen Schranke an die Neumann-
Eigenfunktionen, haben wir fiir 0 < 4,5 < ng
a2
|Aij — 6U| Sde_%, (5343‘)
112
|Eij — BN (a)6;;] <de™% (5.34D)

fiir ein geeignetes d. Sei E(;y der i-te Eigenwert von A—12EA-Y/2 wobei A = {A;}
und £ = {E;;}. Wegen des Min-Max-Prinzips ist E;) > EP(a) fiir i = 0,...,n0,
und, wegen der obigen Abschétzungen

H)A*WEA*W ~ ENG,;

a2
H < dye o (5.35)

Daraus folgt |E(;) — EN| < dle*% und daher die Behauptung EP(a) < EN(a) +
e ca2

Nun kénnen wir endlich Schritt a) zeigen. Wegen der Form von H(j) ist E;
(bzw. EY) der (i+1)-te Eigenwert von —d2+z2+28z3+ %2 auf L*(— 5571, c0) mit
Neumann- (bzw. Dirichlet-)Randbedingungen bei 2 = —1 3~1. Wir fixieren nun a >
v2n + 1 und fiithren weitere Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen bei z = +a
ein. Seien dann E; p(8,a), Ei N (B, a), B} p(8,a) und E; (B, a) die entsprechenden
Eigenwerte. Wieder haben wir wegen des Dirichlet-Neumann-Bracketings

E;n(B,a) < Ei(8) < E;i p(B,a) (5.36)

und analog fiir die gestrichenen Eigenwerte. Lasst man 8 — 0 laufen, sieht man,
dass

E}N(a) < liminf E;(B) < limsup E;(3) < EP(a) (5.37)

mit EP(a) aus Schritt Null. Lisst man nun @ — oo laufen und verwendet die
Abschiitzung an die Dirichlet-Neumann-Eigenwerte E und EP| sieht man, dass
Als Vorbereitung fiir Schritt b) bemerken wir, dass limg_,¢ HQz(ﬁ) — () H =0

und

limg_o ‘ (B — Qg(ﬁ)H = 0, wobei Q(z, ) = 27 V/2((x) + Qi(z + 1)) und
Q(x, B) ::~2_1/2(Qi(x) — Q;(x + B71)) (man beachte das Minus-Zeichen!). Man
sieht, dass €); gerade unter Reflexion bei z = —%6*1 ist und

tim |[(B1(8) = E:(8)8 = 0. (5.38)

Da H(f) nur einen Eigenwert mit geradem Eigenvektor nahe E;(8) hat, ist daher
‘Qi(ﬁ) — QZ(ﬁ)H — 0. Das Argument verlduft analog fiir die gestri-
chenen Vektoren. Insbesondere ist

insbesondere

1
i . / —
Jim, e 0ol (z, B)Si(z, f)de = 5. (5.39)
Verwendet man dies und die Randbedingungen bei x = —% 871, so findet man nach
einer partiellen Integration in
[, E@2) - @0 (5.40)
-3 -1
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dass

1, 1, od_, 1,
Mit dem Argument fiir den Beweis der punktweisen Schranken der Eigenfunktionen
und, dass % < 22(1 + pr)? < 22 auf (—%6*1,0), ist es leicht zu zeigen, dass die
rechte Seite des letzten Ausdrucks von unten durch e~%# ° und von oben durch
e~ beschrinkt ist, was b) zeigt.

Um c¢) zu zeigen, bemerken wir, dass man fiir ¢ € S leicht zeigen kann,
dass (H(8) — Hp)p — 0 fiir 8 \, 0. Da das Spektrum von H(3) gegen das
von Hy nach a) konvergiert, konvergiert (H(8) — z)~! — (Ho — 2)™1 — 0 fiir
B \¢ 0 und alle z # 2n + 1. Daraus folgt, dass auch P(8) — P(0) fur § N\, 0
stark konvergiert, wobei P(8) = —5- § (2 — H(B)) 'dz. Dabei ist P(0) ei-

lz=1]=3
ne Rang-1-Projektion und P(8) fiir 8 # 0 eine Rang-2-Projektion. Wie iiblich
hat e(3) := % eine Rayleigh-Schrodinger-Reihe, die asymptotisch ist.
Dariiberhinaus ist e(8) = 0(8)Eo(8) + (1 — 0(B))Ey(B) fiir eine geeignete Funktion
0(B). Da Ey— E{; — 0 schneller als jede Potenz konvergiert, haben Ey(8) und Ej(f5)
die selbe asymptotische Rayleigh-Schrédinger-Reihe.

6. Summierungsmethoden in der Stérungstheorie

Im vorigen Abschnitt haben wir am Beispiel von p? 4+ 22 4+ B2* gesehen, dass,
obwohl die Storungstheorie fiir die Eigenwerte dieses Operators divergiert, man
dennoch etwas Information iiber die eigentlichen Eigenwerte erhalten kann und,
unter recht allgemeinen Umstédnden eine Rayleigh-Schrodinger-Reihe, aufgefasst als
asymptotische Reihe, erhalten kann. Doch haben wir auch gesehen, dass asymptoti-
sche Reihen nicht besonders aussagekriftig sind. Ist beispielsweise ZZO:O an,B" eine
asymptotische Reihe fiir E(f), so sagt dies noch lange nichts iiber E(f8g) fiir Sy # 0
aus.

In diesem Abschnitt werden wir uns um die Frage kiimmern, ob die divergente
Stérungsreihe doch die Energie E(f) bestimmen kann, wenn man sie nicht stur,
sondern etwas geschickter aufsummiert. Dazu entwerfen wir zunéchst ein Kriterium,
das stirker ist als, dass > a, " asymptotisch fiir E(f) ist, aber schwiicher ist als,
dass die Reihe konvergiert, und trotzdem E(8) eindeutig bestimmt. Wir erinnern
uns, dass die Nicht-Eindeutigkeit von asymptotischen Reihen daher kam, dass von
Null verschiedene Funktionen wie e~ " eine asymptotische Reihe haben kénnen,
die trotzdem exakt Null ist. So eine ,,mittlere*“ Bedingung kann durch das folgende
Resultat von Carleman motiviert werden.

SaTz 6.1 (Carleman). Sei g eine Funktion, die analytisch im Inneren von S =
{z:0< |z| < B:|arg(z)| < 7/2} und stetig auf S ist. Angenommen, dass fir jedes
n

19(2)] < bn2]" (6.1)

fiir alle z € S ist. Ist dariberhinaus Y ., b;l/" = 00, so ist g identisch Null.
In der Praxis werden wir jedoch nur einen Spezialfall dieses Resultats benotigen.
Man bemerkt, dass |g(z)] < b,|z|™ gerade die Bedingung ist, dass g eine Null-

asymptotische Reihe hat. Die zusétzliche Bedingung Zzozl bn Un — entspricht
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einer Schranke, wie schnell b, 1/n gegen Null gehen kann bzw. wie schnell b,, gegen
Unendlich strebt. Da Y7 | n~! nur“ logarithmisch divergiert, ist die Bedingung

>0 bn /" — 50 nur etwas schiicher als eine Schranke by, < CoBin" fiir geeignete
Cy, By oder dquivalent b, < CB"n/! fiir geeignete C, B. Wir beweisen nun folgenden
Spezialfall von Carlemans Satz.

SATZ 6.2. Sei g eine Funktion, die analytisch im Inneren von S = {z : 0 <
|z| < R:larg(z)| < w/2+ €} fiir ein € > 0 und stetig auf S ist. Angenommen, es
gibt C und B so, dass

lg(2)] < CB"nl|z|" (6.2)
fiir alle z € S und alle n € N, so ist g identisch Null.

BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir w = 27! und f(w) =
g(w™1) = g(z). Dann ist f in

§ = {w: jwl > R, farg(w)| < T + ¢} (6:3)

analytisch. AuBlerdem ist | f(w)| < CB™n!jw|~" fiir alle n € N und w € 5. Wegen
Stirlings Formel log(n!) = nlog(n) — n + O(log(\)) gibt es fiir alle § > 0 ein Dy,

sodass n! < Dsn"e (179 Wihlt man n = L%J, so sieht man, dass |f(w)| <

C'e~€lvl fiir eine Konstante ¢’ und € > 0. Verwendet man nun das Phragmén—
Lindelsf-Prinzip, so werden wir zeigen, dass f(wg) = 0, falls wg € R und wy >
R~!. Wir werden dann per analytischer Fortsetzung schliefen, dass f identisch
verschwindet.

Wir wahlen dazu a so, dass a5 +€) = 3. Sei fm(w) = f(w)exp[m(3-)°].
Da a < 1 und |f(w)| < C’e=I*|, konvergiert lim,| o0 frm(w) = 0. Wegen des
Maximumprinzips ist daher

| fn (w0)| < max{|fm(w)|: |w| = R™" oder |arg(w)| = g + €} (6.4)

Mit My := max{|f(w)| : |w| = R} und My := {|fm(w)| : larg(w)| = § + €} ist
also

Rfl
()] < max{0fy explm(©—)°], Ma). (65)
das heif}t
Rfl
F(wo)] < max{ My explm(~1+ ()], Mae™). (6.6)
Da m beliebig war, folgt f(wg) = 0. O

Wir haben also gezeigt, dass, wenn f in S analytisch ist und exponentiell abfllt,
f identisch Null sein muss. Wir werden dies spéter verwenden, um die Abwesenheit
positiver Eigenwerte zu zeigen, und eine Erweiterung dieses Resultats (den Satz
von Carlson) beweisen.

Das letzte Resultat suggeriert, dass wir eine stérkere Bedingung definieren
konnen, als, dass E(8) die asymptotische Reihe > a, 3™ hat.

DEFINITION 6.3. Sei E(f) analytisch in einem sektoriellen Gebiet {5 : 0 < || <
B, |arg(B)| < 5 + €}. Wir sagen, dass E(3) genau dann eine starke asymptotische
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Bedingung erfiillt und Y ja,B™ als starke asymptotische Reihe hat, wenn es C
und o gibt, sodass

N
[E(B) = anB"| < Co™TH(N + 1)YBIN (6.7)
n=0

fiir alle NV und 8 in obigem Sektor.

SATZ 6.4. Ist fozo a, 8™ eine starke asymptotische Reihe fiir zwei analytische
Funktionen f und g, so ist f =g.

BEWEIS. Per Voraussetzung ist

£(8) = 9(B)] < 2Ca™H(N + 1)!|B1N* (6.8)
im Sektor {8 : 0 < [B] < B, |arg(3)| < 5 +5}, weshalb der Spezialfall von Carleman
Resultat impliziert, dass f = g. (]

Um die Idee dieser starken asymptotischen Bedingung fiir Eigenwerte anwenden
zu konnen, ist es hilfreich folgende einfachen technischen Lemmata zu kennen.

LEMMA 6.5. Erfillen f und g die starken asymptotischen Bedingungen und
lim g0 g(B) # 0, so erfillt auch f/g die starke asymptotische Bedingung und die
zugehorige asymptotische Reihe ist durch den formalen Quotienten der asymptoti-
schen Reihen von f und g gegeben.

BEISPIEL 6.6. Wir betrachten nochmals den anharmonischen Oszillator p? +

22 + Ba*. Wir wissen bereits, dass E(8) = %. Wegen des vorherigen
: N+1

Lemmas bendtigen wir also nur eine Schranke der Form Co™TH(N + 1)!|3]
fiir die Norm des Rests P(8){, nachdem die ersten N Terme der asymptotischen
Reihe subtrahiert worden sind. Nachdem P(3) das Integral iiber die Resolvente ist,
brauchen wir nur eine starke asymptotische Bedingung fiir den Vektor (H(8) —
E)~1Qp, die uniform in |E — Ey| = € sind. Der Rest, den wir beschréinken miissen
ist nur der Rest einer geometrischen Reihe
N
(H(B) = E)'Q— Y (=B8)"(Ho — E)'[V(Ho — E)™']"Q
n=0

=(=p)NTUH(B) — E)[V(Ho — B) 'V,

(6.9)

Da ||(H(B) — E)~!|| wegen der im letzten Abschnitt bewiesenen Norm-Konvergenz
gleichméBig beschréinkt ist, miissen wir nur noch

[zt (p? + 22 — B) YNV HQy|| < CoV TV +1)! (6.10)

fiir |[E —1/2| = 1/2 zeigen. Mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter, ist * = $(A +
A*)4 das heiit die zu beschriinkte Norm kann durch (24)V*1 Terme der Form

AN AT - Af (Ho - B) T AT - ALy (Ho — B) 7' (6.11)

beschrinkt werden, wobei A# ein Erzeuger oder Vernichter sein kann. Die Co™¥ 1 (N +
1)!-Schranke wird mit Hilfe der Formeln

AQy, =/ 1 (6.12a)
A*Q =V + 1041 (6.12b)

(Hy— E)™'Q, =2n+1- E)"'Q, (6.12c)
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bewiesen. Die Energieniveaus des anharmonischen Oszillators erfiillen daher eine
starke asymptotische Bedingung. Insbesondere sind sie eindeutig durch die Rayleigh-
Schrodinger-Reihe bestimmit.

Verallgemeinerungen des obigen Arguments in eine abstrakte Situation wurden
von Simon durchgefiihrt. FEin typisches Resultat ist Folgendes.

SATZ 6.7. Seien Hy, V und M selbstadjungierte Operatoren, die folgende Be-
dingungen erfillen:
a) HO Z 0
b) Fiir alle a > 0 gibt es ein b, sodass —V_ < aHy+b
¢) Es gibt ¢ und d so, dass

V| <cHZ +d (6.13)

d) 0 <M < Hy

e) M und Hy kommutieren

f) C°(M) CD(V) und V bildet C°(M) auf sich selbst ab
g) Es gibt e und f so, dass fiir alle n und ¢ € C*°(M)

1M + )"Vl < el|(M + f)" 2 f] (6.14)

Sei Hy+pV als Formusumme fiir kleine | 5| und |arg(5)| < m—e definiert. Dann gibt
es fir alle nicht-entarteten, isolierten Eigenwerte von Hy einen Eigenwert von Hy+
BV fiir kleine |B|, der eine Rayleigh-Schrddinger-Rethe als starke asymptotische
Reihe hat.

Dieses Resultat erlaubt es die Ergebnisse des eindimensionalen anharmonischen
Oszillator fiir die des n-dimensionalen anharmonischen Oszillators zu erweitern. Sei
dazu H = L*(R"),

- 82 2.2
Hy = ; g2 Tuial (6.15a)
und
V= > ajmwizzi, (6.15b)
ik, 0=1

wobei a so gewéhlt ist, dass V(z) > 0 fiir alle z € R™. Dann ist fiir jeden nicht-
entarteten Eigenwert Ey von Hy die Rayleigh—Schrodinger-Reihe eine starke asym-
ptotische Reihe fiir den Eigenwert F(3) von H () = Hy + SV mit E(0) = Ey.

BEISPIEL 6.8 ((¢*)2, rdumlich abgeschnitten). Im vorigen Abschnitt haben wir
kurz rdumlich abgeschnittene Feldtheorien in zweidimensionaler Raumzeit betrach-
tet.

Hy — / Vm? 20" (B)a(k)dk = T (VE? + m?) (6.16a)
\V4 :/g(x) : <p4(x) cdz (6.16b)
mit g € L2N LY, g > 0 und

M= / o* (k)a(k)dk = dT(1) = N (6.16¢)
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dem Teilchenzahloperator. In diesem Beispiel kénnen alle Bedingungen des Re-
sultats von Simon nachgewiesen werden. Die am schwierigsten zu beweisende Be-
dingung ist b), welche bereits frither diskutiert wurde. Die Rayleigh-Schrédinger-
Reihe fiir die Grundzustandsenergie ist daher eine starke asymptotische Reihe fiir
die exakte Grundzustandsenergie und in diesem Fall als Summe von Feynman-
Diagrammen gegeben. Dies suggeriert, dass auch unter allgemeineren Zusténden
die Feynman-Reihe eine starke asymptotische Reihe ist.

Die starke asymptotische Bedingung impliziert, dass |a,| < Co™n!l. Jedoch gibt
es Reihen einiger einfacher Beispiele, wo die a,, sich wie (kn)! mit k > 1 verhalten,
das heifit die starke asymptotische Bedingung kann in solchen Féllen nicht erfiillt
sein. Doch zeigt ein einfaches Skalierungsargument und Carlemans Satz, dass eine
Funktion g, die auf dem mehrbléttrigen Gebiet {2 : 0 < |z| < B, Jarg(2)| < & + €}
und [g(2)] < CoN[k(N + 1)]!|z|Y*! fiir alle N und z in diesem Gebiet erfiillt,
identisch Null ist. Wir definieren daher:

DEFINITION 6.9. Sei F(3) analytisch auf dem sektoriellen Gebiet {5 : 0 < || <
B, |arg(B)| < EF + €}. Man sagt E(f) erfiillt genau dann eine modifizierte starke
asymptotische Bedingung der Ordnung k und hat fo:o a,B" als starke Ordnung-
k-asymptotische Reihe, wenn es C' und o so gibt, sodass
N
B(B) ~ 3 anf™] < CoV RN + D5 (617)
n=0

fiir alle NV und alle 8 in diesem Sektor.

BEMERKUNG 6.10. Aus dieser Definition folgt die Verallgemeinerung, dass,
wenn f und g die gleiche > " a,"-Reihe als starke Ordnung-k-asymptotische
Reihe haben, dann f = g sein muss.

BEISPIEL 6.11 (22™-Oszillator (m > 3)). Sei Hy = —d2 + 2% und V = 2°™
mit m > 3. Numeriker behaupten, dass die Rayleigh-Schrédinger-Koeffizienten a,
der Grundzustandsenergie wie (—1)"T1Co™[(m — 1)n]![1 + O(n™1)] fiir n — o
gehen, was jedoch bedeuten wiirde, dass eine normale starke asymptotische Bedin-
gung nicht erfiillt wiire. Man kann jedoch zeigen, dass sich E(() analytisch auf den
mehrblittrigen Sektor {3 : [3| < B, larg(8)| < 7w — €} fiir alle € > 0 fortsetzen
ldsst und, dass eine starke asymptotische Bedingung der Ordnung m —1 in so einem
Sektor erfiillt ist. Das heifit die asymptotische Reihe bestimmt den Eigenwert also
auch in diesem Fall.

Da eine starke asymptotische Reihe E(f) eindeutig bestimmt, kénnte man den-
ken, dass man F durch die a, konstruieren kann. Watson hat hierzu sogar eine
explizite Methode so einer Konstruktion geliefert.

SATZ 6.12 (Watson). Angenommen, dass E(8) durch die starke asymptotische
Reihe Y0~ an ™ auf {5 : 0 < |B| < B,|arg(B)| < 5+e€} beschrieben wird. Definiere

gz) =5 2o, (6.18)

die wegen der starken asymptotischen Bedingung in einem Kreis um z = 0 analy-
tisch ist. Dann gilt:

(i) g hat eine analytische Fortsetzung auf das Gebiet {z : |arg(z)| < €}
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(ii) Ist |B| < B und |arg(8)| < e, dann ist [;* |g(Bz)|e "dz < oo
(iii) Ist |B] < B und |arg(B)| < ¢, dann ist E(8) = [, g(Bx)e "dx.

BEMERKUNG 6.13. Wir erinnern uns an n! = fooo e *dx. Konnte man also
Jo° und 3°°7 ) miteinander vertauschen, so hitten wir (zumindest formal)

0
/000 g(Bx)e™™ = Z anf". (6.19)
n=0

Die hier beschriebene Methode, die Summe Y~ j a,3" zu bestimmen ist ein Bei-
spiel einer Summierungsmethode, also eine Methode eine endliche Antwort einer di-
vergenten Reihe, die formal eine Summe ist, zu bekommen. Diese Methode ist unter
dem Namen Borelsche Summierungsmethode bekannt. Hierbei ist g(z) die Borel-
Transformation der Folge {an}nen,. Die Laplace-Transformation [;° g(fz)e *dx
nennt man manchmal inverse Borel-Transformation.

6.5 und den z2™-Oszillator

Wir, digkutieren nun nochmals die Beispiele 6.0L |

i
le:
ﬁﬁt—ﬂﬂfe der Borelschen Summierungsmethode.

le:2.63
BEISPIEL 6.14 (Nochmals zu Beispiel PWERIt man e beliebig nahe bei 7

(was man ja darf), so ist g analytisch auf der abgeschnittenen Ebene C\ (—oo, —R),
wobei R der Konvergenzradius der Borel-Transformation ist. Im Spezialfall des ein-
dimensionalen Oszillators ist bekannt, dass E(8) auf {8 : |arg(8)| < w} analy-
tisch ist, weshalb die inverse Borel-Transformation fiir alle § > 0 (bzw. alle 8 mit
Re(B) > 0) gegen E konvergiert.

le:2.65
BEISPIEL 6.15 (Nochmals zu Beispiel ﬁigi Man kann in diesem Fall E(p) fiir
hinreichend kleines |3| und |arg(5)| aus der Borel-Transformation der Rayleigh-
Schrodinger-Reihe wiederherstellen.

le:2.68
BEISPIEL 6.16 (Nochmals zum z?™-Oszillator (m > 3) Ei i ““Fwar ist die
Borel-Methode nicht direkt anwendbar, doch gibt es eine Verallgemeinerung dieser.

pleaPpB3: 2. 65

Fiir den £2™-Oszillator ist die modifizierte Borel-Transformation
o0 an
= _ 2" 6.20
9(2) ;)[n(mfl)ﬂz (6.20)

auf der abgeschnittenen Ebene C\ (—oo0, —R,,) analytisch. Fiir positives und kleines
[ ist dann

E(B) = /Ooo g(Br™ e *du. (6.21)

BEMERKUNG 6.17. Fiir andere Spezialfille bzw. Probleme existieren eigene
andere Summierungsmethoden.

7. Spektrale Konzentration

In den vorherigen zwei Abschnitten haben wir gestorte Systeme untersucht, die
einen isolierten Eigenwert nahe des ungestorten isolierten Eigenwerts aufwiesen.
Jeder einzelne Term der zugehorigen Storungsreihe war zwar endlich, doch konver-
gierte die Reihe nicht. In diesem Abschnitt werden wir die kompliziertere Situation
analysieren, in der es einen ungestorten Eigenwert und eine Term fiir Term endliche
Storungsreihe, aber keinen gestorten Eigenwert gibt.
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Als einfithrendes Beispiel betrachten wir den Stark-Hamilton-Operator Hy =
—A— ﬁ mit V = Ege - x, wobei Fy die Feldstdrke eines homogenen elektrischen

Feldes und e € R3 fest ist. Fiir 8 € R ist Hy+ BV der Hamilton-Operators des Was-
serstoffatoms, das sich im konstanten elektrischen Feld = —f3FEye befindet. Friiher
haben wir bereits gesehen, dass Hy + SV auf C§°(R3) wesentlich selbstadjungiert
ist. Doch ist es andererseits leicht zu sehen, dass Hy+ BV fiir § # 0 von unten unbe-
schrankt ist. Insbesondere werden wir spéter sehen, dass o(Hp + V) = (—o0, 00).
Sobald wir also die Storung anschalten, werden alle negativen Eigenwerte ins stetige
Spektrum eingebettet. Jedoch ist die Storungsreihe fiir die Grundzustandsenergie,
die durch die in den ersten Abschnitten hergeleitete Formel gegeben ist, endlich
Term fiir Term. Was passiert hier also?

Bevor wir eine mathematische Antwort geben, betrachten wir eine alternative
Interpretation. Sei dazu

e-x ,falls|le-x|<n
Va(z) =Ep<n yfallse-x >n (7.1)

—n Gfallse-x < —n

Jedes V}, ist eine Stérung vom Typ (A), das heit es gibt B(™), sodass die Stérungsreihe
Ym0 aﬁff)ﬁm der Grundzustandsenergie E(™(8) von Hy + BV, gegen E((B)
konvergiert, wenn |8] < B(™ ist. Angenommen, es sei Yo am ™ die formale
Storungsreihe fiir die Grundzustandsenergie von Hy+8V . Da agff ) am fiir n — oo,
interpretieren wir ) a,,3™ als den formalen Grenzwert von »_ agff ) 5™, Die-
se Interpretation mag zwar mathematisch nicht zufriedenstellend sein, da es sehr
wahrscheinlich ist, dass B™ — 0 und 3 a,,, /™ fiir alle 3 divergiert, doch ist sie die
richtige physikalische Interpretation. Der Grund dafiir ist, dass V' im Experiment
natiirlich nicht iiber die ganze Welt reichen, sondern eben nur bis eine gewisse
Reichweite haben — V ist lediglich eine Idealisierung. V,, hat viel mehr mit dem
elektrischen Feld und E(™ (8) mit den gemessenen spektroskopischen Observablen
im Experiment zu tun. Doch da E™ (8) ~ ag + agn)ﬁ fiir kleine 5 und a&") ~ ay
fiir grofe n, kénnen wir E(™(3) durch a; approximieren.

Wir werden nun sehen, dass sich das Spektrum von Hy + SV nahe des un-
gestorten Eigenwerts konzentriert und, dass das Zentrum dieser spektralen Konzen-
tration durch die asymptotische Reihe )" a,, 3" gegeben ist. Als Erstes definieren
wir diese spektrale Konzentration.

DEFINITION 7.1. Sei H,, eine Familie von selbstadjungierten Operatoren und
sei {P,(Q)} die Familie der projektionswertigen spektralen Mafle von H,,. Seien
{Sn}nen, T C R. Wir sagen, dass der Teil des Spektrums von Hy, in T asymptotisch
in S, liegt genau dann, wenn

s — le P, (T\ S,) =0. (7.2)

Konvergiert H,, — H im starken Resolventensinne, so sagen wir, dass der Teil des
Spektrums von Hy, in Sy, asymptotisch der Teil des Spektrums von H in T ist genau
dann, wenn

s — lim P,(S,) = P(T), (7.3)

n—oo

wobei {P(€2)} die projektionswertigen spektralen Mafie von H sind.
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BEISPIEL 7.2. Sei H =id, H,, = id + n~'X, wobei X der Multiplikationsope-
rator (X f)(z) = zf(z) auf L*(R) ist. Ist x (4,4 der Multiplikationsoperator mit der
charakteristischen Funktion auf das Intervall (a,b) ist, so ist P,(1 — a,1 + 8) =
X(=na,nB)» denn

np
(f>Pn(1_a>1+ﬂ)f):/‘f(x)|2X{1+%€(1fo¢,1+ﬁ)}dx:/ |[f(z)Pda. (7.4)

—no

Dariiberhinaus ist der Teil des Spektrums von H,, in (0,2) asymptotisch in (1 —
n~1/2,14n~/2) und umgekehrt ist der Teil des Spektrums von H,, in (1—n~1/2 1+
n~1/2) asymptotisch im Spektrum von H in (0,2). Um die Verbindung zwischen
diesem asymptotischen Enthaltensein und der intuitiven Definition von ,, Konzen-
tration“ zu verstehen, betrachtet man die Spektralmafle beziiglich eines bestimmten
Vektors 1. Ist dp,(\) = d(, Pu(A)v), so ist du,(A) = dug (1 + (A — 1)n~1) und
daher du, — 6(A —1).

Wir haben in diesem beispiel eine charakteristische Symmetrie festgestellt:

BEHAUPTUNG 7.3. Angenommen, es konvergiert H, — H im starken Resol-
ventensinne. Sei T = (a,b) mit a,b ¢ opp(H) und S,, C T fiir hinreichend grofles
n. Dann ist der Teil des Spektrums von H, in T genau dann asymptotisch in S,,
wenn der Teil des Spektrums von H, in S, asymptotisch im Spektrum von H in T
181.

BEWEIS. Da s — lim P,,(T") = P(T), ist s — lim P,(S,,) = P(T') genau dann,
wenn s — lim P,(T'\ S,) = 0. O

Es ist wichtig zu bemerken, dass der Begriff von asymptotischer Konzentration
eine Eigenschaft einer Folge von Operatoren {H, },en ist. Es ist daher sinnlos zu
sagen, dass das Spektrum eines einzelnen Operators H,, sich in S,, konzentriert. In
obigem Beispiel sind alle H,, unitdr dquivalent, weshalb o(H,,) = o(H,,) fiir alle
n,m € N.

Wir kénnen nun eine Vermutung iiber das Verhéltnis von ag+a18 und Hy+ 5V
am Beispiel des Stark-Effekts aufstellen. Angenommen, wir finden ein hinreichend
kleines Interval I um die ungestorte Grundzustandsenergie ag mit o(Ho) NI = {ap}
und eine Funktion f(3) mit =1 f(8) — 0 so, dass der Teil des Spektrums von H (/)
in (ap+a18—f(8), ap+a18+f(8)) asymptotisch das Spektrum von Hy in I ist. Diese
Eigenschaft bestimmt a; eindeutig (Aufgabe). Obwohl also H(/3) keinen Eigenwert
nahe ag + fa; hat, gibt es spektrale Konzentration bei ag + a1 fir 5 — 0. Um
dies zu zeigen, definieren wir sogenannte Pseudo-Eigenwerte und -Eigenvektoren.

DEFINITION 7.4. Sei H(f) eine Familie selbstadjungierter Operatoren, die fiir
kleine 8 € R definiert sind und H(8) — Hp fiir 8 — 0 im starken Resolventensinne
erfiillen. Sei Ej ein isolierter, nicht-entarteter Eigenwert von Hy mit zugehorigem
noermierten Eigenvektor ¢)y. Eine Familie von Vektoren ¢(5) (8 € R) und Zahlen
Ey + BE, heiflen genau dann Pseudo-FEigenvektor erster Ordnung und Pseudo-
FEigenwert erster Ordnung, wenn

a) limgo [[¢(8) — o =0

b) limgo B |(H(8) — Eo — BE1)¥(B)]| =0

Wir verwenden die Aussage ,,Eg + SF; ist ein Pseudo-Eigenwert erster Ordnung
von H(f)* als Abkiirzung dafii, dass ein Pseudo-Eigenvektor ¢ () mit zugehorigem
Pseudo-Eigenwert Ey + SE; gibt.
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Satz 7.5. Seien Hy und die Familie der H(B) fiir alle 8 € R selbstadjungiert
und H(B) — Hy fir 8 — 0 im starken Resolventensinne. Sei Ey ein isolierter,
nicht-entarteter Eigenwert von Hy und I ein so kleines Intervall um Ey, dass I N
o(Hp) = {Ep}. Dann gibt es eine Funktion f(B) mit %ﬁ) — 0 so, dass der Teil des
Spektrums von H(B) in I genau dann asymptotisch in

Ig := (Eo + BEL — f(B), Eo + BEL + f(B)) (7.5)
liegt, wenn Eo + BE; ein Pseudo-FEigenwert erster Ordnung von H(() ist.

BEWEIS. =: Seien P?((2) die Spektralprojektionen von H(f3). Ist der Teil von
o(H(B)) in I asymptotisch in Iz enthalten, so konvergiert P?(I5) stark gegen
PO(I) = P°({Ep}), da s — lim P#(Q) = P°(Q2) per Voraussetzung. Ist insbeson-
dere 1y der ungestorte Eigenvektor von Hy und v(3) = PA(I, 8)%0, so konvergiert
¥(B) — 1o in Norm und dariiberhinaus

BTUIH(B) = Eo = BE$(B) < B~ F(B)IIW(B)I| — 0 (7.6)

fir 8 — 0. Daher ist Fy + fF; ein Pseudo-Eigenwert erster Ordnung.
<: Sei umgekehrt Fy + SFE; ein Pseudo-Eigenwert erster Ordnung mit zu-
gehorigem Eigenvektor ¢(5). Sei

F(8) = ||(H(B) — Eo — BE)W(B)||Y/28Y2. (7.7)

Dann ist % — 0 fiir 8 — 0. Wir zeigen nun, dass P?(I3) stark gegen P°({Ep})
konverigert.

oo

B2 F(B) =|[(H(B) — By — BE)G(B)|? = / (A — By — BEL)2A((8), PP(\)(5))

— 00

>7(8)? / d((8), PPOE(8)) = £(8)||(id — PP(Ia)(8)]

AEIs
(7.8)

da d(¥(B), PP(A\)%(B)) ein positives Mafl und (A — Eq — 8FE1)? > f(B)? fiir A ¢ I3
ist. Daher ist limg_o [|(id — P?(15))¥(B)|| < limg_o 871 f(B) = 0. Da zudem

[(id — PP (I5))tboll < 11(id — PP (I5))(B) | + [1:(B) — tboll, (7.9)

folgern wir, dass

(id — PP(I5))P°({Eo}) — 0 (7.10)
in Norm konvergiert. Daher konvergiert auch
PP(I\ I5)P°({Eo}) = PP(I\ Ig)(id — P*(I5))P"({Eo}) — 0. (7.11)

Dariiberhinaus impliziert die starke Resolventenkonvergenz von H(8) — Hy, dass
PA(I) — P°({E,}) und daher, dass

5 — éii% PA(I'\ I3)(id — P°({Ep})) = 0. (7.12)

Daraus folgert man schliefilich s — limg_,o P?(I \ I5) = 0. ]

SATZ 7.6. Sei 8 in einer Umgebung N von 0 und H(S) eine Familie selbstad-
Jungierter Operatoren mit Hy = H(0). Angenommen, es gibt einen symmetrischen
Operator V, sodass

a) Hy ist auf D(Ho) N D(V) wesentlich selbstadjungiert
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b) Ist ¢ € D(Hy) ND(V), dann ist fir alle p € N ¢ € D(H(B)) und H(B)p =
Hop+ Vo

¢) Ey ist ein isolierter Eigenwert von Hoy mit Multiplizitit 1 und der zugehorige
Eigenvektor 1y ist in D(V)

Sei I ein kleines, offenes Intervall um Eo mit o(Hy) NI = {Ey} und sei By =
(o, Vo) der Rayleigh—Schridinger-Koeffizient der ersten Ordnung fir die Stérung
von Ey.

Dann gibt es eine Funktion f(B) mit 3=1f(8) — 0, sodass der Teil des Spek-
trums von Hy + BV in I asymptotisch in (Eg + BEy — f(B8), Eo + BE1 + f(8))
1st.

BewEls. Mit Hilfe von a), b) und der ersten Resolventengleichung kann man
zeigen, dass H(f) — Hp im starken Resolventensinne konvergiert. Wegen des vori-
gen Satzes geniigt es einen Pseudo-Eigenvektor v (/3) erster Ordnung mit Pseudo-
Eigenwert Ey+ BE; zu konstruieren. Seien dazu {P?(Q)} die Spektralprojektionen
von H(B) und wihle ¢(8) = P?(I)tp. Da wegen der starken Resolventenkonver-
genz s — lim PP(I) = P°(I) ist, konvergiert auch per Definition 1(3) — 1. Da
Yo € D(H(B)) fiir alle 8 € N, ist PP(I)H(B)1o = H(B)PP(I)1o. Daher ist

B~ (H(B) — Eo — BE)Y(B)|| = |8~ PP(I)(Ho + BV — Eo — BE1)wol| = [|PP(I)(V — E1)o|
< |[[PP(I) = PY(D)](V — Ev)oll + | PO(D)(V — Ey)io
(7.13)

Da s — lim P?(I) = P°(I), konvergiert der erste Term des letzten Ausdrucks gegen
Null. Da Ej nicht-entartet ist, ist P°(I)p = (1o, ¢)¥o und daher

PO(I)(Vipo) = Ert, (7.14)
weshalb der zweite Term des letzten Ausdrucks identisch Null ist. Das zeigt, dass
¥(B) ein Pseudo-Eigenvektor erster Ordnung ist. O

BEISPIEL 7.7 (Stark-Effekt des Wasserstoffatoms). Sei Hy = —A — |z|~! und
V = Eye-z. Wie wir bereits gesehen haben, ist H(8) auf D(Hy) ND(V') wesentlich
selbstadjungiert. Dann ist Fy = —i die Grundzustandsenergie von Hy und v ist
explizit bekannt und erfiillt |1)o(x)| < Aexp(—|z|/2) fiir ein geeignetes A, sowie 1y €
D(V). Damit sind die Bedingungen des letzten Satzes erfiillt. Da Ey = (1o, Vo) =
0, ist der Teil des Spektrums von H(fS) nahe Ey bei (Ey — AB, Eg + AB) fiir alle
A > 0 konzentriert.

Man kann dariiberhinaus zeigen, dass alle Koeffizienten der Rayleigh—Schrédinger-
Reihe endlich sind. Zudem kann man fiir alle n ein f((8) mit |g|~"f#) — 0
finden, sodass der Teil des Spektrums von H(S) nahe Ey bei (30 _  En,8™ —

(), S o EmB™ + f(B)) fiir B — 0 konzentriert ist.

Neben der Verallgemeinerung von Pseudo-Eigenwerten und -Eigenvektoren auf
hohere Ordnungen, hat der letzte Satz eine weitere Verallgemeinerung: diskrete
Energieniveaus endlicher, aber nicht-trivialer Entartung kénnen behandelt werden.
Im Beispiel des Stark-Effekts ist der erste angeregte Zustand vierfach entartet und
spaltet sich dabei in einen zweidimensionalen Pseudo-Eigenwert und zwei eindi-
mensionale Pseudo-Eigenwerte erster Ordnung auf. Man kann explizit vier linear
unabhéngige Pseudo-Eigenvektoren finden, die gegen Vektoren v; konvergieren, die
Hyy; = 7%1/}1- erfiillen. Die entsprechenden Pseudo-Eigenwerte sind dann zwei mal
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—% und einmal —1—16 +af, wobei a durch , entartete Storungstheorie“ ausgerechnet
werden kann.

8. Resonanzen und Fermis goldene Regel

Wir haben soweit ,singulédrer werdende Storungen“ von isolierten Eigenwerten
betrachtet. Wir haben mit dem Fall begonnen, wo sowohl ein gestorter Eigenwert,
als auch eine konvergente Storungsreihe existierte. Danach haben wir Fille gesehen,
wo es zwar einen gestorten Eigenwert, aber keine konvergente Storungsreihe mehr
gegeben hat. Im letzten Abschnitt gab es dann nicht einmal mehr einen gestorten
Eigenwert. In diesem letzten Abschnitt betrachten wir den singulérsten Fall, wo es
nicht nur keinen gestorten Eigenwert mehr gibt, sondern, wo schon der ungestorte
Eigenwert nicht isoliert ist.

Ein einfaches Beispiel ist das nicht-relativistische Helium-Atom mit unend-
lich schwerem Kern und der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen als
Storung, das heifit

2
H():—Al—i—

Ay —
|21

— + V(l‘l - ,TQ) (81)
|2

und V = |21 — 2|7 auf L2(R®). Punkte in RS werden wir mit (z1,z2), 7; € R?
bezeichnen. Ist h = —A—2|z|~! auf L?(R3), so ist Hy = id®h+h®id. Da sowohl h,
als auch Hj selbstadjungiert sind, kann das Spektrum von Hy durch das Spektrum
von h bestimmt werden, wenn man L?(R%) mit L?(R?) ® L?(R?®) identifiziert. Die
Eigenwerte von h sind durch {—n~2},cn gegeben, weshalb Hj die Eigenwerte

{Enm} = {— <n12 + ;2) }mmeN (8.2)

besitzt. Dariiberhinaus ist (siehe HVZ) o0.ss(Ho) = [—1,00), da 0css(h) = [0,00)
und inf o(h) = —1. Damit ist

o(Ho) ={z+y:2,y€[0,00)U{-—n"}en} = {—1 — niQ}neN U[-1,00) (8.3)

| ot~ ()
-7 *E -4 “i 4 /

Die Eigenwerte E,, ,, sind daher fiir n,m > 2 im stetigen Spektrum eingebettet.
Wenn nun die Stérung angeschaltet wird, erwartet man, dass sich die eingebette-
ten Eigenwerte ,auflosen“. Jedoch beobachtet man eine Art ,Erinnerung* dieser
Eigenwerte von Hy in der Physik des Helium-Atoms. Bei der Streuung von Elek-
tronen an Helium-Ionen beobachtet man Beulen im Streuquerschnitt der gesamten
He' + e-Energie nahe der Eigenwerte E, . Man findet dhnliche Beulen bei der
Absorption von Licht durch Helium. Die Frequenz des einfallenden Lichts bei den
Beulen betrégt typischerweise gerade die Energiedifferenz zwischen E,, ,,, und Ej ;.
Diese Beulen nennt man auch Auger- oder selbstionisierende Zustinde. Neben der
Beobachtung dieser Auger-Zustéinde stellt man fest, dass die Breite dieser Beulen
gut durch Fermis goldene Regel beschrieben wird.
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Wir beginnen damit die mathematische Grofe, die der Breite der Beulen ent-
spricht, zu isolieren und zeigen dann, dass die goldene Regel eine Konsequenz aus
der Kato—Rellich-Theorie regulérer Storungen ist — zumindest im Falle des Heliums.
Wir bemerken noch, dass Fermis goldene Regel heuristisch hergeleitet wird und auf
einem physikalischen Modell beruht, welches automatisch Beulen produziert. Zu-
dem wurde sie in vielen physikalischen Situationen erfolgreich angewendet, ohne,
dass sie rigoros gerechtfertigt wurde.

Unsere Interpretation der goldenen Regel geschieht in drei Schritten — zwei da-
von sind ,,quasimathematisch“ und der letzte rigoros. In den ersten beiden Schrit-
ten werden wir die Grofle extrahieren, die wir fiir die mathematische Untersuchung
bendétigen. Diese ist zwar nicht ganz die Breite der Beule, ist jedoch mit ihr durch
einige nicht-rigorose Argumente verbunden.

BEMERKUNG 8.1. Dieses Vorgehen ist in der mathematischen Physik nicht
uniiblich. Die mathematisch prizisen Gréfien sind nicht gleich den experimentellen
Messgrofien. Sie konnen jedoch durch eine Reihe nicht-rigoroser Argumente verbun-
den werden.

(1) Im ersten Schritt werden wir die Breite der Beule mit dem Imaginérteil
der Position der Pole der ,,Streuamplitude“ verbinden.

(2) Wir betrachten dann die Pole der analytischen Fortsetzung der Resolven-
te. Der quasimathematische Teil ersetzt also die nicht-prézise ,,Breite der
Beule“ mit dem prézisen ,,Imaginérteil der Position eines Pols auf dem
zweiten Blatt der analytischen Fortsetzung des Erwartungswerts der Re-
solvente auf einer dichten Menge von Zustédnden“.

(3) Diese prizise Grofie werden wir studieren konnen, indem wir zeigen, dass
sie gleich dem Imaginérteil eines Eigenwerts eines nicht-selbstadjungierten
Operators ist. Das technische Werkzeug hierfiir ist das komplexe Skalieren.

Streuung wird in der Quantenmechanik durch das Betragsquadrat der ,,Streu-
amplitude“ beschrieben. Die Streuamplitude ist eine komplexwertige Funktion der
Energie und des Streuwinkels. Sie ist iiblicherweise analytisch in der Energie in
der abgeschnittenen Ebene C \ o(H), wobei H der Hamilton-Operator der wech-
selwirkenden Quantensystems ist. Angenommen, die Streuamplitude f(FE) hat eine
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analytische Fortsetzung auf das zweite Blatt und es gibt einen einfachen Pol auf
dem zweiten Blatt an der Stelle Er — iI'/2 nahe der reellen Achse.
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Dann ist f von der Form

C
f(E) = E—Br+IT + fo(E), (8.4)

wobei der Hintergrund f, bei Er — 5I" analytisch ist. Ist der Pol nahe der reellen
Achse, und ist fp(Er) nicht zu grof, dann ist
c?

E) = | R 8.5

mit einem bei £ = Er kleinen Rest R. Der erste Summand ist nichts anderes
als eine Breit-Wigner-Funktion, die bei Er zentriert und FWHM (Full width half

maximum) I" hat.

i
| e ——1
ﬂwmj_—i e E*%

b i
Ist der ,Pol-Term* viel grofler als der Hintergrund-Term fiir £ = Er, so ist T’
ungefiihr die Breite einer ,Beule® in |f(E)|*. Damit ist die erste Hilfte der quasi-
mathematischen Aufgabe, die Breite der Beule zu ,,isolieren“, erledigt.
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Im zweiten Teil werden wir zeigen, dass die Streuamplitude mit den Randwerten
der Resolvente (H — E)~! verkniipft ist, wenn E sich der reellen Achse von der
positiven Halbebene aus n#dhert. Wir miissen daher eine Methode entwickeln, die
Resolvente Ry (E) := (¢, (H — E)~19) auf das zweite Blatt fortzusetzen. Sollte so
eine Fortsetzung fiir eine dichte Menge von ¢ € H moglich sein, und sollte Ry, (E) fiir
diese Menge einen Pol bei £ = Ep — %F haben, so werden wir den Resonanzpol mit
E und die Resonanzbreite mit I" verkniipfen. Wir brauchen natiirlich einen Grund,
dass der Pol mit H und nicht mit der bestimmten dichten Menge der 1 verkniipft
ist. Daher werden wir auch nur solche ¢ untersuchen, fiir die (v, (Ho — 2)~11)) auch
eine Fortsetzung auf das zweite Blatt, aber ohne den Pol bei Er — %F, hat.

Wir haben damit die Aufgabe gelost eine mathematische Grofle zu finden, die
wir gerne untersuchen wiirden.

DEFINITION 8.2. Angenommen, es gibt eine Dichte Menge von Vektoren D C
H, sodass fiir alle v € D sowohl Ry(z) = (v, (H — z)~'1), als auch Rg/?)(z) =
(1, (Ho — 2)~"4p) eine analytische Fortsetzung auf das zweite Blatt (iiber die reclle
Achse der oberen Halbebene des ersten Blatts) hat. Wir sagen, dass zo = Er — 5T
genau dann ein Resonanzpol ist, wenn RE/)O ) bei 2o analytisch und Ry (z) bei z fiir
ein ¢ einen Pol hat. I" heiflt die Breite der Resonanz.

Wir wiirden wie gesagt I' gerne als Breite einer Beule auffassen, doch dieser
Schritt ist aus zwei Griinden nicht prézise:
(1) Die Formel, die die Streuamplitude mit der Resolvente verkniipft beinhal-
tet im Allgemeinen keine Erwartungswerte von Zusténden ¢ € D
(2) Der Hintergrund f;, konnte nicht vernachléssigbar sein
Um diese Resonanzpole studieren zu kénnen, verwenden wir Dilatationen. Wir
skizzieren die Ideen hier lediglich und wenden sie zum Schluf§ auf —A — 2|z|~! und

den Helium-Hamilton-Operator an.
Fiir € R definieren wir den Operator u(#) auf L?(R3) durch

(w(0)f)(x) = /2 f(’). (8.6)

u(f) ist eine unitiire Ein-Parametergruppe auf L?(R3). Man sicht, dass u(f) den
Definitionsbereich D(h) = D(—A) invariant ldsst und
0

2me~

h(6) := u(@)hu(d) "t = —e 2 A (8.7)

||
ist. Die erste wichtige Bemerkung ist, dass h(6) eine Fortsetzung zu einer Familie
von Operatoren hat, die analytisch im Sinne von Kato auf der gesamten Ebene
sind.

Wir untersuchen nun das Spektrum von h(f). Das Spektrum von —A ist be-
kanntlich [0, 00). Da |z|7*(=A + 1)~ € S?(L?*(R?)) wird nach dem Satz von Weyl
—A — 2¢%|z|~1 Spektrum in [0, 00), sowie eine Menge isolierter Punkte auBerhalb
[0, 00) haben, selbst wenn 6 nicht reell ist. Dariiberhinaus ist jeder dieser erwihnten
Punkte ein Eigenwert endlicher Multiplizitéit. Das Spektrum von h(#) besteht da-
her aus {e729) : \ € [0,00)}, sowie moglicherweise etwas diskretem Spektrum. Die
Punkte des diskreten Spektrums werden durch analytische Funktionen f(6) gegeben
sein. Da
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fiir 0p,01,02 € R, ist h(f; + i02) unitéir diquivalent zu h(6] + i6s), weshalb sie
die selben Eigenwerte haben miissen. Die f(0) sind daher konstant, wenn Im(0)
konstant ist. Da die f(#) analytisch sind, sind sie damit fiir alle § konstant. Da
opp(h) = {—n"2},en ist damit schliefilich

a(h(9)) = {e™ A X € [0,00)} U {-n"*}nen (8.9)

Wir haben damit jedoch nicht gezeigt, dass h(6) keine Eigenwerte im Sektor 0 >
arg(A) > —2Im(#) haben konnte. Eine genauere Untersuchung unter Zuhilfenah-
me expliziter Losungen der Coulomb—Schrédinger-Gleichung zeigt jedoch, dass dies
nicht der Fall ist.

Als Nichstes betrachten wir das Verhalten von Hg und Hy + SV unter Ska-
lieren. Dazu definieren wir U () auf RS durch (U(0)F)(z1,z2) = e’ F(e?x1,ex)
fir § € R. Fiir § € R seien weiter V() := U@)VU(9)~! = e~V und Hy(0) =
U(0)HoU(0)~! = h(f) ® id + id ® h(6). Sowohl Hy(#), als auch V() haben analy-
tische Fortsetzungen vom Typ (A) auf die gesamte Ebene. Hy(#) ist fiir alle 6 von
der Form A ® id +id ® B, obwohl A und B nicht selbstadjungiert sind. Wir zeigen
spéter, dass trotzdem in diesem Fall

c(A®id+id®B)={z+y:xz €0(A),y € a(B)}. (8.10)
Daher ist

o(Ho(0)) ={z +y: z,y € a(ho(6))}
= [j {—n_2 + e N> 0} U {—n_2 -m™2:n,me N} U {Xe™2: X >0}
- (8.11)

Insbesondere sind die in o(Hp) eingebetteten Eigenwerte nun isolierte, diskrete
Eigenwerte von Hy(#) fiir nicht-reelle 6.
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Die Eigenwerte E,, ,, sind fiir n,m > 2 alle entartet. Es ist moglich Symmetrien
zu verwenden, um L?(R%) in eine unendliche direkte Summe von Riumen Hj zu
zerlegen. Die Hy, sind alle links-invariant unter alen Hy(6) und V' (0). Fiir alle n,m
ist dann E,, ,, ein Eigenwert von nur mehr endlich vielen Operatoren Ho(6) | H.
Fiir einige der Hy ist E, ,, nicht entartet. Diese Hy, fiir die E, ,, ein Eigenwert
von Ho() | Hy und solche fiir die der Eigenwert nicht entartet ist, hingen von n
und m ab. Von nun an nehmen wir an, dass wir auf ein Hj restringiert sind, auf
dem FE, ,, nicht entartet ist, ohne dabei neue Notation einzufﬁﬁ%eniiD%%%i(ﬁsﬁber
entartete Theorie und Reduktion durch Symmetrien kénnen in gefunden
werden.

Sei nun H(6,8) = Hy(0) + BV (). Verwendet man regulidre Storungstheorie,
sieht man, dass fiir fixes 6 und kleines |3| der Operator H (0, 3) einen Eigenwert
nahe F), ,, hat, der durch eine konvergente Potenzreihe in 3 gegeben ist.
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Jetzt fixieren wir 8 und drehen an 6. Da H(f, 8) eine analytische Familie in 6 fiir
fixes 3 ist, gibt es einen Eigenwert E(¥)(3), solange der Eigenwert isoliert bleibt.
E©(B) ist in 6 analytisch fiir 3 fix. Da H(6, 8) zu H(6',§) unitér dquivalent ist,
wenn 0 — 0’ € R, ist E(?)(B) konstant in 6. Wir kénnen dann zeigen:

BEHAUPTUNG 8.3. Ist By € R und Im(fy) > 0, so ist Im(Eé?g)(ﬁo)) <0.

BEWEIS. Angenommen, Im(Eé?g )(ﬁo)) > 0. Dann bleibt der Eigenwert isoliert,
wenn wir 6 gegen Null laufen lassen unter der Bedingung Im(6) > 0. Dies wiirde

jedoch implizieren, dass H(0, 8) einen komplexen Eigenwert hiitte, was jedoch nicht
der Fall ist. (]
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Ist Tm(ES’S’ (8o)) < 0 und 6 geht nach Null, so fillt das wesentliche Spektrum
auf den Eigenwert und wir kénnen keine diskrete Stérungstheorie mehr anwenden.
Es gibt daher keinen Widerspruch zwischen der Selbstadjungiertheit von Hy+ 5oV
fiir Bp € R und dem Auftreten komplexer Eigenwerte Eé?g)(ﬁo) in der unteren
Halbebene, wenn 8y € R und Im(6y) > 0.

Die zweite wichtige Bemerkung ist, dass die komplexen Eigenwerte von H (0, 3)
im Zusammenhang mit den Polen der Resolvente H(8) = Hy+ SV auf dem zweiten
Blatt stehen. Sei dazu ¥ € H ein Vektor, sodass U ()1 eine analytische Fortsetzung
auf ganz C hat. Wir wéhlen ¢ als einen ganzen Vektor fiir den infinitesimalen
Erzeuger der Gruppe U(6) und betrachten die Funktion Ry (E) = (¢, (Ho + SV —
E)~14), die urspriinglich auf der abgeschnittenen Ebene C \ o(Hy + 8V) definiert
ist. Fiir 6 € R ist

Ry(E) = (U0)y,U(0)(Ho + BV — E)"'U(0) U (0)y) = (U(0)v, (H(6,8) — E)'U(0)v)
(8.12)

Wir fixieren dann F in der oberen Halbebene. Per analytischer Fortsetzung gilt die
letzte Formel auch fiir 0 < Im(0) < 7. Wir konnen daher Ry (FE) iiber die reelle
E-Achse auf Teile des zweiten Blatts fortsetzen.
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Da (H(0, ) — E)~! Pole hat, wenn E ein Eigenwert von H (0, 3) ist, wird die ana-
lytische Fortsetzung von Ry (E) Pole bei den komplexen Eigenwerten von H (6, )
haben. Zusammengefasst: Die komplezen Eigenwerte von H(6,[3) sind die Positio-
nen der Pole der Resolvente auf dem zweiten Blatt.

Per Definition ist die Breite der Pole dieser Resonanzen durch den Imaginérteil
von E(9)(3) gegeben. E®) () selbst ist wiederum durch eine konvergente Storungsreihe
> nen @n 3" gegeben, wenn 6 fix und j klein ist. Mit dem klassischen Konstanz-in-
0-Argument folgt, dass die a,, alle von ¢ unabhéingig sind. Offensichtlich ist ag reell
und, da Im(F) < 0 fiir alle § € R, ist Im(a;) = 0. Daher ist as der erste der a,
fiir den es moglich ist, dass Im(a,,) # 0. Konvergiert die Stérungsreihe sehr schnell,
dann ist [Im(E(8))| = § ~ (Im(az))B?. Daher ist

' ~ 2Im(ay)5>. (8.13)

as ist ein Rayleigh-Schrodinger-Koeffizient und kann durch die anfangs bespro-
chenen Methoden berechnet werden. Ist Q(6,0) der ungestorte Eigenvektor von
H(0,0) = Hy(0), so ist explizit

as = 2%” % (22(6,0), V[Ho(6) 7E}71VQ(9,0))E%EE07

|E—Egy|=¢

(8.14)
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wobei Ey der ungestorte Eigenwert und (6, 0) der komplex konjugierte als Element
von L?(R%) ist. Nun betrachtet man die Funktion

2

(22(6,0), V(9)2(8,0))
Ey— E

£(6,E) = (Q(0,0),V(0)(Ho(0) — E)~'V(6)2(6,0)) —

(8.15)

Dann sieht man, dass f(0, F) bei E = Ey fiir 6 fix mit Im(6) > 0 analytisch ist, da
der Pol-Term explizit subtrahiert wurde. Nach dem Cauchy-Integral-Satz ist daher

as = f(0,B)|p_p = 1{% f(0, Eg +ie) = 1{% f(0=0,Eq+ie). (8.16)

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass Im(E) > 0 und f(6, F) fiir Im() = 0

wohldefiniert und von 6 im Streifen 0 < Im(#) < § unabhéngig ist. Daher ist

Im(ay) = 1{%% [(Q0, V{(Ho — Ey —ie)~" — (Hy — Eo + ie) '}V Q) (8.17)

~ (90, V) {(E — Bo —ie) " — (E— By +i) "} ,_p, |
(8.18)

Wegen der Stoneschen Formel ist Im(aq) eine Funktion der Spektralprojektionen
von Hj abgesehen davon, dass die Subtraktion des Pols die Projektion auf den
Eigenvektor )¢ subtrahiert. Wir kénnen damit zeigen:

SATZ 8.4 (Fermis goldene Regel fiir Auger-Zusténde in Helium). Seien n,m
mit n,m > 1 gegeben und restringiere auf einen Symmetrie-Unterraum Hy, auf dem
E,.m ein nicht-entarteter Figenwert ist. Dann hat die Resolvente von

2 2
—A;— Ay — — — — _B (8.19)
ES R I E A
fiir B € R klein einen Pol auf dem zweiten Blatt nahe Ey = ag = —n~2 —m~2. Die

Position des Pols ist durch die Funktion E(B) gegeben, die fiir kleine 5 analytisch
ist und die Storungsreihe

E(f) =ao+ a8 +azf® + - (8.20)
hat. ~
Sei {Pq} die Spektralfamilie von Ho und definiere P(E) = P(_oo g)\{Eo}- S€i
Qg der ungestorte Eigenvektor von Hy, dann gilt
(i) g(E) = (Q, VP(E)VQy) ist bei E = Ey analytisch
(ii) Tm(az) = 7 5%,
BEWEIS. Wegen der vorigen Definition miissen wir nur noch a) und b) beweisen.
Wegen der Stoneschen Formel miissen wir daher nur noch zeigen, dass

(Q,V{(Ho — E)™" — (Eo — E) " P, }V Q) (8.21)

eine analytische Fortsetzung vom Gebiet Im(E) > 0 bis zur und unterhalb der
reellen Achse nahe E = Fy hat. Denn dann ist g(F) das Integral einer analytischen
Funktion und ihre Ableitung ist nur (bis auf einen Faktor ) der Ausdruck, den wir
eben schon fiir Im(az) hatten. Um zu sehen, dass die benétigte Funktion bereits



8. RESONANZEN UND FERMIS GOLDENE REGEL 73

bei E = Ej analytisch ist, miissen wir nur zeigen, dass U(6)VQ eine analytische
Fortsetzung auf den Streifen [Im(6)| < € hat. Dazu bemerken wir

UO)WVQ = [UBO)WVUO)UB)% = (e V)[U(0)Q0). (8.22)
Dass U(0)Q eine analytische Fortsetzung hat, folgt aus einem Argument, dass das
Schwarzsche Reflexionsprinzip verwendet. O

Wir haben daher gezeigt, dass in niedrigster Ordnung Stérungstheorie

d ~
I' = 2Im(az) = 27— (2, VP(E)V

ist. Dies ist gerade Fermis goldene Regel.

)|E:Eo (8.23)






KAPITEL 3

Spektraltheorie

Wir sind in diesem Abschnitt nicht nur am Spektrum o(H), sondern auch
an qualitativen und quantitativen Eigenschaften der Teilmengen oess(H), 0gisc(H)
bzw. 0ac(H), 0sc(H) und op,(H) interessiert. (Eine genauere Abhandlung iiber
Oac(H), 05c(H) und op,(H) befindet sich in Abschnitt We Fragen etwa
sind, ob og;s.(H) endlich oder 0,,(H) C (04isc U 00¢ss) ist. In diesem Abschnitt
werden wir Methoden entwickeln, um Informationen iiber og;s.(H) und oess(H)
mit Hilfe von (¢, Hy) zu bekommen. Diese Methode ist besonders dann niitzlich,
wenn das wesentliche Spektrum die Form [a,00) (¢ > —o0) hat und es Eigenwerte
in (—o0,a) gibt.

1. Min-Max-Prinzip

Mit Hilfe des Rayleigh Prinzips haben wir folgendes fundamentale Resultat,
welches aus der Variationsrechnung folgt.

SATZ 1.1 (Min-Max-Prinzip fiir Operatoren). Sei H ein von unten durch c be-

schrinkter selbstadjungierter Operator und definiere
pn = sup  Un(p1,.., n-1), (1.1)
P1y--Pn—1
wobei

Ut (@1, ovey o) = inf H 1.2
H(P1, s Pm) weD(H)ywe[%“ML@b ¥) (1.2)

und [p1,...om)t die Abkiirzung fiir die Menge {1 : (¢, ;) = 0,5 = 1,...,m} ist.
Hierbei miissen die @; nicht notwendigerweise voneinander unabhdingig sein (was
auf entartete Eigenwerte fiihrt). Dann gilt fiir festes n eine der folgenden Aussagen:
a) Es gibt n Eigenwerte (Entartung der Eigenwerte entspricht ihrer Multiplizitit)

unterhalb oess, wobei p;(H) der j-te Eigenwert ist.
b) pn ist der Threshold des wesentlichen Spektrums, das heifit p, = inf{\ : \ €

Oess(H)}. In diesem Fall ist p, = fins1 = fnto = -+ und es gibt hichstens
n — 1 Eigenwerte unterhalb p,,.
SATZ 1.2 (Min-Max mit Hilfe von Formen). Sei H selbstadjungiert und von un-
ten beschrinkt, dann ist
ln =  Sup inf (v, Hy), (1.3)

Plyeey 1 VEQH) WE[P1,.-ypn—1]+

wobei Q(H) der Formbereich von H ist.

Wir werden spéter in bestimmten Fillen zeigen, dass o.ss(H) = [a, 00) fiir ein
bestimmtes a. Angenommen wir wiissten, dass j,, < a. Dann kénnten wir daraus

75
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schlieflen, dass H hochstens n Eigenwerte hat. Das Min-Max-Prinzip kann also dazu
verwendet werden, um zu zeigen, dass ein Operator diskretes Spektrum besitzt.

Die folgende Behauptung zeigt, wie das Min-Max-Prinzip angewandt werden
kann.

SATZ 1.3. Seien A > 0 und B selbstadjungierte Operatoren. Unter den Annah-

men

a) Q(A) N Q(B) ist dicht,

b) B_ ist relativ A-formbeschrinkt mit relativer Formschranke gleich Null, das
heiffit B << A und

¢) Oess(A+ BB) =[0,00) fiir alle § > 0 (wobei wir fir 8 >0 A+ 8B als den zur
Formsumme gehérigen Operator interpretieren),

ist pn (A + BB) monoton fallend auf [0, 00).

BEWEIS. Da wegen der Voraussetzung oess(A+BB) = [0, 00) gilt, dass u, (A+
BB) <0 fiir alle n ist. Damit gilt

n(A+ BB) = max min
pn bB) P15 Pn PEQ(A)NQ(B),YE[p1,-- - pn—1]

Da A > 0 ist, ist klar, dass min{0, (¢, (A + 8B)%)} monoton fillt in 3. O

(min{0, (¢, (A + BB)¥)}]. (1.4)

2. Gebundene Zustinde von Schriédinger-Operatoren: Quantitative
Methoden

In diesem Abschnitt sind wir daran interessiert die Energien von gebundenen
Zusténden (also die Punkte im diskreten Spektrum) mit hoher Genauigkeit zu be-
stimmen. Wir werden dazu die Rayleigh-Ritz-Technik entwickeln. Als Leitbeispiel
soll uns das Helium-Atom mit dem Hamilton-Operator

Henn m 2 2, 1

. — 2.1
roore o — xo 21)

dienen. Das Eigenwertproblem eines N-Korper-Problems mit N > 2 ldsst sich nicht
exakt losen, weshalb wir zumindest Methoden entwickeln miissen um die Grundzu-
standsenergie (und die Energien anderer gebundener Zusténde) zu bestimmen.

Die erhaltene Genauigkeit lésst sich experimentell einfach verifizieren. Die Io-
nisierungsenergie, also die Energie die es braucht um ein Elektron aus dem System
zu ,entfernen kann mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Ubrig bleibt dann
nur noch ein Helium-Ion, was aber nichts anderes ist als ein Wasserstoffatom mit
doppelter Ladung. Von diesem aber kennen wir die Energieniveaus der gebundenen
Zusténde.

Mochte man die Genauigkeit der Rechnungen erhéhen, miissen wir unser Mo-
dell jedoch verfeinern. Insbesondere spielt der Spin eine entscheidende Rolle, wes-
halb wir eigentlich auf dem Hilbertraum L?(R%) ® C* mit C* = C2? ® C? arbeiten
miissen. Wir schreiben dann H = H ® idca. Die Differenz zwischen dem exakten
Hamilton-Operator und diesem H ist die Summe aller Korrekturen )  A,, die wir
im Folgenden kurz erklaren.

(1) Hughes—Eckart-Korrektur: Die Grundzustandsenergie wird durch den multipli-
kativen Faktor :;’LL—; korrigiert, wobei m,, die Masse des Helium-Kerns ist.

(2) Feinstruktur-Korrektur: Sie besteht aus einigen einfachen relativistischen Kor-
rekturen.
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a) Sommerfeld-Korrektur: Man verwendet statt der klassischen kinetischen Ener-

gie %je die relativitische kinetische Energie \/(mec?)2 + (pc)? — mec?.

b) Spin-Bahn-Kopplung zwischen dem magnetischen Moment des Elektrons
und dem magnetischen Feld, das durch die Relativbewegung zum Kern ent-
steht.

¢) Darwin-Korrektur: relativistische Elektronen konnen nicht beliebig genau
lokalisiert werden, insbesondere nicht genauer als in Regionen der Grofle
- Deshalb muss V/(r) durch ein sphirisches Mittel von V(r) iiber eine
Sphére vom Radius % ersetzt werden.

d) Retardierungs-Korrektur: die Coulombkraft auf das Elektron wirkt nicht
instantan, sondern braucht eine gewisse Zeit, ndmlich %, bis das Elektron
sie spiirt. Man muss daher mit dem retardierten Potential rechnen.

e) Spin-Spin-Kopplung zwischen den magnetischen Momenten der Elektronen.

Wir préasentieren nun eine Methode, um die Grundzustandsenergie E mit Hil-
fe des Min-Max-Prinzips zu bestimmen. Wir werden im ersten Schritt eine obere
Schranke an die wahren Eigenwerte geben.

Satz 2.1 (Rayleigh-Ritz-Technik). Sei H ein halbbeschrinkter, selbstadjun-
gierter Operator und U ein n-dimensionaler Unterraum U C D(H) und P die
orthogonale Projektion auf U. Definieren wir Hy := PHP und i1 < fio < -+ < iy,
die Figenwerte von Hy [ U aus dem Min-Mazx-Prinzip. Dann gilt fir die pi,(H)
(m=1,...,n) aus dem Min-Max-Prinzip:

pim (H) < fim (2.2)

Hat insbesondere H die Eigenwerte Fy <
mit m = 1,...,min(k,n)

< Ej am Boden des Spektrums, so ist

Em S ﬂm- (23)
BEWEIS. Wegen des Min-Max-Prinzips gilt fiir die Eigenwerte von Hy | U:
[y, = sup inf Y, Hip
K Glyeerpm_1EU weU7w6[¢1,-~~7wm71]L( )
= sup inf (v, H1)
O1yerpm—1 EH VEUYE[PP1,...; PP 1]+ (2 4)
= sw nf (0, H) |
Pl om—1 EHVEUDEPL, o om—1]+
> sup inf (10, HY) = i (H)

Py Pm—1€EH WG'D(H)WGPM7---180m71]l

Im dritten Schritt haben wir (¢, ¢) = (¢, Py) und die Eigenschaft von P fiir ¢ € U
verwendet. (]

Die Strategie, um obere Schranken an die Eigenwerte ist also die folgende:
wir nehmen uns eine orthonormale Menge 11, ...,7, € D(H) und diagonalisieren
(n:, Hn;) mit Hilfe eines Computers. Es stellen sich nun zwei natiirliche Fragen:

1) Wir wihlen eine Orthonormalbasis {7,}72; und erhalten durch Diagonalisieren
von
{(ns, Hnj) }1<i,j<n €ine obere Schranke ﬂ§") an E7. Konvergiert dann ﬂgn) — F
fiir n — oo?

2) Gibt es eine Moglichkeit untere Schranken fiir die Eigenwerte zu bekommen, um
die Genauigkeit der oberen Schranke zu bestimmen?
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Die erste Frage wird durch folgendes Resultat beantwortet:

Sarz 2.2. Sei {n;}32, eine Orthonormalbasis von H, wobei alle n; € D(H)
sein sollen. Sei pi(H) (aus dem Min-Max-Prinzip) ein Figenwert Ey von H mit
normiertem Figenvektor 1 =Y .0 a;n;. Nehmen wir weiter an, dass

hm (Z a;n;, H [Z a,m]) =y (H). (2.5)

Dann konvergiert ;15") — E1, wobet ﬂln) der kleinste Figenwert der Matriz {(n;, Hnj) hi<i j<n

1st.

Die Konvergenz A}gnoo (Zf\il a;n;, H [Zfil amiD nach p; (H) = (v, Hy) kann
manchmal sehr einfach bewiesen werden. Sie gilt beispielsweise immer, wenn H
beschrénkt ist, denn wir haben ja per Voraussetzung, dass ZZ]\LI a;n; — Y fir
N — oo in Norm konvergiert. Folgendes Beispiel illustriert, was wir tun miissen,
wenn H nicht beschrinkt ist.

BEISPIEL 2.3. Sei H = Hy+ V mit V € L*(R3) + (L>(R3))., (sprich ||V o
kann beliebig klein gemacht werden) und p1(H) < 0. Dann weifl man, dass pq (H)
ein nicht-entarteter Eigenwert ist, dessen zugehérige Eigenfunktion 1 in D(|x|?) ist.
Dat € D(Hy), ist 1 € D(Ho+2?) = D(Ho)ND(x?). Seien {¢;} die Eigenfunktionen
des dreidimensionalen harmonischen Oszillators. Dann gibt es {a;}52;, sodass

Jim (lz aip; — Zalgol - D =0. (2.6)

Da aber V € L? + L™=, |V| < Hy + b (fiir ein geeignetes b), gilt
Ho +|V| <2Hp+b < 2(Hp+2°%) +b, (2.7)

Ho-i—(E

weshalb mit obiger Approximation auch

hm (lz a;p; — ] (Ho+V)
wahr ist. Dies impliziert wiederum
N N
li iy (H i | = 1. 2.
Ngnoo <z; aiPi, ( o+ V) Zl al@l) 241 ( 9)
1= 1=

Aus dem vorherigen Satz folgt damit ﬂ(ln) — 1.

=1

N
Z Q;P; — 14) =0 (2'8)

Es ist wichtig zu bemerken, dass die {7;}5°, nicht notwendigerweise eine Ortho-
normalbasis aufspannen. Was wichtig ist, ist, dass der Grundzustand ¢ € Span{n; }32,
ist, und dass die Konvergenzbedingung

N
NIEHOO (; a;n;, H [Z azﬁz]) =1 (H)

gilt.
Wir widmen uns nun unteren Schranken der Eigenwerte aus dem Min-Max-
Prinzip, um die Genauigkeit der oberen Schranke an die Eigenwerte zu bestimmen.
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SaTz 2.4 (Temples Ungleichung). Sei H ein nach unten beschrdinkter, selbstad-
jungierter Operator. Angenommen wir haben py < ps und es gibt fig < p2, sodass
(¥, HY) < fig fiir ein normiertes ¢ € D(H). Dann ist

(d}a H2¢) — (1/}) Hw)Q
:[1’2 - (11[}7 H’l,[}) '

BEWEIS. Da pj ein diskreter Eigenwert ist und o(H) \ {u1} C [fi2,00), ist
(H — p1)(H — f12) > 0. Daher ist

(W(H = fi) HY) > pa (Y (H = fiz))) (2.11)
Per Voraussetzung ist (¢(H — fi2)®) < 0, weshalb wir schlufiendlich erhalten:

/12(1/)7H¢) — (¢aH2¢) _ _ (¢aH2¢) — (¢aH¢)2
A (13 17y Bk R P Ty 1) R

> (o, Hep) - (2.10)

(2.12)

O

BEMERKUNG 2.5. a) Die untere Schranke an p; ist also sehr nahe bei der obe-
ren Schranke, wenn 1) ,fast“ ein Eigenvektor ist, in dem Sinne, dass (¢, (H? —
(H)Y2)1p) Klein ist ((H) = (1, Hi)).

b) Temples Ungleichung benétigt lediglich eine grobe untere Schranke an den zwei-
ten Eigenwert.

Die untere Schranke an den zweiten Eigenwert kann mit Hilfe folgender Uberlegung
leicht gefunden werden.

DEFINITION 2.6. Seien A und B von unten beschrinkte, selbstadjungierte Ope-
ratoren. Wir schreiben A < B genau dann, wenn
a) Q(B) C Q(A) und
b) (¢, Ap) < (p, Byp) fiir alle ¢ € Q(B).

LEMMA 2.7. Aus A < B folgt, dass pn(A) < un(B) fir alle Eigenwerte aus
dem Min-Max-Prinzip.

BEISPIEL 2.8. Sei H der Hamilton-Operator des Helium-Atoms und A = —A;—
%_AQ_%. Dann ist offensichtlich A < H und damit po(H) > po(A) = —2. (Erstes
Elektron im Grundzustand, zweites Elektron im ersten angeregten Zustand.)

3. Gebundene Zustinde von Schrédinger-Operatoren: Qualitative
Methoden

In diesem Abschnitt untersuchen wir die qualitativen Eigenschaften von N (V),
der Zahl der gebundenen Zustinde (Multiplizitit eingerechnet) von —A + V. Im
ersten Teil werden wir Kriterien finden, wann N (V') endlich oder unendlich ist, um
spéter explizite Schranken an N (V') zu geben.

3.1. Ist 04s.(H) endlich oder unendlich? Das Min-Max-Prinzip ist ein
gutes Werkzeug um die Existenz von Eigenwerten zu zeigen. Insbesondere hilft es
zu zeigen, dass das diskrete Spektrum unendlich ist. Wir untersuchen zunéchst das
Zwei-Korper-Problem. Sollte es unendlich viele Eigenwerte geben, so ist intuitiv
klar, dass die sehr schwach gebundenen Zusténde sehr weit drauflen im Raum ver-
teilt und damit sensitiv auf den langreichweitigen Teil des Potentials sind. Es héingt
also vom langreichweitigen Teil des Potentials ab, ob es nun endlich oder unendlich
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viele gebundene Zustédnde gibt. Wir werden sogleich sehen, dass der Grenzfall bei
|| =2 ist.

Der Beweis stiitzt sich auf vier Pfeiler:
1) Das Min-Max-Prinzip
2) Die Hardy-Ungleichung —A > ﬁ
3) Tess(—A+ V) =1[0,00), falls V € R+ (L),
4) —A + V hat nur endlich viele gebundene Zusténde, wenn V € R
Intuitiv ist auch klar, warum der Grenzfall bei =2 ist. Denn in diesem Fall sind
sowohl die kinetische Energie als auch die Potentielle Energie homogen vom Grad
—2. Wenn das Potential bei groBen Absténden also wie |z|~2¢ geht, ist die Anzie-
hungskraft des Potentials stéirler als die kinetische Energie, weshalb es prinzipiell
unendlich viele (sehr schwach) gebundene Zusténde gibt. Wenn das Potential jedoch
wie || ~27¢ weit draufien geht, gewinnt die kinetische Energie, womit die weit drau-
Ben ausgebreiteten Zustdnde nicht mehr gebunden werden kénnen. Wir beweisen
zunéichst folgendes Resultat fiir das Ein-Korper-Problem.

finiteorinfinite | SATZ 3.1. Wir betrachten den Operator —A +V auf L*(R3).
a) Angenommen, V € R+ (L*), und
V(z) < —ar™2%¢ falls r = |z| > Ro (3.1)

fiir ein Ry > 0, a > 0 und € > 0 gelten. Dann ist 0g;sc(—A + V') unendlich.
b) Angenommen, V € R+ (L*), und

b
V(z) > —Zr_z falls r = |z| > Ry (3.2)
fiir ein Rg > 0 und b < 1. Dann ist og;sc(—A 4+ V') endlich.

irschSimon1988
In diesem Zysammenhang SiT&}{g{g}b die Referenzen auf Kirsch-Werner H{KSS’S ,
Stubbe [[Stu90], Ekholm-Frank [EF06] und Weidl [Wei99] interessant.

BEWEIS. a) Da 0ess(—A+V) = [0, 00) geniigt es zu zeigen, dass u, < 0 ist fiir
alle n € N. Die Strategie ist es, das Rayleigh-Ritz-Prinzip fiir einen endlichen
Unterraum Uy = span{gs, ..., oy} zu verwenden. Sei dazu ¢ € C°°(R?) mit
supp(?0) C {z : 1 < |z| < 2} und ||¢p|] = 1. Wir definieren dann die reskalierte
Version als ¢r(z) = R™3/%¢(x/R), sodass auch |[1g| = 1 und supp(¢)) C {x :
R < |z| < R}. Ist R > Ry, so gilt

(R, HYr) = (Yr, —AYR) + (YR, VYR) < (YR, —AYR) — a(Yr, 7> TPRr)
= R72(¢, —A¢) — aR™ ¥ (g, 172 <y).

Da e > 0 ist, ist der letzte Ausdruck fiir hinreichend grofies R negativ. Wir
definieren daher @ > 0 so grof}, dass (vYgr, HYr) < 0 fir alle R > Q. Wir
wéhlen nun unser Orthonomalsystem durch ¢, = 12ng und sehen, dass die
pn paarweise disjunkten Triager haben, weshalb sie tatséichlich orthonormal auf-
einander stehen. Des Weiteren sind die Nicht-Diagonalelemente wegen der Dis-
junktheit (@m, Hp,) = 0 fiir n # m. Sei nun Uy := span{epy, ..., on }, dann hat
PyHPy | Uy die Eigenwerte { (¢, Hp,)}Y_;. Mit der Rayleigh-Ritz-Technik
ist deshalb

(3.3)

pn(H) < sup {(om, Hom)} <0 (3.4)

1<m<N

fiir alle N € N, womit die Behauptung gezeigt ist.
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b) Wir betrachten W = V + 2r~2, dann ist (als Formen auf Q(Ho))

1 -
ATV = —(1—b)A+W+b(—A—4r—2> > _(1-D)A+W > —(1—b)A+ W,
(3.5)
wobei W = min{0, W} ist. Daher haben wir mit dem Min-Max-Prinzip
(=D 4 V) 2 pia(~(1 = DA+ W) = (1= b)pun (~A+ (1 =)' W).  (36)

Da V€ R+ (L*)e und W(z) > 0 fiir [z| > Ry, hat W kompakten Triiger
und W € R + (L*). Damit ist aber bereits W € R. Wie wir in [Referenz
einfiigen] spiter sehen werden, impliziert dies, dass —A + (1 — b)~'W nur
endlich viele gebundene Zustéinde hat, weshalb p, (—A +(1- b)_1W> =0 fiir
n > Ny fiir ein Ny. Damit ist aber

0> pin(—A+V) > (1—b)un (—A+(1fb)*lw~/) -0 (3.7)

fiir alle n > Ny, womit gezeigt ist, dass —A + V hochstens Ny echt negative
Eigenwerte hat.
|

BEMERKUNG 3.2. Dieses Argument ldsst ich auf den hyperrelativistischen |p|
oder den Dirac-Operator Dy = id - V iibertragen. Diese sind homogen vom Grade
—1, weshalb der Grenzfall der Homogenitét des Potentials auch gerade bei —1 liegt.

Folgendes Beispiel illustriert, dass es geniigt lediglich einen negativen Eigenwert
zu finden, um zu schlieflen, dass o4;s. unendlich ist.

BEIsPIEL 3.3. Wir betrachten den Operator —% + V auf R, wobei [V <0
und es ein R > 0 und € > 0 gibt, sodass fiir alle |#| > R das Potential V ~ r=2*¢
erfiillt. Dann ist 04;s. unendlich nach obigem Satz, wenn wir zeigen konnen, dass
es wenigstens einen negativen Eigenwert gibt. Dazu konstruieren wir uns folgende
Testwellenfunktion x n.

1 fir x € [-N, N]
xn(x) =< €10,1] fiir z € [-2N,—N]U|[N,2N] (3.8)
0 fiir z € (—o0, —2N] U [2N, 0)
Dann ist
Ixn|* =O(N), (3.9)
(=) = [ [Vl = O ), (3.10)
wohingegen
(Vi) = [Vl (@)ds (3.11)

initeorinfinite . ranketal2022
Satz gli wurde kurzlich von Frank-Laptev—Weidl [FLW 22 Theorem 14 und
15] prézisiert.
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ranketal2022

SATz 3.4 (fF]:vvzziIheorem 14)). Sei V € LL _(R?) mit Q4+ € LP(RY) +
L>®(RY), wobeip=1wennd=1,p>1 wenn d =2 und p = d/2 wenn d > 3.
Angenommen weiter es gibt R > 0, sodass fiir alle r > R die Ungleichungen

d—
sup / V(sw) —ld=2l+1 g ‘ e 2|| falls d # 2,
wet (3.12)
itgl)/ V(sw)st ds < Tlogr’ fallsd =2,

gelten. Dann besitzt —A — V' (definiert als selbstadjungierter Operator in L?(R?)
via Friedrichs Satz) hichstens endlich viele negative Figenwerte. (Genauer gesagt,
die gesamte spekrale Multiplizitit des negativen Spektrums von —A—V ist endlich.)

Die Endlichkeit des negativen Spektrums von —A — V folgt also insbesondere,
wenn es R < oo gibt, sodass

(d—2 2

Viz) < { z 1"”' falls d' 72, 0 alle |2 > R. (3.13)
W faHS d= 2,

Die Konstanten in dieser Ungleichung sind optimal in dem Sinne, dass, wenn es

R < o0 und € > 0 gibt, sodass

W= -2 g 2
V<x>z<1+e>-{ a el Bllsd#,

fir alle |z| > R (3.14)
falls d = 2,

1
4|z]?(log [=[)?

wahr ist, so ist der negative Spektralraum von —A — V' unendlichdimensional.

Im N-Korper-Problem ist die Situation im Allgemeinen nicht mehr nur vom
Verhalten des langreichweitigen Teil des Potentials abhéngig, da der Threshold
3 des wesentlichen Spektrums negativ sein kann. Es gibt beispielsweise ein Drei-
Korper-System mit V' = Voi(x1) + Voa(za) + Via(z1 — x2), sodass die Zahl der
gebundenen Zustdnde N () sich fir Hy = —A; — Ay + AV wie folgt verhélt:

Fiir A =0 ist N(A) = 0 (klar).

e Wenn A von Null erhéht wird, erhoht sich auch N(A) um ganze Zahlen.

e Wenn A ein Ay erreicht hat, ist N(A) = oo bis A = Ay erreicht hat.

e Erhoht man A\ weiter, findet man neue kritische Werte Az, A4, ....
Somit ist N(A) = oo fiir A € [A1, A2] U [A3, Aa] U [As, X6] U-++ und N(A) < oo fiir
A €10, A1) U (A2, A3) U (Mg, As) U---. Wir sehen also, dass p,(Hy,) < Xy, fiir alle
n € N. Erhsht man A > \s, so wird zwar p,(H)) kleiner, aber auch der Threshold
3 sinkt und iiberholt in diesem Fall einige p,(Hy), sodass u,(Hy) = X, fiir alle
n > Ny fiir ein bestimmtest Ng.

Wir konzentrieren uns nun wieder auf das Helium-Atom. Zusténde im wesent-
lichen Spektrum sind heuristisch als Streuzustdnde anzusehen, das heifit sie sind
nicht gebunden. Man kann sich einfach iiberlegen, wo der Threshold des wesent-
lichen Spektrums in diesem Setup liegen soll. Der erste nicht-gebundene Zustand
tritt offenbar dann auf, wenn ein Elektron im Grundzustand gebunden ist, wohin-
gegen das andere gerade nicht mehr gebunden ist. Solche Streuzustinde haben also
Energien, die groBer oder gleich der Grundzustandsenergie von —A; — 2/|x1[, also
—1 sind. Damit ist o.ss(H) = [—1,00). Angeregte Zusténde des noch gebundenen
Elektrons entsprechen also Eigenwerte, die im wesentlichen Spektrum eingebettet
sind. Wir werden dies spéter rigoros zeigen. Mit dieser Information kénnen wir das
Min-Max-Prinzip verwenden.
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SATZ 3.5. Der Hamilton-Operator H = —Ay —2/|z1|— Ao —2/|z2| + |21 — 22| 71
hat unendliche viele gebundene Zustinde.

BEWEIS. Da 0.s5(H) = [—1, 00) ist, miissen wir lediglich zeigen, dass ., (H) <
—1 ist fiir alle n € N. Wie im Beweis des vorigen Satzes geniigt es fiir die Rayleigh—
Ritz-Methode einen n-dimensionalen Raum U,, zu finden, sodass sup(i, Hy) <
— Hz/1||2 fiir alle ¢ € U, ist. Intuitiv sollten wir dazu ein Elektron in den Grund-
zustand und das andere in einen beliebigen gebundenen Zustand bringen. Sei dazu
1(x1) der normierte Grundzustand von —A; — 2/|z1| und ¢, (z2) die normierte
Eigenfunktion von —Ag — 1/|z5| im n-ten angeregten Zustand, das heifit

1 1
—Ag — — | o, =——.
< ? |$2|><p (2) 4n?

Wir bemerken hier, dass der n-te Eigenwert n?-fach entartet ist, was aus der Dre-
himpulsentartung des Wasserstoffatoms 27;01(21 + 1) = n? folgt. Wir setzen nun

N
)= Zai¢l(x1)¢i(x2) (3.15)

i=1

mit YN |i|? = 1 an. Dann ist (), Hy) =t + t5 + t3, wobei

n=(v(-a- Z)v) =) =1 (3.162)
1 N

@:(wcﬂrw|)@=§]%ﬁ2§&, (3.16b)
T2 i=1

tgz(m(l—'l)w)go. (3.16¢)
|z1 — 22| |22

Die letzte Ungleichung folgt aus Newtons Theorem (1 (z1) ist sphérisch symme-
trisch), denn

|1/11(351)\2

max{ler], 2]} 7 Jeaf

[ (21) [

dl’l =
|z1 — 22|

(3.17)

Wihlen wir also unseren n-dimensionalen Unterraum als U,, = span{v1¢1, ..., V1¢n },
so sehen wir, dass

(v, HY) < =1+ E, (3.18)
fiir alle ¥ € U, ist. Da E,, < 0 fiir alle n € N ist, ist mit der Rayleigh—Ritz-Technik
un(H) < =1+ E,, < —1, womit die Behauptung gezeigt ist. O

Folgendes Resultat von Zhislin verallgemeinert die Situation.

SATz 3.6 (Zhislin). Sei H ein atomarer Hamilton-Operator der Form

N
N V,- -V 1
H=Y"(-a - > i YJ 1
_< |xi|>+ <M *m—m)’ (3.19)

1<i<j<N

welcher als Operator im Hilbertraum L*(R3N) wirkt, wobei M, {u;}., > 0 beliebig
sind. Dann ist 04;5c(H) unendlich.
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BEMERKUNG 3.7. H ist der Hamilton-Operator eines neutralen Atoms mit NV
Elektronen, dessen Kern die Masse M hat. pq, ..., un sind die relativen Massen der
Elektronen, also nachdem die Schwerpunktsbewegung absepariert wurde.

3.2. Schranken an N (V) im Falle von Zentralpotentialen. Wir wollen
in diesem Abschnitt Schranken an die Zahl der Eigenwerte von —A+V finden, wenn
das Potential lediglich vom Radius abhéngt. Man kann zunéchst folgende Punkte
zeigen:

BEHAUPTUNG 3.8. (i) Ist E ein Eigenwert von —A + 'V, so ist {¢p : Hip =

Ev} ein unter Rotationen invarianter Unterraum von L?*(R3). Dies bedeu-
_ o)

T

tet, dass er von Vektoren der Form i(x)
S 1f()]Pdr = 1 aufgespannt wird.

(i) Ist ¢ € D(—=A), so ist f(r) stetig und erfillt f(0) = 0.

(iii) f erfillt die gewdhnliche Differential- bzw. Eigenwertgleichung

<—(iz + W; S V(T)) f(r)=Ef(r) (3.20)

Yom (z/|2]) mit r = |z| und

mit Dirichlet-Randbedingung f(0). Die Gleichung ist im Sinne von Differen-
tialoperatoren auf L*(R3), nicht im Sinne einer klassischen Differentialglei-
chung, zu verstehen.

(iv) Setzt man voraus, dass V € C§°(Ry) ist, folgt aus elliptischer Regularitit so-
fort, dass die Losungen der Eigenwertgleichung glatt sind. Wir werden spdter
sehen, dass man auch ohne so eine starke Bedingung an das Potential zeigen
kann, dass die Losungen hinreichend regquldr sind.

Wir betrachten nun spezielle Losungen uy der Eigenwertgleichung. Sei fiir je-
des ¢ € Nund E < 0 die Funktion u(r; FE) eine Losung der Differentialgleichung, die
ue(0, E) = 0 und

lim r~'~%u,(r; E) = 1. Das heift, fiir hoheren Drehimpuls soll u; am Ursprung
T—>00

schneller wachsen. Ist V' € C§°, so ist es nicht schwer zu zeigen, dass eindeutige
Losungen im ¢-ten Drehimpulskanal existieren.

Wir sind im Folgenden an der Zahl der negativen Energien £ < 0 interes-
siert, fiir die u,(r; E) € L?(R") ist. Denn dies ist gerade die Zahl der gebundenen
Zusténde ng(V) im £-ten Drehimpulskanal mit fixem magnetischen Moment m. We-
gen Drehimpulsentartung gibt es (2¢ + 1)ng(V) gebundene Zustéinde im Kanal £.
Die gesamte Anzahl der Eigenwerte ist somit N (V) = >,2 (20 + 1)n, (V). Das
folgende klassische Resultat zeigt eine Verbindung zwischen ny(V) und der Zahl
der Nullstellen einer Losung uy(r; E).

SATZ 3.9. Sei V€ CP(R4) und sei No(E;V) die Zahl der Nullstellen von
we(r; E), die von r = 0 verschieden sind. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Ist E <0, so ist Ny(E;V) < oo.
(i) N¢(E;V) wichst monoton in E und fdillt monoton in €.
(iii) a) Ist Ey < 0, so ist Ny(Eo; V) gleich der Zahl der Lisungen wue(r; E) mit
E < Ey, die ||ug]|, < oo erfiillen.
b) Insbesondere ist damit No(0; V) = ne(V')!
¢) dimP_a4y (=00, E) =32 (20 + 1)Ny(E; V) fiir E < 0.
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Der letzte Punkt des Satzes ist besonders interessant. Betrachten wir folgende
zwei Grenzsituationen. Ist die Energie der Losung E sehr klein, so kénnen wir mit
Blick auf die Differentialgleichung sehen, dass wu,(r; E) iiberhaupt keine Nullstel-
len hat. Da u und u” dasselbe Vorzeichen haben, und « und v’ positiv starten, so
bleiben sie positiv, das heiit Ny(F;V) = 0, wenn E sehr negativ ist. Nehmen wir
auf der anderen Seite an, dass F = 0 ist, so ist das Teilchen nicht mehr gebunden,
das heifit es propagiert wie eine Welle, womit u,(r; F') Nullstellen haben muss. Wir
werden sehen, dass, wenn wir E kleiner machen, die Nullstellen nach +o0o heraus-
wandern, bis sie tiberhaupt nicht mehr da sind. Der Punkt ist nun der folgende:
wir haben verlangt, dass u, quadratintegrierbar ist, das heif3t, dass u, insbesondere
im Unendlichen abfallen, bzw. Null sein muss. Dies passiert aber gerade an den
zu oo herausgeschobenen Nullstellen! Mann kann sich vorstellen, dass wenn man
das sehr negative E langsam erhoht, bei einem bestimmten FE; eine erste Nullstelle
im Unendlichen generiert wird — dies entspricht also gerade dem ersten angeregten
Zustand. Wiederholt man diese Prozedur bis £ = 0, so sieht man, dass die Zahl
der gebundenen Zusténde gerade die Zahl der Nullstellen von wy(r,0) ist.

Wir beweisen den Satz mit Hilfe einiger Lemmata.

LEMMA 3.10. Sei Ey < 0. Ist Ny(Eo; V) > mg. so hat das Eigenwertproblem
mindestens mqg quadratintegrierbare Losungen mit E < Ey. Insbesondere ist wegen

Oess(—A+ V) =1[0,00) die Zahl der Nullstellen Ny(Ep; V) < 0o, wenn Eqy < 0.

BEwWEIS. Wir betrachten dazu

2 +1

Hg = *@ + ( 7“2 )

als Operator auf L?(R™T). Dieser ist fiir £ = 0 wesentlich selbstadjungiert auf {u €

C§°[0,00),u(0) = 0} und fiir £ > 0 wesentlich selbstadjungiert auf {u € C§°(0,00)}.

Wir zeigen im ersten Schritt, dass der mg-te Min-Max-Eigenwert fi,,,(H¢) < Ey,

wenn Ng(Eo; V) > myp. Selen dazu 0 = 19 < r; < -+ < 7, Nullstellen von
ug(r; Ep). Definieren wir dann

B fi i— > < i
wi(r):{w(r, o) firrm_1>r<r

+V(r) (3.21)

, 3.22
0 sonst ( )
so sind die 9; stetig und stiickweise C!. Zwar sind 1; ¢ D(—d?), aber 1; € Q(—d?)
und damit auch ; € Q(Hy). Dariiberhinaus ist

mo mo mo r .
(Z ast, Hy Zami> =St [ [+ (LR 1 vo) e
=1 =1 —1

i=1 Ti

=Ep (Z ail//iyzai?ﬁi) .
-7 (3.23)

Mit dem Min-Max-Prinzip fiir Formen ist daher p,,,(Ho) < Ep.

Wegen der Stetigkeit der Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen in
ihren Koeflizienten konvergiert u,(r; E,) — us(r; Ex) gleichmissig auf Kompakta,
wenn E,, — E.. Daher konvergiert u,(r; Eg—n~!) € C§°(0, o) gleichmissig gegen
ug(1; Eo). Hat also uy(r; Eg) mindestens mq Nullstellen, so hat auch uy(r; Eg—n~1)
mindestens mg Nullstellen, wenn n geniigend grof} ist. Aus obiger Rechnung folgt
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daher, dass fim,(H¢) < By — 2 < Ey ist. Da 0ess(Hy) C 0ess(—A + V) = [0,00),
folgt das Lemma aus dem Min-Max-Prinzip. [

LEMMA 3.11 (Sturmscher Oszillationssatz). N¢(E; V') ist monoton steigend in
E. Ist Ey < 0 ein Eigenwert von Hy = —d? +£({+1)/r2 + V (1), so ist Ny(E; V) >
Ny(Eo; V) + 1, wenn E > Ey, insbesondere wird in diesem Fall ein Eigenwert bei
oo generiert.

BEwEIs. Wir definieren Vi(r) = e(f%l) +V@E)und 0 =rg <7y < -1y als
die Nullstellen von w(r; Ep). Sei nun E > Ej. Wir zeigen, dass dann ue(r; E) min-
destens eine Nullstelle in jedem der Intervalle (0,71), (r1,72),..., (Fn—1,75). Wenn
FEy gerade ein Eigenwert ist, zeigen wir auflerdem, dass es eine weitere Nullstelle in
(rn,00) gibt. Wir nehmen nun an, dass u,(r; E') keine Nullstelle in (r;,7;41) hat.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass sowohl w,(r; E),
als auch w(r; Ep) auf (r;,7;41) positiv sind und, dass insbesondere wj(r;; Eg) > 0

und uj(ri41; Ep) < 0 sind. Wir berechnen dann

Ti41
I :/ [} (r; Eo)ue(r; E) — we(r; Eo)uy(r; E)] dr. (3.24)
T

Einerseits ist wegen ue(r;; Eo) = w(ri41; Fo) = 0 und den Voraussetzungen uj(r;; Eg) >
0 und u)(ri+1; Eo) < 0, sowie ue(r; E) > 0 auf (r;, ri41)

I = [uy(r; Eo)ue(r; E) — ue(r; Eo)uy(r; E)]Ti+1 = up(rit1; Eo)ue(riz1; E) — uy(ri; Eo)ue(ri; E) < 0.

T4

(3.25)
Andererseits ist
I= /”+1 [uf (r; Eo)ue(r; B) — ug(r; Eo)uy (r; )] dr
Ti"i+1
= /r we(r; Fo)ue(r; E) (Ve — Eo) — (Ve — E)]dr (3.26)

Ti+1
=(E - Eo)/ we(r; Eo)ue(r; E)dr > 0.
Dieser Widerspruch zeigt, dass ug(r; E') eine Nullstelle in (r;, 7;41) haben muss.
Wir betrachten nun noch den Fall, dass Ej ein Eigenwert und ¢ = 0 ist. Da
V kompakten Triiger hat, geht ug(r; Eg) = ae™V o fiir groBe r und |ug(r; E)| +
uf(r; E)| < betV=E" fiir grofe r. Deshalb konvergieren I und die anderen Integrale
von oben, wenn man r; durch 7, und r;41 durch oo ersetzt, womit uy(r; E) mit
demselben Argument auch eine Nullstelle in (r,, 00) hat. Ein &hnliches Argument
gilt auch fiir den Fall ¢ # 0, wenn man die Exponentialfunktionen durch geeignete
Besselfunktionen ersetzt. d

LEMMA 3.12. Die Zahl der Nullstellen einer Losung mit Energie p,(Hyg) ist
No(pun(Hp); V) =n—1, wenn u,(He) < 0 ein Eigenwert aus dem Min-Maz-Prinzip
18t.

BEVéEIS. Angenommen es wére N¢(un(H¢);V) > n — 1, dann gibt es nach

Lemma mindestens n quadratintegrierbare Losungen mit E € (—oo, pn, (Hy)),
das heift es gibt mindestens n Eigenwerte in (—oo, i, (Hy)). Somit muss wegen des
Min-Max-Prinzips Ny(un(He); V) < n — 1 sein.

Wir werden nun per Induktion zeigen, dass auch Ng(p,(H); V) > n — 1 ist.
Klarerweise ist Ny(p1(Hyp); V') > 0. Angenommen nun es wire Ny(u,—1(Hp); V) >
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n — 2 fir pu, < 0. Da pp—1 < pp < 0, sind p,—1 und p, Eigenwerte. Da die
Differentialgleichung hochstens eine. }J%ung hat, die f(0) = 0 erfiillt, ist sogar
fn_1 < pn < 0. Wegen Lemma gilt daher Ny(p, (He; V) > No(pin—1(He); V) +

l=n—-1. (]
‘theorem:3.17

BEWEIS VON SATZ ir hapey bereits a) und die Monotonie von N¢(E; V)

in E bewiesen. Nach Lemma [3.10]ist einerseits die Zahl der gebundenen Zustéinde

mit Energie, die kleiner ist als F, nicht kleiner als Ny(F;V). Nehmen wir nun
andererseits an, dass sie grofier ist als Ny(FE; V). Dies ist bereits unméglich, wenn
E =0 und N; = oo ist, also betrachten wir Ny(E;V) = n < oo und nehmen an,
dass es n 4+ 1 Eigenwerte unterhalb E gibt. Da dami ins’tz)gs 5gldere tnt1(He) < E
ist, und p,+1(Hp) ein Eigenwert ist, ist mit Lemma (E;V) > n+ 1. Dieser
Widerspruch zeigt, dass Ny(E; V) gleich der Zahl der Eigenwerte von Hy in (—oo, E)
ist. Da Hyyq > Hy ist, schlieflen wir, dass No(E; V) > Nyy1(E; V) ist. O

Wir kéonnen den eben bewiesenen Satz nutzen, um Schranken an die Zahl der
Eigenwerte ny(V) und an £,,4, = max{¢ : ny(V)) > 0}, dem grofiten Drehimpulska-
nal, bei dem noch gebundene Zusténde auftreten, zu geben.

SATZ 3.13. SeiV ein Zentralpotential in der Rollnik-Klasse V € R+ L>=(R3)..
Dann haben wir folgende Schranken.

a) Bargmanns Schranke

ne(V) < (2l+1)1/000r|V(7‘)|dr (3.27a)
ne(V) < (21+1)_1/OOOT|V_(7“)|dr (3.27h)
b) Calogeros Schranke: Sei V. monoton steigend und negativ, dann ist
ne(V) < i/ooo V() [2dr (3.280)
ne(V) < % /O T V)2 (3.28D)

¢) GGMT-Schranke: Fir alle p > 1 gilt

ne(V) < (20 + 1)1 / r20=1 | (1) Pdr, (3.29)
0

. —1 I'(2
ol = (p— 11 208

d) Sind [;° [V (r)|Y/2dr < 0o und V(r) < 0 auf einer offenen Menge, dann gibt es
fiir alle I Konstanten A, a und b mit 0 < a < b < oo, sodass fir alle A > A gilt:

aVx < ng(AV) < bV/A (3.30)

e) Sind [;* [V (r)|"/2dr < 0o und V(r) < 0 auf einer offenen Menge, dann gibt es
Konstanten ¢, d und A mit 0 < ¢ < d < oo, sodass fir alle A > A gilt:

VA < lmaz(AV) < dVA (3.31)

BEMERKUNG 3.14. Wir schlieen mit einigen Bemerkungen zu den vorgestellten
Schranken.
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(i) Bargmanns Schranke impliziert, dass, wenn [~ r|V(r)|dr < co, dann ng(V) =
0 fiir grofle ¢ ist, da ny(V) < 1 in diesem Fall ist. Genauer gesagt impliziert
Bargmanns Schranke, dass

o (V) < % [ /0 SV ()ldr — 1} (3.32)

(ii) Bargmanns Schranke, Calogeros Schranke und die Schranke an £,,,,(V), die
durch Bargmann impliziert wurde, sind scharfe Ungleichungen, das heif}t die
Konstanten sind optimal und werden durch die Wahl von bestimmten Poten-
tialen angenommen.

(iii) Andererseits sind die Bargmann-Schranke und die dadurch implizierte Schran-
ke an £,,,, sehr schwach fiir starke Potentiale. Denn, wenn A\ — oo geht,
wachsen die Schranken wie A, wohingegen ng;(AV) und £, (AV) lediglich wie
VA wachsen. om:3.91

(iv) Die letzten beiden Schranken aus Satz @T—FOW fiir eine kleinere Klasse
von Potentialen verbessert werden:

1 (oo}
fim V) 1 | v (3.332)
A—00 \/X ™ Jo

fiir alle ¢,

lim M
A—00 \/X
und (N(V) = z;‘;o(ze + 1)ne(V))

= - mrin{er(r)} (3.33b)

. K&
Ahﬂrr;o )\3/2 6%2/ |V_(z)]*/*dx (3.33¢)

Die Grenzfiille fiir ng(AV') und N(AV) werden wir spéter unter sehr allgemei-
nen Umstédnden beweisen.

3.3. Schranken an N(V) im allgemeinen Zwei-Kérper-Problem. Wir
werden im letzten Abschnitt Schranken an N (V') zeigen, wobei V nicht notwendiger-
weise sphérisch symmetrisch ist. Wir bemerken zunéchst zwei niitzliche Tatsachen.

LEMMA 3.15. Sei Hy selbstadjungiert und positiv und sei V' formbeschrinkt
beziiglich Hy mit relativer Formschranke gleich Null, das heifst V. << Hy. Wir
definieren Hy+AV (X € R) als den Operator, der durch die Formsumme identifiziert
wird. Nehmen wir an, dass [0,00) C o(Hy + AV) fiir alle X € R ist, dann gilt fir
die Min-Maz-Eigenwete p,(Hy + A\V):

(1) pn(Ho 4+ AV) ist stetig in X € R.
(ii) pn(Ho + AV) ist monoton fallend in A fir A € [0,00) und streng monoton,
sobald i, negativ ist.

BEWEISSKIZZE. (i) Wegen V << Hy ist Q(Hp) € Q(V) und mit dem Min-
Max-Prinzip fiir Formen ist fiir Ay — A

hm nH—i—)\V—hm su inf ,(Ho + AV
M( 0 g ) k=004, AI:n 1¢€Q(V)1P€[<P1, on—1]t (w( 0 * )w)
(3.34)
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Wir diirfen den Limes nun in das innere Produkt ziehen, da

(%, (Ho + MeV)e)| < (0, Hot) + b [[9] (3.35)

(ii) Seidazu A; > Ay. Dann betrachten wir die Differenz der Min-Max-Eigenwerte.
tin(Ho + AtV) = pn(Ho 4 A2V) = supinf (¢, (Ho + A1V)9) — sup inf(¢), (Ho + A2V)1))

(3.36)

O

SaTz 3.16 (Birman—Schwinger-Schranke). Sei Hy = —A und V € R, dann gilt
fiir die Zahl der Figenwerte von —A +V

2

1 1% \%4

N(V) < () / dedy. (3.37)
4m R3xR3 [T — Y|

Daraus folgt insbesondere, dass N(V') < oo ist.

BEMERKUNG 3.17. a) Zunichst einmal geniigt es den Satz fir V < 0 zu be-
weisen, denn fiir beliebiges V' gilt wegen —A+V_ < —A+V und des Min-Max-
Prinzips, dass N(V_) > N(V).

Als Nichstes bemerken wir, dass es geniigt den Satz fiir nicht-positive V' €
C§°(R?) zu zeigen, wenn 0 > V' € R+(L>) beliebigist und [Ls . ps V@IVl g4y <

lz—y[?
oo erfiillt. Der Grund ist, dass so ein V' durch nicht-positive V;, € C§° im Sinne
von
V,—=V —=0in R+ L™ (3.38a)
V, Vi \% v
R3xR3 |z —y| R3xRS T — Y|

approximiert werden kann. Da V,,—V — 0 in R+ L, folgt die Konvergenz —A-+
V, = —A+V im Norm-Resolventen-Sinne. Damit konvergiert auch P((:llo B) —
P_,p) fiir alle £ < 0, die keine Eigenwerte von —A + V' sind. Fiir die Zahl

der negativen Eigenwerte von —A + V,, gilt

Jim tr (P(<ﬁ;7E)) = N(V,), (3.39)
wobei die linke Seite monoton konvergiert, und

lim tr (P _ =N . 4

i (B ) = N (V) (3.40)
Wenn wir wissen, dass N(V,,) < fRSXW dedy ist, so kénnen wir

schliefien, dass

L (n)
N = iyt Peem) < s 0P

:/ IV(x)IIV(y)\dxdy
R3xR3 '

|z —yl?

)< NV <owp [ O,
n n JR3xR3 |z -y

(3.41)

b) Wir erinnern uns hierbei an die Helmholtzgleichung (—A — E)u = f, wobei
E < 0 nicht im Spektrum (im PDE-Jargon) von —A liegt. Diese wird durch
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u = (—A — E)"'f, oder im Fourierraum durch @(¢) = (€2 — E)~1f gelost.
Wendet man nun die inverse Fouriertransformation an, erhélt man

u(@) = (€= B)™) 1] @) (3.42)

mit dem Helmholtz-Kern

(€ =B (e =) = Goyars [ (€ —B) e

_L > 2(¢2 -1 ! ile—yléu
== [ aee-n7 [ o
2 1 o
\/?eﬁwyl
SA=r

BEWEIS. Wegen obiger Bemerkung geniigt es also mit 0 > V € C§°(R3) zu
arbeiten. Sei nun £ < 0 und Ng(V) := dim(Ran(P_,g)), wobei P die Spektral-
projektion von —A + V sein soll. Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir
tn(A) fiir den n-ten Min-Max-Eigenwert u,(—A 4+ AV). Dann definieren wir die
Zahl aller Min-Max-Eigenwerte, die kleiner sind als E als

Nu(V) = #{n: (1) < B}, (3.44)

wobei #(A) die Kardinalitédt der Menge A sein soll. Da pu,,(A) monoton in A fillt,
stetig in A ist und g, (0) = 0 ist, ist p, (1) < E genau dann, wenn g, (A) = E fiir ein
0 < A < 1 ist. In diesem Fall ist wegen der Stetigkeit dieses A eindeutig bestimmt,
dies ist das sog. Birman-Schwinger-Prinzip. Somit ist

Ng(V)=#{n: u,(\) = E fiir ein A € (0,1)}

= > 1< > A2

{0<A<1:pp (N)=E;k=1,...,.Ng(V)} {0<A<L:pp (N)=E;k=1,....Ng(V)}

< > A2

{0<A< T (V) =Eik=1,...}

(3.43)

(3.45)

Als Néchstes bemerken wir, dass ¢ € Ker(—A + AV — E), ¢ also ein Eigenvektor
von —A + AV mit Eigenwert E < 0 ist, genau dann, wenn

(A= B = -2V = AV]$ & A (A - BT V) (V]2 y) = v

SA(VIE A - VIYE) (VIR e) = VIR
(3.46)

das heifit, wenn A\~! ein Eigenwert des Operators K := |[V|'/2(—=A — E)~1|V|!/?
ist. Beachte, dass (—A — E) > 0, weshalb —AV¢ = A |V| ¢ mit A € (0,1) ist. Des
Weiteren ist ¢ ¢ Ker(|V]), denn sonst wére ¢ € Ker(—A — E), also ein Eigenvektor
der kinetischen Energie mit negativer Energie E < 0, was im Widerspruch zur
Positivitdt von —A steht.

Obige Gleichung ist genau dann wahr, wenn AKp = ¢ (mit ¢ = |V|*/2¢)) eine
Losung 0 # ¢ € L*(R?) hat, wobei K = |V|/2(=A — E)~'|V|/2. Im Ortsraum ist
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der Integralkern von K durch

K(z,y) = [V['? (@)(-A - B) Y (a,9) [V]'* () (3.47)
gegeben, wobei
e~ V—Elz—yl|
(—A —E) Ya,y) = \/;M (3.48)

der Helmholtz-Kern ist. Damit ist

VIY2 (p)e—V—Elz—yl |1/|1/2
Koy = V2@ VI ()

4
prar— (3.49)

DaV € R, ist K € S?(L*(R?)) (und damit tatsichlich als Integralkern schreibbar),

denn

L.
(3.50)

AuBlerdem ist K selbstadjungiert, da K (z,y) reell und symmetrisch ist. Daraus
folgt, dass

2

dedy < / dedy < 00.
= Jre 1672 |z — y|?

VIV ()oYl o — y| V] (9)
Az —y|

3 W2 = tr(KK*) = (417T>2/62\/7E|xy| |V|(;ﬂ)|;/|gy)dxdy.

{k:k ist ein Eigenwert von K}

(3.51)

0 # k ist genau dann ein Eigenwert von K, wenn die Gleichung x ' K¢ = ¢ eine
Losung hat, was nach unseren obigen Uberlegungen genau dann wahr ist, wenn
pn(A) = E mit A = k7! ist. Daher ist also

doooa?= > K2, (3.52)

{\ip(\)=E} {k:k ist ein Eigenwert von K}
woraus folgt, dass
2
1 1% v
Ng(V) < (> /e_ZV_Elx_y‘Mdmdy. (3.53)
dm |z —yl
Der Satz folgt nun, da N(V) = JL%ir/n0 Ng(V) ist. O

BEMERKUNG 3.18. a) Definiert man wie im Fall der Zentralpotentiale V_ =
min{V, 0}, so hat man sogar

N(V) < (;)2/dedy. (3.54)

b) Die Birman—Schwinger-Schranke kann erweitert werden, um auch gebundene
Zustdnde mit Energie gleich Null zu erfassen, das heifit man kann zeigen, dass

dim(Ran(P_o ) < <417T2) /}R . Wdzdy. (3.55)

¢) Man kann mit dieser Methode auch die Schranke von Bargmann zeigen.
d) Aus der Birman-Schwinger-Schranke folgt, dass, wenn V € C§°(R?) ist, die Zahl
der Eigenwerte N(AV) = 0 ist, wenn A hinreichend klein ist.
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Wir werden spéter sehen, dass die letzte Bemerkung auch fiir Dimensionen n >
3 wahr ist. Insbesondere zeigen wir spiter, dass, wenn V € L= ~¢(R3) N Lz T¢(R3),
die Operatoren —A + AV und —A fiir kleine A unitér dquivalent sind. Fiir n = 1,2
schaut die Sache jedoch etwas anders aus.

SATz 3.19. Sei 0 > V € C§°(R™), die nicht identisch verschwindet und n €
{1,2}. Dann hat —A 4+ AV einen negativen Figenwert fir alle X > 0.

BEWEILS. Mit dem Beweis des vorigen Satzes reicht es zu zeigen, dass es fiir
ein beliebiges A > 0 ein k € R\ {0} gibt, sodass |V['/2(=A + &)~} V|*/2 einen
Eigenwert hat, der grofier als A~1 ist. Da |V|1/2 (—A+x?)7L |V|1/2 Hilbert-Schmidt,
und damit kompakt, positiv und selbstadjungiert ist, geniigt es zu zeigen, dass

tim [[[IV]'? (=2 +62) 71 V]2 || = 0. (3.56)
K2—
Dazu miissen wir lediglich ein n € L?(R") finden, sodass

lim (\V\l/zn,(—AerZ)’l|V\1/277> = o0 (3.57)

K2—0

Wir wihlen dazu 0 # n € L?(R™), so dass () = |V (x)|*/?n(x) > 0 und nicht fast
iiberall Null ist. Dann ist

(W20 o+ W 20) =

Rn

GO (€% + K 7de. (3.58)

Es gibt nun sicherlich € L%(R"), sodass ¢(£) # 0 fiir £ nahe dem Ursprung (z.B.

ist ¢ dort konstant), sodass das Integral fiir k2 — 0 divergiert n = 1, 2. Insbesondere

sieht man, dass die Rate, mit der der Ausdruck logarithmisch fiir n = 2 und wie
—1/2 p

|| fiir n = 1 geht. O

Tatséchlich gibt es, fij iggxrllf&;(éhend kleines A, genau einen gebundenen Zustand.
Tatséchlich zeigte Simon [Sim76] daneben, dass der zugehorige Eigenwert bei A = 0
in d = 1 analytisch und in d = 2 nicht analytisch ist. Auflerdem untersuchte er das
Verhalten der Eigenwerte nahe der Schwelle inf o.5s(H) = 0.

Wir haben gesehen, dass bei der Bargmann-Schranke ng(AV) wie v/A wiichst,
wohingegen die Schranke wie A wichst. Ahnlich verhilt es sich mit der Birman-—
Schwinger-Schranke; N (V') wichst wie A%/2, wohingegen die Schranke wie A? wiichst.
Dieser unschéne Umstand wird durch das folgende Resultat behoben, welches be-
sonders schon ist, da man leicht eine Verbindung zum klassischen Bild des Phasen-
raums erhélt.

SATZ 3.20 (Cwikel-Lieb-Rosenbljum). Sei n > 3 und N (V) die Zahl der ge-
bundenen Zustinde von —A + V auf L*(R™). Dann gibt es eine Konstante c,,
sodass

N(V) Scn/ [V_(2)"? dz. (3.59)

n

4. Bestimmung des wesentlichen Spektrums I: Weyls Satz

In den folgenden Abschnitten werden wir oes5(A) = C\ 04i5c(A) fiir eine Viel-
falt von Operatoren A bestimmen und ein klassisches Stérungsresultat beweisen,
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welches sagt, dass gess(A) = 0ess(A+ C), wenn C |, fast kompakt“ ist. Was das be-
deuten soll, werden wir spéter erfahren. Dieses Resultat ist wichtig, um das wesent-
liche Spektrum von Schrédinger-Operatoren, deren Schwerpunktsmasse absepariert
wurde, zu bestimmen.

Primér sind wir an selbstadjungierten A interessiert, der natiirliche Fall ist je-
doch, dass A lediglich abgeschlossen sein muss. Um o¢45(A) zu bestimmen, werden
wir hauptséhlich die Resolvente (A — z) ™! fiir 2z € p(A) untersuchen. Fiir allgemei-
ne selbstadjungierte Operatoren muss dabei z komplex sein, wenn A jedoch von
unten beschriankt ist, kann man natiirlich auch hinreichend tiefe z auf der reellen
Achse verwenden. Die Ergebnisse des Abschnitts stiitzen sich auf das analytische
Fredholm-Theorem, sowie einer Verallgemeinerung dessen. Wir beweisen daher zu
Beginn einen Spezialfall dessen, was uns erwarten wird.

SATZ 4.1. Seien A und B zwei beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren mit
cdisc(A) = 0agisc(B) = 0. Ist die Differenz B — A € 8%, 50 ist 0¢ss(A) = 0ess(B).

BEwEISs. Wir schreiben A = B+ C mit C' € S und definieren F'(z) = C(A —
2)7L. Fiir 2 € p(A) ist F(2) eine analytische operatorwertige Funktion von z, die
kompakt ist, da C' kompakt ist. Da A beschrénkt ist, konvergiert

NE@I < NCNH|[(A =27 -0 (4.1)

fiir = — oo. Daher existiert insbesondere (1 — F(z))~! fiir hinreichend grofes |z|.
Wegen des analytischen Fredholm-Satzes existiert daher (1 — F(z))~! fiir z € C\
(c(A) U D), wobei D eine diskrete Teilmenge von C \ o(A) ist. Der Fredholm-Satz
sagt uns weiterhin, dass (1 — F(z))~! meromorph in C \ o(4), mit Residuen (also
die Operatoren an den Polen) endlichen Ranges auf Punkten in D, ist.

Seinun z ¢ o(A). Dannist B—2z = (1-C(A—2)"1)(A—2). Ist nun 1 - F(2) =
1 — C(A - 2)~! invertierbar (das heifit zusitzlich ist 2 ¢ D), so ist auch z ¢ o(B)
und es ist (B —2)7! = (A —2)7}(1 — F(2))~! und somit ist o(B) C o(A) U D.
Dariiberhinaus hat B Residuen endlichen Ranges an den Punkten in D, das heif3t
Punkte in D sind Elemente von o4;s.(B). Dies heifit jedoch, dass o.55(B) C o(A).
Analog erhélt man durch Vertauschen der Rollen von A und B auch die andere
Inklusion g.s5(A) C o(B). Da wir 0gisc(A) = dgisc(B) = () vorausgesetzt hatten,
sehen wir, dass oess(A) = 0ess(B) ist. O

Wir wollen die Behauptung nun in einige Richtungen erweitern. Vor allem soll-
ten unbeschrinkte Operatoren und Operatoren mit diskretem Spektrum zugelassen
gerdgg: Higrzu brauchen wir eine stérkere Version des analytischen Fredholm-Satzes

SATZ 4.2 (Meromorpher Fredholm-Satz). Sei$) C C offen und zusammenhdingend.

Sei A(z) eine meromorphe, operatorwertige Funktion von z, das heiffit A ist ana-
lytisch in Q\ D, wobei D eine diskrete Teilmenge von §Q ist, also eine Menge, die
keine Hdufungspunkte in Q0 enthdlt und nahe jedem zy € D die Entwicklung

A) =Ap(z—20) "+ +A1(z—20) 7"+ D An(z — 20)" (4.2)
n=0

hat. Weiter nehmen wir
(1) A(z) ist kompakt, wenn z € Q\ D und
(2) die Koeffizienten A_; (j =1,...,k) an den Punkten zo € D sind Operato-
ren endlichen Ranges.
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an. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen.

a) 1 — A(2) ist fiir kein z € Q\ D invertierbar.

b) Es gibt eine diskrete Teilmenge D' C Q, sodass (1 — A(z))~! fir 2 ¢ (DU D)
existiert und zu einer in Q\ D' analytischen und in  meromorphen Funktion
erweiterbar ist, sodass die A_j (j =1,...,k) an den Punkten zo € D" Operatoren
endlichen Ranges sind.

Die Voraussetzung, dass die A_; (j = 1,...,k) Operatoren endlichen Ranges
sind, ist wichtig, da der Satz nicht wahr ist, wenn wir lediglich Kompaktheit vor-
aussetzen. Der meromorphe Fredholm-Satz erlaubt es uns die Voraussetzung, dass
0(A) = 0ess(A) ist, zu eliminieren.

LEMMA 4.3. Sei A abgeschlossen. Dann ist (A — 2)~! eine meromorphe Funk-
tion auf C\ 0.55(A4), die Singularititen nur bei Punkten z € 04;s.(A) aufweist.
Zudem sind die A_; (5 =1,...,k) bei Punkten zy € og4isc(A) Operatoren endlichen
Ranges.

BEWEIS. Wir wissen bereits, dass (A4 — z)~! analytisch in C\ o(A) ist. Sei nun
2o ein isolierter Punkt in o(A). Dann ist (A — 2)~! insbesondere analytisch in der
Menge {z € C: 0 < |z — 29| < r} und lasst sich als

(A=2)t= Y Ru(z—z0)" (4.3)
schreiben, wobei
1
R, = o % (z— 20) " H(A — 2) "tz (4.4)

|z—z0|=1/2

Wir haben bereits gesehen, dass die Resolventengleichung (—R_1)! = —R_; impli-
ziert. In #hnlicher Weise kann man auch R_,, = —(N)"" ! firn > 2und N = —R_,
zeigen, sowie, dass NP = PN = N ist, wo P = —R_; die Projektion auf z; ist. Da
22:_00 R,p™ fiir alle 1 # 0 absolut konvergiert, konvergiert Y-~ A" N™ fiir alle
A, das heifit (1—AN) ! existiert fiir alle A als Neumannreihe. Damit ist o(N) = {0}.

Nehmen wir nun weiter an, dass der isolierte Punkt zy auch im diskreten Spek-
trum von A liegt. Dann ist P per Definitionem endlichen Ranges. Wegen PN = N
ist Ran(N) C Ran(P), das heifit auch R_,, hat endlichen Rang. Das bedeutet, dass
die Pole von (A — z)~! bei zy Operatoren endlichen Ranges sind.

Da o(N) = {0} ist N [ran(p) ein endlichdimensionaler Operator, der lediglich
0 im Spektrum hat. Daher ist (N P)*¥ = 0 ab einem bestimmten k. Wegen NP = N
ist (NP)* = N*, das heifit auch N* =0 ab diesem k. Damit ist auch R_,, = 0 fiir
alle n > k + 1, womit (A — 2z)~! meromorph bei zy mit Residuen endlichen Ranges
ist. (]

Wir sind damit in der Lage unsere erste Aussage zu erweitern.

SATZ 4.4. Seien A und B zwei beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren. Ist
die Differenz B — A € 8%, 50 ist 0cs5(A) = 0css(B).

BEWEIS. |

Als Nichstes erweitern wir die Aussage auf unbeschriankte Operatoren.
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LEMMA 4.5 (Starker Spektral-Abbildungs-Satz). Sei A ein abgeschlossener
Operator auf H. Sei zg ¢ o(A) und definiere B = (A — z9)~*. Dann gilt:

a) Sei z # 0, dann haben wir:
(i) z € 0(B) & 20+ 27! € 0(A)
(ii) 2 € Oess(B) & 20 + 271 € 0ess(A)
(iii) z € 04ise(B) € 20+ 271 € 04ise(A).
b) Sei z =0, dann haben wir:
(i) 0 € 0(B) < A ist nicht beschrankt.
(i1) Es gilt immer 0 ¢ 04isc(B), das heifst wenn 0 € o(B) ist, so muss 0 €
Oess(B) sein.

BEWEIS. a) Sei z # 0.
(i) Da zp ¢ o(A) ist, ist

B—z=(A—2)"t ' —2z=[1-2(A—2)](A- 20)71 = —2[A— (20 + 2 H(A—2)" 1.
(4.5)

Ist nun 2 ¢ o(B), soist [A— (20 + 27 1] = —2(A— 20) (B —2)7!, das
heifit 271 + 2o ¢ o(A).
Ist umgekehrt 271 + 2o ¢ o(A), soist —271(A — 20)[A — (20 + 27 1)L =
—271 — 272[A — (20 + 27 1)] beschriinkt und eine Inverse fiir B — z, das
heiBt 2 ¢ o(B). Damit ist 2 € o(B) genau dann, wenn z~1 + z € o(A).
(i) Isolierte Punkte des Spektrums werden durch die Abbildung z + 271 + 2
wieder in isolierte Punkte abgebildet. Sei nun z1 € ogisc(B). Dann ist
(B — 2)~! fiir 2 nahe 2; meromorph und hat Residuen endlichen Ranges.
Daher ist auch [A — (20 + 271)] 7! = —2(4 — 29) "}(B — 2) 7! fiir 2z nahe 2z;
meromorph und hat Residuen endlichen Ranges. Daher ist (die linke Seite)
(A—X)~! fiir X nahe 27 !4 2 meromorph mit Residuen endlichen Ranges,
das heifit z; iz e odisc(A). Die umgekehrte Inklusion kann man &hnlich
beweisen. Daraus folgt die Behauptung fiir z # 0.

O

Wollten wir das Endresultat nur fiir halbbeschrinkte, selbstadjungierte Ope-
ratoren aufschreiben, so konnten wir die erste Behauptung des Abschnitts auf
(A + ¢)7! fiir geeignetes ¢ € R anwenden. Fiir allgemeine selbstadjungierte Ope-
ratoren ist 0(A) C R und deshalb miissen wir die Resolvente (A — i)~! genauer
untersuchen. Diese ist offensichtlich nicht mehr selbstadjungiert, weshalb wir die
anfangs aufgestellte Behauptung auf nicht-selbstadjungierte Operatoren erweitern
miissen.

Das folgende Beispiel zeigt, dass es nicht ausreicht, dass B — A kompakt ist (fiir
unbeschrinkte Operatoren), um gess(A) = 0ess(B) zu zeigen.

BEISPIEL 4.6. Sei H = [2(—o0, 00) und A der Shift-Operator (Ap),, = @n41. Sei
C : H — H durch (Cyp),, = d,,0p1 definiert, das heifit C ist eine Rang-Eins-Stérung.
Sei B = A — C, dann werden wir zeigen, dass 0(A) = 0css(4) = {2 € C: |z] = 1},
wohingegen o(B) = 0e55(B) = {2z € C: |z] < 1}.

Um o (A) zu bestimmen bilden wir I?(—o0, 00) durch U{p,} = > 07 ﬁ(pneim
auf L2(0,27) ab. U ist unitir und UAU ! ist die Multiplikation mit e~**, das heifit
o(A)=c(UAU ') ={2€C:|z| =1}.
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Ist nun z ¢ o(A), so existiert (B — 2)~! genau dann, wenn (1 —C(4 —2)~1)7!
existiert. Da C(A — 2)~! kompakt ist, existiert (1 — C(A — 2z)~1)~! (analytischer
Fredholm-Satz), auBer C(A — 2)~! hat 1 als Eigenwert, was gleichbedeutend ist
mit z ist ein Eigenwert von B. Sei nun ¢ ein Eigenvektor von B zum Eigenwert z,
das heifit (B — z)¢ = 0. Dann ist ¢, 41 — 90901 — 29, = 0. Angenommen es wire
z # 0. Flir n = 0 ist o9 = 0. Iteriert man nun fiir n = —1, —2, ..., so sieht man, dass
©n = 0 fiir alle n < 0. Fiir n > 1 sieht man, dass ¢,, = 2" '¢1. Da der Eigenvektor
normierbar sein muss, existiert fiir |z| > 1 kein Eigenvektor von B zum Eigenwert
z, das hei}t B—z ist auf {z € C: |z| > 1} C p(B) invertierbar. Ist jedoch |z| < 1, so
ist (0,01, 201, ..., 2" L1, ...) ein Eigenvektor, das heiBt o(B) = {z € C: |z| < 1}.

Wo bricht also der Beweis von oess(A) = 0ess(B) potentiell zusammen? Wir
wissen zwar immer noch, dass C'(A—z) "1 auf C\o(A) analytisch ist. Auf dem Gebiet
von C\o(A), welches nach Unendlich herausgeht, ist irgendwannd |||C(A — z)7!||| <
1, das heiBt (1 — C(A — 2)~1)~! existiert auf diesem Teilgebiet. Auf dem restlichen
Gebiet wissen wir jedoch nicht, dass (1 — C(A — 2)71)~! an irgendeinem Punkt
exisitert, weshalb das Fredholm-Theorem auf diesem Gebiet entweder gar keine
Aussage gibt, oder schlimmer noch, die Resolvente auf diesem Gebiet iiberhaupt
nicht existiert.

Wir brauchen daher einige weitere Annahmen an B, die sicherstellen, dass die
Nicht-Invertierbarkeit von 1 — C(A — 2)™1 = (B — 2)(A — 2)~! auf einer ganzen
Komponente von C\o(A) nicht auftreten kann. Wenn wir die Situation des Beispiels
umkehren, also A als Stérung von B auffassen, so sieht man, dass das Interior von
Oess(A) unter Stoérungen sogar verschwinden kann. Wir nehmen daher an, dass
Oess(A) nirgends dicht ist.

LEMMA 4.7. Seien A, B beschrinkte Operatoren, sodass

a) A — B ist kompakt,

b) o(A) C C hat leeres Interior als Teilmenge von C und

¢) jede Komponente von C\ o(A) beinhaltet wenigstens einen Punkt, der in p(B)
liegt.

Dann ist 0ess(A) = 0ess(B).

BEWEIS. Sei wieder C = A — B. Da C kompakt ist, ist C(A — z)~! kompakt a:3.31
und eine analytische und operatorwertige Funktion auf C\ o(A). Wegen Lemma%ki'
ist daher (A — z)~! meromoprh auf C \ 0.ss(A) mit Residuen endlichen Ranges an
den Punkten in og;s.(A). Ist nun z ¢ o(A), so existiert (B —2)~! genau dann, wenn
(1—C(A—z)~1)~! existiert. Da per Voraussetzung jede Komponente von C\ o(A)
einen Punkt aus p(B) enthilt, ist (1—C(A—2z)~!) irgendwo auf jeder Komponente
von C\o(A) invertierbar. Da 04;5.(A) diskret ist, sind die Komponenten von C\o(A)
und C \ 0.s5(A) die selben. Wegen des meromorphen Fredholm-Satzes existiert
daher (1 — C(A — 2)71)~! auf C \ 0ess(A) bis auf eine diskrete Menge D', wo
(1 — C(A — 2z)71)~! Residuen endlichen Ranges hat. B kann daher nur diskretes
Spektrum auf C \ o.s5(A) haben, das heifit gess(B) C 0ess(A).

Da o(A) per Voraussetzung kein Interior hat, hat jede Komponente von C \
0ess(B) weder einen Punkt in 0(A4) noch in o(B). Man kann also den Beweis wieder-
holen, wenn die Rollen von A und B vertauscht werden und erhélt die umgekehrte
Inklusion o¢ss(A) C 0ess(B). O

Wir brauchen nur noch ein kleines Hilfsmittel, um das Endresultat beweisen
zu konnen.
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LEMMA 4.8. Seien A, B abgeschlossen. Ist (A —2)™' — (B —2)"1 € 8 (y €
[1,00]) fiir ein zg € p(A) N p(B), so ist (A — z) - (B z) L e & fir alle
2 € p(A) N p(B).

BEWEIS. Wir definieren S, := id+(z—20)(A—2)"! und T} := id+ (2 —20)(B—
2)~! fiir z € p(A) N p(B). Diese sind fiir z € p(A) N p(B) beschriinkte Operatoren.
Dann gilt mit der ersten Resolventengleichung

SA—20) = (A—20)" (2= 20)(A—2)"HA—2)"!

A-m) (Ao — (-t =(amnt Y

und analog (B — z9)"'T, = (B — z)~!. Daher haben wir
S, [(A —20) ' = (B —2)" ] T, =S.(A—2)"'T, — S.(B — %) 'T.
=(A—2)"'T, - S.(B—2)"
=(A-2)""+(z—20)A—-2)"Y(B-2)""
(B = (s ) (A— ) (B -2

=(A-2)"t'—(B-2)""!
(4.7)

Die Behauptung folgt, da die Schattenklassen links- und rechtsseitige Ideale sind.
O

SATZ 4.9 (Weyls Satz iiber das wesentliche Spektrum). Sei A selbstadjungiert
und B abgeschlossen, sodass
a) Fiir ein (und damit fiir alle) z € p(A) N p(B) ist (A—2)"' — (B —2)~1
kompakt und entweder
b1) o(A) #R und p(B) # 0 oder
ba) p(B) hat Punkte, die sowohl in der oberen, als auch in der unteren Halb-
ebene leben.

Dann ist 0ess(A) = 0ess(B).

BEWEIS. Die Voraussetzungen implizieren zunichst, dass es ein zy € p(B)
geben muss, das nicht-reell ist. Definieren wir D := (A—2¢) ! und E := (B—z) !,
so miissen wir wegen des starken Spektral-Abbildungs-Satzes lediglich o.s5(D) =
Oess(E) zeigen. Da A selbstadjungiert ist, ist 0(A) C R und deshalb wegen des
Spektral-Abbildungs-Satzes o.ss(D) C {\ € C: A7 + 25 € R} U {0}. Damit hat
Oess(D) als Teilmenge von C leeres Interior und wir miissen zwei Fiille untersuchen:
entweder oes5(A) = R, dann hat C \ 0.55(D) zwei Komponenten, oder o.ss(A) #
R, das heifit C\ o¢s5(D) ist zusammenhéngend. In beiden Fillen implizieren der
Spektral-Abbildungs-Satz und die Voraussetzung b), dass jede Komponente von
C\ 0¢ss(D) die Resolventenmenge p(E) schneiden. Da D und E beschrénkt sind
und per Voraussetzung D — E kompakt ist, sagt uns voriges Lemma, dass oss(D) =
Oess(E) ist. Mit dem Spektral-Abbildungs-Satz folgt oess(A) = Tess(B). a

BEMERKUNG 4.10. Weyls Satz kann auf nicht-selbstadjungierte und nicht-
normale A mit etwas stérkeren Voraussetzungen erweitert werden.

BEISPIEL 4.11. Seien A und B die Operatoren vom vorigen Beispiel, sodass
0(A) ={2z € C:|z] =1} und o(B) = {# € C: |z| < 1}. Da 1 kein Eigenwert
von A, A*, B oder B* ist, sind A — 1 und B — 1 injektive Abbildungen von % auf
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dichte Teilriume von /2. Damit sind (A —1)7! und (B —1)~! unbeschrinkte, dicht
definierte, abgeschlossene Operatoren. Definieren wir nun D :=i(A+1)(A—1)"1 =
i1+2(A-1)"Yund E :=i(B+1)(B-1)"! =4[l +2(B—1)"!]. Dann ist D
selbstadjungiert, da UDU ! der Multiplikationsoperator mit ZZ:in = —cot(6/2)
ist. Weiter bemerken wir, dass (D—4)"! = 24—1 und (E—i)~! = 1 B—1 sind. Mit
dem Spektral-Abbildungs-Satz folgt, dass (D) =R und o(F) = {z € C : Im(z) <
0} ist. Dariiberhinaus ist (D —i)~! — (E —i)~! kompakt, aber o.5s(D) # 0css(E).

Das Beispiel illustriert nochmal die notwendige Forderung, dass jede Kompo-
nente von C\ o(A) Punkte aus p(B) enthalten muss.
Wir diskutieren nun zwei Spezialfille von Weyls Satz.

KOROLLAR 4.12. Seien A und B selbstadjungiert mit (A +1i)~t — (B + i)~ *
kompakt, dann ist 0ess(A) = 0ess(B).

BEWEIS. Da auch B selbstadjungiert ist enthilt p(B) Punkte in der oberen
und unteren Halbebene. O

Um das zweite Korollar aufzustellen, fithren wir eine weitere Definition ein.

DEFINITION 4.13. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Man nennt C' : D(C) —
H mit D(A) C D(C) relativ kompakt beziiglich A genau dann, wenn der Operator
C(A+14)~!: H — H kompakt ist.

LEMMA 4.14. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und C : D(C) — H mit
D(A) C D(C). Dann gilt:

a) Ist C(A — 29)~1 kompakt fiir ein zo € p(A), so ist C relativ kompakt beziiglich
A

b) Ist C relativ kompakt beziiglich A, so ist C(A — 2)~1 kompakt fiir alle z € p(A).
¢) Ist C relativ kompakt beziiglich A, so ist C infinitesimal A-beschrinkt.

LEMMA 4.15. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und C : D(C) — H mit
D(A) C D(C). Dann ist C genau dann relativ kompakt beziiglich A, wenn C :
(D(A), || a) = (M. [I-l)) kompakt ist. Hierbei ist ||oly = [| ¢l + ll¢l* die Gra-
phennorm von A.

KOROLLAR 4.16. Sei A selbstadjungiert und C eine relativ kompakte Stérung
von A. Dann gilt:

a) B=A+C :D(A) — H ist abgeschlossen.
b) B ist selbstadjungiert, wenn C symmetrisch ist.
¢) Oess(B) = 0ess(A).

BEWEIS. Fiir A > 0 ist C(A +i\) ™t = [C(A + )7 [(A + ) (A + N7 In
der Spektraldarstellung von A ist (A £ i)(A £ i\)~! die Multiplikation mit (x +
i)(z 4 iX\) 7L, womit s — limy oo (A4 3)(A+iN) "1 — 0. Da C(A+14)~! kompakt ist
und [(A+14)(A+i)\)~1]* stark gegen Null konvergiert, konvergiert C(A+i)~1[(A+
i)(A +1i\) 1] gegen Null in Norm. Damit ist limy_q H|C(A +i\) 7 H = 0. Daraus
folgt, dass C' relativ A-beschrinkt mit relativer Schranke gleich Null ist, denn fiir
1 € D(A) ist

ICyll = [|[CA+ N~ A+ < [[|CA+NTH[| (AU +Xlw]) . (4.8)
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Da die linke Seite von A unabhéngig ist, konnen wir A — oo gehen lassen. Damit
folgt sofort, dass A+C abgeschlossen ist und mit Kato—Rellich, dass A+C' ebenfalls
selbstadjungiert ist, wenn C' symmetrisch ist.

Es verbleibt die Stabilitit des wesentlichen Spektrums zu zeigen. Fiir hinrei-
chend grofies \ existieren (wegen vorgehender Rechnung) sowohl [1+C/(A+i\) =171
als auch [1 4+ C(A — i)~ 71, das heifit mit B = A + C existieren (B +4i\)~! und
(B — iX\)~! fiir hinreichend grofies . Damit enthélt p(B) Punkte aus der oberen
und unteren Halbebene. Des Weiteren ist fiir grofies A

(B+iN) P = (A+iN) P =(A+iN) A+ 0A+iN) ) —1]
= —(B+iN)'C(A+iN .
Da C(A+i)\)~! kompakt ist, ist auch (B+i\) "1 —(A+i)\)~! kompakt und damit ist
der Weylsche Satz anwendbar, womit wir o¢ss(B) = 0css(A) schliefen kénnen. O

BEHAUPTUNG 4.17. Sei V. € LI(R™) + L°(R™) mit ¢ > max{d/2,2} falls
n # 4 und ¢ > 2 falls n = 4. Dann ist V eine relativ —A-kompakte Storung und
insbesondere oess(—A + V) = 0ess(—A).

Die Tatsache, dass solche Potentiale —A-Form-kompakt sind, folgt sofort aus
der Tatsache% ga%s]RJrLSO—Potentiale relativ Form-kompakt beztiglich —A sind (sie-

he Beispiel jund der Hardy-Littlewood-Sobolew-Ungleichung, aus der L™/2 C
R folgt.
eedSimonl1978
BEWEIS. Siehe [RS78, Problem 41]. O

DEFINITION 4.18. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und positiv. Eine be-
schrinkte Form-Stérung C von A heifit genau dann relativ Form-kompakt, wenn C'
als Abbildung von H.; nach H_; kompakt ist.

KOROLLAR 4.19. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert und positiv und C relativ
Form-kompakt beziiglich A. Dann hat C' relative Form-Schranke gleich Null und es
15t Oess(A) = 0ess(A+ C).

Wir kénnen das letzte Korollar fiir Operatoren noch etwas verstéirken.

KOROLLAR 4.20. Sei A selbstadjungiert und C' symmetrisch, sodass C eine

relativ kompakte Stérung von A™ fiir ein n € N ist. Ist zudem A+C' selbstadjungiert,
50 i8St Oess(A) = 0ess(A+ C).

BEWEIS. O

BEMERKUNG 4.21. Das letzte Korollar ist falsch, wenn wir lediglich wesent-
liche Selbstadjungiertheit auf D(A) voraussetzen. Hat zum Beispiel A kompakte
Resolvente und sei C' = —A. Dann ist 0.s5(A) = 0, aber o.55(A + C) = {0}.

Das letzte Korollar liasst sich auch wieder fiir Formen beweisen.

KOROLLAR 4.22. Sei A selbstadjungiert und positiv und sei C' ein selbstadjun-
gierter Operator mit Q(A) C Q(C). Angenommen A + C' ist als Form von unten
beschrinkt und auf Q(A) abgeschlossen, sodass A+ C als Operator der Friedrichs-
FErweiterung selbstadjungiert ist. Ist zudem entweder

(i) C eine relativ kompakte Storung von A™ fir ein n € N oder
(i) Q(A) C Q(|C|) und |C| eine relativ Form-kompakte Storung von A™ fir ein
n €N, das heifit (A+i)~"/2|C|(A+ 1)""/? ist kompakt.
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Dann ist 0ess(A) = 0ess(A+ C).
BEWEIS. O
Wir betrachten nun einige Anwendungen des Weylschen Satzes.

BEISPIEL 4.23. Sei A selbstadjungiert und C' kompakt, dann ist c.ss(A) =
0ess(A+ C), da hier C' automatisch relativ kompakt beziiglich A ist.

BEISPIEL 4.24. Sei V € C§°(0,00) und H = —% + V auf C§°(0,00). Dann
ist H zwar nicht selbstadjungiert, hat aber Defektzahlen (1,1). Seien A und B
zwei verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen von H. Ist D = D(H), dann
ist R = Ran(H + i) ein abgeschlossener Unterraum mit Kodimension 1, da H

Defektzahlen (1,1) hat. Ist 1 € R, so ist ¢ = (H + 4)¢p fiir ein ¢ und daher
(A+i) "= B+i) w=(A+) " (H+i)p— (B+i) "(H+i)p=0, (49)

da H C Aund H C B ist. Daher verschwindet der Operator (A+i)~!—(B+i)~! auf
R. Da R Kodimension 1 hat, folgt, dass (A+i)~' — (B +1i)~! ein Rang-1-Operator
ist und daher kompakt ist. Damit ist gess(A) = gess(B).

BEISPIEL 4.25. Sei H ein Operator mit Defektzahlen (d,d) mit d < oo und
seien A und B zwei voneinander verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen von
H. Dann ist (A+1i)~! — (B +14)"! ein Rang-d-Operator und es ist daher wieder
Oess(A) = 0ess(B). Die Folgerung ist fiir d = oo im Allgemeinen nicht wahr.

BEISPIEL 4.26. Sei Hy = —A auf L?*(R?), dann sieht man mittels Fouriertrans-
formation, dass oess(—A) = [0,00) ist. Sei V € L? + (L*).. Dann gibt es eine
Folge von Potentialen V,, € L? mit V —V,, € L* und ||V — V,,|| ., — 0, das heifit
Vo (Ho + 1)~1 konvergiert gegen V(Hy + 1)~! in Operator-Norm. Da die V,, € L?
sind, ist der Integralkern
e~ lz—yl

A+ 1) - A+ 1] (z—y) = e
V(=8 + 17 0,0) = Valo) A+ D] (0 =) = Vo) o (410
in L2(R®), womit V,,(—A + 1)~ ein Hilbert-Schmidt-Operator und daher kompakt

ist. Damit ist auch V(—A+1)~! kompakt und daher ist ocss(—A+V) = 0ess(—A).

BEISPIEL 4.27. Sei nun allgemeiner V€ R + (L*°). Im Allgemeinen ist V
nicht relativ kompakt, da D(—A) nicht unbedingt in D(V') enthalten ist. Jedoch
ist V' eine Form-kompakte Storung, womit das Korollar fiir Formen greift, was
uns sagt, dass V relativ Form-beschrankt mit Form-Schranke Null ist und, dass
Oess(—A+ V) = 0egs(—A) ist.

Ist W € R, so ist

im  ||[|W]Y2 (=A+ E)"1w[?||| =0, (4.11)
E—+4oc0
da |[W|Y/?(—A + E)~YW|'/2 ein Hilbert-Schmidt-Operator mit Integralkern
~VEz—yl
W (A4 B WY () = W) e W) (412)
Am |z —y|
ist. Da [||K|| < K] g: und
e—2\/§\ac—y| 5
[ W W) dady < const W (1.13
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mit majorisierter Konvergenz gegen Null geht, wenn E — oo geht, folgt die Zwi-

schenbehauptung. Fiir hinreichend grofies £ > 0 ist also mit H = —A + W und

/2 — _W

(H+E)'—(-A+E)!

=D (A + B W W A+ B) W WA (A + B,
n=0
(4.14)
Jeder dieser Terme in dieser norm-konvergenten Summe ist kompakt. Mit A =
(=A + E)~Y2 [W|"? ist A*A kompakt und daher ist auch A kompakt. Somit ist
(-A+W + E)~! — (A + E)~! fiir W € R kompakt. Die Erweiterung von R zu
R+ (L), geht wie oben durch Approximation durch Rollnik-Potentiale.

BEISPIEL 4.28. Sei V = |z|~2? auf L?(R%). Dann kann V nicht —A-kompakt
sein, da (wie wir frither gesehen haben) V nicht relativ durch Null beschrinkt ist.
Jedoch ist V relativ —AZ-kompakt mit folgendem allgemeinen Kriterium.

Angenommen V € L?(R®) + (L*°(R%)),, dann schreiben wir V = Vj . + Va
mit V3 € L? und sup, |Va,(z)| < €. Daher konvergiert V; (—A? + 1)~! in Norm
gegen V(—A? + 1)~ womit wir nur noch zeigen miissen, dass Vi (—A? + 1)1
fiir alle € > 0 kompakt ist. Dies folgt sofort, denn sowohl V; . € L?*(R5), als auch
(p*+ 1)~ € L*(R®), das heiBt Vi (—A? + 1)~! ist fiir alle € > 0 Hilbert-Schmidt,
also kompakt.

Frither haben wir gesehen, dass Q(—A + AV) = Q(—A) und —%ﬁr)\:‘/:;.g@ch
unten beschrinkt ist fiir A > —2,25. Fiir A > —2,25 ist Korollar anwendbar,
womit oees(—A 4 V) = [0,00). Analog behandelt man den Fall V = |z|~" und
Hy = vV—A + m? (Chandrasekhar). Ist Hy der Dirac-Operator, so ist Hy nicht von
unten beschrénkt und man muss andere Techniken anwenden.

SATZ 4.29. Sei V' eine lokal beschrinkte, positive Funktion mit V(x) — oo fir
|x| = oco. Wir definieren —A + V' durch die Summe der entsprechenden quadrati-
schen Formen. Dann hat —A + V' nur diskretes Spektrum.

BEWEIS. Sei H = —A + V. Mit dem Min-Max-Prinzip geniigt es zu zeigen,
dass p,(H) — oo, wenn n — oo geht. Fiir gegebenes ¢ > 0 finden wir eine Kugel
K, fur die V(z) > c ist, wenn z ¢ K. So eine Kugel existiert, da V(z) — oo fiir

|z| = oo. Sei nun
W —c firzelds,
o firz ¢ 5.

Dann ist V > ¢+ W und mit dem Min-Max-Prinzip ist p,(H) > ¢+ pn(—A+ W)
fiir alle n € N. Da W ein kompakt getragenes, beschrinktes Potential ist, gibt es
ein N € N mit p,(—A + W) > —1 fiir alle n > N. Daher ist p,(H) > ¢— 1 fiir
n > N. Da c beliebig war, geht p,(H) — oo fiir n — oc. O

5. Bestimmung des wesentlichen Spektrums II: Der HVZ-Satz

6. Bestimmung des wesentlichen Spektrums III: Geometrische
Methoden

Wir sehen, dass das wesentliche Spektrum davon abhéngt, was ,,weit drauflen“
passiert. Zwei Sétze dieses Abschnitts priizisieren diese Aussage, indem die — zwar
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nicht so genau wie der HVZ-Satz — ebenfalls das wesentliche Spektrum bestimmen.
Andererseits greifen diese Resultate fiir eine weitaus groflere Klasse von Poten-
tialen. Diese miissen, nicht einmal im schwachen Sinne, im Unendlichen abfallen.
Damit sind periodische, fast-periodische und zufillige Potentiale in diesen Sétzen
enthalten, die man mit dem HVZ-Satz nicht behandeln kann.

Die wichtige Eigenschaft dieser Potentiale ist, dass der zugehorige Schrodinger-
Operator ,lokal kompakt“ ist. Dies ist ein Begriff, den v.a. Enns (1981) gepriigt
hat.

DEFINITION 6.1 (Lokale Kompaktheit). Ein Schrédinger-Operator H = Ho+V
heilt genau dann lokal kompakt, wenn f(z)(H + i)~ fiir alle beschriinkten und
kompakt getragenen Funktionen f ein kompakter Operator ist.

LEMMA 6.2. Sei f eine beschrinkte und kompakt getragene Funktion. Ist f(x)(H+
2)~Y fiir ein z € p(H) kompakt, so ist f(x)(H + 2)~! fir alle 2 € p(H) kompakt.

BEMERKUNG 6.3. Praktisch alle physikalisch relevanten Operatoren haben die-
se Eigenschaft. Ist beispielsweise V' relativ Ho-(form)beschréinkt, so ist H bereits
lokal kompakt.

BEISPIEL 6.4. A ist auf L?(R?) lokal kompakt. Sei dazu oBdA B C R? kompakt
und f = xp. Dann hat xg(—A + 1)~! den bekannten Helmholtz-Kern
1
Al —y]
Dieser ist offenbar in L?(R3 x R?), also ist xg(—A + 1)~! sogar Hilbert-Schmidt.
Gleichzeitig sieht man durch Fouriertransformation, dass (—A + 1)~! alleine
nicht kompakt sein kann. Man berechnet dazu das Spektrum von (—A + 1)1,

x5(z) oyl (6.1)

BEISPIEL 6.5. v/—A ist lokal kompakt. Wir geben hierfiir zwei Beweise.

(1) Sei A* := xp(v/—A+i)~!, dann ist A*A = xp(—A+1)"!yp. Von diesem
Operator wissen wir aber bereits, dass er kompakt ist. Das heif}t es geniigt
zu zeigen, dass A = (—i++/—A) "y p kompakt ist. Sei dazu (uy,)nen eine
Folge, die schwach gegen Null konvergiert. Dann ist

1 Aun|* = (un, A™ Aun) < Jlun]| | A" Auy]l . (6.2)

Da A* A kompakt ist, konvergiert also Au,, stark gegen Null, das heifit A
ist kompakt.
(2)
SATZ 6.6. Sei V stetig oder V € L (R3), V > 0 und V — oo fiir |z| — oco.

loc

Dann ist H=—A+V lokal kompakt.

BEWEIS. Zunichst ist H > 0 und wegen der Kato-Ungleichung (A |u| > Re[sgn(u)Au]
im distributionellen Sinne fiir u € L}Oc)selbstadjungiert. Dann behaupten wir zunéchst,
dass v/—A relativ H'/2-beschrinkt und damit (v/—A + 1)(H + 1)~'/2 beschriinkt
sind. Dazu sind zunéchst die Operatoren wohldefiniert, da V' > 0 und —A > 0. Fiir

u € C§° haben wir zunéchst
H\/EuHZ = (u, —Au) < (u, Hu) < (u, (H + 1)u) < H(H n 1)1/2uH2 . (6.3)

Diese einfache Abschitzung lisst sich auf alle D(H'/?) erweitern, womit gezeigt ist,
dass v/—A relativ H'/? beschrinkt ist.
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Schreibt man nun xp(H + 1)~' = xp(H + 1)"Y2(H 4+ 1)~/2, so sind wir
fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass yp(H + 1)_1/ 2 kompakt ist. Dazu wiederum
schreiben wir

x(H+1)"Y2 = xg(vV=A+1) "' (V=A+1)(H+1)"1/2 (6.4)
Beim zweiten Beispiel haben wir bereits gesehen, dass v/—A + 1 lokal kompakt ist.
Da (vV/—A +1)(H + 1)~/2 beschriinkt ist, folgt die Aussage. O

Wir nehmen fiir den Rest dieses Abschnitts an, dass V wenigstens relativ
Hy-beschrankt ist, sofern nichts anderes gesagt wird. Wir bemerken dabei, dass
wir keine Abfalleigenschaften von V' voraussetzen. Fiir solche Operatoren hat man
zunichst die folgende schone Eigenschaft.

LEMMA 6.7. Sei V relativ Hy-beschrdinkt und f eine beschrinkte, kompakt ge-
tragene Funktion. Dann sind sowohl f(z)(H +14)~! als auch f(z)V(H +i)~1 kom-
pakte Operatoren.

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dass f(z)(H +4)~! unter diesen Voraussetzun-
gen kompakt ist. Sei dazu f(x) = xp fiir B C R kompakt. Dazu schreiben wir

xp(H+1i) ' =xp(=A+i) (=A+i)(H +4)~ " (6.5)
Der erste Term ist kompakt, da —A lokal kompakt ist, der zweite ist beschriankt,
denn aus der relativen Beschrinktheit von V folgt fiir u € D(—A)

[=Au| < [[Hul + [[Vul] < (1 +a) [[Hul +blu] . (6.6)

Durch ein Approximationsargument sieht man, dass dann auch f(z)(H +i)~! fiir
allgemeine f kompakt ist.
f(x)V(H +i)~! driicken wir so aus.

F@)V(H +4i)7" = (f(2)(Ho +i)"/?)[V(Ho + i)~ /?|(Ho +i)(H + i) "', (6.7)

Der erste Term ist bekanntermaflen kompakt, die anderen sind beschrénkt. O

Wir kommen nun zum ersten der zwei wichtigen Séitze, die die Aussage ,,0¢ss
hingt davon ab, was weit draulen passiert“ prizsisieren. Sei dazu B,, := {x : |z| <
n} die Kugel um den Ursprung mit Radius n.

SATZ 6.8. Sei V' relativ Hyo-beschrdinkt und H = Ho + V. Dann ist A € 0ess
genau dann, wenn es eine Folge von Funktionen ¢, € C§°(R"™\ Byy,) mit |[¢n], =1
gibt, sodass

Tim [[(H = \pu = 0 (68)
BEMERKUNG 6.9. (1) Wegen des Weyl-Kriteriums wissen wir, dass A €

0ess(H) dquivalent dazu ist, dass es eine Folge von Testfunktionen ,, mit
lenll = 1 und @, — 0 gibt, sodass nh_)rr;o I(H — N)@n|| = 0. Der Satz sagt
uns also, dass die ,, aus dem Satz schwach gegen Null konvergieren.

(2) Man kann den Satz unter deutlich schwécheren Voraussetzungen an V/
beweisen. Es muss lediglich gewihrleistet bleiben, dass C§° ein determi-
nierender Bereich und die Operatoren f(z)(H +14)~! und f(x)V(H +14)~!
fiir kompakt getragene, beschrinkte f kompakt sind.
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BEWEIS. ,,«<“ Klar.
»=“ Seil dazu A\ € 0es5(H), dann gibt es wegen des Weyl-Kriteriums eine Folge
P, € C§°(R™) mit ||1,|| = 1 und 9, — 0, sodass

I(H = X)on| — 0. (6.9)

Wir wihlen dann fiir jedes n die Funktion x, € C*> 0 < x,(z) < 1 so, dass
Xn(z) =1 fur || > n+1 und x,(z) =0 fir |z| < n. Wir behaupten dann, dass es
fiir alle n ein i = i(n) > n gibt, sodass

(1 = xn)¥igny || <1/n (6.10a)
| (Axn) i || <1/ (6.10D)
|V X0 Vibiny || <1/ (6.10c)

erfiillt sind. Nimmt man dies fiir den Moment als wahr an, so kann man
[Xn i |
definieren und hat
1
I(H = Aenll < Tt N = Ml + 2 IV X Vil + [[(Axn)will] (6.12)

Die rechte Seite geht aber gerade wegen der obigen drei Behauptungen gegen Null.
Wir beweisen nun die drei Zwischenbehauptungen. Sei dazu x € C§°, dann ist

Xl =[x (H + )7 (H = X) + (i + X)]ehn]|
< + )| NCH = Nl + [+ ] [x(H + )" |-
Der erste Term geht wegen der Voraussetzung A € 0,55 (H) und dem Weyl-Kriterium
gegen Null. Der zweite Term geht wegen der Kompaktheit von x(H + i)~% (sh.

voriges Lemma) und der schwachen Konvergenz von v,, gegen Null. Dies zeigt die
ersten zwei Zwischenbehauptungen, die Dritte geht analog. ([l

(6.13)

Es gibt zahlreiche weitere Resultate, wie z.B.
Oess(H) = ﬂa(H + X {a:|z|<n})- (6.14)

Wir beweisen nun ein Resultat von Persson (1960), mit dem man den Threshold
des wesentlichen Spektrums durch eine Min-Max-Technik erhélt. Dies ist der zweite
Satz, der die Aussage, dass o.ss(H) nur davon abhéngt, was ,, weit draulen passiert “,
unterstreicht.

SATZ 6.10 (Persson). Sei V' relativ Hy-beschrinkt, dann ist

infoess(H) = sup inf , Hop). 6.15
(#) KCR» kompaktWGC(?C(R"\KMMH:l((p ?) ( )
BEMERKUNG 6.11. (1) Der Threshold héngt nicht davon ab , was in einer

kompakten Menge passiert “.

(2) Fiir jedes kompakte K C R™ ist inf (p, Hp) gerade die Grund-
peCE (Bn\K)

zustandsenergie des Hamilton-Operators H auf L2(R™\ K) mit Dirichlet-
Randbedingungen auf 0K. inf o.ss(H) ist also das Supremum iiber alle
diese Grundzustandsenergieen.
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(3) Der Satz kann unter schwiicheren Voraussetzungen bewiesen werden, siehe
dazu auch Agmon (1982).

BEWEIS. ,>*“ Sei A¢ der Threshold von o.ss(H), dann ist insbesondere A €
Oess(H). Wegen des vorigen Satzes gibt es eine Folge ¢, € C§°(R™ \ B,,) mit
lonl| =1 und (H — Ao)p, — 0 im starken Sinne. Daher ist

sup inf @, Hp) =limsup inf o, Hp
K kompakt @GCS"(R"\K),IWH:l( ) m soeCS"(R”\Bm),HwII:l( )

<lim sup(@m, Hpm)

<limsup(m, [H — Xolem) + Hmsup(pm, Ao@m) = Ao.
(6.16)

»<“ Wir definieren dazu

= SUup inf w, Hp), 6.17
" W1eeesthm 1 saeC{)’",sae[wl,~--,wm—1}%\|¢\|:1( ) ( )
dann ist wegen des Min-Max-Prinzips p,, der m-te Eigenwert von unten von H
(Multiplizitét eingerechnet). Gibt es nur mg Eigenwerte unterhalb Ao := inf o4 (H),
80 Sind fhmo+1 = fme+2 = -+ = Ao. Gibt es dariiberhinaus unendlich viele Eigen-
werte unterhalb oss(H), so konvergiert pi,,, — inf o¢ss(H). Um also

Ao = inf oes5(H) < sup inf SHo) =119 6.18

eas(H) K wecg"(R"\K)-,llsonl(w ?) (6.18)

zZu zeigen, geniigt es vy > u, fiir alle n zu zeigen. Wir beweisen die Aussage per
Induktion und starten mit n = 1. Da

M1 = ((,O,HQD), (619)

inf
peCF (R™),|lpl|=1
ist p1 < vy offensichtlich. Sei nun n > 1 und nehme an, dass vy > p,—1. Ist zufillig

m—1 = Ao, sind wir fertig. Sei also p,—1 < Mg, dann ist

fin = inf (¢, Hop), (6.20)

PE[p1,--om] L ll@ll=1

wobei die p; (i = 1,...,n—1) die normierten Eigenfunktionen von H mit zugehorigen
Eigenwerten p; sind. Die p; spannen dariiberhinaus den Eigenraum der u; auf. Wir
wéhlen nun € > 0 und Ky kompakt so grof}, dass

/ lpi(2))* dz < e fiir alle i = 1,...,n — 1. (6.21)
R™M\K

Fiir eine beliebige Funktion ¢ definieren wir ¢(z) := ¢(z) = >, (¢, pi)pi(x). Dann
ist @ L p; und wir haben

vy > inf JH
O_wGC(‘)"’(R"\Ko%IWlI:l(@ ?)

= inf (B, HP) + (5, 3 (0, pmips) + (3 (0, pminin 9)] -

= m
PECE (R Ko), [ pll=1
(6.22)
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Fiir jedes ¢ € CP(R™ \ Kp) ist |(¢, pi)| < Vell¢|| wegen der Bedingung an K.

Dabher ist
G
vy > inf (3, H) — Ce > (1 - C') inf M -
PECE® (RM\Ko), [l pll=1 PeCE (R™\Ko) llell=1 |||
. G
>(1—C'€) inf & Ho) Ce>(1—-C'e)uy, — Ce.

Belprmpm it |3 (6.23)

Da € beliebig war, haben wir vy > j,, und wegen voriger Uberlegung vy > Ag. O

Wir schlieBen den Abschnitt mit einem Phinomen, welches bereits in einer
Dimension auftritt. Wir betrachten dazu ein Potential mit unendlich vielen Buckeln,
die jedoch immer weiter auseinander sind, je mehr man sich vom Ursprung entfernt.

SATZ 6.12 (Klaus). Sei V€ C§°(R), V' < 0 ein Buckel. Sei {xn}ner eine
Folge reeller Zahlen mit x,, < xn,41 und [T, — Tpi1| — 00 fir In| — co. Sei W =

Y onez V(x — x,) die Summe aller Buckel an den Orten x,,, H = —% + W und

H = —f—; + V' der Operator mit einem einzelnen Buckel am Ursprung. Dann ist
Oess(H) = o(H"). (6.24)

BEMERKUNG 6.13. Wir sehen, dass die negativen Eigenwerte von H’, dem
Operator mit nur einem Buckel, isolierte Punkte des wesentlichen Spektrums von
H sind. Sie konnen daher nicht zum stetigen Spektrum von H gehoren. Sie kénnen
jedoch auch keine Eigenwerte unendlicher Multiplizitit sein, da wir in einer Dimen-
sion sind. Sie miissen also Hiufungspunkte von o4;s.(H) sein! So ein Phénomen tritt
wegen des HVZ-Satzes fiir Potentiale, die im Unendlichen abfallen, nicht auf.

Fiir den Beweis brauchen wir ein kleines Lemma.

LEMMA 6.14. Sei n € z, C,, beschrinkte Operatoren und f,, g, beschrinkte
Funktionen mit supp(f,) N supp(fm) = O und supp(gn) N supp(gm) = 0, wenn
n # m. Konvergiert ||| fnCrngnl|| = 0 fiir |n| — oo, so konvergiert die Reihe

> fnCogn (6.25)

nez

in Norm.

BEWEIS. Seien dazu X, und 7, die charakteristischen Funktionen auf den
Tragern von f,, bzw. g,. Dann haben wir

(¥, Z [nCrgnp)| = Z (Xn®, (fnCngn)nme) Sls‘ili‘/””fncngnm Z Ixn 0l Il

[n|>M [n|>M [n|>M
1/2 1/2
2 2
<e| D Il Y Nl <elylllell,
|n|>M |n|>M
(6.26)

wenn M grofl genug ist. [
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laus
BEWEIS VON KLAUS’ SATZ . ,o(H') C 0css(H)“ kann mit Weyls Krite-
rium bewiesen werden.
wOess(H) C o(H')* Sei dazu V,(z) = V(z — z,,) der translatierte Buckel
und H, = —% + V,,. Um die Notation einfach zu halten, nehmen wir an, dass
supp(V,,) N supp(Vy,) = O fiir n # m. Unter dieser Annahme wihlen wir eine
Zerlegung der Eins {j, }nec. mit den folgenden Eigenschaften:
(i) ]nW = .7an7
(i) jnjm =0, wenn |n —m| > 2,
(ili) jn € CG°, IVinll = 0 und [[Ajn ||, — 0.

Wir definieren dann
A(2) = jn(Hn = 2) . (6.27)

Es ist dann nicht schwer zu sehen, dass A(z) beschrénkt und analytisch Als Funktion
z auf Q := C\ o(H’) ist. Wir werden nun zeigen, dass fiir kompakte Operatoren
B(z)

A(z) = (H — 2) 1+ B(2)] (6.28)

analyt'schg}uﬁ %ist. Sobald wir das wissen, folgt aus dem analytischen Fredholm-
Satz @_dmie Resolvente von 1 + B(z) auf Q\ D existiert, wobei D eine in

Q diskrete Menge ist. (Da B(z) kompakt ist, geht |||B(z)||| — 0 fiir z = —oo, das
heifit 14 B(z) ist zumindest fiir einige z invertierbar.) Dariiberhinaus sagt uns der
Fredholm-Satz, dass die Residuen an den Polen Operatoren endlichen Ranges sind.
Wegen A(z) = (H —2)7![14 B(z)] kann man daher (H —2)~! zu einer analytischen
Funktion auf 2\ D fortsetzen, dessen Residuen an den Polen wieder Operatoren
endlichen Ranges an den Punkten von D sind. Dies zeigt QN o.ss(H) = 0, was die
Behauptung zeigt.

Um die Operatorgleichung A(z) = (H — z)"![1 + B(z)] zu zeigen, definieren
wir abgeschnittene Versionen von B

By (2) = [Ho, jn](Hp — 2) ", (6.29)
das heiit B,,(z) ist kompakt und analytisch auf 2. Wir rechnen
(H = 2) 7' Bu(2) =(H — 2) 7 [(H = 2), jn] (Hn — 2) '
=(H = 2)"'[(H = 2)jn = jn(Hn = 2)](Ho = 2)"Yjn (6.30)
=jn(Hn — 2) " jn — (H = 2) "'
wobei wir j,W = j,V,, in der zweiten Gleichung verwendet haben. Dass B(z) =

> B, (z) wohldefiniert und kompakt ist, folgt dann aus dem vorigen Lemma. Wir
schreiben dazu

B(z) = Z[HOJ}J(H” —2) "V n

nez
= D> =Tt Y =2h(V(Ha =) i (g3
n ungerade n ungerade
+ Y i Hy =) e > =250 (V(Hy = 2)
n gerade n gerade

und wenden das Lemma auf alle vier Terme getrennt an. Da wir dadurch Norm-
Konvergenz gezeigt haben, folgt, dass auch B(z) kompakt sein muss. ([l
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7. Die Abwesenheit des singulir-stetigen Spektrums I: allgemeine
Theorie

Das grundlegende Kriterium fiir die Abwesenheit des singulér-stetigen Spek-
trums wird teilweise auf Stones Formel aufbauen.

LEMMA 7.1 (Stones Formel). Sei H : D(H) — H selbstadjungiert. Dann gilt
fiir alle p € H

1 o
(. Py + Paw)e) =t~ [ (o, (H =2 =i Mo)de ()

N =

Insbesondere gilt
b
sup / |Im(g07 (H—z— ie)_lgo)‘p dz < o0 (7.2)
0<e<1l Jq
fiir p=1 fir alle p € H.

BEMERKUNG 7.2. Sei p(A) ein MaB, welches f%’l‘)\‘ < oo erfiillt mit zu-
gehoriger Borel-Stieltjes-Transformation

F(z) :/iLEB (7.3)

Dann ist supp(ftsing) = {E : lime o Im(F(E+ie)) = oo} = €, das heiBt [supp(ftsing)| =

J,- Hier ist
F(E +ie) = (¢, (H — E —ie) ') :/%, (7.4)

wobel pi,(B) = (¢, Ppy) das Spektralmaf einer Borelmenge B beziiglich des Ope-
rators H ist. Zudem konvergiert 7= 1Im(F (E + i€))dE schwach gegen dyu, das heifit

li{r(l) ﬂ’l/f(E)Im(F(E—i—ie))dE = /f(E)du(E) fiir alle f € CY. (7.5)

SATz 7.3. Sei H : D(H) — H selbstadjungiert, (a,b) ein beschrinktes Intervall
und @ € H. Angenommen es gibe ein p > 1, sodass

b
sup / [Tm(p, (H — 2 — ie)*1<p)|p dz < o0 (7.6)
0<e<1 Jg

wahr ist. Dann ist P, )0 € Hac-

BEWEIS. Wegen Stones Formel und P, ) < Pq ) gilt

1 d
(0 Bleare) < 3 lim [ T (1 — 2 = i) g)da (7.7)

fiir jedes offene Intervall (¢, d). Sei nun S eine offene Menge in (a,b), sodass S =

Uiil(ai, b;) als Vereinigung disjunkter, offener Intervalle dargestellt werden kann.
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Wir nehmen zunéchst an, dass N < oo ist. Dann ist

(¢, Psp) < th/ Im(p, (H — x —ie) 'p)dx
<1 I —x —ie) lp)d
_e%z/ (e, (H o~ ie) " ¢)da
1/p
g—hm / [tm(p, (H — 2 —ie) t¢)|" dz 1S|*7 < const | S|/
T eN\O

(7.8)
wobei |S| das Lebesgue-Mafl von S und ¢ der Holder-konjugierte Exponent von p
ist.
Ist nun N = oo, so sei Sy, := Ui~ (a;, b;) wieder die Vereinigung disjunkter,
offener Intervalle. Dann ist

(p, Psp) = lim (¢, Ps, @) < lim const | S| = const |S|*/7. (7.9)

Sei nun [ eine beliebige Menge mit Lebesgue-Mafl Null innerhalb von (a,b). Da das
Lebesgue-Maf von aufien regulir ist, gibt es eine offene Menge S(¥), sodass I C S®*)
und ’S(k)| < 1/k. Damit ist

1/q
(. Prg) < nf (i, Psinp) < constinf [$4| ™" = 0. (7.10)

Daher ist das Mafl © — (¢, Pog) absolut stetig auf (a,b) und damit ist E, )@ €
Hac- O

SaTz 7.4. Sei H : D(H) — H selbstadjungiert und (a,b) ein beschrinktes In-
tervall. Dann gilt:
a) Angenommen es gibe eine dichte Menge D in H, sodass fiir alle ¢ € D
b
sup / [Im(¢, (H — x — ic) | dz < oo (7.11)
0<e<1 Jq

fiir ein p > 1 gilt. Dann hat H rein absolut stetiges Spektrum auf (a,b), das
heift Ran(Pap)) € Hac-

b) Ist andererseits Ran(Pqp)) € Hac, dann gibt es eine in Ran(P, ) dichte Men-
ge D, sodass

b
sup / [Im(¢p, (H — x — ic) | dz < o0 (7.12)
0<e<l Jq

fiir alle p € [1,00] gilt, wenn ¢ € D.

BEWEIS. a) Folgt aus vorigem Satz.

b) Sei hierzu D die Menge aller Vektoren ¢ fiir die das Spektralmaf dp, von H

die Form f(x)dz hat, wobei f € L® kompakt in (a,b) getragen sein soll. Dann
ist D dicht in Ran(P, ;) und es gilt

o

Im(p, (H — x —ie) ') = / gl - f)dy =gex fi (713)

—00
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wobei ge(y) = e(y? + €2) L. Da ||ge||, = 7 fiir alle € ist, gilt

196 * fll oo (apy < T 1f 1o (7.14)
und damit

b
sup / Im (¢, (H—x—ie)_lgo)‘pda: < oo (7.15)
0<e<l Jq

fiir p = oo wegen der Youngschen Ungleichung fiir Faltungen und, da (a,b)
endlich ist, fiir alle p.

O

In den meisten Anwendungen des letzten Satzes beweist man eigentlich, dass
(o, (H—=X)"Yp) auf M = {z +ie : € € (0,1),2 € (a,b)} beschrinkt ist — bzw.
eigentlich, dass (¢, (H — \)~!¢) eine stetige Erweiterung auf M hat.

Eine klassische Anwendung des Satzes ist folgendes Resultat.

SATZ 7.5. Sei V € R, der Rollnik-Klasse, und sei H = —A +V auf L*(R3).
Ist entweder
a) |V||g < 4m oder
b) Vedlzl € R fiir ein a > 0.
Dann ist oging(H) = 0.

BEWEIS. a) Da ||V, < 4 ist

2 Vv —2v/=Xz—y| V2
[V IV
S2 1672 |z — y| 167

V12 (=8 - 01w

<1
(7.16)

gleichméfig fiir alle A € C\ [0,00). Sei nun f € C§°(R3), dann ist |f\1/2 €ER
und wegen vorheriger Rechnung konvergiert

RO e e L VPV

+ i(fl)”ﬂ (Ifll/z (-A — /\),Wlm) (|V|1/2 (—A— )\)71‘,1/2)” o

n=0
x (V172 (=a =X 1%)
(7.17)
gleichméfig in der Hilbert-Schmidt-Norm zu einem Operator mit Operatornorm

-1

. v . . . . .
kleiner als ¢; +c¢o (1 — %) . Man erinnere sich hier wieder an die Neumann-
Reihe

= /20 A = /”: B /2 A 3\ /’1
;(IVI (A=) = (1= VR (—a - V)

und sieht, dass ¢; = H\f|1/2 (—A -t |f|1/2‘ und

S2
ca = ||lA1"2 (=a =27V {2 (a7

sz
Damit ist

g =7l < 12| ez = )
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auf Q,e%)%.kgschréinkt. Daher konnen wir das fundamentale Kriterium aus
Satz anwenden und sehen, dass Ran(P(q)) € Hac fiir alle (a,b) ist. Damit
sind op, und o leer.

b) Wie wir frither gesehen haben existiert (1 + \V\l/z (=A = N7V fiir alle
A € C\ [0,00) und hat stetige Randwerte fiir A — x4+ i0, solange = eine endliche
Menge & reeller Zahlen meidet. Sei [a,b] ein von £ disjunktes, abgeschlossenes
Intervall, dann ist

FIM2H = N7 =R (A = )T YR
(s (s )

< VIV (A= NV
(7.19)

ein gleichméBig beschriankter Operator auf {x +ic: 0 < e < 1,z € [a, b]} fiir alle
f € C§° (weshalb wieder |f |1/ > € R). Mit dem gleichen Argument wie in a) ist
daher Ran(P,3)) € Hae und oging € &, einer endlichen Menge, was oging = 0)
impliziert.

O

? or(gr]?[‘ﬁi: %%é man, .qlas relativ einfach zu hand habende Kriterium aus den Sétzen

un at, ist es schwer 04,4 zu kontrollieren, da dieses deutlich instabiler
unter Storungen ist. Um dies zu illustrieren stellen wir die Aronszajn—Donoghue-
Theorie vor, die das Verhalten von oginy unter Rang-Eins-Stérungen beschreibt.

Die Theorie sollte mit dem Weylschen Satz iiber die Stabilitéit des wesentlichen
Spektrums verglichen werden. Wir miissen fiir die Theorie etwas ausholen.

LEMMA 7.6. Sei v ein endliches Borel-Maf$ auf R und sei F(z)
z)7tdv(z) fir Im(z) > O die Boreltransformation von v. Seien A, :=
lime o F(x + i€) = oo} und

B,:={zeR: 11\1‘1(1) F(x +ie) = ®(x), eine endliche Zahl mit Im®(zx) # 0}.

= JG
{r e R

Dann ist v(R\ (A, UB,)) =0, v | A, ist singulir beziiglich des Lebesgue-Mafes
und v | B, ist absolut stetig beztiglich des Lebesgue-Mafses.

Sei nun Hj ein selbstadjungierter Operator auf H, ¢ € H ein Einheitsvektor,
P die Projektion auf ¢ und H, := Hy + aP. Sei H' der zyklische Unterraum fiir
¢, der durch Hy erzeugt wird, das heifit H' = {¢, Hop, HZ¢p,...}. Dann ist auf
H ={peH: (¢, HE ) = OVk € No,p € H} Hp gleich H,, weshalb wir ohne
Beschriinkung annehmen kénnen, dass H = H' ist, das heifit ¢ ist zyklisch fiir Hy.
Dann ist aber wegen

(Ho —2) o= (Ho—2) "¢ —alp,(Ho — 2) ') (Ha — 2) ' (7.20)

der Span von {(H, — 2)71p} gleich dem Span von {(Hy — 2)~'p}, weshalb ¢
auch fiir H, zyklisch ist. Wegen dieses Ergebnisses ist H, unitir dquivalent zur
Multiplikation mit z auf L*(R, dv,,) fiir ein gewisses Ma8 v,. Definiert man

Fo(z) = / (& — 2) " dve = (o, (Ho — 2) '), (7.21)
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so erfiillt F,, wegen der ersten Resolventengleichung
(Ho —2)7' = (Hg = 2)7' + (B~ a)(Ha — 2) 7' P(Hp — 2)7" (7.22)
die Gleichung
Fo(z) = F(z) + (B — a)Fu(2) Fp(2), (7.23)

woraus wir
Fo(2) = F3(2)(1 + (@ = B)Fa(2)) ™" (7.24)
erhalten. Ist nun lime\ o Fjg(2+i€) = 00, so gilt jedoch fiir a # 3, dass lime o Fio (24

ie) = (a — B)~'. Wendet man nun das vorige Lemma an, sieht man, dass i, =
Opp U 05 unter Rang-Eins-Stoérungen nicht erhalten bleibt. Wir haben

SATZ 7.7. Sei Hy ein selbstadjungierter Operator und @ ein zyklischer Vektor
von Hy. Sei H, = Ho+a(p, ). Dann sind fiir o # B die singuliren Teile (also die
Vereinigung von iy + ftsc) der Spektralmafle von H, und Hg singuldr zueinander.

Wir schliefen den Abschnitt mit einer physik Lsacr}é%g ;%erpretation des sin-
gulér-stetigen Spektrums, sieche dazu auch Pearson [[Pea?8]. Wir betrachten einen
eindimensionalen Schrédingeroperator (der auch von einem radialsymmetrischen
Potential herrithrenn kann), dessen Potential unendlich viele Hiigel hat, dessen
Absténde voneinander schnell genug wachsen. Es ist sogar moglich, das Potenti-
al so zu konstruieren, dass es im Unendlichen verschwindet. Man findet, dass das
Teilchen mit Energie A € 04n4(H), obwohl es moglicherweise unendlich oft reflek-
tiert und transmitiert wurde, mit Wahrscheinlichkeit 1 zu einer Umgebung seines
Startpunkts zuriickkehrt. Man kann dies auch als einen ,,Quantum Random Walk“
bezeichnen. Teilchen, die sich in so einem Potential befinden, werden also mit 100-
prozentiger Wahrscheinlichkeit total reflektiert.

8. Die Abwesenheit des singulir-stetigen Spektrums II: glatte
Stérungen

s:hsmoothness

DEFINITION 8.1. Sei H selbstadjungiert und A abgeschlossen. A heifit H-glatt
genau dann, wenn fiir alle ¢ € H und jedes € # 0 der Vektor (H —\—ie) "ty € D(A)
fiir fast alle A ist und dariiberhinaus

1
Al = |¢|S“pe>o4w2/ (JACE = X = i) ][*+ [ AH = A+ i) " ]*) dr < o0
(8.1)
gilt.

LEMMA 8.2. Sei H selbstadjungiert und A abgeschlossen. Dann haben wir fol-
gende Aussagen.

a) Gilt ||All, < oo fir eine dichte Teilmenge von ps, dann ist fir alle ¢ € H der
Vektor (H — X\ —i€e) "' € D(A) fiir fast alle X\ und es gilt | Al 5 < oc.
b) Seie >0 fix und angenommen es gilt

/ HA (H = A\Fie)” np” d\ < o0 (8.2)
fiir alle ¢ € H. Dann gibt es eine positive Konstante, sodass

/ |ACH — X\ Fie)~ cpH dX < const |¢|? (8.3)
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fiir alle p € H gilt.
¢) Angenommen es ist sup.sq [0 ||A(H — X Fie)~ <p|| dX < oo fiir alle p € H.
Dann ist A H-glatt.

Der Abschnitt ist in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil werden wir die ab-
strakte Theorie von glatten Stérungen entwickeln, ehe wir sie im zweiten Teil auf
einige Schrodinger-Operatoren anwenden. Die ersten beiden Anwendungen bein-
halten Situationen, wo die Wellenoperatoren unitéir sind, das heifit, wo H und Hy
unitéir dquivalent sind. Dies betrifft Schréodinger-Operatoren der Form Hg + AV,
wo entweder A ,klein“ oder V abstoflend ist. In letzteren Fall wird die Theorie der
glatten Storungen uns sagen, dass H rein absolut stetiges Spektrum hat.

Wir beginnen damit die H-Glattheit in dquivalenten Formen umzuformulieren.
Hierfiir werden wir eine Vektor-wertige Version des Satzes von Plancherel benétigen.

LEMMA 8.3. Sei ¢(-) : R = H eine schwach-messbare Funktion (das heifit die
Komposition von ¢ mit einem Element aus H', dem Dualraum von H ist messbar)
von R zu einem separablen Hilbertraum H. Angenommen, es ist [ ||p(z)| dz < co.
Wir definieren ¢ : R — H als

D = L 2)e e dy
PE) = 7= / p(x)e"Ed (8.4)

als schwaches Integral bzw. Pettis-Integral. Sei A ein abgeschlossener Operator auf
H, dann gilt

[ 141 ag = [ 1) . (8.5)

Die Integrale werden oo gesetzt, wenn p(x) bzw. ¢(&) nicht in D(A) fast iberall
sind.

BEWEIS. Sei A ein beliebiger abgeschlossener Operator. Zu diesem gibt es einen
positiven (und daher selbstadjungierten) Operator |A| mit D(]A4|) = D(A) und
l|Al|4|| = ||Av||. Daher geniigt es die Aussage fiir selbstadjungiertes A zu zeigen.

Wir nehmen zunéichst an A sei beschriinkt. Dann ist fiir alle ¢ € H die Funktion
(v, Ap(&)) = (A*, p(€)) die gewshnliche Fouriertransformation von (A*vy, p(x)) =
(¥, Ap(x)). Wir konnen daher das gewohnliche Plancherel-Theorem anwenden und
erhalten

/ (6, A(€)) 2 de = / (W, Ap(z))| de. (3.6)

Die Behauptung folgt, wenn man iiber alle ¢ in einer Orthonormalbasis summiert.
Sei nun A selbstadjungiert. Dann ist AP_, ,) beschrinkt und wir kénnen vo-
riges Argument anwenden, um

JIAPCaa @I d€ = [ AP oayota)| do (8.7

zu erhalten. Angenommen eines der beiden Integrale (und damit das andere ebenso)
sei endlich. Dann ist p(x) € D(A) fast iiberall, das heifit HAP(,,Jm)ga(x)H2 konver-
giert monoton fiir a — oo gegen || Ap(z)||?, das heifit mit dem Satz der monotonen
Konvergenz ist

lim / AP0y (€)|* de = / 1A(E)] dé < oo. (8.8)

a—r 00
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Insbesondere ist dabei li_)m HAP(,a’a)gZJ(g)HZ < oo fiir fast alle £. Daraus folgt, dass
a [ee]
o(&) € D(A) fiir fast alle £ und die Behauptung folgt. |

BEISPIEL 8.4. Wir betrachten H = —i-L auf L?(R), das heifit (e""#ty)(z) =
o(z —t). Sei g € L*(R) und A der Multiplikationsoperator mit g. Wir zeigen, dass
dann A H-glatt ist. Sei € > 0 fix, dann ist mit dem Spektralkalkiil fir ¢ € H

/ e—<teiMe=iHt s = _i(H — X — ie)~Lop. (8.9)
0

Als Nichstes zeigen wir, dass e "ty € D(A) fﬁr fast alle € R ist, und damit
auch die ,,Fouriertransformierte (H — X —ie)~tp € D(A) fiir fast alle A € R. Mit

(A ={vel®: [|g(= 2)|* dz < 0o} und Fubini ist
—i 2
/ 9@l — ) do < / la@pta =0 dodt = [ [l ] at = o1 3.
(8.10)
Wir kénnen daher das Lemma anwenden (¢)(t) := e~<te =7 0(t)¢, 1h(\) = — \/szﬂ(H—
A\ —i€)~tp) und erhalten
/ JACH — A — i) Y| dr = 27r/ o2t |[Ae" | ds. (8.11)
R 0

Mit einer dhnlichen Rechnung fiir A — e erhalten wir damit
/ (HA (H — ) —ie) <pH + ||A(H = X +ie) | )d)\ = 271-/Re—2e\t| HAe_th<PH2dt

2 2
< 2mlgli3 llell2
(8.12)

2
und sehen, dass ||A||Z = lgTHf, womit A tatséichlich H-glatt ist.

BEISPIEL 8.5. Sei H selbstadjungiert und A = id. Wir Zelgen dasb der Iden-

titdtsoperator nie H-glatt sein kann, indem wir fR H (H — X\ —ie) <p|| dAfirp e H
berechnen. Wieder ist mit dem Spektralkalkiil

/ e teMe Tl pdt = —i(H — X\ —ie) o (8.13)
0
und daher
NI  oa i 2 T
/H(Hf/\fze) Lol d>\:27r/0 e 2 |lem ity dt:f||¢||2. (8.14)

Daher ist sup.- fR || (H — X\ —ie) <p|| dX = oo fiir alle 0 # ¢ € H, womit id nie
H-glatt sein kann.

Wir sehen, dass H-Glattheit auch im dynamischen Bild verstanden werden
kann, denn der Zeit-Propagator e~#* kann auch als Greensche Funktion (H — \ —
ie)~! im Fourierraum verstanden werden.

LEMMA 8.6. Sei H selbstadjungiert und A abgeschlossen. Dann ist A genau
dann H -glatt, wenn fiir alle ¢ € H der in der Zeit propagierte Vektor ety € D(A)
fir fast alle t € R ist und es eine Konstante c gibt, sodass

/R | Ae=Hp||* dt < const ||| . (8.15)
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¢ kann dabei hichstens 2w HAH?I sein.
Diese dquivalente Formulierung hat einige wichtige Konsequenzen.

SATZ 8.7. Sei H selbstadjungiert und A abgeschlossen. Ist A H-glatt, so ist
A relativ H-beschrdnkt mit relativer Schranke gleich Null. Mit Kato—Rellich folgt,
dass H + A ebenfalls selbstadjungiert ist, wenn A auch moch symmetrisch ist.

BEMERKUNG 8.8. Die umgekehrte Implikation kann offensichtlich nicht wahr
sein, wenn wir an A = id denken, denn |¢|| <0 ||He|| + |l¢|-

BEWEIS. Neben der Schranke an || Ay fir ¢ € D(A) missen wir die Inklusion
D(H) C D(A) zeigen. Sei dazu ¢ € D(A*) und ¢ € H. Dann ist zunéchst mit dem
Spektralkalkiil

—i(A%p, (H — X —ie) L) = /OO(A*¢, e i p)eiMemclqt (8.16)
0

und daher (zwei mal) mit der Schwarzschen Ungleichung und der dynamischen
Formulierung von H-Glattheit

o0

.\ — 1 * —1
(A*¢, (H — X — ie) 1¢)‘2§2? i (A%, e i) |* dt

2
[l
2€

IN

o i 2 m
| el ae < A ol .
(8.17)
Wir sehen also, dass fiir ¢ € H gilt, dass (H — X\ —ie) "ty € D(A**) D D(A) und
12 T
1|4 = x—ie)H||" <~ |All7 -

Daraus folgt, dass D(H) C D(A) ist und fiir ¢ = (H —ie) tp € D(H) und ¢ € H

gilt
P T
IAYI < A/ < Al llell = 4/ = Al (H] + ellwl)- (8.18)
Da € beliebig war, folgt die Behauptung. O

Wir koénnen dieses Resultat sogar noch etwas verbessern.

SATZ 8.9. Sei H selbstadjungiert und A sei H-glatt. Dann ist A auch |H|*-glatt
fir o> 1/2.

Folgendes Resultat sagt uns, dass H-Glattheit die Abwesenheit des singuléren
Spektrums zeigt.

Satz 8.10. Sei H selbstadjungiert und A sei H-glatt. Dann ist Ran(A*) C
Hae(H).

BEWEIS. Da H,.(H) abgeschlossen ist, geniigt es Ran(A*) C Hq.(H) zu zei-
gen. Wir miissen dann lediglich zeigen, dass fiir ¢ € Ran(A*) das zu H gehorige
Spektralmaf beziiglich dieses Vektors, dpu., absolut stetig beziiglich des Lebesgue-
Mafles ist. Sei dazu ¢ € D(Ax*) und ¢ = A*p € Ran(A*), sowie dy,, das Spektral-
maf von H beziiglich ¢ € Ran(A*). Weiter definieren wir mit dem Spektralkalkiil

F(t):= \/% /e*i”duw(l’) = L(A*(p’efith/j) _ \/% /F(:c)efm”d;z:.

2
(8.19)
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Dann ist |F(t)| < \/% ||l [|Ae=" || und mit dem Lemma folgt, da A H-glatt ist,
dass F' € L?(R) ist. Mit dem gewdhnlichen Plancherel-Theorem folgt, dass auch

Fel? (R) ist. Damit ist duy = Fdz absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafes,
denn fiir A € B(R) mit A(4A) =0 (A sei das Lebesgue-Ma$) ist

i (A) = /AF(x)dx <|F|l, VAA) = 0. (8.20)
0

Die dynamische Formulierung der H-Glattheit hat wichtige Konsequenzen fiir
die Streutheorie.

SATz 8.11. Seien H und Hy selbstadjungierte Operatoren und nimm an, dass
H =Hy+ Y AfB; im folgenden Sinne:
(1) D(H) CD(4;), D(Hy) C D(B;) fir allei=1,...,n.
(2) Ist o € D(H) und v € D(Hy), dann ist
(Hp,) = (¢, How) + Y _(Aip, Bity). (8.21)
i=1
Ist jedes A; H-glatt und B; Hy-glatt, dann existieren die Wellenoperatoren s —

limy_, oo e te "ol ynd sind unitdr.

Wir bemerken, dass der Limes in diesem Satz nicht von P,.(Hp) abhingt.
Daraus folgt, dass, wenn Hgy = E1 ist, auch Hvy = E1) ist. Dies folgt direkt aus
der Voraussetzung, denn Ran(B*) C H,.(Hp) impliziert, dass H,,(Ho) C Ker(B)
ist, woraus Htp = Hyt) folgt.

Wir schlieflen die abstrakte Theorie der H-glatten Operatoren mit einer Liste
von dquivalenten Formulierungen von H-Glattheit.

SATZ 8.12. Sei H selbstadjungiert und A abgeschlossen, dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.
(i) A ist H-glatt, sprich fiir ¢ € H und jedes € # 0 ist der Vektor (H—\—ie) "ty €
D(A) fiir fast alle A und dariberhinaus

o ﬁ/ (||A(H A —ie) Yol + | AH — A+ ie)_lcpHQ) d\ < oo.
pll=1,e —0o0

(ii) e~"ty € D(A) fiir alle ¢ € H und fast alle t und

1 ; 2
¢1:= sup — Ae ™ Hip|" dt < oo. (8.22)
S fooH |

(iii) D(H) C D(A) und

2
co = sup M < 00, (8.23)
lpll=1,—co<a<b<oo |b - a‘|

wobei Py die Spektralfamilie von H ist.

(i)

cg = sup < 00. (8.24)

loll=1,peD(A*),—co<a<b<os |0 —al
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(v)

ehi= o sip (A% [(H — )™t — (H— )" A")| < oo, (8.25)

27 R peD(A") flpll=1
(vi)
1 —1 4k |12
cs = — sup H(H —p)tA <pH Tm(p)| < 0. (8.26)
T ugR,,peD(A*),|loll=1
(vii) D(H) C D(A) und
1 _1 2
co:=— sup ||A(H —p) " o| Im(u)| < co. (8.27)
T ugR,lloll=1
(viti) D(H) C D(A) und

o= o (A =7l (A =) ) Gl < oo (828)

Ist eine (und damit alle) der Konstanten endlich, so sind ¢y = ¢c3 = -+ = ¢7 =
2
Al -
eedSimon1978
BEWEIS. Siehe H%{S’?S, Theorem XIII.25]. O

BEMERKUNGEN 8.13.

(1) In (vi) und (vii) kann man das Supremum iiber C\R durch das Supremum
tiber 0 < Im(p) < « fiir jedes o > 0 ersetzen. Insbesondere kann in (7) die
Bedingung € > 0 durch 0 < € < « ersetzt werden.

(2) (iv) gibt eine weitere Moglichkeit zu beweisen, dass Ran(A*) C H,. ist,
wenn A H-glatt ist.

(3) (vid) impliziert sofort, dass A relativ H-beschrinkt mit relativer Schranke
gleich Null ist.

Wir haben noch ein Kriterium fiir H-Glattheit, welches aus Bedingung (v)
folgt.

KOROLLAR 8.14 (Super-Glattheit nach Kato-Yajima). Ist A(H — )=t A* fiir
jedes p ¢ R beschrinkt, in dem Sinne, dass
L Sup (A%, (H — p) T A™Y)| < 00
s “llell=llvl=1
nER, P, 0€D(A*), [loll=I1v|l ) (8.29)
und T :=sup|||A(H — p) ' A*[|| < o0,
HER

dann ist A H-glatt und ||Al|l; < L. In diesem Fall sagt man, dass A superglatt
beziiglich H im Sinne von Kato und Yajima ist. Weiter braucht (wegen Polarisation)
nur

sup (A", (H — p) " A™)| < o0 (8.30)
HERGED(A®),lyl|=1

angenomimen werden.

Bevor wir uns den Anwendungen widmen, diskutieren wir zwei weitere Beispiele
H-glatter Operatoren.
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BEISPIEL 8.15. Sei Hy = —A auf L?(R3) und A der Multiplikationsoperator
mit V € R. Wegen

IVl

/2, A yy—1 1/2H’<H /2 A _ -1 1/2‘
V172 (a =07 2| < v ca - w2 <

(8.31)

und obigem Korollar, ist [V|'/? eine —A-glatte Stérung.

BEISPIEL 8.16. Sei H der Multiplikationsoperator mit x auf # = L?([a, 8], dz),
wobei a, 8 € R. Sei A ein beschrinkter Operator auf H, sodass A*A ein Integral-
operator der Form

B
(A" Ap)(z) = / K (z,y)0(y)dy (8.32)

[0

ist, wobei || K[|, = esssupj, g)xja,g] [K (7, y)| < 0o. Sei nun (a,b] ein Intervall und
lle|l = 1, dann ist

b b
| AP ()@]? = (¢, P A" APra ) = / / K (z,y)p(x)p(y)dady

- </b /ab K (f“vy”Q) N ( / b / b |<P(x)<p(y)l2> T e

< [b = al | Kl | ll*.

Nach dem dritten Kriterium ist damit ||Al|, < [[K||,, und damit ist A H-glatt.
Das Beispiel zeigt insbesondere, dass jeder beliebige Integraloperator

B
(AY) (z) = / Al y)0(y)dy

mit ||All < oo H-glatt ist. Wir haben damit sehr viele H-glatte Operatoren
gefunden und insbesondere H-glatte Operatoren mit Ker(A) = {0}.

LEMMA 8.17. Sei H der Multiplikationsoperator mit x auf H = L*(|a, B],dx),
wobei o, B € R und sei A ein beschrdinkter Operator auf H. Dann gelten folgende
Aussagen.

a) Hat A*A einen Integralkern K, so ist ||A||% = || K||c und A ist H-glatt.
b) Ist A H-glatt, so hat A* A einen Integralkern K und (A* Av)(x) = ff K(z,y)¢¥(y)dy.

8.1. Schwach gekoppelte Quantensysteme. Angenommen Hj ist ein po-
sitiver, selbstadjungierter Operator und C' ist selbstadjungiert. Ist |C’|1/ 2 (Ho +
2
id)~! |C|1/2 ein durch a beschrinkter Operator, dann ist H(Ho +1id)~1/2 |C’|1/2 (pH <
allel fiir alle ¢ € D(\C|l/2), womit auch (Hy + id)~1/2 |C’|1/2 ein beschrinkter
Operator ist. Adjungiert man den Operator, so sieht man, dass Q(Hy) C Q(C) und
2
’H|C’|l/2 (Ho +id)~1/2 H < q ist. Daraus folgt, dass (¢, |C|¢) < a(p, (Ho + id)p)

fiir alle ¢ € Q(Hp) ist. Daher ist C' Hyp-formbeschrankt mit Formschranke a. Ist
insbesondere a < 1, so ist die Formsumme H := Hy + C selbstadjungiert. Der
folgende Satz von Kato behandelt solche Formsummen.
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Satz 8.18 (Katos Glattheits-Satz). Sei Hy ein positiver, selbstadjungierter
Operator auf H und seien C1, ..., C,, selbstadjungierte Operatoren mit

i 1= sup ica (o = =t 1051 < oo (8.:34)
pHER

Angenommen A := {a;j }1<i j<n sei die Matriz eines Operators auf C™ mit |||A||] <

1. Dann gilt:
a) Die Formsumme H = Hy + Y., C; ist eine abgeschlossene Form auf Q(Hp).
b) Die Wellenoperatoren s — limy_,~ eHte=1Hot opistieren und sind unitdr.

Damit sind insbesondere Hy und H unitir dquivalent zueinander.

KOROLLAR 8.19. Sei V € R mit ||V, < 4m. Dann sind —A und —A +V
unitdr dquivalent zueinander.

Mochte man sich nicht zu viele Gedanken iiber detaillierte Abschétzungen ma-
chen, so ist es niitzlich Katos Glattheits-Satz in folgender Form zu schreiben.

KOROLLAR 8.20. Sei Hy ein positiver, selbstadjungierter Operator auf H und

seien C1, ..., Cy, selbstadjungierte Operatoren mit
s;pﬂwci\”z (Ho— u) ™! |C5]?|| < oo. (8.35)
HER

Dann gibt es A > 0, sodass fiir alle A € (—A, A) gilt:
a) HN) = Ho+ A, C; ist eine auf Q(Hy) abgeschlossene Form.
b) Die Wellenoperatoren Q){E =s5—limy 1o efte=iHot oqistieren und sind unitdr

und analytisch in .

Wir kénnen damit ,schwach gekoppelte® N-Teilchen Schrédingeroperatoren
untersuchen.

Satz 8.21 (Iorio-O’Carroll). Seim >3, N > 2 und
N
Hy = (—2u) 7' A (8.36)
i=1
auf L2(RN™), wobei p; > 0 und v = (x1, ..., xx) € RN™ mit z; € R™. Sei Hy gleich
Hy mit abseparierter Schwerpunktsbewegung. Sei V = Zi<j Vij(xi—x;), wobei jedes
Vij € L™/2H(R™) 0 L™/2=<(R™) fiir ein fiviertes € > 0 sein soll. Dann ist fiir alle
A € R mit |A| hinreichend klein die Formsumme Hy+ AV unitdr dquivalent zu Hy.
Insbesondere hat Hy + AV keine gebundenen Zustinde und kein singuldr-stetiges
Spektrum.

BEMERKUNG 8.22. (1) Esist eigentlich nicht notwendig die Schwerpunkts-
bewegung abzuseparieren.

(2) Die Formsumme ist lediglich fiir m = 3 notwendig, fiir m > 4 haben
wir bereits gelernt, dass die Operatorsumme Hy + AV auf C§°(R™(N-1)
selbstadjungiert ist, wenn A\ € R.

(3) Dieses Resultat kann nicht fir m = 1,2 verwendet werden.

(4) Die Bedingungen an die V;; kénnen nicht besonders abgeschwicht wer-
den. Hat V;; nicht-L™/2 lokale Singularititen an endlichen Punkten (z. B.
r~2=Verhalten bei 7 = 0), so ist die Selbstadjungiertheit verloren. Hat
Vi; nicht-L™/2 Verhalten im Unendlichen (z. B. =2 Abfall bei c0), so
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kann es passieren, dass Hy + AV unabhéngig von A gebundene Zusténde
hat.

8.2. Positive Kommutatoren und abstoflende Potentiale. Wir werden
im Folgenden zeigen, dass Operatoren mit repulsiven Potentialen nur absolut ste-
tiges Spektrum haben. Die Methode die wir hier entwickeln wird uns spéter auch
dabei helfen zu zeigen, dass es fiir repulsive Potentiale keine positiven Eigenwerte
geben kann.

Satz 8.23 (Putnam-Kato). Seien H und A beschrinkte, selbstadjungierte Ope-
ratoren. Angenommen C = i[H, A] ist positiv. Dann ist C'/? H-glatt. Ist dariberhinaus
Ker(C) = {0}, so hat H rein absolut stetiges Spektrum.

:3.74
BEWEIS. Die zweite Aussage folgt sofort aus Satz @%I‘Kﬁr(cdﬂ) = [Ran(C'/?)]+ =
{0}

Wegen
%ethAe*thap = B H, Ale™ "ty = ' H!Ce 1y (8.37)
ist
/t(%eiHTCe—iHT(p)dT — (g, et AemHE ) (o, &5 A=t ) (8.38)
und desilalb
/ e ar < 211 el (8.39)
Da s und t beliebig waren, ist C''/2 H-glatt und ||C’1/2HZ < Hl‘:'”. O

Wir wollen die Idee von positiven Kommutatoren anwenden, um zu zeigen, dass
N-Teilchen Schrodingeroperatoren mit repulsiven Potentialen nur absolut stetiges
Spektrum haben. Ein repulsives Potential erfiillt V(ré) < V(r/é) fiir alle Einheits-
vektoren é und r < 7/, das heifit repulsive Potentiale schieben Teilchen vom Ur-
sprung weg, das heiflt man erwartet intuitiv keine gebundenen Zusténde. Es gibt
noch eine weitere Moglichkeit das Abstofiverhalten von V' zu beschreiben, die die
Verbindung zu positiven Kommutatoren klarer macht. Sei U(#) die Familie von
Dilatationen (U(0)¢)(r) = et™0/2¢)(er). Dann ist [U(O)VU ()" (r) = V(er),
das heifit, wenn V repulsiv ist, so fillt Vp := U(0)VU(6)~! monoton in 6. Da
U@B)(-A)U0)™' = e 2% — A, fillt auch die kinetische Energie monoton unter
Dilatationen. Daher ist formal

d

BV O D+ VU@®)r <o0. (8.40)

Der Generator

i 0 0
D=3 > (m 30; " x) (8.41)

von U(0) (das heifit U(0) = e~*P) erfiillt dann formal i[D, —A + V] > 0.

BEMERKUNG 8.24. Der Satz von Putnam und Kato ist jedoch nicht direkt
anwendbar.
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(1) Die vorigen Berechnungen waren formal; wir miissen wie immer Acht auf
die Definitionsbereiche und determinierenden Bereiche geben. Es stellt
sich jedoch gliicklicherweise heraus, dass keine weiteren technischen Vor-
aussetzungen gebraucht werden.

(2) H=—A+7V ist im Allgemeinen nicht beschrinkt. Da jedoch H positiv
ist, ist dieses Problem nicht besonders schwerwiegend.

(3) Der Generator D ist nicht beschrénkt. Zwar ist die Ableitung % wegen
der H-Beschrianktheit leicht zu kontrollieren, das geht jedoch fiir die Mul-
tiplikation mit x nicht mehr so leicht. Wir werden daher mittels eines
Abschnitts regulieren miissen, was die Berechnungen erschwert. Da das
AbstoB-Verhalten von V' mit der Ableltung €~ < 0 zusammenhéngt, ist
die Ableitung in D wichtiger als x — der Abschmtt von z wird daher die
Eigenschaft i[A, H] > 0 nicht zerstoren.

SaTz 8.25 (Lavine). Sei Hy = —A auf L2(R™) mitm > 3 und V eine Funktion
auf R™, sodass
(i) der Multiplikationsoperator mit V' relativ Hy-beschrinkt ist mit relativer Schran-
ke gleich Null und
(ii) die schwache Ableitung Y i, xla negativ ist, das heif$t das Potential fallt
aus allen Richtungen gleichmdf$ig ab.
Dann hat H = —A +V rein absolut stetiges Spektrum.

BEWEIS. Wir wihlen zunéichst & < o < 3 und definieren g(r) := [; (1 +

p?)~%dp. Sei A der durch ’ ’
Af_iZ[ g of 9 <xk9(r)f>} (8.42)

r Ox ox r
Pt k k

definierte Operator. Da @ € C*°, bildet A den Raum Cg§° in sich selbst ab.
Wiirde man in obiger Definition g(r) durch r ersetzen, so wire A der Erzeuger
von Dilatationen. A ist also eine ,,abgeschnittene Version“ dieses Erzeugers. In der

Tat hat A eine direkte geometrische Bedeutung, denn sei T, : R®™ — R™ durch die

Bedingungen Ty(z) = « und y(y) = T,z 16st die Gleichung y = g(l‘yyl‘)y, definiert.

Dann ist
(e f) (@) = Ny (2) f(Ty), (8.43)

wobei N, (x) ein Normierungsfaktor ist, ndmlich die Wurzel der Jacobi-Determinante.
Unser erstes Ziel ist es zu zeigen, dass es ¢ > 0 gibt, sodass

i[A, H] > c(1+ %)~ (8.44)
in demm Sinne, dass fiir alle ¢ € C§°(R™) gilt, dass
i(Ap, Hp) — i(Hp, Ap) > c(p, (1 +7%)71"%). (8.45)

‘Wir berechnen dafiir zunachst

i(Ap, Vi) — i(Vip, Ag) 2ReZ/V [({”; S (“g(r))}]dx

_2/v ija‘l( 9(r) ()|)dx>0

i=1
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wegen der zweiten Annahme. Wir miissen daher den Kommutatur nur fiirden Fall

V = 0 nach unten abschétzen.

Zunichst beweisen wir folgende punktweisen Schranken an g und seine Ablei-

tungen:

rg'(r) —g(r) <0
q"'(r) = —2ar(l +r*)~o!

2+1 ,,

g"(r) <0.

gl// (T) +

IN

r

Um die erste Abschiitzung zu beweisen bemerken wir, dass, da (1 + r?)

(8.47a)
(8.47b)

(8.47¢)

—a—1

mo-

noton fallt, der Mittelwert @ =r~! for(l + p%)~%dp ebenfalls monoton fillt. Die
Ungleichung folgt dann aus rg’ — g = 7?(r~!g)’. Die anderen zwei Ungleichungen

folgen aus expliziten Berechnungen

g'(r) = —=2ar(l + %)~ (8.48a)
2 1
¢ () + =g () = — daa+ 1)1+ 2702 (8.48b)
Als Nichstes zeigen wir
—A Z 99i | > e (8.49)
< Ozj | ~ ’ '
wobei g;(z) := x; g(rr). Wir berechnen
29; =rYg(8 — 2wy +r 2xang (8.50a)
ark - 9 0k JLk kg , .
ag] /
- r . 8.50b
Z o, (n—1r'g+g (8.50b)
Da fiir sphérisch symmetrlsche Funktionen h gilt, dass
Ah =r"Y(rh)" + n 3y (8.51)
ist, finden wir, dass
" 9y 20+ 1 2n — 20— 3 (n—1)(n—3)
_A Y95 _ _ " T oy shmer o oy P AR 9I) " o).
2 Ba,; <g +—y > . g 3 (rg" —g)
Jj=1
(8.52)
Aus den Ungleichungen fiir die Ableitungen von g folgt wegen n > 3 und a < %

dann —A (ZT:l g%) > (14 r2)—o L

Schliefllich zeigen wir fiir C§°-Funktionen

0 - 8 gk
{gka Ho} =; {gkax z] 222% o zpk,

wobei py, = —i0,, ist. Mit

0 0 0 0
— N\ gy— + — g, Ho| = — |gs——, Ho| — | gs——, H,
|:9k Er + orn 9k, o] {gk EI o} {gk Er o}

*

(8.53)

(8.54)
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sieht man, dass

a,
i[A, Ho| = ZQ;;( i)pi—A 28792 . (8.55)
J

Wegen —A (Zm %) > ¢(1 +r?)~>~! miissen wir lediglich

j=1 Ox;
9a
> 2 (gz + g’“) pi >0 (8.56)
— oxr x;
beweisen, um i[A, H] > ¢(1 + r?)=®~! zu zeigen. Die linke Seite ist, nach unser
Bestimmung von 27917
42 {pk [(r_lg)(dik — 7‘_2$i$k)] pi + pk(r_2g')mixkpi} . (8.57)

ZL’{L’k

Fiir fixes x € R™ ist wegen Cauchy-Schwarz die Matrix §;; — positiv definit.
Auflerdem ist ist {%} offensichtlich positiv definit, was unsere erste Zwischenbe-
hauptung zeigt.

Als Nachstes zeigen wir, dass A infinitesimal H-beschriankt ist. Da wegen der
ersten Annahme bereits V infinitesimal Hy beschrankt ist, miissen wir lediglich
zeigen, dass A infinitesimal Hy-beschrénkt ist. Dies folgt aber sofort aus 0,, << Hy,
“Lg ist beschrinkt und

(8.58)

—222—98

Da C§° ein determinierender Bereich fiir H ist und A << H ist, gilt i[A, H] >
c(1+r?)=2=1 fiir alle ¢ € D(H).

Sei nun ¢ € D(H) und B der Multiplikationsoperator mit ¢!/2(1 +72)~(@+1)/2,
Dann behaupten wir, dass es ein d > 0 gibt, sodass

/RHBe—”HQOWdt < d|(H +id)g|, (8.59)

das heifit B(H + id)~! ist H-glatt. Die folgt aber aus der unteren Schranke des
Kommutators i[A, H], denn

/HBe_“HgoHth :/(e_”H@,B*Be_“H@)dt
R
/ { ZtHSOa He_itHgD) _ (He_itH(p, Ae—itH(p)} dt
sup |(efisH<p Aefst )}

7oo<s<oo

<2|lepl| |[|ACH +id)~H|[ I(H + id)eol|

(8.60)

Der Beweis ist vollstdndig, da die Schranke an fR HBe_”Hg0H2 dt impliziert, dass

B(H+id)~! H-glatt ist. Da Ran(B*) und Ran(H +id) ~! dicht sind, ist der Abschluf}
von Ran[(H ﬁéiggle*] gerade H. Dies impliziert nach der allgemeinen Theorie aus
Satz wiederum H C Hge. Darum hat H rein absolut stetiges Spektrum. [l
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KOROLLAR 8.26. Sei m(N —1) >3, Hy = 30 | (—2;) ' Ai auf L2(R™N) und
sei Hy gleich Hy mit abseparierter Schwerpunktsbewegung. Fir 1 < i,57 < N sei
Vij 1 R™ = R und

(1) Vij € LP(R™) + L>®(R™) mit p = 2, wenn m < 3, p > 2, wenn m = 4 und
p=m/2, wenn m > 5 und
(ii) >0, xk% < 0 im distributionellen Sinne.

Dann hat Ho+ 32 <;j<n Vij(vi — x5) auf L2(R™N=1)) rein absolut stetiges Spek-
trum. -

8.3. Lokale H-Glattheit fiir abstoflende Potentiale. Wir schliefd dieggp& 1
Abschnitt tiber H-glatte Potentiale mit der Bemerkung, dass Katos Satz%
stark “ ist. Der Satz besagt, dass fiir hinreichend glatte Stérungen die Operatoren H
und Hy unitér dquivalent sind. Das bedeutet aber, dass der Satz nicht fiir Hamilton-
Operatoren in der Atomphysik anwenbar ist, wo H bekanntermafien (unendlich
viele) Eigenwerte, und damit singuléres Spektrum hat. Aus diesem Grund schlug
Lavine eine relaxierte, lokale Form der H-Glattheit vor.

DEFINITION 8.27. Sei H selbstadjungiert mit zugehoriger Spektralprojektion
Ep. Ein Operator A heiit genau dann H-glatt auf Q@ C R, wenn AE[(Q) ein
H-glatter Operator ist.

SATZ 8.28. Sei H selbstadjungiert mit Resolvente R und Spektralprojektion Eyy.
Sei Q@ CR und D(H) C D(A). Falls entweder

a) supg. <1 rea [€l[ARA 4 i€)[|* < oo oder
b) SuPgcec1 req [[ARN +i€) A*[| < oo,

dann ist A ein H-glatter Operator auf dem Abschluf €.

eedSimon1978
BEWEIS. Siehe H%{S’TS, Theorem XII1.30]. |

SATZ 8.29. Seien H und Hy selbstadjungierte Operatoren mit Spektralprojektio-
nen Eg und Ey,. Angenommen, H — Hy = A*B im Sinne quadratischer Formen
(mit D(H) C D(A) und D(Hy) C D(B)), wobei A ein H-beschrinkter und H-
glatter Operator auf Q und B ein Hg-beschrankter und Hy-glatter Operator auf §)
ist. Dann existieren die Grenzwerte

Wi =s5— lim efle™™lpy (Q) und Wi=s5— lim ole ' EL(Q).
t—F oo t—Foo

Dariiberhinaus gelten

Wi =Wy (8.61)

WiWi = Eg,(Q) und WiWi = Eg(Q). (8.62)
cedSimon1978

BEWEIS. Siehe H%{S’?S, Theorem XIII.31]. O

KOROLLAR 8.30. Seien H und Hy selbstadjungierte Operatoren mit Spektral-
projektionen Ex und Eg,. Angenommen, H — Hy = A*B im Sinne quadratischer
Formen, wobei A ein H-beschrinkter und B ein Hg-beschrdinkter Operator ist. Seien
{Qi}ien C R offene, beschrinkte Intervalle und S = J; Q. Angenommen folgende
Bedingungen sind erfiillt.

(1) A ist ein H-glatter Operator auf jedem §; und B ist ein Hp-glatter Ope-
rator auf jedem €;.
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(2) Sowohl o(H)\ S als auch o(Hy)\ S sind Lebesque-Nullmengen. (Lediglich
singulires Spektrum von H und Hy wird nicht mitgenommen.)

ot : : : iHt ,—iHot pac
Dann existieren die verallgemeinerten Wellenoperatoren s—lim;_, ¢ €' e™" 70" Pge
und sind vollstindig.

Dieses Resultat kann sofort im Falle repulsiver Potentiale angewandt werden.

SATZ 8.31. Sei H ein Operator wie in Lavines Satz v 'r?g'gfwmmen jedes Vij
sei eine Funktion, die nur vom Abstand |x| abhingt und |Vij(z)| < (1 + |z|)~%/2¢
fiir alle i,j und ein € > 0 erfillt. Dann existieren die Wellenoperatoren QF =
s — limy_y 700 e te =0t ynd sind unitdr.

eedSimon1978
BEWEIS. Siehe }FRS’TS, [heorem XIII.32]. |

9. Die Abwesenheit des singulir-stetigen Spektrums III: gewichtete
L2-Riume

Wir haben bereits gesehen, dass, wenn es eine dichte Menge X C H gibt,
sodass (¢, (H — z)~1¢) beschrinkt fiir alle ¢ € H bleibt, wenn 2 — X € R, dann
Osing(H ) = () ist. Es gibt einen natiirlichen Weg diese Bedingung zu motivieren.
Angenommen X C # ist dicht und es gibt eine Norm ||-|| . auf X, sodass X ein
Banachraum wird und [[¢]| . > ||¢]| fiir alle ¢ € X erfiillt. Das innere Produkt auf
‘H erlaubt es dann H als Teilmenge des Dualraums X* von X aufzufassen. Sei ||-||_
die Norm auf X*, dann ist ||¢|| > ||¢||_ fiir alle p € H. Sei nun z € C mit Im(z) # 0
und H beschriinkt und selbstadjungiert auf H. Dann bildet (H — 2)~! H in sich
selbst ab und daher X in X*. Zwar divergiert ’H(H —2)7! ’ H als Abbildung auf #,
wenn z gegen das Spektrum lduft, aber wir kénnen uns fragen, was passiert, wenn
die Norm, verstanden als Abbildung von X nach X* beschrankt bleibt. Dann ist

’(LP, (H - z)_l(p)‘ < ||<p||i H(H - Z)_1H+7_ ) (91)
wobei
Ay _
Al _ = sup . (9.2)
BT ozpex 10N

;3.59
Wir kénnen daher mit Satz i?ti gilcni H) = () folgern.

Wir kénnen nun natiirlich probieren diese Idee mit Stérungstheorie zu verbin-
den. Wir betrachten also den Schrodingeroperator H = Hyp+V = —A + V und
versuchen allgemeine Schranken an die Resolvente als Abbildung von X nach X*
zu erhalten. Um unsere Wahl von X zu motivieren, beginnen wir mit f € S(R")
und betrachten

lin(f,[(=A =2 +iy) ™' = (-A -z —iy)~']f)

= lim
yN\O0 R

——2ni [ |#)] a(¢ - oyac.

f(©)| - 2immi(? ~ « + i)~ 03)

Hierbei haben wir

1 _p ( 1 ) — ind(z — o), (9.4)

m -
eNO & — X + 1€ X — Xo
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GOREE T o

lz>e

wobei

fir f € S(R) verwendet. Damit also (f, (—A—x+iy)~te) fiir y \, 0 einen Grenzwert
hat, muss f eine , natiirliche“ Einschrinkung auf die Sphire vom Radius '/2 haben.
Es ist daher natiirlich X als einen LZ-Raum (mit § > 1/2) und daher X* als L? ;-
Raum zu wahlen, wobei

B = {7(0) 1113 = [+ < o0} 9.6
ist. Wir werden folgende zwei Spurlemmata hiufig brauchen.

SATZ 9.1. Sei M eine reguldr eingebettete, kompakte Untermannigfaltigkeit in
R™ mit Kodimension k, die durch k glatte Funktionen F1,...,F, € C*. Sei w das
natirlich induzierte Maf$ auf M und f € S(R™). Dann gelten folgende Aussagen.

a) Sei Ty f die Einschrinkung von f auf M. Dann gibt es fiir allem > k—1/2 eine
Konstante C' (die nicht von f abhdngt), sodass |Tar f|2(ar,awy < C I grm» das
heifit Ty setzt sich eindeutig zu einer beschrdnkten Abbildung vom Sobolewraum
H™(R™) nach L?(M,dw) fort.

b) Sei f € L?>(M,dw) und definiere

(-FMf)()\h . )\n) = W /M e_m"\f(x)dw. (97)

Dann ist
(i) Fuf die Fouriertransformierte der temperierten Distributionen auf R™,
(i) Fuf € C°(R™) und

(iis) Farf € L2,(R™) fiir alle m < —k +1/2.

SaTz 9.2. Sei f € L%2(R™) fir ein a > 1/2 und nimm an, dass die Ein-
schriankung von f auf die Sphéire vom Radius \'/? die Nullfunktion ist. Dann ist
fiir alle e > 0

Bafi=F (€@ - N71f) € L2, (9.8)
Dariiberhinaus gibt es fiir alle e,\ > 0, a > 1/2 eine Konstante C, sodass
I1BAflla—1-2c < C Il (9.9)

fiir alle f € LA(R™), sodass f auf S;\Ll_/; verschwindet. C' bleibt beschrinkt, wenn X
auf Kompakta von (0,00) variiert.

DEFINITION 9.3 (Agmon-Potential). Ein Multiplikationsoperator V heifit Agmon-
Potential, wenn V (z) = (1+22)~2 W (z) fiir ein € > 0 und relativ —A-kompaktes
w.

LEMMA 9.4. Die Menge aller Agmon-Potentiale formen einen Vektorraum von
—A-beschrinkten Stérungen mit relativer Schranke gleich Null.

LEMMA 9.5. Seien n/2 < p < oo und p > 2. Falls W € LP(R™) oder W € L
(also beschrinkt und im Unendlichen abfallend), dann ist W relativ —A-kompakt.
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BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus der Seiler—Simon-Ungleichung (die p > 2
benstigt wegen Interpolation mit Hilbert—Schmidt)
IV(=A+D)7p < IVILIE + D7,
(Insbesodere fiir p = 2 mit 2n —4 < n (also n = 1,2, 3) folgt dies aus

VA +) = [ do [ aW@P| [ as et 1)

\V )|? e 2lz—yl
/nd'r/n yl“ o g )

Fiir die Zweite approximieren wir W durch WR( ) = W(x)1gyr)(r) € LP(R™) N
L* (fiir alle p € [1,00]), das heiit W ist bereits —A-kompakt und insbesondere
ist Wr(—A+1)71 € 8P fiir p > n/2. Da Wr(-A+1)"1 = W(-A+1)~! in Ope-
ratornorm konvergiert (da [|[W — Wg|looc —, da W im Unendlichen verschwindet),
folgt die Aussage. O

2

BEISPIEL 9.6. Sei n/2 < p < oo, p>2und V € LP(R™). Dann ist jedes V mit
(14 22)2+<V € LP(R") ein Agmon Potential.

BEISPIEL 9.7. Sei W € L>®(R"), dann ist U(z) := (1 + 22)~/?W(z) € LP +
(L), fir alle p und somit insbesondere relativ —A-kompakt (wegen vorigem Lem-
ma). Somit ist V(z) := (14 22)"2 W (zx) = (1 4 22)~1/2-¢/2U(z) ein Agmon-
Potential.

gmonl1975
Folgendes Resultat ist die Kombination der Arbeiten ygn Agmon W Agm75]|, Ka-
to K at70] und Kato-Kuroda [KK70, KK71]. (Das (}renzwertabsorpt1onspr1n21p

und die Abwesenheit von os.(H) wurde von Agmon gezeigt. (Damit koénnte es nur
eine diskrete Menge positiver Eigenwerte geben.) Die Existenz und Vollsténdigkeit
der Wellenoperatoren wurde bereits von Kato und Kato-Kuroda gezeigt. Dies zeig-
te 0qc(H) = [0,00), schliefit jedoch noch keine eingebetteten Ej cnwerte aus! Da-
zu verwendet man ein Theorem von Kato, siehe bspw. Yafaev ﬁﬁf[ﬂf[{apitel 6,
Theorem 1.1], welches besagt, dass es keine positiven Eigenwerte geben kann, wenn
|V(z)| £ <z >"17¢ Katos Theorem verwendet ein unique continuation theorem.)

SATZ 9.8 (Agmon-Kato-Kuroda). Sei V' ein Agmon-Potential und H = Hy +

V =—-A+4V. Dann gilt:

a) Die Menge &4 aller positiven Figenwerte von H ist eine diskrete Teilmenge von
(0,00) und jeder Eigenwert hat endliche Multiplizitit.

b) Sei C ein beliebiges, kompaktes Teilintervall von (0,00) \ &4 und § > 1/2, dann
151

sup sup (v, (H—X— iy)71¢){ < 0. (9.10)
ACCO<y<1ypeL3:|loll;<1,ll¢[5<1
c) osc.(H) =0.

d) Die Wellenoperatoren Q*(H, Hy) existieren und sind vollstindig.

Der Beweis von Agmons Theorem beruht auf dem klassischen Spurlemma

£l 2i-1y S Ifllp2e may
fiir o > 1/2. (Wir erinnern an den formalen Grenzwert
1 1
~limIm((~A = A —i0) ) =dE-a(\) = AR5 (R e dA,

T e—0
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wobei Rg den Fourier-Restriktionsoperator auf eine Hyperfliche S beziiglich des
euklidischen Fichenmafles gelcgg%t% Anfiggrgerselts gilt 1,%&61]1(3? Fourier-Restrik-
tionsabschétzung von Stein [Ste86, [Tom79] und Tomas [[Tom75], néimlich

1Flz2 a1y S UL 2 &’
Schlag2006

Darauf aufbauend haben Ionescu und Schlag [ISU6) Eonescu Fheotem 1. 3] folgendes Resul-

tat bewiesen, welches insbesondere die Abwesenheit positiver Eigenwerte zeigt.

onesc Schlag2006 TonescuSchlag2006
SaTz 9.9 (Tonescu-Schlag [ISO6]). Se: V' eine zulissige Storung nach [IS06]

S. 402]. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) H=-A+V ist auf D(H) = {u € H'(RY) : Hu € L*} von unten
beschrinkt.

(2) Die Menge der von Null verschiedenen Eigenwerte & = op, \ {0} wvon
H ist diskret in R\ {0}. Insbesondere hat jeder Eigenwert in € endliche
Multiplizitit.

(3) Jede Eigenfunktion u, die zu einem Eigenwert A # 0 gehort, fallt schnell
ab, in dem Sinne, dass fir alle N> N >0,

1+ |z))Nu e HY(RY).
(4) Abseits der Eigenwerte hat man ein Grenzabsorptionsprinzip. Sei I C R\E
kompakt, dann gilt

sup  [|(FA+V =X —ie) Mxox- Savr 1,
AET 0<€e|<1

. . onescuSchlag2006 . . .
wobei X und X* in [IS06, S. efiniert sind. Insbesondere ist das

Spektrum in I absolut stetig.

(5) 0sc(H) = 0 und c4.(H) = [0,00), das heifit, es gibt (wegen b)) keine
eingebetteten Figenwerte.

(6) Die Wellenoperatoren QF (H, Hy) = s—limto, e "HeltHo (mit Hy = —A)
existieren und sind vollstindig (sprich ran(Q*) = H(H)). Insbesonde-
re sind H* und HZ unitir dquivalent. (Die Existenz, sprich ran(QF) C
H*(H), ist fiir den Beweis von [0,00) C 04.(H), und damit fir die Ab-
wesenheit positiver Figenwerte, entscheidend.)

Fiir die Abwesenheit eingebetteter Eigenwerte benot 'gtl%a Igoginaﬁ%xé/eise uni-
que continuation Theoreme. Siehe dazu Go%!dberg1 chlagj[gsm welche das unique oo
continuation theorem von Ionescu—Jerison [LJO3[ (siehe auch Koch—Tatary g%?\f)i?%
verwendeten. Siehe auch das klassische Theorem von Kato (siche Yafaef [Yafl0, Ka-

pitel 6, Theorem 1.1]), welches so ein Theorem verwendet, um |V (z)| < <z >717¢

als hinreichende Bedingung fiir die Abwesenheit positiver Eigenwerte zu zeigen. bsenceposei
Die klassische Theorie zur Abwesenheit positiver Eigenwerte wird in Abschnltt(?@—P;g
behandelt.

BEMERKUNG 9.10. Die Strategie, um zu zeigen, dass o,.(H) = [0, 00) ist, wenn
man auf Grenzabsorptionsprinzipie O(Aiergc%glh?glbt@ogvie folgt. Fiir einen konkreten
Beweis, siehe bspw. Ionescufschlag? -431].

el sedu@aﬁfa ﬁ%olé/[enge der (posmven) Eigenwerte von H diskret ist, siehe
1506} 5. 427-128]. Sch1ag2006
(2) Zeige ein limap auf allen Intervallen abseits der Eigenwerte, siehe Wﬁ%%:l s
S. 428]. Daraus folgt, dass auf diesen Intervallen o(H) absolut stetig ist.
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Insbesondere folgt o4.(H) = (), da das limap lediglich bei den Eigenwert,
onescuschlag2006

fehlschlégt, diese aber keine Trager von us. sind, siehe ebenfalls [ISO6]S.

428].

(3) Zeige die Existenz und Vollstéindigkeit der (verallgemeinerten) Wellen-
operatoren QF = s — limyy o, e~ eitHo Pg¢. (Falls 0(Hp) = 04c(Ho) rein
absolut stetig ist, kann P weggelassen werden.) Aus der Vollstéindigkeit
folgt ran(Q*) = H(H) und insbesondere, dass H und H§® unitir
dquivalent sind. Falls 04.(Hp) = [0, 00), folgt also insbesondere o4.(H) =

[0, 00). Die Existenz und Vollsténdigkeit wird mit Hilfe des Gr nzwertab-
. 1SMOO ness
E) gezelgt,

sorptionsprinzips atos Glattheitstheorie (siehe Abschnitt

siehJ{[)on SC%%%I? |

(4) Um die Abwesenheit positiver Eigenwerte zu zeigen, verwendet man bspw.
unique continuation thec a%r‘pz%lgine Anwendung solcher Theoreme ist Ka-
tos Theorem (Yafaef [YaflU, Kapitel 6, Theorem 1.1], welches besagt,
dass es keine positiven Eigenwerte gibt, wenn |V (z)| < <z >~17¢)).

10. Die Abwesenheit des singulir-stetigen Spektrums IV:
dilatationsanalytische Potentiale

Bisher haben wir die Abwesenheit des singulér-stetigen Spektrums fiir drei
Typen von Schrodinger-Operatoren bewiesen:

(1) eine groBe Klasse von Zwei-Korper-Operatoren,
(2) schwach gekoppelte N-Teilchen-Systeme und
(3) N-Teilchen-Systeme mit repulsiven Potentialen.

Die gemeinsamene Eigenschaft dieser Systeme war, dass sie nur einen einzigen
Streukanal hatten, die Subsysteme also keine gebundenen Zustéande hatten. In die-
sem letzten Abschnitt beweisen wir die Abwesenheit des singulir-stetigen Spek-
trums fiir N-Teilchen-Systeme (n > 3), die mehrere Streukanéle aufweisen. Die
Klasse der Wechselwirkungen, die wir damit beschreiben kénnen ist zwar sehr klein,
doch sie umfasst das Coulomb- und verallgemeinerte Yukawa-Potentiale.

DEFINITION 10.1 (Gruppe der Dilatationsoperatoren). Die Gruppe u(6) der
unitiren Operatoren auf L?*(R?), die durch

(w(@)y)(x) = ¥y (e ) (10.1)
gegeben ist, heilt Gruppe der Dilatationsoperatoren.

Die Idee, Dilatationen zu verwenden ist, dass die kinetische Energie —A sich
sehr einfach unter Dilatationen transformiert, ndmlich

uw(0)Hou(9) ™t = e 2 Hy = Hy(6). (10.2)

Der letzte Ausdruck impliziert, dass u(0)Hou(#) ™!, welcher a priori nur fiir § € R
definiert ist, eine analytische Fortsetzung auf die komplexe Ebene besitzt. Wir wer-
den also nur Potentiale V' zulassen, sodass sich Hy + V wie Hy unter Dilatationen
transformiert. Wir werden weiter unten sehen, dass o4;5.(H(0)) ,lokal“ nicht von 6
abhéngt. Das wesentliche Spektrum wird sich allerdings &ndern, wenn wir 6 variie-
ren, denn o(Hy(0)) = {z : argz = —2Im(0)}. Dies erlaubt uns das stetige Spektrum
von der reellen Achse abzuseparieren.
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LEMMA 10.2. Sei Hy ein positiver, selbstadjungierter Operator und V' ein sym-
metrischer Operator mit D(Hy) C D(V). Ist der Operator V (Hg +id) ™! kompakt,
s0 ist auch (Ho +id)~Y2V (Hy + id)=*/? kompakt.

BEWEIS. Mittels Interpolation. O

DEFINITION 10.3 (Dilatationsanalytische Potentiale). Sei o > 0. Wir sagen,
dass eine quadratische Form V auf L?(R3) genau dann zur Klasse F, gehort, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) V ist eine symmetrische Form mit Q(Hy) C Q(V), wobei Hy = —A.
(i) (Ho +id)~Y2V(Hy +1id)~1/? ist kompakt.
(iii) Die Familie der Operatoren

F(0) := (Hy +id) ™Y 2(u(9)Vu(h) ™) (Hy 4 id) "/, (10.3)

die fiir # € R definiert ist, ldsst sich zu einer analytischen, beschrinkten,
operator-wertigen Funktion auf dem Streifen B, = {6 : |Im(0)| < a} fort-
setzen. Hierbei ist V() = u(8)Vu(f)~! als Form zu verstehen, das heifit
V(0)(¥;¢) = V(u(=0), u(=0)9)).
Die Menge | J,,+ o Fa heiit die Familie der dilatationsanalytischen Potentiale.
Hat F(0) eine Fortsetzung auf den abgeschlossenen Streifen {0 : |Im(0)| < o},
die analytisch im Innere und Norm-stetig bis zum Rand ist, so sagen wir, dass V'
zur Klasse F, gehort.

SATZ 10.4. Sei V € F, und Hy = —A. Fiir 0 € By, sei Hy(0) = e 2°Hy. Wir
definieren die quadratische Form H(0) = Hy(0) + V(0) auf Q(Ho) als die Summe
der Formen Hy(0) und V (0). Dann gilt:

a) H(0) ist fir alle 0 € B, eine m-sektorielle Form, das heifst fiir alle e gibt es ein
29, sodass

Szome = {w : 2Imb — € < arg(w — 2z) < 2Imé + €} (10.4)

ein Sektor von H(0) ist, das heifst der numerische Wertebereich von H(0) liegt
in diesem Sektor.

b) H(9) ist eine analytische Familie vom Typ (B) im Gebiet By,.

¢) Fiir alle rellen ¢ ist u(p)H(O)u(p)™ = H(O + ¢).

BEWEIS. a) Sei A(0) := e*?H(0) = Hy + ¢*’V. Da H, selbstadjungiert und
e?V eine formbeschriinkte Storung von V' mit Formschranke gleich Null ist (da

(Ho +id)1/2V§ H% id Ejsl_/félkompakt ist, man erinnere sich hier an das Korollar
) 81

zu Weyls Satz es fiir alle 0 ein b, sodass
(0, V(@))| < 8(e0, (Ho + b)) (10.5)

Setzen wir nun e = arcsin(d), so ist arg[(p, (Ho + e*’V + b)p)] < e.
b) Offensichtlich ist A(#) analytisch vom Typ (B), deshalb ist auch H(f) analytisch
vom Typ (B).
¢) Fixiere ¢ € R und bemerke, dass u()H (0)u(p)~t und H(6 + ¢) analytisch in
B, sind und sogar gleich, wenn auch 6 € R.
(]

Es gibt auch eine Version von dilatationsanalytischen Potentialen im Operator-
Sinne.
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DEFINITION 10.5. Ein Operator V auf L?(R3) ist genau dann in der Klasse C,,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.
(i) V ist symmetrisch mit D(Hy) C D(V), wobei Hy = —A.
(ii) V(Ho +id)~! ist kompakt.
(iii) Die Familie der Operatoren F() := w(0)Vu(8) ' (Hy + id)~?, die fiir § € R
definiert ist, lasst sich zu einer analytischen, operator-wertigen Funktion auf
dem Streifen {0 : Imf < a} fortsetzen.

SATZ 10.6. Es gilt Co C Fy fiir alle a > 0.
Wir widmen uns nun einigen Beispielen.

BEISPIEL 10.7. Sei V ein Zentralpotential, welches durch eine reellwertige Funk-
tion V' (r) gegeben ist. Dann ist V() fiir # € R der Multiplikationsoperator mit
der Funktion V(er). Ist V(r) die analytische Fortsetzung V(z) auf dem Sektor
{z: Jargz| < a} mit

lim V(z)=0

|z|—o00,|largz|<B

und

[V (e*x)| |V (e'?a’)|
sup 5
0<lpl<p |z — 2’|
|],|="]<1
fiir alle 5 < «, so ist V dilatationsanalytisch.
Insbesondere ist V(9) fiir alle § € B,, der Multiplikationsoperator mit V' (er),
welcher in R + (L), ist. Das Coulomb-Potential ﬁ ist in Fi und das Yukawa-

Potential e;‘”

dedz’ < oo

fiir > 0 ist in F /o.

BEISPIEL 10.8. Dilatationsanalytische Potentiale miissen nicht , lokal ¢, das heif3t
Multiplikationsoperatoren sein. Sei beispielsweise ¢ € L? ein analytischer Vektor
fiir den infinitesimalen Generator von u(6). Dann hat {u(0)y}gcr eine analytische
Fortsetzung auf den Streifen {6 : |Imf| < a}. Sei also V' der zugehorige Rang-Eins-
Operator (1, )9, so ist V dilatationsanalytisch und V() = (¥(6), -)1(0).

Unser grofles Ziel dieses Abschnitts ist es das Spektrum eines N-Teilchen Hamilton-
Operators H auf LQ(R3(N ~1)) zu untersuchen, der durch Abseparation der Schwer-
punktsbewegung von H = — Z£1(_2Ni)_1Ai + i<, Vij entsteht. Hierbei soll V;;
ein auf L?(R?) dilatationsanalytischer Operator sein. Wir untersuchen zunéchst das
Zwei-Korper-Problem und verwenden dann die Methode des Zwei-Korper-Problems
in der allgemeinen Situation und verbinden diese mit den Weinberg—Van Winter-
Gleichungen und dem Ichinose-Lemma.

Satz 10.9. Sei Hy = —A auf L*(R3?) und sei V € F,, fiir ein a > 0. Ange-
nommen, 0 € By, und sei H(0) = e 2 Hy + V(0), dann gelten folgende Aussagen.

a) Das Spektrum o(H(6)) hdngt nur von Imé ab.

b) o(H(0)) besteht aus {72\ : X € [0,00)} Uy(h), wobei 04(0) eine Menge ist,
dessen einziger Hiufungspunkt Null sein kann. Jedes p € o4(0) ist ein Eigenwert
endlicher Multiplizitdt.

c) gq(0) = 04(6).
d) Ist 0 <Imf < /2, soist 04(0) CRU{p: —2Imb < argu < 0} und RNoy(f) =
opp(H(0)) \ {0}

e) Ist dariberhinaus 0 < Imp < Imf < 7/2, so ist o4(p) C oq(6).
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f) osc(H(0)) = 0.
:3.101
BEWwEIS. a) Folgt aus Satz il%i%ﬁ “Welcher besagt, dass H () unitédr dquivalent

{0 + ), ist, wenn ¢ € R und H(6)* = H(0).
b) impliziert, dass oess(€2? H(0)) = 0css(Ho) = [0,00). Dies zeigt die Behaup-

tung mit der Ausnahme, dass 04(6) a priori irgendwo Haufungspunkte in e 72R .
haben konnte. em:3.101
c¢) Folgt aus Satz @rﬁlﬁlﬁ besagt, dass H () unitir dquivalent zu H (6 + ¢)
ist, wenn € R und H(0)* = H(0).
d)
e)
f)
|
Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Ergebnis von Weyl, welches uns er-
laubte o.ss(H(6)) zu bestimmen. Im N-Teilchen Fall werden wir Weyls Satz durch
den HVZ-Satz ersetzen. Hier sind die Potentiale V;; () jedoch nicht mehr selbstad-
jungiert. Wir beweisen daher zunéchst folgendes Resultat.

SaTz 10.10. Sei H = Ho+ Y1,y Vij, wobei

(i) Ho = =31, (2u) 7 A,
(i) Vij = Vi; @ id unter der Zerlegung R*N = R? x R¥N =1 " wobei R® zur Koor-
dinate x; — x; korrespondiert und
(iii) jedes Vi; ist eine relative formkompakte Stérung von —A auf L*(R3), aber
nicht notwendigerweise symmetrisch.
Sei dann H gleich H mit abseparierter Schwerpunktsbewegqung. Definiere dann fiir
jeden Cluster C C {1,...,N} H(C;), wie beim HVZ-Satz. Wir nennen fir jede
Cluster-Zerlegung D = {C4,...,Cy} die Familie der Zahlen {E1 + ---Ey : E; €
caisc(H(C;))} die Menge der D-Thresholds, geschrieben als Xp. Sei & die Ver-
einigung tber alle D-Thresholds Xp, die mindestens zwei Cluster enthdlt. Dann
15t
Tess(H) € | J (A +[0,00).

Aex

Um die Notation des Hauptresultats zu vereinfachen fithren wir Folgendes ein.

DErFINITION 10.11. Sei Vj; € Fu fiir jedes Paar 1 < 7 < j < N und sei
f/z-j = V;; ®id auf L2(R3Y) beziiglich der Zerlegung R3"N = R x R3 V=1 wobei die
erste Koordinate x;—2; € Rist. Seien Hy=— Zﬁil(Q,ui)_lAi und H = fIO—i—E YN/U
Sei fiir € B, H(0) = e~ Hy+3_ V;;(6). Seien H () bzw. H gleich den Operatoren
H (0) bzw. H mit abseparierter Schwerpunktsbewegung Fiir jede Cluster-Zerlegung
D = {C,...,Cr} seien Lp(0) := {E1+ -+ Ex : E; € ogisc(Hc,(0))} und sei
E(0)L = Ug(p)>2 Ep(#). Sei schliefilich Emin =min{A: A € £(0)}.

SATZ 10.12. Sei H ein N-Teilchen Hamilton-Operator auf L*>(R*N=1)) mit
dilatationsanalytischen Paar-Wechselwirkungen, wie aus voriger Definition. Dann
gilt:

a) o(H(9)) und X(0) hingen lediglich von Tmé ab.
b) o(H(0)) = 0ess(0) Ucq(h), wobei oess = {in+e 2N : € X(0),\ €[0,00)} und
cq(0) das diskrete Spektrum von o(H()) ist.
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¢) 0q(0) = 0q(0) und $(0) = ().
d) (d1) Ist 0 < Imf < min{«a, 7/2}, so ist

Y(0) CRU{Smin + 1 : —2Imb < argp < 0} (10.6)

und RNX(0) = £(0).
(d2) Ist 0 < Imyp < Imf < /2, so ist E(p) C E(6).
(d3) Ist 0 < Imf < 7/2, so sind 04(0) C RU{Zmin + 1 : —2Imb < argp < 0}
und R 0104(6) = 7,y (H) \ 5(0).
(d4) Ist 0 < Imyp < Imf < /2, so ist oq(p) C oq(B).
e) osc(H) = 0.

KoOROLLAR 10.13. Jeder N-Teilchen-Hamilton-Operator mit Coulomb- oder
Yukawa- Wechselwirkungen und abseparierter Schwerpunktsbewegung hat leeres sin-
guldr-stetiges Spektrum.

Man nennt Eigenwerte von H(#), die in 04(0) \ 04(0) sind Resonanzen von H
und Punkte in ¥(6) \ ¥ heiBen komplexe Thresholds oder resonante Thresholds.

11. Aronszajn—Donoghue-Theorie und das Simon—Wolff-Kriterium zur
Abwesenheit von singulér-stetigem Spektrum

Wir betrachten einen selbstadjungierten Operator A : D(A) — H mit einfa-
chem Spektrum und untersuchen das Verhalten des Spektrums unter Rang-Eins-
Storungen. Dazu sei ¢ ein zyklischer Vektor fiir A, sprich die Menge {p(A4)d},,
wobei p durch die Menge aller Polynome auf R lduft ist dicht in . Sei dann

Ay = A+ A\o)(p| = A+ AP

definiert im Sinne quadratischer Formen. Sei weiter dug das zu A gehoérende Spek-
tralmafl das zu ¢ assoziiert ist, sprich

(6.49) = [ " [ wduno)

Die Borel-Stieltjes-Transformation von dpug ist dann

Fo(z) :/M7

T —z
welche bekanntermafen eine Pick-Funktion ist. (Sprich, sie ist analytisch auf der
oberen Halbebene und bildet diese wieder in sich selbst ab.) Mit der Theorie der
Randwerte folgt, dass Fy(z + i0) := lim._,o Fo(x + i€) existiert und Lebesgue-fast
iiberall endlich ist. Ahnlich ist

Glo) = / (duo(y)

z—y)?
mit inverser B(x) = G(z)~! fast iiberall endlich. Wie iiblich verwenden wir die
Konvention co~! = 0.

Typischerweise ist das absolut-stetige Spektrum von Operatoren recht stabil. Es
ist beispielsweise bekannt, dass 0(A)) = o(Ay ). Allerdings kann es passieren, dass
ein Teil des absolut-stetigen Spektrums von A in dichtes Punktspektrum iibergeht.
Typischerweise kann es passieren, dass dieses sogar in singulér-stetiges Spektrum
iibergeht. QMg&calil%gg ist singulér-stetiges Spektrum “generisch”, siehe auch Del
Rio et al IDRINSOAT).

Die beiden Hauptresultate dieses Abschnitts sind die Folgenden.
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SATZ 11.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(1) Fiir fast alle \ ist os.(Ax) = 0.
(2) Fir fast alle x ist B(x) + Im(Fp(x +i0)) > 0.

Die zweite Aussage besagt im Wesentlichen, dass
{z: B(z) >0} U{x: Im(Fo(x +i0)) > 0}

volles Lebesgue-Maf} hat, da B(x), Im(Fy(x +:0)) > 0. Tatséichlich sind die beiden
Mengen disjunkt wegen der Schranke

. dpo(y) —1
ImF’()(-T +'L€) = 6/ W < EB((IZ) .
SATZ 11.2. Seien —oo < a < b < oo fiziert. Dann sind die folgenden beiden

Aussagen dquivalent.
(1) Fir fast alle A ist 0(Ax) N (a,b) = opp(Ax) N (a,b).
(2) Fiir fast alle x € (a,b) ist B(xz) > 0.

Die folgenden Resultate von Aronszajn [?] und Donoghue [[?] sind der Schliifiel
im Beweis der beiden Theoreme.

aronszajndonoghue‘ SaTz 11.3 (Aronszajn, Donoghue). Seien

L:={z: ImFy(z +1i0) > 0}
Py :={z: B(z) >0 und Fy(x +1i0) = —1/A}
Sy :={x: B(z) =0 und Fy(z +1i0) = —1/A}.
Dann gilt fiir alle A # 0, dass die Trager von pS¢ pk? bzw. ps¢ gerade L, Py bzw.
Sy sind.

Im Folgenden verwenden wir die folgende Konsequenz aus der Resolventen-
Formel (Ay —2)7! — (A —2)71 = =\(4 — 2)"'P(A) — 2)~!. Betrachtet man den
Erwartungswert im Zustand ¢ erhilt man die Aronszajn—Krein-Formel

Fo(Z)

Fy(z) = TIARG) (11.1)

. zajndonoghue . | .
Fiir den Beweis von Satz il l% verwenden wir die folgende Zwischenbehauptung,
die das Punktspektrum betrifft.

SATZ 11.4 (Punktspektrum von Rang-Eins-Stérungen). Sei A # 0 fest. Dann

hat duy bei xog genau dann ein Atom, wenn
(1) limes, Fo(xo +i€) = —1/X und
(2) B(zo) # 0.

In diesem Fall ist po({xo}) = A\"2B(x0).

BEWEIS. Da

, dpx(y) , Yy — o
ImF)\(l‘O + 'L€) =€ / m und ReF)\(.T() + ZG) = m dILL)\(y)

folgt aus monotoner Konvergenz

pa(xo) = 215% elmF)(zg + 9€) mit llj% eReF)(xg +i€) =0. (11.2)

Wir zeigen jetzt, dass (1) immer (2) impliziert und py({xo}) = A72B(z0) gilt.
Sobald wir das gezeigt haben, folgt der Rest der Aussage, denn wenn py({xo}) # 0,
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dann gilt lim_,qg F\(x + i€) = 0o, was, wegen der Aronszajn—Krein-Formel @,
bedeutet, dass Fy(x + ie) — —1/A. Die Riickrichtung ist trivial ((1) impliziert (2)
mit der behaupteten Formel fiir py({zo})). Wir zeigen jetzt also, dass (2) aus (1)
folgt. Wegen monotoner Konvergenz ist

_ ) dpo(y) .1 .
1 _ — - .
B(zg)™" = 11rr(1) o2 lm% 6ImFo (z +i€) . (11.3) |eq:auxpp2

Wenn also Fy(x + i€) — —1/A, dann folgt daraus und @‘_X}m
Fy —1/A

lim — = —F——
=0 el dpy({zo})

und damit

lim Im ( Fo ) S
=0 " \eFy/)  Aun({zo})
Mit der Aronszajn—Krein-Formel @ ist die linke Seite aber gerade
e 'Im(1 + AFp) = e *AImFy — AB(z0) ',

~anxpp2
wobei wir @% letzten Schritt verwendet haben. Daraus folgt aber die behaup-
tete Formel juy({xo}) = A"2B(x0). O

indonogh
Fiir dep Bewsis von Satzi g Brauchen wir noch ipe weitere Zutat, die zum
Beispiel in [S1m05, Abschnitt 11.1] (oder Katznelson [Kat76b) H? gefunden werden

kann.

BEHAUPTUNG 11.5. Es gelten
(1) dp(z) = 7~ m(F(z + i0))dx
(2) dp*c ist auf {x : limsup. o Im(F (x + i€)) = oo} getragen. (Tatsichlich
gilt das fiir du®™9 = dpsc + duPP, da obige Menge keine Atome aufweist.)
(3) B(x) > 0 impliziert, dass lime o F(x + i€) existiert und reell ist.

Aus (2) und (3) dieser Behauptung folgt insbesondere, dass p5¢ auf
{z: Bo(x) =0} U{x: B(z) >0 und Fy(z +i0) = —1/A}

getragen ist (mit Bo(z) = B(z) unter ,Missbrauch“ der Notation). Da aber die
zweite Menge gerade der Tréger von pf” ist, ist das singulér stetige Mafl dieser
Menge Null, da es keine Atome sieht. Daraus folgt, dass p3° tatséchlich nur auf
{z : B(x) = 0} getragen ist. Es verbleibt damit zu zeigen, dass mu$® auf {z :
Im(Fy(z +40)) > 0} getragen ist. Aber das folgt aus der allgemeinen Theorie von
Borelmaflen und der Aronszajn—Krein-Formel , denn

1 ) 1 Ey
dps© = —Im(F 0)) =—-I1
45 = Tmn(Fy(o +i0) = 2t (1)
sowie der Tatsache, dass die Abbildung w — w/(1 + Mw) die obere Halbebene
{z € C: Im(z) > 0} wieder in sich selbst abbildet (also eine Pick-Funktion ist).
Daraus folgt

{z : Im(Fy(z +10)) > 0} = {x : Im(Fy(x +:0)) >0} =1L,
zajndonoghue
was den Beweis von Satz schlief3t. O
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. . L. . i wolffldi wolff2 .
Um die Simon—Wolff-Kriterien (Sétze un zu zeigen, brauchen wir

noch eine letzte Zutat. Fiir unser (Wahrscheinlichkeits)-Maf} 115 definieren wir fiir
jedes A (fiir ||¢]| = 1) das gewichtete Mittel
dX
w0 = [ @17 eck, (11.4)
SATZ 11.6. n und das Lebesque-Maj8 sind miteinander dquivalent.

BEWEIS. Da |z — z|7! < 1/|Im 2| fiir alle z € R, gilt fiir alle 2 mit Im 2z > 0,

H(z) ::/xdi?z :/1?A2FA(Z)'

Nach einer elementarer Kontourintegration erhalten wir fiir w € C mit Imw > 0
d\ w 0 m
= = H(z)= ———.
/R 1+X2 14+ M wl—i (2) Fo(z)~1 —14

Aber da Im(Fy(z)) > 0 in der oberen Halbebene ist, folgt, dass |H(z)| < m und
insbesondere Im(H (z)) < 7. Da aber (mit monotoner Konvergenz)

1
—Im(H (z + i€)) dz — dn
7T

folt, dass dn < dx, sprich dn ist absolut stetig bzgl. Lebesgue.
Es verbleibt also die Umkehrung zu zeigen. Lésst man € — 0 in H(z) =
7/(Fo(2)~! — i) gehen, folgt

{z : Im(H(x +1i0)) =0} = {z: Fy(x +1i0) =0}.
Aber da die rechte Seite Lebesgue-Mafl Null hat (wegen allgemeiner Prinzipien

fir Randwerte analytischer Funktionen) folgt, dass dn = 7 'Im(H (z + 40))dx
tatsdchlich dquivalent zum Lebesgue-Maf ist. O

Wir kommen damit zum

simonwolff1 d hue
BEWEIS VON SATZ MTheoremi Ig fzoagnf Bereits p5E(R) = pa (R\ (PAU
L)). Das bedeutet, dass o4.(Ay) = 0 fiir fast alle A\ genau dann, wenn u,\(]R \ (P\U
L)) = 0 fiir fast alle \. Aber das passiert genau dann, wenn

/%MA(R\(PAUM)=77(R\(PAUL))=0~

Da aber das Mafl 1 &quivalent zum Lebesgue-Ma# ist, ist die Behauptung os.(A4)) =
() fiir fast alle A dquivalent dazu, dass das Lebesgue-Mafl von R\ (P, U L)) Null

ist. Dies ist aber dquivalent dazu, dass fast alle Eza{ﬁ% 5,5 %iuréd. Nach nochmaliger
Anwendung des Aronszajn—Donoghue-Satzes olgt also die Behauptung. [
Analog folgt der

simonwolff2
BEWEIS VON SATZ mzeigen die Behauptung hier fiir a = —oco und b =
00. D1e Vderallggmemerung erfolgt analog. Mit dem Aronszajn—Donoghue-Theorem

. o R) + 15 = pa(R\ Py). Jetzt konnen wir wie im Beweis von Theorem
WO Lf] O

11.1. Beispiele.

11.2. Anwendungen fiir zufillige Schrédingeroperatoren.
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12. Eigenschaften von Eigenfunktionen

12.1. Regularitit von Eigenfunktionen. In diesem Abschnitt untersuchen
wir die Regularitdt und den Abfall von Eigenfunktionen. Von der Fouriertrans-
formation wissen wir, dass je glatter eine Funktion ist, desto schneller fallt ih-
re Fouriertransformation ab, das heifit man kann bereits erahnen, dass diese bei-
den Eigenschaften stark voneinander abhéngen werden. Wir betrachten zunéchst
die Glattheit, dann den Abfall im Sinne, dass ¢ € D (ea|“") unter bestimmten
Umsténden. Schlielich werden wir diese Ideen kombinieren, um punktweise Schran-
ken |¢(z)| < const e~**l zu erhalten.

Um die Resultate tiber die Glattheit formulieren zu kénnen, fithren wir zunéchst
den Raum der gleichméfig Holder-stetigen Funktionen ein.

DEFINITION 12.1 (GleichméBig Holder-stetige Funktionen). Sei 0 < 6 < 1.
Dann heifit f € Cy(R™) genau dann gleichmdfig Hélder-stetig, wenn f : R™ — R
beschriankt ist und

[f(x) — f(y)| < const |z —y|° (12.1)
fiir alle z,y € R™ erfiillt. Wir setzen

[f(x) = f(y)|

1£1lgy = Il fll oo +sup 3 (12.2)
ety | —y|

und bemerken, dass dies eine Semi-Norm ist.
Wir sagen, dass f € Cj ist, wenn f beschréinkt und stetig differenzierbar ist

und fiir alle j =1, ...,n die partielle Ableitung % € Cp(R™) ist. Dann setzen wir

1/

01 =1 loe + 1Dl - (12.3)
j=1

Die Verbindung zwischen Holder-Stetigkeit und der Fouriertransformation wird
durch folgendes Lemma illustriert. Je stirker die Fouriertransformierte im Unend-
lichen abfillt, umso , besser “ ist ihre Holder-Stetigkeit.

LEMMA 12.2. Sei (14 €2)P/2f(¢) € LY(R™), dann gilt:
a) Ist 0 < B <1, soist f € Cg und man hat die Abschitzung

sy < const ||(1+€3)7/2f]| . (12.4)

b) Ist1< <2, s0ist fe 6%71 und man hat die Abschdtzung

1o S en || @ +972F]| (12.5)

BEWEIS. a) Sei 0 < f < 1. Fiir s € R ist |ei571’ < 2 und |ei571| <
UOS e“dt‘ < s, das heifit ‘e” — 1| < ¢P21=P_ Daher ist

{eiwg o eiy§| _

ey _1| < 2P el |z — g7, (12.6)
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sodass
1)~ 0 S ey [ 700l —ev]ag < [ 20 [ | @) 16 ae] o - o1
- (Qﬂ)n/Q — (277)71/2
21-8 s
<= |l(1+ %)~ H —y?.
< Gy [+ €25 1l
(12.7)
Da
Il < || £, < [ +eP2f] [+ e
ist, folgt die Behauptung.
b) Analog zum Beweis von a), da § —1 € (0, 1).
[
Wir kénnen damit sehen, wie glatt eine Eigenfunktion von H = —A + V sein

wird,eg{elnrll V € L? + L™ ist. In diesem Setup ist D(—A) = DA(H) nach Katos Satz

Jenn also ¢ € D(—A) = H3(R3) ist, dann ist (1 + £2)y € L2(R?), das heifit
(14+€2)P/2¢p € L' (da dann (14€2)~(1=8/2) ¢ L2(R?)) fiir alle § < 1. Daraus folgt,
dass D(H) C Cp fiir 6 < 1/2.

Intuitiv ist klar, dass die Eigenfunktionen von N-Teilchen-Hamilton-Operatoren
mit Zwei-Korper-Potentialen keine schlimmeren Singularitéiten als die Eigenfunk-
tionen von 2-Teilchen-Hamilton-Operatoren mit Zwei-Korper-Potentialen haben.
Um ein genaues Resultat formulieren zu kénnen, fithren wir eine spezielle Klasse
von Potentialen ein.

DEFINITION 12.3. Sei n fix und nehme sowohl o > 1, als auch o > & an. Eine

reellwertige, messbare Funktion V : R® — R ist genau dann in der Klasse Mé"),
wenn
VeL” +1L,

der zu o duale Index ist, das heifit % + L =1

o/

1

.
wobei 0’ = ——=

BEISPIEL 12.4. Sei V(r) = 1 das Coulomb-Potential in R?, dann ist V() =

ﬁ € Lo + L', wenn o’ > 3/2, das heifit V' € M£3)7 wenn o < 3. Dasselbe Resultat
erhiilt man fiir das Yukawa-Potential &

T

SATZ 12.5. Es gelten folgende Aussagen.

a) Isto > 2 und o > % undV € Mén), so0 st V relativ —A-beschrdankt mit relativer

Schranke gleich Null.
b) Istc > 1 und o > 5 und V € M((,n), so ist V' relativ —A-formbeschrinkt mit
relativer Form-Schranke gleich Null.

BEWEIS. a) Wir erinnern uns, dass, wenn V relativ —A-kompakt ist, dann ist
V relativ —A-beschriankt mit relativer Schranke gleich Null. Mit dem Satz von

(€ +a) WV x9)|| < calll, (mit
a > 0) fiir alle ¢ € L? zu zeigen, wobei ¢, unabhiingig von 1 ist, aber beliebig

klein gemacht werden kann, wenn man a erhoht. Dies folgt aber aus der Young-

und der verallgemeinerten Holder-Ungleichung, denn mit o/ < 2, o/ < L5,

Plancherel brauchen wir daher lediglich
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V= Vl + Vgl, WO Vl € L' und VU/ c L"/, ist fiir ein R >0
o, <€+ ], + € 0],

<l + ) ] 1ls + €+ o, [V | 1
(12.8)
wobei p > § sein muss, weshalb wegen 1—&—% = %—1% = %—F%, r= # < S st

r erfiillt also sowohl r < 2 (fiir n > 4), als auch r < 5, womit r = o' erlaubt
ist. Per Voraussetzung existieren alle Integrale in der letzten Abschitzung (o >

n/2).
b) Analog zu a).
(|

Das folgende Resultat gibt erste Eigenschaften iiber die Regularitéit von Eigen-

funktionen, da jede Eigenfunktion von H sicherlich in C>° (E[ ) ist. Da C*° (ﬁ ) links-

invariant unter e~** ist, propagieren die Regularititseigenschaften von Losungen

der zeitabhéingigen Schriodinger-Gleichung in der Zeit.

SaTz 12.6 (Kato-Simon). Sei H = — Zilﬂui)’lAi + > i< Vij(i — ;) als
Operator auf L>(R™Y). Angenommen, es ist o > 1, o > 5 und, dass jedes Vi; €
Mé”). Dann gelten folgende Aussagen.

a) Ist i € C™(H), so ist ) € Cy fiir alle 6 < min {1,2 — 2}.

b) Ist o >n und o € C°(H), so ist p € C§ fiir alle § <1 — =

Dariiberhinaus sind die Finbettungen stetig, im Sinne, dass fir gegebenes 6 Kon-
stanten m und ¢ gibt mit ||| 4) < ¢ (Hf{me + ||w||> fiir alle ¢ € C®°(H).

Identische Resultate sind wahr, wenn man H durch H, dem Operator auf
LQ(R?’(N_U) ersetzt, den man durch Abseparation der Schwerpunktsbewegung von
H erhiilt.

BEWEIS. Wir betrachten lediglich den Fall o > 2, um quadratische Formen zu
vermeiden. Sei Hy = — Y"1 (211) ' A und sei #o(€) die Funktion SN (2u;) 1€
auf R3V. Die Idee ist obiges Lemma zu verwenden.

Wir behaupten dann zunéchst, dass

| t0(©) + 12055 5] < const (129)

fir alle p € [1,2], n € LP(R"™) und B mit 8 > g% wahr ist. Hierbei héngt die
Konstante lediglich von ¢y, V;; und 3 ab.

BEWEIS DER ZWISCHENBEHAUPTUNG. Sei f die R™-Fouriertransformation von
Vi; (wohingegen V;; die Fouriertransformation in allen Nn Variablen ist), dann ist

N 1
(Vi xm) (&1, -, €N) = = /Rn FEIN(a, & — by s § + Ky EN)dE.
(12.10)

Fiir p < 2 und o > 2 ist dann mit der Holder- und der Young-Ungleichung zunéchst
1€+ 1= F o, <[ +D7PI N F o el (12.11)
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fir ¢ € LP(R"), denn wegen 8 > 2 ist (£ + 1)~ € L7. (Die verallgemeinerte

Holder-Ungleichung impliziert, dass % = % + %, womit é = % — % ist. Mit der
i - 1 1_14t1, 1
Youngschen Ungleichung ist 1 + 1= 1+ > o= p T o Was gerade passt, denn

1= % + %) Aus dieser Ungleichung kénnen wir sofort
HKgi__§»2_+]l—ﬁﬁ%wanpjgconﬂ:Hn”p (12.12)

folgern, indem wir die obige Ungleichung hoch p nehmen und {iber Dummy-Variablen
integrieren. Da [(& — &;)% + 1)P[to(€) + 1]77 beschrinkt ist, folgt die Zwischenbe-
hauptung. |

Wir nehmen im Folgenden p € [1,2] und # > g% an und erinnern uns, dass,

wenn ¢ € D(H) ist, sowohl ¢, als auch F(H) in L? sind. Dann behaupten wir als
Nichstes, dass (to(&) + 1)1 € LP ist.

BEWEIS DER ZWISCHENBEHAUPTUNG. Wir schreiben

b=F [(H0 +id) "N (H +id — V)

= (o) + )7 (FUTD) +) = Gz (of©) + )7 3 Vi

(10(6) + D9 = (10(6) + 1) (FUY) + ) = G (to(©) + 1) YV .
1<J(12.13)

Aus der ersten Zwischenbehauptung folgt (da 1), Vij s, F(Hv) € LP sind) dann,
dass (to(€) + 1)) € LP ist. O

Wir kénnen jetzt den Beweis schliefen. Da o > % ist, wihlen wir 3 so, dass

5= < 8 < 1. Angenommen nun +) € C°°(H ), dann ist wegen der zweiten Zwischen-
behauptung

E+ 1" PFH™Y) e L? (12.14)

fiir alle m. Schreibt man nun F(H™) = F(H™) (€2 +1)' P2 +1)"1+F, 50 sieht
man, dass F(H™ip) € L7 (fiir ¢ > 1) ist, wenn (€2 + 1)~ e L7 ist, wobei r die
Gleichung ¢ — ¢ = 3 erfiillen muss. Da (§% +1)7"*7 € L" fiir alle r € (ro,o0)
mit einem rg < oo ist, muss also % — % < % fir ¢ > 1 gelten. Iteriert man dieses
Argument nun j mal, so sieht man, dass ]—'(f[mw) € L9 ist, solange % — rJT) < %
ist. Wahlt man j geschickt, so kann man schlieflen, dass F (fI 1) und 1& in L' sind.
Verwendet man nun die zweite Zwischenbehauptung noch einmal, so sieht man,
dass (€2 + 1)'P¢ e L' ist, solange 8 > 5= und ¢ € C>°(H) ist. Man kann
nun das Lemma verwenden, woraus folgt, dass ¢ € Ca_23, das heifit ¢ € Cy mit
0 < min{l, — 3} ist. Analog folgt fiir 1 — 8 € (1,2) und —2 < 3 < 0, dass
Y € Cllfzﬁ, das heifit ¢ € Cj fiir 6 <1 — = ist. O

BEMERKUNG 12.7. Wir sehen, dass die Eigenfunktionen Holder-stetiger wer-
den, je weniger schlimm die Singularitdt von V' am Urpsrung ist, denn 6 fillt mit
fallendem o, also steigendem o', wobei V € L? + L' war. Fouriertransformiert
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man also V' zuriick, so wird in diesem Szenario die Singularitéit von V' am Ursprung
schlimmer.

KOROLLAR 12.8. Sei H ein atomarer Hamilton-Operator, dann ist jedes ¢ €
C>®(H) eine C®-Funktion auf R3WN=D\ {{x1,...,xn) : einz; = 0 oder ein x; =
xj}. Zudem ist sie Holder-stetig von der Ordnung 6 auf ganz R3NV=1) obei 6 < 1.

BEWEIS. Dass
P e C®(R3WVVN\ {(x1,...,zx) : ein ; = 0 oder ein z; = z;}

folgt aus der elliptischen Regularitit des atomaren Hamilton-Operators, denn so-
wohl das Coulomb-Potential des Kerns, als auch die Coulomb-Wechselwirkungen,
sind auf diesem Gebiet glatte Funktionen. Das zweite Resultat folgt aus dem vorigen
Satz. a

12.2. Exponentieller Abfall von Eigenfunktionen von N-Teilchenoperatoren.
Im zweiten Teil dieses Abschnitts beschiftigen wir uns mit dem (exponentiellen) Ab-
fallverhalten von Eigenfunktionen im diskreten Spektrum. Wir beginnen zunéchst
mit L2-Abschiitzungen, ehe wir punktweise Schranken beweisen. Wir erinnern uns
zunéchst noch einmal an die Definition analytischer Vektoren.

DEFINITION 12.9 (Analytischer Vektor). Sei A ein Operator auf einem Hilber-
traum H. Man nennt die Menge C*(A) := (2, D(A™) die C*°-Vektoren von A.
Eigenvektoren von A sind damit automatisch in C*°(A).

Ein Vektor ¢ € C*°(A) heifit analytischer Vektor von A, wenn

o0 A"
A%l o (12.15)
n!
n=0

fiir ein ¢ > 0.

SATZ 12.10. Sei H = — 321 (200) T i+ 1 iy Vi (@i — ) auf L(R3Y)
und H gleich H mit abseparierter Schwerpunktsbewequng auf LQ(R?’(N*I)), Wir
nehmen an, dass jedes f/ij eine —A-formbeschrinkte Storung auf R® mit relativer
Schranke gleich Null ist. Sei E € og4is.(H) ein Eigenwert mit Hiyp = Ev. Dann ist

: : s(N-1) o\ s
¥ € D(e) fiir ein a > 0, wobei r = (E x) beziiglich einer Menge von

j=1 J
Koordinaten in R3WV=1)
BEwEIS. Da
3(N-1)
e’ < exp (a\/S(N — 1) max \1:]|> < Z exp (a\/S(N - 1)|xj|> (12.16)
j=1

ist, miissen wir lediglich zeigen, dass 1 ein analytischer Vektor fiir jeden Orts-
Operator z; ist.

Wir schreiben nun H = Hy + V mit Hy = t(p), wobei p das 3(N — 1)-Tupel
von Operatoren p; = —i% sein soll und ganz allgemein ¢(v) = >, _; a;;v;v; und
{a;;j}i,; eine positiv definite Matrix sind. Die Idee ist es nun die Techniken der
dilatationsanalytischen Potentiale, jedoch mit einer anderen Gruppe zu verwenden.

Wir fixieren dazu zunéchst j und definieren W(a) := €'*%3, sowie

Ho(r) := W(a)HoW (a) ™" = t(p1, ., pj — @, ooy D3(N—1)) (12.17)
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und (da V lediglich ein Multiplikationsoperator ist)
V(o) :=W(@VW() =V (12.18)

Damit haben sowohl Hy(«), als auch V(«) analytische Fortsetzungen auf die ge-
samte a-Ebene. Dariiberhinaus ist es leicht zu sehen dass fiir jedes fixierte «,
1Hy < Re(Hop(a)) 4 ¢4 ist. Daraus folgt, dass H(« Ei(a) £V (s 5elne ganze
analytlsche Familie vom gBt)1 Ist (siehe auch K Korollar amit konnen wir
die Theorie aus AbbchmttE Verwenden, Das %eﬂ% es glbt ein ¢ > 0 und Funktionen
fise, f in {a @ Ja| < a}, die hochstens algebraische Smgularltaten bei a = 0 ha-
ben kénnen, das heifit die Zweige von fi(a), ..., fr(a) sind alle Ej digenwerto yon H(a)
nahe E. Man erinnere sich hier auch an die Sitze F.17 und Mj Dartiberhinaus
gibt es eine projektorwertige, analytische Funktion P(«a) auf {« : |a| < a}, sodass
Ran(P(«)) die Menge der Eigenvektoren von H(«) mit dazugehorigen Eigenwer-
ten fi(a),..., fr(a) ist. Offensichtlich hat P(«) endlichen Rang. Insbesondere ist
fir « € R, H(a) = W(a)HW (a)~! und daher fi(a) = -+ = fr(a) = E und
W (a)P(0)W (a)~! = P(a). Aufgrund der Analytizitit der f; sind die f; gleich E
und

W () P(a)W(ag) ™! = P(a + ap) (12.19)

wenn ag € R mit |o| < a und |a + ag| < a. Dass ¢ dann ein analytischer Vektor
von z; ist, folgt aus dem folgenden Lemma von O’Connor. (]

LEMMA 12.11 (O’Connor). Sei W(a) = 4 eine einparametrige unitire Grup
pe (das heifft A muss nach dem Satz von Stone selbstadjungiert sein) und sei D C C
ein zusammenhdngendes Gebiet mit 0 € D. Angenommen, dass es auf D eine pro-
jektorwertige, analytische Funktion P(«) gibt, sodass P(0) endlichen Rang hat und

W () P(a)W (ag) ™! = P(a + ap) (12.20)
fir alle Paare (o, ) mit ag € R und o, + a9 € D, erfiillt. Sei 1p € Ran(P(0)).

Dann hat die Funktion ¢(«) := W(a)y eine analytische Fortsetzung von D N R
nach D. Insbesondere ist 1 ein analytischer Vektor von A.

BEWEIS. Sei Ap die Menge aller Vektoren ¢, fiir die p(a) := W(a)p eine
analytische Fortsetzung von D N'R nach D hat. Dann ist Ap in dem zugrunde
liegenden Hilbertraum, womit P(0)[.Ap] dicht in Ran(P(0)) liegt. Da P(0) endlichen
Rang hat, ist P(0)[Ap] = Ran(P(0)). Daher miissen wir lediglich P(0)[Ap] C Ap
zeigen. Sei dazu ¢ € Ap und sei n(a) = P(a)p(w) fiir a € D. Offensichtlich ist
n(a) analytisch und fir « € D NR gilt

1) = P)W(a)p = W(a)(P(0)g), (1221)
das heiit P(0)p € Ap. O

Um genauere Aussagen iiber die Konstante a in D(e") zu erhalten, beschiftigen
wir uns zunéchst ein wenig mit Kinematik.

DEFINITION 12.12. Gegeben seien Teilchen mit Massen p1, pio, ..., pn an Punk-
ten z1,...,zx. Dann definieren wir folgende kinematische Groflen:
(1) Gesamtmasse: M = Ef\;l i >0
(2) Schwerpunkt: R = M~! Zf\;l piz; € R3

i e — 15NV P2 /2
(3) Gyrationsradius: r = (M~ 7.0, pi(xz; — R) >0
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DEFINITION 12.13 (Normale Koordinaten). Sei Hy ein N-Teilchen Hamilton-
Operator ohne externes Potential und ohne Wechselwirkungen auf L?(R3*Y). Eine
Menge von Koordinaten (1, ..., (n_1, die orthogonal zum Schwerpunkt R sind, heifit
genau dann eine Menge von normalen Koordinaten, wenn

N—-1
. 1
Ho=—— 2+ A ). 12.22
0 2M<R+ ‘1> ( )

i=1
Damit man sieht, dass solche normalen Koordinaten iiberhaupt existieren, gehen
wir zunéchst zu Jacobi-Koordinaten &, ..., &y —1 iiber, sodass

1 =1
Hy=—=—Ap— Y —A. 12.23
0= 57 0r ; o S (12.23)
Dann definiert man einfach (; := ”ﬁfj

Folgende Resultate betreffen die neuen kinematischen Grofen.

SaTz 12.14. a) Der Gyrationsradius v hingt nur von den zum Schwerpunkt
orthogonalen Koordinaten {¢; YN 7" ab.
b) Ist {¢;}7" eine Menge von normalen Koordinaten, so ist explizit

N-1 1/2
r= <Z |C¢|2> (12.24)
i=1
BEWwWEILS. Wir bemerken zunéchst, dass

N
Mr® + MR* =" pa} (12.25)
i=1

ist. Sei n; = (%)1/2 x;, sodass

. 1 X
Hy=—— A, 12.2
0 2M Pt i ( 63‘)
und
N
Mr®+ MR> =M > 7} (12.26b)
=1

ist. Wechselt man nun Koordinaten von (11, ...,nn) z2u (R,(1,...,(N—1), SO sieht
man anhang der ersten Gleichung, dass ((i,...,(n,) eine Menge orthogonaler Ko-
ordinaten ist fiir die nach der zweiten Gleichung

N—-1
P+ R?P=R+> (] (12.27)
=1

gilt. [

SaTz 12.15 (O’Connor-Combes-Thomas). Sei H = Hy + di<icjen Vij ein
N-Teilchen-Operator auf L*(R3N), wobei jedes Vij € R+ (L), der Rollnik-Klasse,
sein soll. Sei H der Operator auf L>(R3N=1), den man durch Abseparation der
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Schwerpunktsbewegung von H erhilt. Sei ¥ = inf ooy (H) und sei ) eine Eigenfunk-
tion von H mit Eigenwert E < X. Dann ist ) € D(e®"), wobei r der Gyrationsradius
ist, wann immer a® < 2M (X — E) ist.

eedSimon1978

BEWEIS. Siche [RST8 O

Sind die Potentiale sogar dilatationsanalytisch, so kann der exponentielle Ab-
fall auch von Eigenfunktionen bewiesen werden, deren Eigenwerte im wesentlichen
Spektrum liegen, bei Schrodingeroperatoren also positiv sind. Dies wird besonders
im néchsten Abschnitt wichtig sein.

SATZ 12.16. Sei H = Hy + ZKJ- Vij, wobei jeder Multiplikationsoperator Vi; €

Fp fir ein B > 0 dilatationsanalytisch sein soll. Dann gelten folgende Aussagen.

a) 1 € D(e) fir ein a > 0.

b) Ist U(0) eine Familie von Dilatationen und By = min {8, 2}, so hat U(0)) =
¥(0) eine analytische Fortsetzung auf den Streifen {0 : ITmf < o} und (0) €
D(e") fiir ein a > 0.

¢) Ist E grifer als der gréfite Threshold (also im Kontinuum eingebettet), so kann
Bo aus b) als By = min{B, 7} gewdhit werden.

d) Hat jedes V;;(0) eine Fortsetzung auf den Streifen {6 : Imf < 5}, die analytisch
im Interior des Streifens und stetig auf dem gesamten Streifen ist, und, wenn
B < 5 (bzw., wenn E grifer als der grofite Threshold ist, § < ), dann hat
¥(0) eine Fortsetzung auf diesen Streifen, die analytisch im Interior und stetig

auf dem gesamten Streifen ist, sodass 1(0) € D(e*") fiir ein a > 0.
eedSimonl1978

BEWEIS. Siehe HKRS’?S . O

BEMERKUNG 12.17. Es gibt auch von diesem Satz eine ,,scharfe* Version, die
eine Abschétzung an die Konstante a liefert.

Schliellich beweisen wir noch punktweise exponentielle Schranken. Diese fol-
gen im Allgemeinen sehr einfach aus den exponentiellen L?-Schranken, wenn das
Potential in einer hinreichend grofien M,-Klasse ist.

SATZ 12.18. Sei H ein N-Teilchen-Operator auf L*>(R*N=1) mit Potentialen,

die in der Klasse M5 fiir ein o > % sein sollen (Coulomb ist damit enthalten,).
Angenommen, 1 € C*°(H) und H™p € D(e®") fiir ein a und alle n, wobei r der
Gyrationsradius ist. Dann gibt es fir alle ¢ > 0 eine Konstante c., sodass

[$(Q)] < cce™ (@7 (12.28)

fir alle ¢ erfullt ist. Sind dardberhinaus alle Vi; € MS’), Vij € R+(L*>®), und ¢ eine
Eigenfunggion zum figenwert E' < X = inf Oess(H) (das heifst die Voraussetzungen

von Satz onnor—Combes—Thomas) sind erfillt), so ist

(O] < cae™” (12.29)

fir alle a < \/2M (¥ — E).

BEWEIS. Der Beweis stiitzt sich auf den Beweis des Paley-Wiener-Satzes, ver-
wendet also Eigenschaften der Fouriertransformation. Wir gehen zunéchst in nor-

1/2
male Koordinaten iiber, sodass r = (Zi\;l |Cl-|2) . Fir ¢ € D(e?) ist auch
@ 1= e %Cp(¢) € LYR3WD) fiir alle ¢ € C3WV=Y mit |Imé| < a, da e™*" € L?
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fiir alle b > 0. Dariiberhinaus ist die Abbildung & — ¢, als L'-Funktion in ¢
analytisch. Daher ist auch die ,, Fouriertransformierte“

26) = Grms | 90K (1230)

analytisch in der Rohre {¢& € C3(V=1 : |¢| < a}. Wegen des Plancherel-Satzes gibt
es fiir alle b < a eine Konstante ¢, mit

/ ( )|¢(£+m)|2d£ < a, (12.31)
R3(N-1

wobei |k| < b sein muss. Wir verwenden nun die Techniken des Beweises vom Satz
von Kato und Simon uber die Glattheit von Eigenfunktionen. Zuniichst erfiillt ¢(£)
nach analytischer Fortsetzung die Gleichung
1, 1 . _

—£°Q —— Vine(& —n)dn=H 12.32
57O + G [, Vel man=Tae (123
fiir alle £ mit |Imé| < a und ¢, Hp € D(e"). Man kann damit zeigen, dass es fiir
alle b < a eine Konstante Dy, gibt mit

/]R3(Nfl)

wobei wieder |k| < b und ¢, Hi, ..., H™)p € D(e®) fiir geeignetes m sind. Da
(- +ik) die Fouriertransformierte von e®¢1(() ist, impliziert die letzte Gleichung,

dass (6]l < e ||9] )

P+ m)‘ d¢ < Dy, (12.33)

Dy

|eng¢(0| < W7 (12-34)

wobel |k| < b ist. Bildet man iiber beide Seiten das Supremum iiber alle k, erhiilt
man
D,

|ebT7/)(<)| < Wa (12-35)

wobel b =a — € < a fiir ein € > 0 ist. O

KOROLLAR 12.19. Sei H ein atomarer Hamilton-Operator. Dann erfiillt jede
FEigenfunktion v zu einem Eigenwert aus dem diskreten Spektrum die punktweise
Abschitzung

(O] < cae™ (12.36)
fiir ein a > 0.

12.3, Exponentieller Abfall von Eigenfunktionen von Ein-Teilchenoperatoren.
In [Agm82| entwickelte Agmon robuste Methoden, mit denen er den exponenti-
ellen Abfall von Eigenfunktionen von Schrédingeroperatoren zeigen konnte, sofern
der zugehdrige Eigenwert unterhalb des wesentlichen Spekt mon jogt. Fiir einen
Uberblick iiber weitere Ergebnisse verweisen wir au n diesem Ab-

. . 00S e:Lrln eZAUAL
schnitt halten wir folgendes Resultat von Frank [RS2T[ Appendix B fest, welches
den exponentiellen Abfall unter minimalen Bedmgungen zeigt. Im Folgenden sei

Eo :=infoes(—A+ V) € RU {+00} (12.37)

das Infimum des wesentlichen Spektrums des Schrodingeroperators —A 4+ V', wann
immer er sinnvoll definiert ist.
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expdecay‘minimalassum‘ SATZ 12.20. SeiV reellwertig und messbar sodass Vy € L (R?) und V_ relativ

loc

—A-formbeschrinkt mit Formschranke < 1 ist. Dann gibt es fiir jedes E' < Eo, eine
Konstante Cgr < 00, sodass fiir alle E < E' und jede Eigenfunktion ¥ € D(—A+V)
mit (—A+ V)¢ = Ey gilt

| T (VR + Vil + (B = Buf) do < Cp 0l (1239
BEMERKUNGEN 12.21. (1) Wir betonen, dass Es = oo erlaubt ist (wie

z.B. beim harmonischen Oszillator). In diesem Fall kann E’ beliebig grof§
gewdhlt werden. Fir F,, < oo kann der Exponent E' — E als jede be-
liebige Zahl < v/ E, — E gewihlt werden.

(2) Unter den gegebenen Annahmen ist 1) nicht notwendigerweise (wesentlich)
beschrinkt. Aus diesem Grund kann keine Aussage iiber einen punktwei-
sen exponentiellen Abfall gemacht werden. Der exponentielle Abfall wird
stattdessen im “Energieform”-Sinne gemessen.

. ayminimalassum . L.
Der Beweis von Satz eruht auf folgender geometrische g&larakterlsle—
erssonl9

rung des Infimums des wesentlichen Spektrums von Persson [Per60[. Fiir ein Kom-
paktum K C R definieren wir

¥, (=A+V)y)

El(—A+V‘Rd\K) = 1nf{ ||¢||2

s e D(-A+V), wIK:O} .
(12.39)

Offenbar ist E1(—A+V|ga\ k) nicht-fallend, wenn K vergrofiert wird. Ergo existiert
SUP g CRa kompakt 21(—A + V|ga\ ) und nimmt einen Wert in R U {+oo} an. Wir
haben dann folgende Charakterisierung von Eo,.

SATZ 12.22. Sei V reellwertig und messbar sodass Vi € Li. (R?) und V_ re-
lativ —A-formbeschrinkt mit Formschranke < 1 ist. Dann ist das Infimum des
wesentlichen Spektrums von —A +V durch

E, = sup Ei1(=A+V|ga\ k) (12.40)
KCR? kompakt

gegeben.

13. Die Einfachheit des Grundzustandes

In diesem Abschnitt betrachten wir einen selbstadjungierten Operator H, der
von unten beschrankt ist und dessen tiefster Punkt im Spektrum ein Eigenwert ist.
Wir werden dann Kriterien finden, aus denen folgt, dass der zugehé¢rige Eigenraum
eindimensional ist und die zugehorige Eigenfunktion echt positiv ist. Der tiefs-
te Eigenwert wird Grundzustandsenergie und die zugehorige Eigenfunktion wird
Grundzustand genannt.

In der Praxis werden die gefundenen Kriterien mit Hilfe der Stérungstheorie ve-
rifiziert. Das mag auf den ersten Blick etwas erstaunen, da wir an Schrédingeroperatoren
—A +V auf R? interessiert sind, —A jedoch gar keine Eigenfunktionen besitzt. Die
Resultate werden daher oftmals lauten: , Entweder hat H keine Eigenwerte unter-
halb des wesentlichen Spektrums, oder H hat eine entartete Grundzustandsenergie,
dessen zugehorige Eigenfunktion echt positiv ist.“

Wie immer ist es dabei einfacher die beschriinkten Operatoren e *# und (H +
1)~! anstatt H selbst zu untersuchen. Ist Ey die Grundzustandsenergie, so ist
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e tFo der groBte Eigenwert von e . Wir beginnen mit der Untersuchung eines
beschrinkten Operators A und seinem grofiten Eigenwert.

DEFINITION 13.1. Sei (M, ) ein o-endlicher Mafiraum.

(i) f € L?>(M,du) heiBt genau dann positiv, wenn f fast iiberall nicht-negativ
und nicht die Null-Funktion ist.

(i) f € L*(M,du) heifit genau dann echt positiv, wenn f(x) > 0 fast iiberall ist.

(iii) Ein beschrinkter Operator A auf L? heifit genau dann positiv-erhaltend, wenn
Af positiv fiir f positiv ist.

(iv) Ein beschrinkter Operator A auf L? heifit genau dann positiv-verbessernd,
wenn Af echt positiv ist fiir f positiv.

(v) Ein beschriinkter Operator A auf L? heiBt genau dann ergodisch, wenn A
positiv-erhaltend ist und es fiir positive u,v € L? ein n > 0 gibt, sodass
(u, A™v) # 0 ist.

BEMERKUNG 13.2. (i) Per Definition ist die Null-Funktion nicht positiv.
(ii) Jede positiv-verbessernde Abbildung ist auch ergodisch. Dies folgt aus fol-
gender Umformulierung: g € L*(M,dp) ist genau dann streng positiv, wenn
(f,g) > 0 fiir alle positive Funktionen f gilt. Ein beschrinkter Operator A ist
also genau dann positiv-verbessernd auf L?(M,du), wenn (u, Av) > 0 fiir alle
positiven Funktionen u,v € L?(M,du) wahr ist. Damit ist A ergodisch mit
n=1.

BEISPIEL 13.3. Sei A = (—A + 1)7! auf L?(R?). Bekanntermaflen ist

e_lm_y‘

(1-Ag) = [ T@ig(e) oo prdady. (13.1)

—le—yl e . . oy .
Da 3 E=nike echt positiv ist, ist A positiv-verbessernd. Analo§ sieht man, dass
T|T—Y jebl.oss2001

auch e*® auf L?(R") positiv-verbessernd ist, denn nach [[LLOT] ist nach Polarisation
(Formel (3) in 7.12)

@ = 7wlge) - 9(w)
(#2+ o — yP)reor2

(f.9)+ (f,e 02 g) = / dzdy, (13.2)

insbesondere ist (Formel (4) in 7.9)

1 |z —y|?
tA

— _ . 13.
e (z,y) (mt)/? exp ( pm (13.3)

Das Hauptwerkzeug dieses Abschnitts ist folgendes Resultat.

SATZ 13.4. Sei A ein beschrinkter, positiver Operator auf L*(M,dp), der die
Positivitit erhilt und einen Eigenwert |||A||| hat. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

a) |||A]|| ist ein einfacher Eigenwert und der zugehorige Eigenvektor ist echt positiv.
b) A ist ergodisch.
c) L®(M) U {A} wirkt irreduzibel, das heifit kein nicht-trivialer, abgeschlossener

Unterraum ist links-invariant unter A und jedem beschrinkten Multiplikations-

operator.

BEWEIS. Wir zeigen a) = b) = ¢) = a).
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a) = b): Wir definieren B := m mit zugehorigen Spektralprojektionen
{Pa}. Daz™ — 0 fir 0 <z < 1und 2" — 1 fiir z = 1, folgt aus dem Funktional-
kalkiil, dass

s — nh_)rr;o B™ = Pyyy. (13.4)
Da wir angenommen haben, dass A poitiv ist, ist Pg1y = (1, )¢ fiir eine positive
Funktion . Daher gilt fiir alle positiven u, v

nli_)rr;o(u,B”v) = (u,¥)(¢,v) >0, (13.5)

womit gezeigt ist, dass B, und damit auch A, ergodisch ist.

b) = ¢): Angenommen c¢) wére nicht wahr, das heifit L> (M) U{A} wirkt nicht
irreduzibel. Dann gibt es eine nicht-triviale, abgeschlossene Teilmenge S, die unter
L (M) U {A} links-invariant ist. Fiir beliebiges f € S definieren wir h = ‘fj;l €
L*°(M). Dann ist auch |f| = hf € S. Analog ist fiir g € S+ auch |g| € S*+. Wir
wihlen nun f € S und g € S+ so, dass f # 0 # g ist. Da A die Teilmenge S
invariant ldsst, ist A™ |f| € S fiir alle n € N und damit ist (|g|, A™|f]) = 0 fiir alle
n € N. Damit ist A nicht ergodisch, was der Voraussetzung widerspricht.

c) = a): O

Um diese Aquivalenzen auf den Grundzustand anwenden zu kinnen, bemerken
wir zunéchst, das man entweder die Resolvente, oder die erzeugte Halbgruppe des
Operators verwenden kann.

LEMMA 13.5. Sei H ein von unten beschrinkter, selbstadjungierter Operator
und E := info(H). Dann ist e " genau dann positiv-erhaltend fiir alle t > 0,
wenn (H — \)~! fir alle A < E positiv-erhaltend ist.

BEWEISs. Die Behauptung folgt aus den Formeln

(o)
(H-X)"tp= / eMe T pdt (13.6a)
0
t —n
ey = lim <1 + H> ©, (13.6b)
n—oo n

die sowohl fiir Halbgruppen, als auch fiir selbstadjungierte Operatoren mittels des
Funktionalkalkiils, hergeleitet werden kénnen. ]

Wir sind nun in der Lage das Hauptresultat fiir das Einteilchenproblem aufzu-
stellen.

SATZ 13.6. Sei H ein von unten beschrinkter, selbstadjungierter Operator auf
L?(M,dp) mit E :=inf o(H). Sei e~" positiv-erhaltend fiir alle t > 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

a) E ist ein einfacher Eigenwert und der Grundzustand ist echt positiv.
b) (H — \)~! ist fiir ein A < E ergodisch.
c) e st fiir ein t > 0 ergodisch.
d) (H — \)~1 ist positiv-erhaltend fiir ein A < E.
e) e tH st positiv-erhaltend fiir ein t > 0.
BEWEIS. Wegen Satz [NOCH EINFUEGEN] sind a), b), ¢) dquivalent und

man hat die Implikationen d) = b) und e) = ¢), weshalb es verbleibt ¢) = d) und
¢) = e) zu zeigen.
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¢) = d): Seien u, v positiv. Da e ' fiir ein ¢ > 0 ergodisch ist, ist (u,e™*7v) >
0 fiir ein s > 0. Da (u,e~*fv) stetig ist, gibt es 6 > 0, sodass auch (u,e”"7v) > 0
fir ¢ € (s —d,s + §). Daher, dem Mittelwertsatz und dem Funktionalkalkiil aus
obigem Lemma ist

(u, (H — \)"tv) = /000 e (u, e Mv)ds > 0. (13.7)

¢) = e): Seien u,v positiv und B := {t > 0 : (u,e”*7v) > 0}. Da B # 0
und (u,e”*#v) in einer Umgebung um die positive reelle Achse analytisch ist, kann
(0,00) \ B nur 0 als Hiufungspunkt haben. Inbesondere enthilt B beliebig kleine
Zahlen. Wenn wir zeigen konnen, dass aus t > s und s € B folgt, dass auch t € B
ist, so folgte B = (0,00). Dazu fixieren wir s € B. Dazu erinnern wir uns an
die Halbgruppeneigenschaft von e * mit ¢t = s + 7. Ist (u,e™*Hv) > 0, so ist
u(-)(e™*)(-) nicht die Null-Funktion. Sei w := min{u,e~*#v}, dann ist auch w(m)
nicht identisch Null. Da e~™H positiv-erhaltend ist (, da e ™ ergodisch ist), gilt

(u, e ™ (e Hv)) > (u, e Tw) = (e " Hu,w) > (e Hw,w) = le”™H/ 2w > 0.
(13.8)

Hierbei haben wir verwendet, dass w positiv ist und auch e~ "#/2 positiv-erhaltend

ist, um e~ 7H/2w # 0 zu folgern. Damit ist auch s € B und 7 > 0 impliziert, dass
s+71 € B. ]

Um dieses Resultat anwenden zu kénnen, verwendet man oft zunéchst Stérungstheorie,
um das Problem zu vereinfachen.

SATz 13.7. Seien Hy und H halbbeschrinkte, selbstadjungierte Operatoren auf
L?(M,dy). Angenommen, es existiert eine Folge von beschrinkten Multiplikations-
operatoren V,,, sodass Hy + V,, gegen H im starken Resolventen-Sinne konvergiert
und H —V,, gegen Hy im starken Resolventen-Sinne konvergiert. Weiter nehmen
wir an, dass sowohl H — V,, als auch Hy + V,, gleichmdfsig von unten beschrdnkt

sind. Dann gilt:

a) et st genau dann positiv-erhaltend, wenn e~*H0 Positivitits-erhaltend ist.

b) L>=(M,du)u{e '} wirkt genau dann irreduzibel auf L*(M, du), wenn L (M, du)U
{e=t1} quf L*(M,dp) irreduzibel wirkt.

BEWEIS. Wegen der Trotter-Produktformel und der Stetigkeit des Funktional-
kalkiils ist

et =5 — lim (8— lim [e_tHO/me_tV“/m]m) (13.9a)
n—oo m—00

etHo — 5 _ lim (s ~ lim [e*tH/meHVn/m]m) . (13.9b)
n— oo m—00

Da e~ tHo und e**V»/™ jeweils positiv-erhaltend sind, folgt a). Dariiberhinaus folgt
aus den beiden Formeln und dem Fakt, dass e™*V»/™ € L>°(M), dass jede Teilmen-
ge, die unter e~ und L>°(M) links-invariant ist, auch unter e ~*# links-invariant
ist. Die umgekehrte Richtung folgt trivialerweise. O

Wir kénnen nun Satz [NOCH EINFUEGEN] auf Schrédingeroperatoren und
riumlich abgeschnittene P(y)o-Hamilton-Operatoren anwenden.

SATZ 13.8. Sei H ein Hamilton-Operators eines N - Teilchen-Schridinger-Systems
mit entfernter Schwerpunktsmasse. Weiter nehmen wir an, dass die Potentiale
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Vij € R+ (L*), sind. Ist dann inf o(H) ein Eigenwert, so ist dieser nicht-entartet
und die zugehorige Grundzustandswellenfunktion ist echt positiv.

BEWEIS. Wegen den Sitzen [NOCH EINFUEGEN)] miissen wir lediglich zeigen,
dass e *H positiv-erhaltend ist und L>®°(R3NV-1)u{e "t} irreduzibel wirkt. Wegen
des Beispiels zu Beginn des Abschnitts und Satz [NOCH EINFUEGEN] ist dies fiir
e~tHo wahr. Definiert man

Vij(z)  fir [Vi(z)| <n
Vig'n) () =14 n fir Vi;(z) > n (13.10)
-n fir Vi (x) <

so weist man leicht nach, dass V, ( ) Vij in der Rollnik-Norm konvergiert. Wegen

Satz @Tﬁlﬁ/(w) konvergleren Ho+ Y V(n — Hund H — Y V(") — Hpy im
Norm-Resolventen-Sinne. Damit ist Satz [NOCH EINFUEGEN] anwendbar und
die Behauptung folgt. O

KOROLLAR 13.9. H erfiille obige Bedingungen und es gebe ein ¥, sodass Hy =
Ey mit E =info(H). Sei U ein positiv-erhaltender unitirer Operator, der mit H
kommutiert. Dann gilt Uy = ).

BEWEIS. Da [U, H] =0, ist H(Uvy) = EU. Da E nicht entartet ist, ist Uy =
ay mit o = 1, da 9 positiv und U unitér und positiv-erhaltend ist. O

BEMERKUNG 13.10. (1) Sind beispielsweise alle V;; spharisch symmetrisch
und inf o(H) ist ein Eigenwert, so ist die Grundzustandswellenfunktion
invariant unter Rotationen und Reflexionen.

(2) Der letzte Satz behandelt lediglich den tiefsten Eigenwert von H als
Operator auf dem gesamten L2(R3(N_1)). Kommutiert also H mit ei-
ner Familie P von Permutationen der N — 1 Koordinaten und restrin-
gieren wir das Problem auf einen Unterraum von L?(R3W—1) der eine
gewisse Permutationssymmetrie aufweist, so kann der tiefste Eigenwert
des restringierten Operators entartet sein. Betrachten wir nicht den Teil-
raum, der punktweise von P invariant gelassen wird, so ist wegen des
obigen Korollars der Grundzustand des restringierten Operators ein an-
geregter Zustand des nicht-restringierten Operators. Hieraus folgt, dass
Grundzustéinde von Bose-Systemen immer nicht-entartet sind, wohinge-
gen Grundzustédnde von Fermi-Systemen entartet sein kénnen.

Die Resultate fiir den Grundzustand sind auch fiir lokalisierende Potentiale
wahr.

Satz 13.11. Sei V € L2 _(R™) positiv und erfiille lim|y| 00 V(2) = 00. Dann
hat —A + V' einen nicht-entarteten, echt positiven Grundzustand.

BEWEIS. Wie wir im iibernichsten Abschnitt sehen werden, hat der Opera-
tor unter diesen Bedingungen an das Potential nur diskretes Spektrum, das heifit
inf o(H) ist sicher ein Eigenwert. Der Beweis ist dann analog zu dem von Satz
[NOCH EINFUEGEN] mit einer Ausnahme. Sei V;, := min{V,n}. Dann sind —A,
—A+4+V,-A+V, und —A + (V= V,) alle auf C§°(R™) wesentlich selbstadjun-
giert. Dariiberhinaus ko&gerglert Vot — Vb in L2 fiir alle ¢ € C$°(R™). Damit
kann man Satz %’I‘éﬂ verwenden, der uns starke Resolventen-Konvergenz

gibt. [
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Sollte V' sehr singulidr am Ursprung sein, so kann —A 4 V', aufgefasst als Form-
summe, einen entarteten Grundzustand haben.

SATZ 13.12. Sei G eine abgeschlossene Teilmenge von R™ mit Maf Null und sei
Ve LL.(R"G) mitV>0.Sei H=—A+V durch die Summe der quadratischen

loc
Formen definiert. Dann gilt:

a) Ist R"\G zusammenhingend und istinf o(H) ein Eigenwert, so ist dieser einfach
und die zugehirige Grundzustandswellenfunktion ist echt positiv.

b) Ist R™\ G nicht zusammenhdingend, so kann V' so gewdihlt werden, dass H einen
entarteten Grundzustand hat.

14. Die Abwesenheit positiver Eigenwerte und o,,(H) = 04;s.(H)

Wir widmen uns nun der Frage, ob es moglich ist, dass positive Eigenwerte
im wesentlichen Spektrum von Schrédinger-Operatoren eingebettet sein kénnen,
sprich, ob es A > 0 gibt mit A € oy, N 04c. Um diese beantworten zu kénnen, wir
sehr genaue Annahmen iiber das System benétigen.

Intuitiv sollte es in physikalischen Systeme keine eingebetteten Eigenwerte ge-
ben. Man kénnte folgendes System betrachten: wir haben ein Potential V (z), wel-
ches im Unendlichen verschwindet. Von der klassischen Physik wissen wir, dass,
wenn wir eine Potential-Barriere aufstellen, die grofier als die Energie des Teilchens
ist, dass das Teilchen wegen Energieerhaltung reflektiert wird. Von der Quantenme-
chanik wissen wir, dass Teilchen durch endliche Potenial-Barrieren tunneln kénnen
(die Wahrscheinlichkeit das Teilchen hinter der Barriere zu finden ist umso grofler,
je hoher die Energie des Teilchens ist), weshalb man meinen kénnte, dass es keine
gebundenen Zusténde mit positiver Energie geben kann. Diese Intuition ist jedoch
falsch. Wir betrachten daher das beriihmte Beispiel von Wigner und Neumann.

BEISPIEL 14.1 (Wigner—Von Neumann Potential). Wir wollen im Folgenden
ein Potential V finden, sodass es ein ¢ € L? gibt, das (—A + V)i = 1 erfiillt. Wir
versuchen dazu 1 zu erraten. Ist u sphérisch symmetrisch und u(r) = r¢(r), dann
erfiillt —u” + Vu = u bzw. das Potential V = 14 «”«~!. Damit V im Unendlichen
verschwindet, muss u”u~! gegen —1 im Unendlichen konvergieren. Dies motiviert
den Ansatz u(r) = w(r) sin(r). Damit ist

w’(r) | ,w'(r)
V(r)= 2 t(r). 14.1
() =l 25 cortr (14.)
Damit V nicht singuléir ist, muss w’ an den Polen von cot(r) = sin(2r)/(2sin(r)?)
verschwinden. Auflerdem muss w € L? sein, damit ¢» € L?. Wir machen daher den
Ansatz w = m. Da der Zihler von w’ wie 299’ = (¢?)’ geht und dieser gerade
sin(r)? (vom cot(r)) eliminieren muss, wihlen wir
g(r) = 4/ sin? xdx = 2r — sin(2r) . (14.2)
0

Mit dieser Wahl von w und g ist also

g(r)3 cosr — 3g(r)?sin® r + g(r) cosr + sin®r

V(r) = —32sin(r) (1+g(r)?)?

(14.3)
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und V hat die Eigenschaft, dass —A 4+ V einen Eigenwert bei +1 mit zugehérigem
Eigenvektor

_ sin(n)
Y= T )
hat. Gleichzeitig ist V' beschrinkt und verschwindet im Unendlichen, weshalb [0, c0) C
o(—A + V) mit Weyls Satz.

Wir bemerken, dass V' der Asymptotik

sin(2r)

(14.4)

V(r)=—-8 +0(r™?) (14.5)

fiir 1 — oo geniigt. Das heifit, dass V' im Unendlichen oszilliert und langsam abf#llt.
Wir werden bald sehen, dass diese beiden Eigenschaften eine kritische Rolle bei der
Entstehung von positiven Eigenwerten ist.

Dieses Beispiel wyrde auf beliebig hohe Dimensionen beispielsweise von Frank
und Simon [FSI7, Theorem 2.2] verallgemeinert.

Warum war die eingangs genannte Intuition nun falsch? Der kritische Aspekt
ist offenbar das oszillatorische Verhalten von V' insbesondere im Unendlichen. Wir
wissen bereits, dass quantenmechanische Teilchen an Huppeln reflektiert werden.
V ist nun derart konstruiert worden, dass diese Reflektionen fiir besondere Muster
von stehenden Wellen (der zu einem Eigenwert gehérenden Eigenfunktion) in einer
kohédrenten Weise auftreten. Diese Interpretation suggeriert, dass das Auftreten po-
sitiver Eigenwerte recht uniiblich ist und detailliert von den ,, Kohérenzeigenschaften “
des Potentials abhéngt. Dies bedeutet aber auch, dass es schwer werden wird simple
und allgemeine Bedingungen zu formulieren, die garantieren, dass es keine gebun-
denen Zustdnde mit positiven Energien geben wird.

Jerison2003
Satz 14.2 (Tonescu—Jerison T3051)-" Far alle d € {2,3,...} gibt es eine Folge
von Potentialen V,, : R — R, n € N, sodass 1 ein Eigenwert von —A + V,, in
L*(R?) ist. Weiterhin erfiillen die Potentiale

1
Vn o0 | s —
| ( )|Nn+|x1‘+|x/|2

und insbesondere ||V, ||, — 0 fir alle p > (d+1)/2.

Die Idee ist es wieder ein Potential zu finden, das auch fiir grole Abstinde
noch oszilliert. Das Beispiel zeigt aber, dass es geniigt, dass diese Oszillationen
nur in einer Richtung stattfinden. Insbesondere zeigt das Theorem, dass es, egal
wie klein das Potential ist, es immer einen eingebetteten Eigenwert geben wird.
WgETEtel}lg&%n, dass de Grenze p > (d + 1)/2 scharf ist, da Koch und Tataru
KTUT)’T’%ﬁChIiCh die Abwesenheit eingebetteter Eigenwerte fiir V € L2+ mit
7 € (0,1/2) gezeigt haben. Die Abwesenheit positiver Eigenwerte fiir y =0ind > 3
wurde von Ionescu und Jerison [LJO3| gezeigt.

rankSimon2017

BEWEIS. Wir folgen der Vereinfachung von Frank—Simon }fmmem 2.1].

Wie beim Wigner-Neumann-Beispiel wollen wir V,, so finden, dass (—A +
V)1 = 1b. Ahnlich wie vorhin machen wir den Ansatz v (z) = w, (z)sin(z;) und
erhalten

—At) = 1) — 201wy () cos(x1) — (Awy,) sin(z1) ,
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sprich, formal wiirden wir

Vo) = —CRZ D0 p0n iy At

» Wn, W,

wéhlen. Wir finden nun w,, so, dass

(1) Orwy, an den Polen von cot(xy) = sin(2z1)/(1 — cos(2z1)) verschwindet,

(2) w € L?, womit auch ¢ € L%, und

(3) [Va(2)] S W Dies zeigt insbesondere V,, € LP(R?) mit p >
(d 4+ 1)/2 und, durch Skalieren x; ~ nxy, @’ +— n'/22/, dass ||[V,|| <
n =D/ 0 fiir n — oo.

Wir machen daher den Ansatz
wn () = (n? + g(x1)? + |2']*) 77,

wobei a so gew#hlt wird, dass w € L?. Damit der Nenner von cot(x1) = sin(2x1)/(1—
cos(2r1)) = sin(2x1)/(2sin(x1)?) eliminiert wird, brauchen wir 2g(z1)g’'(z1) =
(g(x1)?)" = sin(z1)?. (Dies steckt im Zihler von dyw, (x).) Dies motiviert also

z1
gn(z1) = 4/ sin?y dy = 21 — sin(2z) .
0

Wir verifizieren nun die obigen Bedingungen an w,,.

(1) Dass 01w, bei den Polen von cot(z1) verschwindet, haben wir gerade bei
der Konstruktion von g besprochen.
(2) Die L?>-Norm von w,, ist

Jon]? = 21872 / day (0 + g(a)?) 2 @D/ / dr

und diese ist endlich fiir o > d/4 > 1/2.
(3) Wir zeigen schliellich die behauptete punktweise Schranke. Ausrechnen

,,,d72

(1+ r4)2

liefert

dac dofat+1) 5 o 16

V() = 99 cot(z1) + T%(g ()" +4l2"]%)
2a
———((¢")* +99" +2(d+1)|2*) ,

mp

wobei
M =02+ g(x1)? + [2'[*

Wir bemerken dabei nochmals, dass ¢’ cot(z1) = 4sin(z1)cos(z1) be-

schrinkt ist. AuBerdem sind |g|, |2/|? < my/? und lg'],1g"| < 1, weshalb
V(@) S meg /2 4 m "

1/ 1/

2, sprich
1

n+ |xy| + |22

Fiir n > 1ist m;! <n~"'m, > <my,
Va(@)| S my /% ~

was behauptet war.
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Brispipl 14.3 (Eingebettete Eigenwerte fiir (—A)™ + V). Wir folgen Feng et
al FEWAY20: Abschnitt 7).

Wir betrachten den polyharmonischen Operator H = (—=A)™ + V mit m €
{2,4,6,...} in L?(R%) mit d > 3 und behaupten, dass bereits kompakt getragene
Potentiale zu eingebetteten Eigenwerten fithren. Wie vorhin suchen wir V und ¢ > 0
so, dass Hy = 1, sprich,

Y —(=A)"Y
m .

Fiir ein beliebiges, radiales 0 < 1y € C>(R?) und ein radiales ¢ > 0, welches
d(x) = (—A)™¢(x) fir |x| > rg > 0 erfiillt, machen wir den Ansatz

e) = {¢(|x|) fiir |z| > ro

Yo(|x|) fiir |z| < rg.

Dies wiirde zeigen, dass V = (¢ — (—A)™) /4 tatséichlich kompakt getragen ist.
Zusétzlich folgt aus Weyls Satz, dass 0ess((—A)™) = 0ess(H ), wir also tatséchlich
einen eingebetteten Eigenwert vorliegen haben.

Das Ziel ist es also ein ¢ > 0 zu finden, sodass ((—A)™ — 1)¢(x) = 0 fiir
hinreichend grofles |z|. An dieser Stelle ist es kritisch, dass m = 2n eine gerade
Zahl ist (fiir n € N), denn in diesem Fall kann man

1—A™) =1+A%+ A"+ + A" 2)(1 - A?)

schreiben. Wir verwenden jetzt (1—A?) = (14+A)(1—A) und wenden (1—A™) auf
das Bessel-Potential ¢(z) = (1 — A)~!(x) an. Offenbar ist ¢ € C°(R¢\ {0}) und
erfiillt 0 < ¢(z) < |z —y|~9T2e1#l d.h. ¢ € D((—A)™) normierbar und wir kénnen
dadurch teilen. AuBlerdem ist ¢ offenbar eine Fundamentallgsung von (1—A), womit
(1 = A)p(x) = d(x), also insbesondere (1 — A)p(x) = 0 fiir alle |x| > 0.

BEISPIEL 14.4. Betrachte V(z) = Wlfl\ auf R3. Obwohl V nicht einmal in
Li (R3?) ist, ist Q(V) N Q(—A) dicht, weshalb —A + V als Summe quadrati-
scher Formen definiert werden kann. Dieser Operator wird aus einem einfachen
Grund positive gebundene Zustidnde haben: jedes ¢p € Q(—A) N Q(V) wird auf
der Einheitssphire in einem gewissen Sinne verschwinden, weshalb —A + V' die
Einschrinkung H; := L*({z € R3 : || < 1}) invariant lisst. Wir zerlegen also
natiirlich H = Hy ® Ho und H = H; & Ho, wobei H; wegen obigem Argument rein
diskretes Spektrum hat.

V =

Wir sehen, dass die Frage, ob —A + V positive Eigenwerte hat, auch damit
zusammenhéngt, ob die zugehorige Eigenfunktion kompakt getragen ist. Diesen
Aspekt werden wir spéter noch ausfiihrlicher untersuchen.

Das folgende Beispiel illustriert, dass es nicht ungewochnlich ist Losungen zu
bekommen, deren Energien gerade Null im Ein-Koérper-Problem bzw. der Threshold
im N-Korper-Problem, sind.

BEISPIEL 14.5. Sei
Vi) = —c fl:?.I‘ lz] <1
0 fiir |z| > 0
ein sphérisch symmetrischer Brunnen. Wir wollen Losungen ¢ finden, die (—A +

V)4 = 0 erfiillen. Da das Problem rotationsinvariant ist, setzen wir ¢(z) = @ng (ﬁ)
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an. Die Gleichung fiir u lautet dann

—u"(r) + @u(r) + V(r)u(r) = 0. (14.6)

Fiir 7 > 1 wird die Gleichung durch u(r) = r~! bzw. u(r) = r**! (unphysikalisch)
gelost. Wenn die Losung u, die bei Null regulir ist, nur »—¢ fiir » > 1, und ¢ > 1
ist, so wird die Gleichung (—A + V)9 = 0 quadratintegrierbare Losungen haben.

SchlieBllich betrachten wir noch einmal das Helium-Atom als Beispiel eines 2-
Teilchen-Systems noch einmal.

BEISPIEL 14.6.
2 2 8

HB)= A —Ag— = - =4 P
B) =t =B o " il T o =)

Fiir 8 = 0 gibt es eine hohe Multiplizitdt der Eigenwerte im wesentlichen Spektrum.
Dies liegt daran, dass die Zusténde, die eine geeignete Energie zum Zerfallen hatten,
nicht zerfallen konnten, da hierfiir ein Energietransfer zwischen den zwei Teilchen
notig war. Fiir 8 = 0 gibt es jedoch keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen,
weshalb auch kein Energietransfer stattfinden kann. Aber auch fiir 8 # 0 bleiben
eingebettete Eigenwerte aufgrund einer ,tieferen“ Symmetrie, ndmlich der Paritét.
Diese eingebetteten Eigenwerte traten alle bei negativen Energien auf!

Wir sehen, dass es besonders im N-Teilchen-Fall schwer sein wird zu zeigen,
dass es keine eingebetteten Eigenwerte gibt, das heifit insbesondere solche, die zwar
negativ sind, aber grofler als der Threshold sind. Die Frage ist also: wie kénnen wir
zeigen, dass es im N-Teilchen-Problem keine , versteckten Symmetrien* gibt, die
Eingebettete Eigenwerte erzeugen kénnen?

Wir sehen, warum dieses Thema so delikat ist. Intuitiv sollten keine eingebet-
teten Eigenwerte in , physikalischen* Situationen auftauchen, jedoch kénnen die-
se unter ,,pathologischen“ Umstédnden auftreten. Wir diskutieren vier verschiedene
Zugange zu diesem Problem.

(1) Zwei-Koérper-Problem mit Zentralpotential: in diesem Fall kann die Schrédinger-
Gleichung zu einer gewohnlichen Differentialgleichung umgeformt werden.

(2) Zwei-Koérper-Problem mit nicht-rotaionssymmetrischem Potential

(3) V erfiillt die Kriterien fiir den Virialsatz, aus welchem 2(¢), —Ay) = (¢, x-
VV)) folgt. Dieser Zugang ist fiir repulsive und homogene (a € (—2,0))
Potentiale gedacht.

(4) Dilatationsanalytische Potentiale

Wir starten mit dem ersten Punkt und beweisen dazu folgendes Resultat fiir
Zentralpotentiale.

SATZ 14.7. Sei V : R™ — R sphirisch symmetrisch, V € L} _(R™\ {0}) und
erfiille

/OO [V (r)|dr < oo (14.7)

fiir ein a > 0. Sei H eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von —A + V'
auf C§(R™ \ {0}), die mit Rotationen kommutiert. Dann hat H keine positiven
Eigenwerte.
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BEWEIS. Angenommen es gibe einen Eigenwert F > 0 mit dazugehoriger Ei-
genfunktion 9, sodass (—A+ V)i = Ev erfiillt ist. Wegen der Rotationssymmetrie

zerlegen wir wieder 9 (z) = MY&m (é—‘) (partielle Wellen-Entwicklung). Dann

gibt es eine partielle Welle, die nicht verschwindet und eine distributionelle Lésung
von

—u" + %u +Vu=Eu (14.8)
r

auf (0, 00), die quadratintegrierbar ist. Hierbei hingt ¢ vom Wellenindex (dem Dre-
himpuls 7) ab. Wegen [ [V (r)|dr < oo und, da E > 0 ist, gibt es zwei voneinan-
der unabhéngige Jost-Losungen zu der dazughorigen Integralgleichung. Es ist nicht
schwer zu zeigen, dass jede Losung der distributionellen Gleichung eine Linearkom-
bination dieser beiden Jost-Losungen sein muss. Da aber keine Linearkombination
im Unendlichen quadratintegrierbar sein kann, muss v = 0 identisch sein, womit es
keinen positiven Eigenwert E > 0 geben kann. (]

Obwohl das Wigner-Von Neumann Potential die Bedingung [~ [V (r)|dr < oo
nicht erfiillt, ist es trotzdem gerade von der Form, zu der man Jost-Losungen fiir
Potentiale der Form

N .
sin(a;r) 1
(z) ; G+ (r ) (14.9)
fiir alle k% # 0, %f, e % konstruieren kann. Wegen obigem Argument sehen wir,

dass das Wigner—Von Neumann Potential nur bei 1 einen positiven Eigenwert haben
kann, bei der es einen gebundenen Zustand hat.

Als Nichstes studieren wir Potentiale, die nicht sphérisch symmetrisch sind. Ein
wichtiges Element hierbei ist das ,,eindeutige For S(:e&%yr}l%%—ofggleorem fiir Schrédinger-
Operatoren‘ﬂ Fiir mehr details, siehe Abschnittfﬁw_l%@lﬁn solche Resultate hier-
bei ein? Wir betrachten hierzu beispielsweise V' € C§°(R?) mit supp(V) C {z : |z| <
R}. Ist (—A + V)u = Eu, so erfiillt u offenbar —Au = Fu auf {z : |z| > R} =: Q.
Man kann nun w auf 2 wieder in Drehimpulskanile zerlegen und dann folgern,
dass v = 0 auf € sein muss. Um dann zu folgern, dass w identisch verschwindet,
benétigen wir noch folgendes Resultat.

SaTz 14.8 (Eindeutiger Fortsetzungssatz). Sei V : R™ — R, die folgende Be-
dingungen erfillt:
(i) Der zuV gehérige Multiplikationsoperator ist relativ —A-beschrankt mit —A-
Schranke < 1.
(ii) Es gibt eine abgeschlossene Menge S mit Maf gleich Null, sodass das Kom-
plement R™\ S zusammenhingend und, sodass V auf jedem Kompaktum von
R™\ S beschrinkt ist.

hSalo2014Notes

1a- . . .
Siehe auch %9%-11\5185%1’8 .‘éﬂg ufégo?gl%aég§%@go§6r Literatur. Moderne Entwicklun-

gen von Garrigue [[Garl8, (Garl9, |Gar: en-Systeme. Klassische Theoreme fin-
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den sich beispielsweise in Hdrmander Wme lﬁl}%.}méﬁrll&ier]fggﬂﬂxuf L2—Carlemar}—
Abs?hé,tzu'ngen au Bq%%t Wmsmlon 14.7.1] und m?ﬁg&%ﬁgg{ﬁ,%s?oww
Kenig—Ruiz—Sogge KRSWWII;}E% r%'sll)n%%% iL‘i—g(égrleman—Absch“ Zang. erem
3.1] aufbauend, sowie Jerison-Kenig JKS'SW%FGrundIage VFA K RS87] war.” Anwendun-
enin ée W@%eéi}ﬁit von positiven Eigenwerten z.B. in Hérmander [HEr83) Theorem 14.7.2] und
ﬁmﬁ%m 17.2.8]

~
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Sei dann H = —A +V und Hu = Eu fiir ein E und u € L?. Verschwindet dann u
auf einer offenen Teilmenge von R™, so verschwindet u identisch auf ganz R™.

BEWEIS. O

BEMERKUNG 14.9. (1) Der Beweis dieser Behauptung zeigt, dass dieses
Resultat lokal ist, da es mit distributionellen Losungen von (—A + V)u =
Eu zu tun hat, die lokal in D(—A) liegen. Die Bedingung, dass V relativ
—A-beschrinkt ist, ist hauptséichlich dazu da, dass die Eigenfunktionen
lokal in D(—A) sind.
(2) Dieses Resultat und die Voriiberlegung zeigen, dass ,,,(—A+V)N(0, 00) =
() fiir V € C§° ist. Dies ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

SATZ 14.10 (Kato—Agmon—Simon). Sei V : R™ — R, welches sich als V =

V1 + Vo schreiben ldsst, und folgende Bedingungen erfillt:

(i) Der zuV gehérige Multiplikationsoperator ist relativ —A-beschrankt mit —A-
Schranke < 1.

(ii) Es gibt eine abgeschlossene Menge S mit Maf gleich Null, sodass das Kom-
plement R™\ S zusammenhingend und, sodass V auf jedem Kompaktum von
R™\ S beschrinkt ist.

(iii) Vi ist auf {z : |x| > Ro} fiir ein Ry beschrdnkt und lim,| o [2| Vi(z) = 0
(,V1 ist short-range “).

(iv) Va ist auf {x : |x| > Ro} fiir ein Ry beschrdnkt und lim,_o Va(z) =0 (,Va
ist long-range ©).

(v) Geht man in sphdrische Koordinaten dber und betrachtet Va als Abbildung
Vo 1 (0,00) — L®(S™Y), v Va(r,-), so ist Va fiir |x| > Ry als L*-wertige
Funktion differenzierbar und erfillt lim sup,ﬂ_mora[_)‘i2 < 0, das heifst Vo fallt
in einem gewissen Sinne gleichmdfig im Unendlichen ab und hat keine Os-
zillationen.

In diesem Fall hat H = —A +V keine positiven Figenwerte.

BEWEIS. Betrachten wir die alternativen Hypothesen

(iv’) Va(z) < 0 fur |z| > Ry ersetzt Va(z) — 0.

(V') % < —r~1V;, fiir |2 > Ry ersetzt lim, r% <0.
und nehmen an, dass aus (i) bis (iv') und (v') das Resultat folgt. Angenommen V5
erfiillt (7v) und (v), so erfiillt Vy := V4 — € (40') und (v') fiir hinreichend grofies Ry.
Wendet man also das vermutliche Resultat, dass aus (i) bis (vi’) und (v') folgen
wiirde, auf —A 4+ V; + Vs an, so sieht man, dass —A+V in (e, 00) keine Eigenwerte
hat. Da e > 0 beliebig war, konnen wir den Beweis des Satzes schlieen. Wir nehmen
daher von nun an, dass (i) bis (iv") und (v') gelten.

Angenommen, ¢ wire eine reelle Eigenfunktion von —A mit Eigenwert £ > 0.
Dann definieren wir

w(r, Q) == r"=D/2y(rQ) (14.10)
als Funktion auf (0, c0) mit Werten in L2(S"~* dQ) und
/0 ||w(r)‘|i2(sn71’dﬂ) dr < oo. (1411)

Von nun an lassen wir den Index bei der Norm von w(r) weg. Allgemein definieren

wir fiir p € L*(R™) w, € L?((0,00), L2(S"~1,dQ), dr) durch obige Gleihung fiir ¢
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durch ¢ ersetzt. Ist ¢ € C§°(R™), so ist
(n—1)(n—-3)
4r2
wobei B der Laplace-Beltrami-Operator auf L?(S" 1) ist. Die Gleichung leitet man
am einfachsten her, indem man w, durch Kugelflichenfunktionen ausdriickt. Wir
benétigen hier den Fakt, dass —B ein positiver Operator auf L?(S™~!) ist.
Fiir r > Ry definieren wir mittels w

F(r) = (w',w) +r ?(w, Bw) + (w, (E — Va(r))w), (14.13)

Wiy = —wy, — 2B, + wy + Vwg, (14.12)

wobei alle inneren Produkte in L?(S™"~!) gemeint sind. Die Summanden sind fiir
sich alle wohldefiniert, z.B. (fiir ¢ € C§°(R™)):

| 00150 = 0, B = 19l (14.14)

wobei 1, = r("=D/24 (p=(n=1/2y ) Hieraus folgt, dass w/, und (w,, Bw,,) fast
iiberall auf (0, 00) wohldefiniert sind, wenn ¢ € Q(—A).
Wihlen wir nun R; > Rg so, dass
—1)(n-3
Vi (r)] + % <k=vVE (14.15)

fiir r > Ry ist. So ein R; existiert wegen Annahme (7i7). Wir behaupten zunéchst,
dass

F(r) > %F(m),r >r >Ry (14.16)

fast iiberall wahr ist. Formal haben wir fiir » > R;
d
dr

1
>2(w, [rVi 4 2 (n = 1)(n - 3)rw) + w'|* + Ew|® > 0.
(14.17)

Die erste Ungleichung folgt dabei aus der formalen Eigenwertgleichung und den
Tatsachen, dass —B positiv ist und (rVa) = rVy + V5 < 0 wegen (v') ist. Die
letzte Ungleichung folgt aus der Wahl von R;. Die Behauptung folgt dann durch
Integration dieser Ungleichung.

Wir beweisen die Ungleichung nun rigoros. Sei dazu ¢ € C§° und definiere F,
durch entsprechendes Ersetzen von w durch w,, in der Definition von F'. Die obigen
formalen Ableitungen von F' sind fiir F, legitim und implizieren

%(TFW) > 2r(wl,, [Bwy — why) (14.18)

fiir » > R. Daher haben wir fiir » > r; > R;

rFy(r) > riFy(r) +/ 2t(wl,(t), [Ewy(t) — wiy(t)])dt. (14.19)
1

Wir wéhlen nun ¢, € C§°, sodass ¢, — 9 und —Ag, — —A. So eine Folge

gibt es, da C§° ein determinierender Bereich von —A ist. Dann konvergiert auch

Hyp, — Hi = Ev, weshalb auch w,, — w, wgy, — Fw und w), — w' in

L%((0,00), L*(S™1,dQ),dr). Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert auch

F,, — F punktweise fast iiberall, was die Behauptung zeigt.

—(rF(r)) =2r(w',w" +r ?Bw + (E — Va)w) + Hw'H2 —r?(w,Bw) + E ||wH2 — (w, (rVa)'w)
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Aus F(r) > “LF(r;),r > ri > Ry folgern wir F(r) < 0 fiir 7 > R;, denn,

wiire dies nicht wahr, so wire die linke Seite von F(r) = (w',w’) + r~2(w, Bw) +
(w, (E — Va(r))w) nicht integrierbar. Der Ausdruck ist jedoch, da ¢ € D(—A) ist,
integrierbar.

Wir zeigen nun die Hauptbehauptung, nédmlich, dass es ein Ry gibt, sodass
w = 0 fiir r > Ry. Dies zeigt, dass 1) auflerhalb einer Kugel verschwindet. Mit Hilfe
des eindeutigen Fortsetzungssatzes folgt dann, dass ¢ identisch Null ist. Von nun
an sind alle Berechnungen nur formal, es ist ein Leichtes sie rigoros zu machen,
indem man mit F,, statt mit I’ rechnet.

Fir m > 0 sei w,, := r™w und

G(m,r) = ||w;n||2 + (k2 —K?Rir 4+ m(m + 1)r_2) ||wm||2 + r_Q(w,m Bwy,) — (Wi, Va(r)wm,).
(14.20)

w,, erfillt dann

1
w!h —2mr~twl, +r 2 m(m + 1) — i(n —1)(n —3) + Blwy, + (k* = V)w,, =

(14.21)
Mit Hilfe der Ungleichung
— (Vo) = =1V —r(rVa) >0 (14.22)
rechnet man leicht nach, dass fiir r > Ry
d R
—(?G(m,r)) 22r |2m+ 1) fw), |* + 8 (1= 2= ) [lwa]?
dr 2r
(14.23)

+(wl,, [rVi + i(n —1)(n—=3)r~t - kQRl]wm)}

gilt. Daher hat man fiir » > R,

d s k2
- 0260m ) 2 20 |2+ ) P+ 5 ol = (6 2R ] ]
(14.24)

Daher gibt es ein mg > 0, sodass r2G(m,r) auf (R;,o0) monoton wichst, wenn
m > my.
Angenommen nun, es wire w(rg) # 0 fiir ein r9 > Ry. Schreibt man nun

Gm,r) =2 [[[w' +mrtw|* + (2 = K2Ry~ 4 m(m 4+ 1) ol = (w, Vow) + 72w, Bu)|
(14.25)

so sieht man, dass G(m,rg) > 0 fiir hinreichend grofies m ist. Zusammen mit der
Monotonie von r2G(m,r) fiir m > mg folgert man: ist w(rg) # 0 fiir ein 79 > Ry,
so gibt es ein M (rg), sodass G(m,r) > 0 fiir alle m > M(rg) und r > ro.

Wir konnen den Beweis nun schlieen. Fiir gegebenes rg, sodass w(rg) # 0 und
ro > R1 wahlen wir mg > M und dann Ry > rq so, dass fiir r > Ry

—k2Ryr !+ mo(2mo + 1)r 2 < 0. (14.26)
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Da [ |wl|* dr < oo, wiichst [|w]|| nicht streng monoton auf allen [R, 00). Das heift
es gibt ein r; > Rs, sodass
d
dr
Insbesondere ist bei r = r;

lolP| _ =2(w',w) <0, (14.27)

T=T1

o+t < ]| 4+ m?e 2 o] (14.28)
weshalb wegen
G(m,r) = r*™ [Hw’ + rrLT*le2 + (K2 = E*Ryr~ 4+ m(m + D)r2) Jw|® = (w, Vaw) + 72 (w, Bw)]
gilt, dass

0< 7“1_27”°G(m0,r1) < Hw'||2 + k2 Hw||2 — (w, Vow) + r’Q(w,Bw) = F(rq).
(14.29)

Wegen F(r) > r~'riF(ry) fiir r > r; > Ry impliziert dies, dass [ |wl]* dr = oo
oder ||w||* = 0, weshalb w(rg) = 0 fiir alle rg > R; ist. Mit dem eindeutigen
Fortsetzungssatz ist damit ¢ identisch Null. O

KOROLLAR 14.11. Sei V : R™ — R, welches die folgende Bedingungen erfillt.

(i) Der zuV gehérige Multiplikationsoperator ist relativ —A-beschrinkt mit —A-
Schranke < 1.

(i) Es gibt eine abgeschlossene Menge S mit Mafs gleich Null, sodass das Kom-
plement R™ \ S zusammenhdingend und, sodass V' auf jedem Kompaktum von
R™\ S beschrinkt ist.

Ist V' zusdtzlich

a) kompakt getragen oder

b) abstoffend im Unendlichen, das heifst %—‘7{ < 0, und verschwindet dort,

dann gibt es keine gebundenen Zustinde mit positiver Energie.

avz <

or —

BEMERKUNG 14.12. Das Wigner-Von Neumann Potential erfiillt weder lim sup,._, ., 7
0, noch rV; — 0.

Die dritte Methode, um positive Eigenwerte zu kontrollieren verwendet den
Virial-Satz. Das Resultat wird bessagen, dass, wenn 1 eine Eigenfunktion von H =
—A 4 V ist, dann erfiillt sie unter bestimmten Annahmen an V'

2(), ~AY) = (4,2 - VV§), (14.30)
Diese Gleichung ist extrem hilfreich beim Studium von gebundenen Zusténden. Ist
beispielsweise V' repulsiv, so ist - VV < 0, so kann H keine gebundenen Zusténde
haben, da die rechte Seite der Gleichung negativ, wohingegen die linke Seite positiv
ist.
Die obige Gleichung kann formal aus folgendem Argument hergeleitet werden.
Sei

L ZZ:CZ : (14.31)

dann ist
i[D,H] =2(-A) —x-VV. (14.32)
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Ist ¢ eine Eigenfunktion von H mit Figenwert F, so ist

20, —AY) — (Y, - VV) = (4,i[D, H]Y) = —iE (¢, DY) — (¢, D)] =0,
(14.33)
da H hermitesch ist. Das Argument ist deshalb formal, da D unbeschrinkt und
nicht notwendigerweise im Definitionsbereich von D liegt.
Der Schliissel zum Beweis des Virial-Satzes ist, dass die durch D erzeugte Grup-
pe gerade die Gruppe der Dilatationen aus dem Abschnitt iiber dilatationsanalyti-
sche Potentiale ist. Wir definieren fiir ¢ > 0 die unitére Familie

(Uath) () := (e P18 ) (x) = a™/?p(az) =: Ya(x) (14.34)
und setzen V, (x) := V(az), sodass V, = U,V U, ! fiir einen Multiplikationsoperator
V ist.

SATZ 14.13 (Virialsatz). Sei V' ein Multiplikationsoperator auf L*(R™), sodass:

(i) V ist relativ —A-beschrdnkt mit —A-Schranke < 1.
(ii) Es gibt einen Multiplikationsoperator W auf L*(R"™) mit D(—A) C D(W),
sodass fir alle 1 € D(—A)
V.-V

s 3. (14.35)
Gibt es dann ein ¢ € D(—A) mit (A + V) = Evp, so ist
2(v, —AY) = (¥, Wep) = 2(¢, (E = V)9). (14.36)
BEWEIS. Wegen U, (—A)U, 1 = a2(—A) gilt
(—A + V), = a*Ev, (14.37)

neben (—A+V)y = Ev. Subtrahiert man die beiden Gleichungen voneinander und
nimmt das Skalarprodukt mit v, erhélt man mit der Unitaritdt von U,

E(a2 - 1)(¢a7¢) = ((_A + GZVa)waa d}) - (wav (_A + V)'(/}a) = GQ(Vawaaw) - (%7 V’(/))7
(14.38)

da —A symmetrisch ist. Daher ist
(a4 1)(ta, Va®h) + (@ — 1) (Yo, (Vo = V)¥) = E(a + 1) (¢a, ¥). (14.39)

Lésst man nun a — 1 gehen, folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 14.14. (1) Formal ist W gerade z - VV, verstanden als Ab-
leitung von V,(z) = V(ax) nach a, ausgewertet bei a = 1. Da C§°(R™) C
D(-A) ist und Y=V "3 Wy gilt, ist W tatsiichlich & - VV im Sinne
von Distributionen.

(2) Man beweist die Konvergenz V;:IV = W) iiblicherweise so: man zeigt
zunéichst die punktweise Konvergenz und nimmt dann an, dass es einen
Multiplikationsoperator W mit D(—A) C D(W) gibt, sodass

V.-V

a—1

B
punktweise fiir fast alle a nahe Eins gilt. Dann folgt die Konvergenz aus
dem Satz der majorisierten Konvergenz und D(—A) C D(W).

Dieses Hilfsmittel erlaubt uns nun die Nicht-Existenz positiver Eigenwerte zu
zeigen.
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Satz 14.15. Sei V : R™ — R relativ —A-beschrankt mit —A-Schranke < 1.
Dann hat —A +V keine positiven Figenwerte, wenn wenigstens eine der folgenden
Bedingungen erfillt ist.

a) V erfillt die Konvergenzbedingung (it) aus vorigem Satz und V ist abstofiend,
das heifit V(ar) <V (r) fir alle r und a > 1.

b) V ist homogen vom Grade —a, wobei a € (0,2), das heifit V(ar) = a=*V(r).

¢) V ist die Summe eines repulsiven Potentials und eines homogenen Potentials
vom Grade —a mit a € (0,2).

d) V erfillt die Konvergenzbedingung (ii) aus vorigem Satz und fir ein b > 0 gilt

1
A - wa — bV > 0. (14.40)

BEWEIS. Esist einfach zu sehen, dass, wenn (ii) wahr ist, dass die Bedingungen
des Virial-Satzes erfiillt sind. Sei also von nun an W wie im Virial-Satz, dann gilt

(1, —AY) = %w,ww) (14.41)

fiir eine Eigenfunktion 1.

a) Aus der Definition von W als Limes von V(‘;:X folgt, dass W < 0 ist. Damit
muss ¢ = 0 sein, da Hy > 0 und Ker(Hp) = {0}.

b) In diesem Fallist W (r) = —aV/(r) und der Virialsatz und (¢, —Av) = (¢, W)
geben

E('I/J,'IJZJ) = (2 - 0‘)(1/’7‘/7/)) =

wegen o < 2.

27y W) = —22?70‘@1, Ho) <0, (14.42)

¢)
d) Fiir jede Eigenfunktion ¢ gilt

—bE(,¢) + (1+b) -0 = —=b(¢, (Ho + V)3) + 1+b< [ % } >

= (o o=t v) 2o

(14.43)

wegen der Voraussetzung in d), womit F < 0 ist.
O
BEMERKUNG 14.16. (1) Dieses Resultat setzt nicht voraus, dass die Po-

tentiale im Unendlichen verschwinden, weshalb es fiir Vielteilchen-Schrédinger-
Operatoren angewandt werden kann.

(2) Punkt b) ist wieder interessant, wenn wir uns an die Bedingung erinnern,
fiir welche (anziehenden) Potentiale es unendlich viele Eigenwerte gab.
Das geschah gerade fiir homogene Potentiale vom Grade —a, wo o < 2
war, da in diesem Fall das Potential im Unendlichen ,starker“ war als die
kinetische Energie. Ahnlich verhélt es sich hier — der Fall, wo V abstoBend
ist, ist bereits in a) behandelt; ist V' anziehend, so kann es nur gebundene
Zustdnde mit negativer Energie geben.

BEISPIEL 14.17 (Coulomb-Systeme I). Wir betrachten ein N-Teilchen-System,
bei dem alle Wechselwirkungen durch das Coulomb-Potential beschrieben werden,
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das heifit die Wechselwirkung ist von der Form a;j|z; — z;|~'. Da das Coulomb-
Potential homogen vom Grad —1 ist, erfiillt es die Bedingung (i) des obigen Satzes,
weshalb Coulomb-Systeme keine positiven Eigenwerte aufweisen.

BEISPIEL 14.18. Bedingung d) aus dem Satz ist anfangs etwas schwer zu begrei-
fen, weshalb wir dies durch ein Beispiel illustrieren. Sei V' € C§°(R™) mit n > 3. Wir
haben bereits frither gesehen, dass —A+AV keine negativen Eigenwerte hat, wenn A
hinreichend klein war. Wegen des Kato-Agmon-Simon-Satzes existieren auch keine
positiven Eigenwerte, unabhéngig vom Wert von A, da V' kompakt getragen ist. Man
kann dies fiir kleine A auch anders beweisen, denn auch —z - VV — V € C§°(R").
Damit hat auch —A — A(z - VV + V) keine negativen Eigenwerte, das heifit der
Operator ist positiv. Dies ist aber gerade die Bedingung d) aus dem Satz, welcher
besagt, dass es keine positiven Eigenwerte (fiir kleine \) gibt.

Fiir einige Potentiale ist es moglich zu zeigen, dass es keine Eigenwerte in einem
Intervall (a,00) fiir ein a > 0 gibt.

BEISPIEL 14.19 (Yukawa I). Wir betrachten ein Atom mit Yukawa-Wechselwirkungen

N N
H = 7ZAj+ZVj(Ij)+ Z ‘/fij(l’i*l‘j) (1444)
j=1 j=1 1<i<j<N
auf L2(R3*N), wobei
b; bij y
Vj(x;) = ——Le %2l und Vj;(z) = ~Le~ulel, (14.45)
;] ]
wobei alle a und b positive Konstanten sind. Sei U(r) = M, dann ist r9¢ =
—U — aexp(—ar). Das heifit fir V = Zjvzl Vi + 2 i< Vij ist (wir vernachldssigen
die negativen Beitrége a;;b;; und verwenden e=* < 1 fiir z > 0)

N
z-VV 4V < ajb;. (14.46)
j=1
Gilt nun (—A + V)9 = E, so ist
N
E(, ) = —(¢, Hov) + (, (x- VV + V)¥) < a;b;(v, ), (14.47)
j=1

das heifit H hat keine Eigenwerte im Intervall (Zjvzl a;b;, 00).

:3.137
BEMERKUNG 14.20. Der Kato—Agmon—Simon—Satzi % h T8t eng mit dem Vi-
rialsatz verbunden. Nehmen wir an, dass V fiir alle x negativ und homogen vom
Grade —a ist, wo @ < 1. Dann gelten wegen (iv) und (v) auch

(iv') Va(z) <0 fiir |z| > Ry ersetzt Va(z) — 0
(v") 8‘/5’7('%) < Y2 fir |z| > Ry ersetzt lim, o rd2 <

r = |z or
und man kann somit mit beiden Methoden folgern, dass —A + V' keine positiven
Eigenwerte hat. Der Vorteil der Methode von Kato, Agmon und Simon ist, dass
sie lediglich Bedingungen an das Potential im Unendlichen stellt, wohingegen der
Virialsatz globale Bedingungen benotigt.

Die vierte und letzte Methode beschéftigt sich mit dilatationsanalytischen Po-
tentialen. Wir betrachten dazu zunichst noch einmal den Fall des Coulomb-Potentials.
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BEISPIEL 14.21 (Coulomb-Systeme IT). Wir untersuchen zunéchst einen Hamilton-

Operator H eines N-Teilchen-Systems mit Zwei-Korper-Potentialen, die alle homo-
gen vom Grade —a sein sollen, wobei 0 < a < 1. Dann sind alle diese Potentiale
dilatationsanalytisch, denn

U@WVU(@) ™ =e 2%, (14.48)

wobei U (6), die auf ¢ € L?(R3) wie (U(0)1)(z) = 3%/2¢)(e?x) wirkt, die Gruppe der
Dilatationsoperatoren auf R? ist. Nehmen wir an, Ey sei der groite Threshold von
Hy+V (wir werden spéter Eg = 0 beweisen) und, dass E > Fj ein Eigenwert von H
sei. Durch unsere bisherige, allgemeine Untersuchung von dilatationsanalytischen

Hamilton-Operatoren wissen wir, dass E solange ein diskreter %i%enl}lz\(%rti Jpn H(0)

sein wird, wie 0 < Imf < 7 erfiillt ist, siehe dazu auch Satz chreiben wir
mit 0y = 57
H(0) = e 2 (Hy — e~ (@=20=b0)y/), (14.49)
so sieht man, dass
H(6y) = e 2% (Hy - V). (14.50)

Das heifit, dass das Argument jedes Eigenwerts von H(6y) gerade 2i6y # 0 oder
7 + 2ify # 0 erfiillen muss. Daher kann E kein Eigenwert von H(6p) und damit
auch kein Eigenwert von H sein. Die Bedingung o < 1 ist notwendig um Imfy < =
sicherzustellen.

Wir zeigen schliellich noch per Induktion, dass tatséchlich Fy = 0 ist. Dies
ist offenbar fiir den Zwei-Korper-Fall wahr. Ist dies auch fiir alle & < N wahr,
so sieht man mit dem obigen Argument, dass alle k-Korper-Systeme mit & < N
keine positiven Eigenwerte haben. Damit kann aber das N-Teilchen-System keinen
positiven Threshold haben und Ey = 0.

Wir bemerken, dass man mit dem obigen Argument sogar zeigen kann, dass
H () keine Eigenwerte in {E : 0 < argF < 2Im} hat, wenn —7 < Imf < 0 ist.

Sei nun explizit V = ﬁ das Coulomb-Potential und V,, das Potential, dass wir
durch Ersetzen von Flm durch ﬁ erhalten. Angenommen nun, Hy+V hétte
einen positiven Eigenwert, dann wird, z.B. fiir 6 = —inw/3 der Operator Hy(0) +
V.. (6) einen Eigenwert haben, der nahe der positiven reellen Achse sitzt, wenn o —1
klein ist. Fiir reelle a kann dieser Eigenwert jedoch kein kleines, negatives Argument
haben. Aus dem obigen Argument folgt jedoch auch, dass der gestorte Eigenwert
kein kleines, positives oder verschwindendes Argument haben kann, wenn « reell
und kleiner als Eins ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass Hy + V keine positiven
Eigenwerte haben kann.

BEISPIEL 14.22 (Coulomb-Systeme III). Es gibt ein weiteres Argument, mit
dem man zeigen kann, dass Potentiale, die alle vom gleichen negativen Grade
a € (0,2) homogen sind, keine positiven Eigenwerte erzeugen. Wieder ist Hy(0) =
e 2 Hy und V(0) = e~ V. Damit ist das Argument von (p, Ho(0)¢) gleich 2m —
2Im#, wohingegen das Argument von (¢, V(0)y) gleich 2 —almf oder 7 — aImé fiir
alle ¢ € Q(Hy) ist. Da aber a < 2 ist, liegt das Argument von (¢, H(0)y) zwischen
7 — almf und 27 — almé fiir alle kleinen und positiven Im#. Insbesondere kann
das Argument von (¢, H(0)p) nicht Null sein, weshalb H(0)p # E¢ mit E > 0 ist.
Da H(0) fiir alle |Imf| € (0, 7) keinen positiven Eigenwert hat, hat auch H keinen
positiven Eigenwert.
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BEMERKUNG 14.23. Obiges Argument zeigt, dass es wichtig ist negative und
positive Eigenwerte voneinander zu unterscheiden. Der Grenzfall tritt gerade bei
Imf = £7 ein. Fiir [Imf| < 7 ist jeder Eigenwert von H, der nicht der Treshold
ist, auch ein diskreter Eigenwert von H(f). Lasst man Imé gegen £7 gehen, so
rotiert das wesentliche Spektrum in die Richtung der negativen Eigenwerte, weshalb
wir nicht sicher sagen konnen, dass die Eigenwerte fiir Im@ > % bleiben (und
insbesondere fiir § = ). Die positiven Eigenwerte bleiben jedoch vom wesentlichen

Spektrum fiir |Imé| € (0, ) fern.

Die Bemerkung zeigt, dass dilatationsanalytische Potentiale, die eine Fortset-
zung bis Imf = 7 erlauben speziell sind. Dies motiviert die folgende

DEFINITION 14.24. Wir sagen, dass ein Potential genau dann in F, /2 liegt,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) V ist eine quadratische Form mit Formbereich Q(—A).

(i) (=A+ 1)"Y2(U(O)VU(B) 1) (—A + 1)~1, definiert als Operator fiir § € R,
ist die Einschréinkung einer kompakten, operator-wertigen Funktion, die auf
dem Streifen [Imf| < 7 analytisch und Norm-stetig auf [Imf| < 7 ist, auf die
reelle Achse.

Wir werden bald sehen, dass sowohl das Coulomb- als auch das Yukawa-Potential
in F, /2 liegen und, dass N-Teilchen-Systeme, deren Potentiale in Fr /2 sind, keine
positiven Eigenwerte haben.

Dazu brauchen wir folgendes Hilfsmittel.

LEMMA 14.25 (Carlson). Sei f eine komplex-wertige Funktion, die auf {z :
Rez > 0} analytisch und auf {z : Rez > 0} stetig ist. Angenommen es ist zudem

1f(2)] < MeAl! fiir z mit Rez > 0 (14.51a)
|fliy)| < Me™BlY fir alle y € R, (14.51b)

wobei B > 0 ist. Dann verschwindet f identisch.

HieedSimole?S

BEWEIS. Siehe U

SaTz 14.26 (Balslev—Simon). Sei H ein N-Teilchen-Schridinger-Operator auf
L2(R™=DN) " den man durch Abseparation der Schwerpunktsbewegung von

N
H=— (Qmi)_lAi + Z V;J(J?l — l‘j) (14.52)

erhdlt. Hierbei fassen wir alle Vi; als quadratische Formen auf Q(—A) auf. Sind
alle V;; € fﬂ/z, lokal (das heif$t haben die Form von Multiplikationsoperatoren)
und symmetrisch, so hat H keine Figenwerte in (0, 00).

BeEwELs. Wie wir in Beispiel %%n haben, miissen wir lediglich zeigen,
dass H keine Eigenwerte in (0, co) hat unter der Bedingung, dass H keine positiven
Thresholds hat, um zu sehen, dass H keine positiven Eigenwerte hat.

Wir nehmen im ersten Schritt also an, dass H keinen positiven Threshold, aber
einen positiven Eigenwert £ > 0 mit zugehoriger Figenfunktion ¢ hat. Wir miissen
also zeigen, dass ¢y = 0 ist. Da E ein Eigenwert von H ist, ist E auch ein Eigenwert
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von H (@) fiir [Imf| < 7. Dariiberhinaus ist die Projektion

P(Q):fi / (H(0) — \)~td), (14.53)

2
[IA—E|=¢

welche fiir [Imf| > 0 definiert ist, analytisch fiir [Imf| < 7 und elejch der Spek-
tralprojektion Pypy(H) fiir § = 0. Wegen O’Connors Lemma olgt, dass jeder
Eigenvektor ¢, der Hy = Ev erfiillt, die Eigenschaft hat, dass U () sich zu einer
auf {0 : [Imf| < T} =: N analytischen und in Nl stetigen Funktion fortsetzen ldsst.
Dariiberhinaus wissen wir aus Satz ass U(£% )Y exponentiell abfillt, in
dem Sinne, dass es ein b > 0 gibt, sodass eb’“U(:I:%T)dJ € L? ist; dies liegt daran,
dass E auch ein isolierter Eigenwert von H(+%) ist.

Heuristisch gesprochen, verlauft das Argument nun wie folgt: intuitiv heifit v
ist dilatationsanalytisch, dass 1 (x) als Funktion von |z| und Q = ra7 fiir fixes € in
|z| analytisch auf dem Gebiet Re|x| > 0 ist und

oI WDR W (@)p) (2], Q) = w(|2] ¢, Q) (14.:54)

gilt. Da ) € L? ist, ist ¢(z, ) mehr oder weniger beschrénkt ist und, da U(+% )y €
D(eR) ist, fillt ¥(z,Q) exponentiell, wenn argz = +7 ist. Daher ist mit Carlsons
Satz ¢ = 0.

Mit dieser Intuition fiir den L? im Hinterkopf kénnen wir den Beweis schlieBen.
Fixiere dazu g € C§°(R™N=1\ {0}), deren Triiger den Ursprung nicht enthilt, also
z.B. supp(g) C {x : |z| > R}. Dann definieren wir fiir z € (0, c0)

F(z) = 2N/ /R o T@(e)dr = (g, Ullog 2)0). (14.55)

Durch diese Darstellung kénnen wir F' zu einer auf {z : Rez > 0} analytischen und
auf {z : Rez > 0} stetigen Funktion fortsetzen.
Da U () fir € R unitér ist, ist erstens

[F(2)] < |2"2 |lgll sup [[U(iy)d| (14.56)
ly|<m/2

fiir alle z mit Rez > 0. Dariiberhinaus ist fiir positives und reelles 3

o [ |v (5 ) o| Goan =2 [ 5T |v (T ) o] e
lz|>BR
wo(3)

und analog fiir F(—if). Die Voraussetzungen fiir Carlsons Satz sind also erfiillt,
weshalb F identisch verschwindet, das heifit auch (g,1) = 0. Da g € Cg°(R™N=1\
{0}) in L? dicht ist, folgt, dass ¢ = 0 sein muss, das heifit es gibt keinen positiven
Eigenwert E. (I

[F(iB)] =

_ N/2
< e PRY 5" N2 | g

(14.57)

ar

BEISPIEL 14.27 (Yukawa IT). V(r) = & ist in F o mit Vp(r) = e~0 exR=acn)
Daher hat das Atom mit Yukawa-Wechselwirkungen keinen Eigenwert in (0, c0),
was eine Verbesserung des Resultats ist, was wir mit Hilfe des Virialsatzes erhalten

haben.
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Es gibt jedoch auch Félle, wo der Virialsatz Aussagen gibt, wohingegen der
Balslev—Simon-Satz keine Aussagen gibt. Ist z.B. V(r) = be™%" mit b > 0, so hat
—A +V nach dem Virialsatz keine positiven Eigenwerte, aber V ist nicht in F /25
da exp(—ae’r) kein relativ kompakter Multiplikationsoperator ist, weshalb Vj(r)
keine Norm-stetige Fortsetzung auf {0 : [Imf| = 5} hat.

BEISPIEL 14.28. Seien alle V;; homogen vom Grade f;; mit 5;; € (0,2), dann
hat H, der Operator, der aus H = *Zij\; A; + Zz’q Vi; durch Abseparation
der Schwerpunktsbewegung entsteht, keine gebundenen Zustidnde positiver Energie.
Dieses Resultat ist zwar vom Standpunkt des Virialsatzes, jedoch nicht mit diesem
zu erhalten.

15. Kriterien fiir Kompaktheit und Operatoren mit kompakter
Resolvente

Bisher hatten wir es immer mit Schrodinger-Operatoren zu tun, die wesentliches
Spektrum hatten und deren Potentiale im Unendlichen verschwinden. In diesem
Abschnitt wollen wir Kriterien finden, sodass ein Operator nur diskretes Spektrum
besitzt.

Als Erstes zeigen wir, dass ein halbbeschriinkter, selbstadjungierter Operator A
genau dann nur diskretes Spektrum besitzt, wenn seine Resolvente kompakt ist. Um
dieses Resultat anwenden zu konnen, brauchen wir Kriterien, die garantieren, dass
bestimmte Teilmengen von L? kompakt sind. Zusammen mit Resultaten von Rellich
und Riesz konnen wir diese Techniken anwenden, um zu zeigen, dass Schrodinger-
Operatoren, deren Potentiale im Unendlichen wachsen, rein diskretes Spektrum
haben.

Diese Ideen stehen eng im Zusammenhang mit Einbettungssidtzen von Sobole-
wridumen, welche in Anwendungen von partiellen Differentialgleichungen benttigt
werden. Diese Einbettungssétze werden wir in der Mitte dieses Abschnitts erdrtern.

Als eine weitere Anwendung werden wir den Hamilton-Operator eines Systems
in einer Box aus der statistischen Mechanik untersuchen und zeigen, dass e #H
Spurklasse ist. Dies zeigt insbesondere, dass solche Systeme eine Zustandssumme
besitzen.

Wir schlieen den Abschnitt mit Kriterien, die garantieren, dass das Spektrum
eines selbstadjungierten Operators einen diskreten Anteil besitzt.

15.1. Rein diskretes Spektrum und Eigenschaften der zugehorigen
Eigenfunktionen.

SATZ 15.1. Sei A ein von unten beschrankter, selbstadjungierter Operator. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) (A —p)=t st fiir ein p € p(A) kompakt.

(ii) (A — p)~t ist fir alle u € p(A) kompakt.
(ii) Die Menge {¢p € D(A) : ||| < 1, ||Ay|| < b} ist kompakt fir alle b.

(iv) Die Menge {¢p € Q(A) : || <1, (¢, Ay) < b} ist kompakt fiir alle b.

(v) Es gibt eine vollstinde Orthonormalbasis {p,}22, € D(A), sodass Ap, =

Pnn mit p < po < -+ und p, — 00.
(vi) élgm??o, wobei i (+) durch das Min-Maz-Prinzip fiir Operatoren aus Satz
gegeben 1st.
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BEwEIs. Wir beweisen (i) < (i), dann (v) < (vi) und schliellich (v) =

(i
(w! = (4g1) = (i) = (v). (i) < (ii) haben wir bereits in &hnlicher Form in Lemma
icsen. Die Aquivalenz (v) < (vi) folgt direkt aus dem Min-Max-Prinzip aus
Satz ilE i[

(v) = (iv): Sei
Fyo= {0 € QUA): 9]l < 1, (6, Ap) < b}, (15.1)

dann werden wir im Folgenden zeigen, dass F} abgeschlossen und fiir alle € > 0
durch endlich viele offene Bélle vom Radius € iiberdeckt werden kann, woraus folgt
(nachpriifen!), dass Fj, kompakt ist.

Zunichst zur Abgeschlossenheit: sei dazu v,, € Fp eine Folge, die in Norm
gegen ein ¢ konvergiert. Dann ist auch [|¢| < 1, und wir miissen nur noch zeigen,
dass ¢ € Q(A) und (¢, Ay) < b. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir alle A < oo,
(Y, AP_oo 2)?) < b ist, wobei Pqo die Familie der Spektralprojektionen von A ist.
Da AP_ ) ein beschriinkter Operator ist, ist

da v, € Fy, woraus folgt, dass Fj abgeschlossen ist. Fiir die Abgeschlossenheit
dieser Menge benotigten wir lediglich, dass A von unten beschréankt ist.

Sei nun —a die untere Schranke von A, das heifit B := A4a > 0 und fiir ¢ € F}
gilt (¢, BY) < b+ a. Fiir gegebenes € > 0 wihlen wir NV, sodass uy + a > M,
das heifit § > ulj:_fa > mf:ﬂra >--->0. Aus (¢, By)) < b+ a und der Bedingung,
dass es eine vollstinde Orthonormalbasis {p,}52, € D(A) gibt, folgt dann (am
besten von rechts nach links lesen)

s - Suonln +0) |00 _ Soon(tnpn)(en (A4 a)0) _ (0, (4 +a)y)
> 1)l < o < e e

n>N
b+a <f.
T un+a T 2

(15.3)

Geometrisch gesehen ist also ¥ € Fj, innerhalb \/g eines Punktes in der Einheits-
kugel, die durch die {¢1,...on—1} aufgespannt wird. Da dieser Ball durch endlich
viele \/6/72—Béllle iiberdeckt werden kann, kann auch F} durch endlich viele e-Bélle
iiberdeckt werden.

(iv) = (#4): Mit einem dhnlichen Argument wie oben kann gezeigt werden,
dass auch die Menge

Dy :={y € D(A) : [¢[| <1, [|A¢[| < b} (15.4)
abgeschlossen ist. Mit der Schwarzschen Ungleichung folgt, dass D C Fj, das heifit,
wenn F, kompakt ist, so muss auch D; kompakt sein.

(#49) = (i): Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass A
positiv ist und definiere M; := {¢p = (A+1)"t¢ : |l¢|| < 1}. Dann ist fiir ¢ € M;
und p = (A+ 1)y € H

ol < A+ DT[] el < llell <1 (15.5a)
und
[Ap| < |[|AA+ D)7 el < llell <1, (15.5b)
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das heifit ¢ € D;. Daher ist M; C D4, das heiit M; ist kompakt, da D; kompakt
ist, was wiederum heit, dass M; priikkompakt ist. Damit ist (A+1)~! ein kompakter
Operator, da er die beschriinkte Menge {¢ € H : ||¢]| < 1} in eine prikompakte
Menge, ndmlich M; abbildet.

(i) = (v): Wegen (i) = (ii) kénnen wir annehmen, dass (A +a)~! kompakt ist,
wobei —a € R die eine strenge untere Schraxiée von A dst. Da (A + a)~! kompakt
ist, gibt es wegen des Hilbert—Schmidt-Satzes eine vollstdnde Orthonormalbasis
{pn} mit (A+a) Ly, = A, und A, — 0. Da (A + a)~! positiv ist, sind auch
alle \,, > 0, weshalb wir die A\,, und ¢,, so ordnen kénnen, dass A\; > Ay > ---. Mit
i = 5= — a folgt (v). O

n

Um die Kriterien (4¢7) und (iv) aus vorigem Satz benutzen zu kénnen, brauchen
wir Kritierien die sicherstellen, dass eine Teilmenge S von L?(R") kompakt ist. Wir
erklaren anhand eines Beispiels, warum diese Kriterien niitzlich sind.

BEISPIEL 15.2. Sei # = L?(—m,7) und A die selbstadjungierte Erweiterung
von iL | C°(—m, m) mit periodischen Randbedingungen ¢(—m) = ¢(r). Sei

Si={p € L*(=m,m) : [l¥] < 1,[|A9| < 1}. (15.6)

Mittels Fouriertransformation von ¢ € S kann man S isometrisch auf

Si={{an} € P(~00,00) : Y an> <1, nla,> <1} (15.7)
abbilden. Die zweite Bedingung sagt insbesondere, dass die Schwénze der Folgen
in § gleichm#Big klein sind. Damit kann gezeigt werden, dass S und damit auch S
selbst kompakt sind.

Dieses Szenario erinnert an den Satz von Ascoli, wo die Kompaktheit des
Tréagers, die gleichméfige Beschrinktheit und die gleichgradige Stetigkeit die Kom-
paktheit einer Menge von Funktionen garantieren. In diesem Fall wird die gleich-
gradige Stetigkeit durch die Glattheits-Bedingung, also ||Ay|| < 1 fiir alle ¢ € S,
ersetzt, welche, wie oben gesehen, zur Abfallbedingung > n?|a,|?> < 1 #quivalent
ist.

Wollen wir diese Idee nun auf den L?(R) erweitern, so ist klar, dass die Glattheits-
Bedingung nicht ausreichen wird. Fiir gegebenes f € C§°(—m, 7) kann die Menge
der Translatierten f,(z) = f(x + 27n) nie eine konvergente Teilfolge haben. Die
Schwierigkeit ist, dass diese Funktionen nicht gleichméfig klein werden fiir grofle x.

Um also kompakte Mengen in L?(R) zu erhalten, sollten wir also verlangen,
dass die Funktionen sowohl im Orts- als auch im Impuls-/Fourierraum ,,gleichméBig
klein“ im Unendlichen sind. Dies ist gerade die Bedingung von Rellichs Kriterium.

DEFINITION 15.3. Sei F' eine Funktion auf R™, die messbar und fast iiberall
nicht-negativ ist. Wir sagen genau dann F' — oo, wenn es fiir alle N > 0 ein Ry > 0
gibt, sodass F'(x) > N fiir fast alle  mit || > Ry ist.

SATZ 15.4 (Rellichs Kriterium). Seien F' und G zwei Funktionen auf R™, so-
dass F,G — co. Dann ist

si={ver@): [l <1, [ Fop@re <1, [ aenore 1

(15.8)

eine kompakte Teilmenge von L*(R™). Daraus folgt insbesondere, dass die Resol-

vente m (fiir p > 0 oder komplex) von A = F(x) + G(§), aufgefasst
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als Formsumme auf Q(F(z)) N Q(G(E)), kompakt ist, und, dass F(x)+ G(§) rein
diskretes Spektrum hat.

BEWwEIS. Wir werden die Aussage nicht mit der obigen Intuition aus der Theo-
rie iiber die Fourierreihen, sondern mit Hilfe des Weylschen Satzes beweisen.

Wir kénnen zunéchst ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
F(z) < 22 und G(§) < €2 ist, indem wir F' durch min{z?, F(x)} bzw. G durch
min{G(£),£?} ersetzen. Wir kénnen damit einen selbstadjungierten Operator A =
F(z) + G(§) definieren, indem wir A zunéchst als auf Q(F(z)) N Q(G(&)) dicht
definierte Summe von Formen auffassen. Ahnlich wie im vorigen Beweis kann man
zeigen, dass S abgeschlossen ist. Wegen

SC{ye L’ ®R"): [yl <1, (v, Ap) < 2} (15.9)

m—r oo

geniigt es aufgrund der Aquivalenz (iv) < (vi) zu zeigen, dass pi,,(4) "= oo,
wobel g, (A) die Min-Max-Eigenwerte von A sind.

Sei dazu V eine beschriankte und kompakt getragene Funktion. Dann behaupten
wir zunéchst, dass V(z)(G(€) + 1)~! kompakt ist. Dazu stellen wir zunsichst fest,
dass V(z)(G(€)+1+€£™) 71 ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, da (G (&) +1+€£m) !
in L? ist. Da G — oo, konvergiert (G(£) + 1 + e£™)~! = (G(&) + 1)~ in L.
Dies zeigt, dass V(z)(G(§) + 1)~ der Norm-Grenzwert einer Folge von Hilbert—
Schmidt-Operatoren ist und damit selbst wieder Hilbert—Schmidt, also insbesondere
kompakt ist. larv:3.44

Aus dem Weylschen Satz @g—eﬁyen—wu“, dass V(z) + G(&) diskretes Spektrum
in (—o0,0) hat, das heifit insbesondere ist p,(V(x) + G(£)) > —1 fiir hinreichend
grofles m.

Fiir gegebenes a > 0 definieren wir nun V,, durch

Vo(z) = min{F(z),a + 1} —a —1. (15.10)

Dann hat V,, kompakten Triager, da F' — oo, und V,, ist natiirlich beschréankt. Mit
obigem Argument und V,(z) < F(z) —a — 1 ist

pm(A) = pn (G(E) + Va(z)) + o+ 1, (15.11)
womit f,,(A) > « fiir hinreichend grofies m ist. Da « > 0 beliebig war, geht
tm(A) = oo fiir m — oo und die Behauptung folgt. O

Satz 15.5 (Riesz’ Kriterium). Sei p < oo und LP(R™),, die Einheitskugel in
L? und sei S C LP(R™). Dann ist der Norm-Abschlufl von S genau dann Norm-
kompakt, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(i) [ — 0 gleichmdfig im LP-Sinne im Unendlichen, das heifit es gibt fiir alle
€ > 0 eine beschrinkte Menge K. C R", sodass
|f(z)[Pdz < € (15.12)
RH\KE
fir alle f € S.

(i) f(-—vy) 30 f gleichmdfig in S fiir y — 0, das heifit es gibt fiir alle € > 0 ein
§ >0, sodass f € S und |y| < ¢ implizieren, dass

[ 1ta=y) - s < e (15.13)
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BEWEIS. =: Fiir S kompakt fixieren wir zunéchst ein o und finden fi, ..., fp,
sodass die §-Bille, um die f; gerade S iiberdecken. Damm finden wir K = K und
9, sodass die Integralbedingungen in (i) und (i) fiir f = f1, ..., f und € = § erfiillt
sind. Dies ist moglich, denn fiir alle g € L? ist limg »gn fRn\K lg|” (z)dz = 0 und
g(- —y) — g. Mit einem «/3-Argument folgen die Integralbedingungen.

<: Angenommen S erfiillt die Integralbedingungen, dann ist fiir alle 2 C R"

kompakt und «, 8 € R die Menge
T, o, B) :={f € CZR") : supp(f) € Q, [|fll < [Vflo <8} (15.14)

wegen dem Satz von Ascoli (die f sind alle gleichmiifiig beschriinkt und gleich-
gradig stetig mit dem Mittelwertsatz) prikompakt in C(2), und daher a fortiori
prikompakt in LP(R™). Mit einem Dichtheitsargument geniigt es daher fiir gegebe-
nes € > 0, die Ingredienzien €2, o und (8 zu finden, so dass es fiir gegebenes f € S
ein g € T(2, o, B) gibt mit [|f — g||, < e. Denn, da T durch endliche viele e-Biille
iiberdeckt werden kann, kann S durch endlich viele 2e-Bélle iiberdeckt werden.

Fiir gegebenes € > 0 finden wir zunéchst K = K, und 6, sodass fiir f € S und
lyl <4

/ |f(2)[Pdz < (i)p (15.15a)

R\ K

1fC=y) = fll, < i (15.15b)

erfiillt sind. Sei nun 7 eine C'*°-Funktion, die auf {y : |y| < d} getragen ist und
[ n(z)dz = 1 erfiillt, spéter also die Rolle eines Weichmachers erfiillen wird. Sei
x die charakteristische Funktion auf K’ := {y : dist(y, K) < ¢}. Seien Q = {y :
dist(y, K) < 20}, a = [|n[|, und B = |[Vn||,, wobei ¢ der zu p konjugierte Holder-
Exponent sein soll. Wir behaupten, dass dann fiir f € S, g := n* (xf) gerade die
gewollte Abschétzung

lg = fll, <€ (15.16)

erfillt und g € T(Q, a, §). Die letzte Aussage folgt sofort, da supp(g) C 2 und die
Norm-Bedingungen in T" aus der Youngschen Ungleichung folgen. Kénnen wir diese
Abschiitzung zeigen, sehen wir mit dem Dichtheitsargument, dass S kompakt ist.
Wegen der Wahl von K und der Definition von K’ ist fiir |y| < ¢

/ |f(z —y)[Pda < / |f ()P dz < (i)p (15.17)
R\ K’ Rr\ K
und daher
IO C =) =xfll, < NFC =) = fll, + 1@ =) f, + 1L = xC =9l =)l, <
(15.18)

Daher ist auch
3e
et =xfl, < [ IC=n - xfl,dy <’ 59
und daher endlich

lg =1l <llg=xfll, + 1A =x)fll, <e (15.20)
O
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Mit den Kriterien von Rellich und Riesz kénnen wir das gesamte Spektrum ei-

nes Schrodinger-Operators, dessen Potential i Uneelglgligélen gegen Unendlich geht,
analysieren. Der folgende Satz ist stirker als Ekfﬁt =

SATZ 15.6. Sei V € L}, (R™) von unten beschrinkt und erfille V- — co. Dann
ist H=—A+V, definiert als Summe quadratischer Formen, ein Operator mit kom-
pakter Resolvente. Insbesondere hat H nur diskretes Spektrum und eine vollstindige

Menge von Eigenfunktionen.
:3.156
BEWEIS. Wegen Satz ﬁ%l Tiissen wir lediglich zeigen, dass die Menge
Fp:={¢ € Q(H) : [¢|| <1, (¢, Hy) < b} (15.21)

fiir alle b kompakt ist. Ahnlich wie im Beweis dieses Satzes gezeigt, kann man auch
hier wieder zeigen, dass Fy abgeschlossen ist und miissen daher nur noch zeigen,
dass Fy in einer kompakten Menge enthalten ist. Da —A und V positiv definit
sind, impliziert (v, Hy) < b, dass (¢, —Ay) < b und (¢, V) < b, womit

Fu C {w Sl <1, [ vl@Pa <o, [eiera < b}. (15.22)

Die Menge auf der rechten Seite ist aber gerade mit dem Kriterium von Rellich
kompakt. ([l

Um das Ergebnis auf den Fall, wo V negative Singularititen hat zu erweitern,
beweisen wir zunéchst ein Resultat aus der Stérungstheorie.

SATZ 15.7. Sei A ein halbbeschrdnkter, selbstadjungierter Operator mit kom-
pakter Resolvente. Sei b eine symmetrische, Form-beschrinkte Storung von A mit
relativer Form-Schranke < 1. Sei C = A + b, definiert als Summe quadratischer
Formen, dann hat auch C' kompakte Resolvente.

BEWEIS. Per Voraussetzung ist

b, ) < alth, AY) + B[]l (15.23)
mit o < 1. Daher ist fiir alle ¢ € Q(C) = Q(A)
(1, C) 2 (1 — o) (¢, AYp) — B(¥, ). (15.24)
Aus dem Min-Max-Prinzip fiir Formen folgt, dass
n(C) = (1= a)un(4) - B. (15.25)

:3.156
Da A kompakte Resolvente hat, gehen wegen Kriterium (vi) aus Satz ii % I ,ZTL( A % —
oo und damit p,(C) — co. Mit eben demselben Kriterium folgt, dass dann auch C
kompakte Resolvente hat. O

SATZ 15.8. Seienn > 3 und V = V4 + Va, wobei 0 < V4 € L}, (R™), Vi — oo
und Vy € L™?(R™) +L>®(R") der Anteil mit den negativen Singularititen sein soll.
Dann ist H = —A+V, + Vs, definiert durch die Summe der quadratischen Formen,

ein Operator mit kompakter Resolvente.

BEWEIS. Wegen der Form-Version des Satzes von Strichartz %elativ
—A-Form-beschriankt mit relativer Schranke gleich Null. Da V; > 0 ist, ist V5 auch
—A+ Vi-Form-beschréinkt mit relativer Schranke gleich Null. Die Behauptung folgt
mit den letzten beiden Sitzen. [l
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Mit den obigen Resultaten haben wir nun eine vollstdndige qualitative Be-
schreibung von —A + V|, wenn V' — oo im Unendlichen geht. Die Eigenwer-
te Ap(V) = pn(—A + V), sowie die zugehorigen Eigenfunktionen v, (z), werden
natiirlich vom detaillierten Verhalten von V', und wie sich V' lokal &ndert, abhéngen.
Wir kénnen jedoch hoffen qualitative Aussagen iiber A, (V) fiir n — oo bzw. ¥, (z)
fiir x — oo zu erhalten, wenn wir das qualitative Verhalten von V' im Unendlichen
kennen. Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte werden wir im n#ichsten Ab-
schnitt diskutieren, aber mit den Methoden von frither kénnen wir das Verhalten
von ¥, (z) studieren, wenn x — oo.

SATZ 15.9. Seienn >3 und V = Vi + Vs, wobei 0 < V; € L}OC(R”), Vi— o
und Vo € L™2(R™) + L>®(R™) der Anteil mit den negativen Singularititen sein soll.
Dann gilt fir jede Eigenfunktion von H, dass 1(x) € D(e™*!) fir alle a > 0. Ist

V >0, so gibt es fiir alle a > 0 eine Konstante c,, sodass
[(z)| < cqe ! (15.26)

m:3.120
BEWEILS. Wir miissen, wie im Beweis von Satzi %lhﬁ nur zeigen, dass v ein
ganzer Vektor fir W(a) = €**% fiir alle j ist, um schlieflen zu kénnen, dass ¢ €
D(e*!) fiir alle a > 0 ist. Wie in diesem Satz ist

W(a)HW (o)™ == 07+ (i0; + a)* +V (15.27)

i+
fiir reelle ae. Man sieht, dass die rechte Seite der Gleichung wieder eine ganze Familie
vom Typ (B) fiir alle komplexen « definiert. Da (H (o) — A\)~! kompakt fiir reelle

« ist, so i dies% .%e§ J)vente fiir alle o komplex. Dariiberhinaus hat, wie im Beweis
von Satz H{a) lokal konstantes Spektrum. Mittels der Kompaktheit der

Resolvente kann man sogar zeigelE7 das.sj dlaﬁ Spektrum von H(«) gar nicht von «

abhiangt. Mit O’Connors Lemma sind die Eigenfunktionen von H(«) damit
ganz, was die erste Behauptung zeigt.
Sei nun fiir die zweite Behauptung V' > 0. Sei k£ € N, dann ist fiir a € R
Hy(a) = (i0y — ia)* — Z@? = ek Hye™ %%, (15.28)
J#k
weshalb der Kern von exp(—tHy(a)) gerade

o & 15.29
(4rt)n/z© (15.29)

ist. Er erhilt damit offensichtlich Positivitit. Da der Kern eine L2-Funktion in
| — y| ist, erhilt man mit der Youngschen Ungleichung fiir alle ¢ > 0

et < car vl (15.30)

Sei nun V,, eine monoton steigende Folge von beschrinkten Multiplikationsopera-
toren mit V,, V. Dann konvergiert Ho(a) + V5, gegen Hp(a) + V im starken
Resolventen-Sinne (durch einen Satz fiir monotone Konvergenz fiir Formen), wes-
halb

exp(—t(Ho(a) +V)) =s— lim s— lim e*tHO(“)/me’tV”/m}m. (15.31)

n—oo m— 00
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Da e~tHo(@)/m dje Positivitit erhilt und 0 < e=*V»/™ < 1 ist, schliefen wir
‘eftmo(a)w) f‘ < e~tHo(@) || (15.32)

punktweise fast iiberall. Wegen ||e™*#0(@ || < cqy[|ih], ist e=Hol@ || € Lo,
womit fiir alle f € L?, der Vektor e *(Ho(®)+V)) £ ¢ [, jst. Insbesondere sind
Eigenfunktionen von Hy(a) + V in L. Ist nun ¢ eine Eigenfunktion von Hy + V|
s0 ist e***1) eine Eigenfunktion von Hy(a) + V und damit ist e***¢ € L fiir alle
a > 0. Dies zeigt die zweite Behauptung. O

Die Eigenfunktionen des isotropen, harmonischen Oszillators —A + 22 sind
Gausssche Funktionen mal Hermite-Polynome, also

(@) = Noe™ T H, (55) | (15.33)

Das vorige Resultat iiber exponentiellen Abfall ist also alles andere als optimal und

wir erwarten stirkere Resultate zu erhalten, wenn V' schnell genug gegen Unendlich
geht. Als Erstes kann man die Methoden von Combes—Thomas (Satz%—e%

verallgemeinern.

SATZ 15.10. Seienn >3 und V = Vi + Va, wobei 0 < V; € L}, (R™), V; — oo
und Vo € L™2(R™) + L>®(R™) der Anteil mit den negativen Singularititen sein soll.
Sei W(x) = le‘ V' Vo(s)ds, wobei Vo(r) := essinfj,—. Vi(z). Dann gilt fir alle
FEigenfunktionen v von —A+V, dass ¢ € D (egw(m)) fir alle B < v/5—1~1,24.

BEWEIS. Sei dazu U(a) := W (®) Dann transformiert sich

U(a)(—=A)U(a) ™t = (iV+aVIW)? = —A + > (VW)2 + a(VW) - (iV) + a(iV) - (VIV).
(15.34)

Da aber |[VIV| =V’ < V}/? ist, sind
(VW)Y <a?(“A+Vo+C)+a*(VIW)? < a?(=A +V +const ) (15.35)
und
+a(VW) - (iV) + a(iV) - (VIV)] < (Ja| + €)(—A + V + const ). (15.36)

Das heifit, U(a)(—A + V)U(a) ! setzt sich zu einer analytischen Familie auf dem
Gebiet |a|® + o < 1 fort. Die Behtauptung folgt nun, indem man den Beweis des
vorigen Resultats nachahmt. O

Mit vollig unterschiedlichen Methoden kann man folgendes, schérferes Resultat
beweisen.

SATZ 15.11. Sei 0 <V € C®(R") und H = —A 4V, sowie ¢ eine Eigenfunk-
tion von H. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Ist V(z) > c|z|?™ —d fir ein c und d, dann gibt es fiir alle e > 0 eine Konstante
D, sodass

c—€ |I|n+1

|(x)| < Dee™ 5 (15.37)

fiir alle x.
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b) Ist V(z) < c|z|?™ +d fiir ein ¢ und d, sowie ¢ die Grundzustandswellenfunktion,
dann gibt es fir alle e > 0 ein E., sodass
\/mmnﬂ

Y(r) > Ece™ (15.38)
c imon1981
BEWEIS. Siehe h&ré%nI — O

Die letzten beiden Resultate sollten uns hier an die WKB-Approximation
1) ~ exp < / VvV — Edz) (15.39)

erinnern.

15.2. Einbettungssitze fiir lokale Sobolew-Riume.

DEFINITION 15.12 (Lokale Sobolew-Réume). Sei A C R" eine offene Teilmenge.
H™(A) ist die Menge aller Funktionen f € L%(A), deren schwache/distributionelle
Ableitungen D®f in L?(A) liegen, wobei |a| < m ist. H™(A) ist unter der Norm

1/2

Il = | D 1D fIl3 (15.40)

lo|<m

ein Hilbertraum.
H{'(A) ist als die Vervollstandigung von C2°(A) unter der Norm ||-||,, definiert,

-1l

also H"(A) := C§°(A) . Das heifit, jedes Element f € HJ*(A) ist der Grenzwert
einer Folge (fy)nen € C5°(A) beziiglich der ||-||,,,-Norm. Hg*(A) und H™(A) heiflen
lokale Sobolew-Rdume.

BEMERKUNG 15.13. Im Allgemeinen ist HJ"(A) € H™(A), wie das folgende
Beispiel illustriert.

BEISPIEL 15.14. Sei A = (0,1) C R, g(z) = ¢* und f € C(A). Mit dem
natiirlichen inneren Produkt auf H(A) ist

d
= —— 41 =0. 15.41
(9, (( T )gyf)m 0 (15.41)
Wir sehen also, dass H}(A) C {g}+, das heiit Hi(A) # H(A).

BEMERKUNG 15.15. (1) Wir haben bereits frither gesehen, dass —% auf

C§°(0, 1) nicht wesentlich selbstadjungiert ist. Man kann sogar zeigen, dass
—% nie auf C§°(A) wesentlich selbstadjungiert ist, wenn A beschrankt
ist. Damit kann man zeigen, dass Hj (A) immer von H*(A) fiir beschréinkte
A verschieden ist.

(2) Hg*(R") = H™(R") = D((-A)™/?)
Wir zeigen nun einige Einbettungssétze fiir lokale Sobolew-R#dume.

SATZ 15.16. Seien A und A’ offene Mengen mit A C A, sowie 0 < 7 < m.
Dann gilt:
(i) Hy"(A) C H™(A).
(i) H™(A) C HI(A).
(11i) HJ*(A) C HJ(A).
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(iv) Sei f € H(N), dann ist f [a€ H(A).

(v) Ist f € H™(A) und f = 0 auf A\ K, wobei K C A kompakt ist, so ist
f € HJ"(A). Das heifit, kompakt getragene Funktionen, die in einem Sobolew-
Raum H™(A) liegen, liegen automatisch im lokalen Sobolew-Raum H{'(A).

(vi) Sei —A der Operator auf L*(R™). Ist f € D((—A)™/?), so ist f [a€ H™(A).

Alle Inklusionen sind nicht-steigend in Norm.

Bewers. (i) Folgt aus der Definition.
(ii) Folgt aus der Definition.
(iii) Folgt aus der impliziten Norm-Ungleichung in (i4) und durch Abschlieen von
C§°(R™).
(iv) Folgt aus der Definition.
(v) Folgt durch Approximation der Identitiit.
(vi) Folgt durch Fourier-Transformation, um jeden Term in || f|| zron gy durch || f|[ ;2
und H(—A)m/2]"HL2 abzuschétzen.
U

Wir beweisen nun zwei einfache Kompaktheitsresultate.
SATZ 15.17. Sei A die Friedrichs-Erweiterung des Dirichlet-Laplace-Operators
—A auf C§°(A). Angenommen, A ist beschrinkt, dann gilt:
a) Hy'(A) € D(A™?) und die Normen sind dquivalent. ‘
b) Ist j < m, soist der Einheitsball in HJ*(A) eine kompakte Teilmenge von H}(A).
BEWEIS. a) Sei dazu f1C5°(A), dann sind die Normen || f|,,, und || (—A)W/QfHLz, =
H (—A)y™/2f H dquivalent zueinander, da man sich f als Element in L? vorstellen
kann. In diesem Fall erfiillen die Ableitungen von f, dass F(D*f) = (i£)* f und

Er<er Y (67 <@ +1). (15.42)
la|<m
Da C§°(A) C D(A™) fiir alle n € N und A" f = (—A)" f ist, ist
|ar2a" = o -aymp = (ramp = ||z (15.43)

Die Vervollstéindigung von C§°(A) in der [|-||,,-Norm ist also in D(A™/2), womit
der erste Punkt bewiesen ist.

b) Als Néchstes behaupten wir, dass die Resolvente des Operators A kompakt ist.
Wir miissen daher zeigen, dass F, := {¢ € Q(A4) : ||[¢]| < 1,(¥, AY) < b} in
L?(A) kompakt ist. Dazu reicht es klarerweise aus zu zeigen, dass Fj in einer
kompakten Teilmenge von L?(R™) enthalten ist. Wie zuvor ist Q(A) C Q(—A)
mit (1), AYp) = (1, —Awp), wobei —A der iibliche Laplace-Operator auf L2(R")
ist. Sei nun F’ eine beliebige Funktion, die auf A gleich 1 ist und F' — oo erfiillt.
Dann ist

Fy C{y € L2(R") : [[9]| < 1, (¥, —=Av) < b, (¢, Fyp) < 1} (15.44)
:3.159
Nach Rellichs Kriterium “%% S5t die Menge auf der rechten Seite kompakt

(—A — oo und F — c0), weshalb Fy in einer kompakten Teilmenge von L?(R™)

enthalten ist.
Da (A + 1)~! als Abbildung von L?(A) nach L?(A) kompakt ist, ist sie
ebenfalls kompakt als Abbildung von D(A™/2) nach D(A™/?) fiir alle m, denn
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die unitire Abbildung (A +1)~™/2 : L?(A) — D(A™/?) kommutiert mit (A +
1)~ (Schreibe dazu (A 4+ 1)"' = (A4 1)""™/2(A +1)"1(A + 1)™/2). Wegen
(A+1)"2 = (A+1D)V?) und, da (A+ 1)~ = (A+1)"2(A+1)"1/2 =
(A+1)"Y2((A+1)"/?)" kompakt ist, ist auch (A + 1)~/2 kompakt. Der ab-
geschlossene Einheitsball in D(A™M+1)/2) ist wegen [-llpcamrzy < -llpcacmsn/e)
auch in D(A™/?) abgeschlossen. Da (A + 1)~1/2 : D(A™/2) — D(AM+1)/2)
kompakt ist, ist auch ((4 + 1)*1/2)* = (A+1)V2: D(AMTD/2) — D(A™/?)
kompakt, das heifit das Bild des Einheitsballs unter (A + 1)'/2 ist prikompakt
in D(A™/?). Damit ist die Einheitskugel von D(A™+1)/2) kompakt in D(A™/?).
Da HJ(A) C D(A7/?) ist, folgt das Kompaktheitsresultat fiir H] mit j < m.

(I

BEMERKUNG 15.18. Obwohl H{(A) = D(A'Y2) per Definition von A ist, so
sind Hy"(A) und D(A™/2) fiir m > 1 voneinander verschieden!

KOROLLAR 15.19. Sei A C R™ beschrdinkt und offen. Dann hat der Dirichlet-
Laplace-Operator —A’[\) kompakte Resolvente.

BEWEIS. Wegen vorherigem Satz ist die Menge
{veQ=ap): [v] <1, ~Apw) <1} (15.45)
:3.156
in L?(A) kompakt, weshalb —A% nach Satz ligl e[ilg)mpaﬁte Resolvente hat. O

_ LemMmA 15.20. Sei A eine offene und beschrinkte Teilmenge und A" offen mit
A C A'. Dann gibt es eine Bump-Funktion n € C§°(A') mit n =1 auf A.

BEWEIS. Per Voraussetzung A C A’ finden wir fiir alle z € A einen Radius
ry > 0, sodass der Ball vom Radius 2r, um x immer noch in A’ liegt. Da A kompakt
ist, konnen wir A mit endlich vielen Béllen By, ..., B,, mit Radi r,, iiberdecken. Wir
finden dann Funktionen n; € C§°(R™) mit y, = 1 auf B; und supp(n;) C By, (2ry,)-
Dann definieren wir n = 1 — []",(1 — 7;), welches die gewiinschte Eigenschaft
hat. O

_ Sarz 15.21. Sei A eine offene und beschrdnkte Teilmenge und A’ offen mit
A C A und sei j < m. Dann ist die Einbettung

id: H™(A') — H?(A) (15.46)
Qe (15.47)

eine kompakte Abbildung. Man sagt, H™(A') ist kompakt in H7 (M) eingebettet und
schreibt H™(A') cC HI(A).

BeEwEIs. Wir wihlen ein n € C§°(A’) mit n = 1 auf A und betrachten eine
Folge (fi)ren € H™(A') mit ||fxll,, < 1 und definieren g; := 7f;. Dann gibt es
eine Konstante ¢ > 0, sodass ||gg,, < ¢ und insbesondere ist die Einschréinkung
gr € HJ'(AN'). Es gibt daher eine Teilfolge gy, die in HJ(A’) konvergiert. Damit
konvergiert aber gk n [a= fin [a in H7(A), womit die Restriktion bzw. Einbettung
von H™(A’) auf H7(A) kompakt ist. O

KOROLLAR 15.22. Sei —A der Laplace-Operator auf R™ und sei (up)nen €
Q(—A) eine Folge von Funktionen, die |[Vuy| < ¢ und ||u,|| < ¢ fir ein ¢ > 0
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erfillt. Dann gibt es fir gegebenes R > 0 eine Teilfolge von u,,, die in der Norm
1/2
(flaf|<R lv(x)|? dx) konvergiert.
Ist (un)nen € D(—A) eine Folge, die ||[Vuy| < ¢ und || — Auy|| < ¢ erfillt, so

1/2
gibt es eine Teilfolge von u,,, die in der Halbnorm (f\x\<R |Vv(x)|2dx) konver-

giert.

BEWEIS. Man wihlt hierzu A = {z : 2| < R} und A’ = R™. Da Q(—A) =
HY(R™) und ||ul| g1 @m) < [|Vur2 + [Jul| L2 ist, folgt der erste Teil der Aussage aus
dem vorigen Einbettungs-Satz.

Der zweite Teil folgt aus dem ersten, denn wegen j (§j§i)2 < €2 folgt mittels
Fouriertransformation, dass ||Vo;ul| < ||Awl. O

KOROLLAR 15.23. Sei K C R™ kompakt (ein Hindernis) und —Ap der Dirichlet-
Laplace-Operator auf L*(R™ \ K). Sei (up)neny € Q(—Ap) eine Folge von Funk-
tionen, die (un, (—Ap)u,) < ¢ und ||u,| < c fir ein ¢ > 0 erfillt. Dann gibt
es fir einen vorgegebenen Radius R > 0 eine Teilfolge von u,, die in der Norm

1/2 .
(f{|z|§R}\K \“($)|2> konvergiert.
Ist (un)nen € D(—Ap) eine Folge, die (uy, (—Ap)u,) < ¢ und ||—Apuy,|| < c

1/2
erfiillt, so hat u,, firm > 3 eine Teilfolge, die in der Halbnorm (f{|I|<R}\K \VU($)|2)

konvergiert.

BEMERKUNG 15.24. Das erste Korollar wird fiir die Streutheorie nach Lax und
Phillips in inhomogenen Medien gebraucht. Das Zweite wird fiir Streuung an einem
Hindernis verwendet, wenn man Dirichlet-Randbedingungen fordert. Die Angele-
genheit ist nochmal schwieriger, wenn man Neumann-Randbedingungen voraus-
setzt.

15.3. Statistische Quantenmechanik endlicher Systeme. Operatoren mit
kompakter Resolvente treten haufig in statistischer Quantenmechanik auf, bei der
das System in einer endlich grofien Box ist. Die physikalisch wichtige Grofle Z, die
Zustandssumme eines statistischen Systems muss existieren, um physikalische Ei-
genschaften, wie die freie Energie oder die Warmekapazitét aus ihr zu extrahieren.
Sei dazu 2 C R3 offen und beschrinkt, Qn := Q x -+ x Q C R3Y der Lebensraum
von N Teilchen und H = L?(Qy,d*Nz) der zugehérige Zustandsraum. Fiir Boso-
nen bzw. Fermionen muss man jedoch Hg, den Raum aller symmetrischn, bzw. H,,
den Raum aller antisymmetrischen Funktionen verwenden. Die Ergebnisse, die wir
hier erhalten, gelten sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen.

Sei Hy die Friedrichs-Erweiterung von —A auf C§°(Qy) und damit die gesamte
kinetische Energie. Sei W eine infinitesimal kleine Form-Stérung von —A auf R3,
also z.B. W € R, der Rollnik-Klasse. Sei

Vi= > W(w - 1) (15.48)
1<i<j<N

der zugehorige Multiplikationsoperator auf H. Es ist leicht zu sehen, dass dann
V' eine infinitesimale Form-Storung von Hj ist. Wir zeigen als Erstes, dass die
Zustandssumme fiir Hy + V existiert.
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SATZ 15.25. H = Hy+V hat kompakte Resolvente und e=PH st fiir alle § > 0
ein Spurklasse-Operator.

BEWEIS. Da V eine infinitesimale Form-Stérung von Hj ist, ist es leicht zu
sehen, dass es fiir alle € > 0 eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass

(1—€)(Hy—c¢)<H<(14¢€)(Hp+c), (15.49)
womit fiir die Min-Max-Eigenwerte p,,(H)
(1= &)l (Ho) — €] < pin(H) < (1+ &)l (Ho) + ] (15.50)

gilt. Aus der ersten Ungleichung und Punkt (vé) aus Satz @r’%llgﬁﬁss H genau
dann kompakte Resolvente hat, wenn Hy kompakte Resolvente hat, was aber wegen
Rellichs Kriterium klar ist.

Die Aussage, dass e #4 Spurklasse ist gleichbedeutend mit 2211 e Pun(4) <
00. Die zweite Abschitzung der Min-Max-Eigenwerte von oben zeigt also, dass e #H#
genau dann Spurklase fiir alle 8 > 0 ist, wenn e A0 fiir alle § > 0 Spurklasse ist.
Wir haben damit den Beweis auf den Fall V' = 0 reduziert.

Da wir sogleich grofiere Boxen Q' D Q einfithren werden, machen wir die Q-
Abhéngigkeit von Hy durch Schreiben von Hy(€2y) explizit. Da per Definition der
Friedrichs-Erweiterung C$°(€Qy) ein determinierender Bereich von Hy(2x) ist und
C§ () C Cge () fiir Q C &, folgt aus dem Min-Max-Prinzip, dass

fir O C ©'. Jedes Qv kann in eine Box Qy C R3N eingebettet werden, weshalb wir
lediglich

S e Pl (@)] < o (15.52)

n

zeigen miissen. Hat 0y die Kantenléingen Iy, ..., I3y, so sind die Eigenwerte gerade

3N T 2
Em17-~~7m3N = Zm? : <l> ) (1553)

wobei m; € N. Sei a := min {”—2 i1 =1, ...,3N}7 dannist Ep,, oy > azl L m?
aZ?ivl m;, weshalb

3N 0o 3N
Zexp —Bun[Ho(QN)]) Z (—aﬁZmi> = lz exp(—,é’am)] < 00,
e - " (15.54)

da die geometrishe Reihe konvergiert. O

15.4. Kriterien fiir das Auftreten von diskretem Spektrum. Wir schlie-
Ben diesen Abschnitt mit Kriterien, die garantieren, dass ein selbstadjungierter
Operator diskretes Spektrum hat.

SATZ 15.26. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Der Teil des Spektrums
von A im Intervall (a,b) ist genau dann diskret, wenn f(A) kompakt ist, fir alle

[ € C.(R) mit supp(f) C (a,b).
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»=“: Hat A rein diskretes Spektrum in (a, b), so gibt es nur endlich viele Punkte
A,y An € 0(A) N e, d], da kein Punkt in [c,d] ein Haufungspunkt von o(A) ist.
Dariiberhinaus sind die Spektralprojektionen P(});) alle endlichdimensional. Daher
ist

BEWEIS. Sei dazu supp(f) C [¢,d], wobei a < ¢ < d <b.

FA) =" F(A)P(N) (15.55)
i=1

ein Operator, der auf dem orthogonalen Komplement eines endlich-dimensionalen
Raumes verschwindet. Da f(A) offensichtlich beschrinkt und nur auf einem endlich-
dimensionalen Raum nicht verschwindet, ist f(A) kompakt.

»<“ Sei f eine beliebige stetige Funktion mit supp(f) C (a,b), sodass f(A)
kompakt ist und sei wieder [¢, d] C (a, b). Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
0<f<1und f(z) =1, wenn x € [¢,d]. Dann gilt fiir die Spektralprojektion
P([c,d]) auf das Intervall [c,d], dass P([c,d]) = P([c,d])f(A), das heiit P([e,d])
ist wegen der Ideal-Eigenschaft kompakter Operatoren wieder kompakt. Daher hat
P([¢c,d]) endlichen Rang, das heifit jeder Punkt A € [c, d] ist wegen des analytischen
Fredholm-Satzes entweder in p(A) oder in og;s.(A). O

KOROLLAR 15.27. Sei (A,)nen eine Folge selbstadjungierter Operatoren, die
rein diskretes Spektrum im Intervall (a,b) haben. Konvergiert A, gegen ein A im
Norm-Resolventen-Sinne, so hat auch A rein diskretes Spektrum in (a,b).

BEWEIS. Sei f stetig mit supp(f) C (a,b) mit f(A,) kompakt fijy alle n e N.
Da f stetig ist und auf (a,b) getragen ist, konvergiert aufgrund Satz%zﬂﬂ% —
f(A) in Norm, wenn A,, gegen A im Norm-Resolventen-Sinne konvergiert. Da der
Norm-Limes f(A) kompakter Operatoren wieder kompakt ist, folgt aus obigem
Satz, dass auch A rein diskretes Spektrum in (a,b) hat. O

KOROLLAR 15.28. Sei (A, )nen eine Folge selbstadjungierter Operatoren mit
Oess(An) = [En,00). Konvergiert A, gegen ein A im Norm-Resolventen-Sinne,
so konvergiert ¥.,, gegen ein ¥ (welches auch oo sein kann) und dieses ¥ ist der
Threshold von A, das heifit o.55(A) = [2, 00).

Bewgls. Durch Ubergang zu einer Teilfolge, kénnen wir ,, — ¥ annehmen. om:A 19
Wegen des vorigen Korollars ist ocs5(A4) C [2,00). Wegen Punkt (i) aus Satzr%i
ist (X,00) C 0css(A). Daher ist 0e55(A) = [X,00). Insbesondere ist inf o.ss(A)
der einzig mogliche Haufungspunkt der urspriinglichen Folge ¥,,, weshalb (X,,)nen
konvergiert. ([l

16. Die asymptotische Verteilung von Eigenwerten

Wir beschreiben in diesem Abschnitt eine Methode, um qualitative Informa-
tionen iiber das Punktspektrum eines Operators zu erhalten. Thre Urspriinge liegen
in der Bestimmung der Zahl der Eigenwerte N()) := dim P_ y)(A) fiir A — oo,
wobei A ein selbstadjungierter Operator ist, der in einem Randwert-Problem auf-
taucht.
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Das bekannteste Beispiel eines solchen Resultats ist Weyls Beweis fiir den
Dirichlet-Laplace-Operator fA% auf 2 C R™ beschrénkt, das besagt, dass asym-
ptotisch N(A) ~ Cp, A™/? fiir A — oo ist. Hierbei ist Cyy, = [m2m~17™/2T(m/2)] _1,

(k—1)! fiir m = 2k
272k (2k) I /2 k! fiir m =2k + 1
Die Methode wird unter anderem Antworten auf folgende Fragen geben:

(1) Wie schnell wéchst dim P_o gy(—A + V) fiir E — oo, wenn —A + V
kompakte Resolvente hat, es also nur diskretes Spektrum gibt?

(2) Angenommen, V ist ein Potential, dass im Unendlichen verschwindet, aber
es verschwindet so langsam, dass dim P_ 0)(—A + V) = oo (bildlich
gesprochen ist V ein langreichweitiges Potential). Wie schnell wichst dann
dim P(foo,O)(_A + V) fir £ — 07

(3) Angenommen, W ist ein kurzreichweitiges Potential. Wie schnell wichst
dim P(,OO’O)(—A + AW) fiir A — o0?

Teile dieser Methoden waren sehr niitzlich bei der Untersuchung des Drucks in sta-
tistischen quantenmechanischen Systemen, der Fock-Raum-Energie pro Einheitsvo-
lumen in konstruktiver Feldtheorie und der Giiltigkeit der Thomas—Fermi-Theorie
in Atomphysik.

Die Probleme sind an eine Intuition gebunden, die wesentlich fiir das Verstindnis
der Struktur der zu entwickelnden Maschinerie ist. Wir betrachten dazu zunéchst
Weyls Ergebnis. Wenn 7,,, das Volumen das Einheitsballs in R™ ist, so ist C,, =

(2;"5,,1 , weshalb

wobei T’ (%) = und k € N.

T7TL
(2m)m

N(}) ist also mit einem Volumen in R?™ verkniipft. Wegen 7,, \™/2 = vol{p € R™ :
p? < A}, sieht man sogar, dass

N(\) ~ -vol(€2) - A™/2, (16.1)

vol{(z,p) : x € Q,p* < A}

N~ (2m)™

(16.2)
Das heifit, (27)"™ N (A) ist asymptotisch gerade das Phasenraumvolumen, das einem
freien Teilchen mit kinetischer Energie p?> < A semiklassisch zur Verfiigung steht.
Fiir A — oo ist die Zahl der moglichen Quantenzusténde gerade das gesamte klas-
sische Phasenraumvolumen, geteilt durch (27)™. Dies steht im Einklang mit der
»alten Quantentheorie* nach Bohr und Sommerfeld, in dem jeder Quantenzustand
eine Box im Phasenraum besetzen kann. Das Volumen dieser Box ist gerade (27)™
(bzw. h™ in klassischen Einheiten).

Die Antworten auf die obigen Fragen werden alle mit dem Phasenraumvolumen
interpretiert werden. Ist beispielsweise W ein kurzreichweitiges Potential, so ist

vol{(p,z) € R?m : p> + A\W (z) <0} 7,
(271-)”1 - (27T)m

/ A2 \W ()™ (16.3)
x:W(z)<0
Dies wird gerade der asymptotische Ausdruck fiir dim P_, 0)(=A + AW) sein fiir
A — 0.

Die Idee der Methode ist mit den Uberlegungen zum Phasenraum eng ver-
kniipft. Die Eigenwete des Laplace-Operators mit Dirichlet-Randbedingungen, —Ap,
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oder Neumann-Randbedingungen, —Ay, kénnen im Falle von Wiirfeln explizit be-
stimmt werden, womit sich die Weyl-Asymptotik verifizieren liasst. Die Aussage der
Formel ist im Wesentlichen, dass das Volumen einer grofien Kugel in R ungefihr
der Zahl der Punkte in ihr ist. Ist © die Vereinigung von Wiirfeln (zusammen mit
gemeinsamen Réndern) ist zwar etwas komplizierter, aber der Fakt, dass Phasen-
raumvolumina ,lokal im Ortsraum*“ sind, das heiit, dass N(A : Q1 U ) asympto-
tisch gleich N (X, Q1) + N(A, Q) ist, suggeriert, dass man die Wiirfel in Q entlang
ihrer gemeinsamen Rinder zerlegt und das Problem fiir jeden Wiirfel getrennt un-
tersucht. Hierbei hilft uns ein bemerkenswertes Ergebnis iiber Randbedingungen.
Es gibt zwei Operatoren, die wir mit —A% vergleichen kénnen: ein Operator, —Ap
beinhaltet zusétzlich die Randbedingungen an den gemeinsamen R#ndern, wohin-
gegen der andere, —A% an den gemeinsamen Réndern Neumann-Randbedingungen
hat. Man kann zeigen, dass es Zerlegungen von —Ap und —Ay gibt, in dem Sin-
ne, dass —Ap = @, (~A%) bzw. —Ay = @, (—AY*). Dariiberhinaus kann man
N(\, =A%) zwischen N(\, —Ap) und N(\, —Ay) sandwichen, das heift

N\, —Ap) < N\, —A%) < N\, —Ay). (16.4)

Diese Technik wird als Dirichlet-Neumann-Bracketing bezeichnet.
Wir beginnen unsere formale Diskussion mit der Untersuchung von Dirichlet-
und Neumann-Randbedingungen.

16.1. Dirichlet-Neumann-Bracketing.

DEFINITION 16.1 (Dirichlet- und Neumann-Laplace-Operator). Sei  C R™
offen mit zusammenhéngenden Komponenten Qy, ... (endlich oder unendlich).

Der Dirichlet-Laplace-Operator, fA%, ist der eindeutige selbstadjungierte Ope-
rator auf L2(€,dx), dessen quadratische Form der Abschlufi der Form q(f,g) =
[V f-Vgdx auf dem Formbereich C§°(€2) ist.

Der Neumann-Laplace-Operator, —A%, ist der eindeutige selbstadjungierte Ope-
rator auf L?(€,dx), dessen quadratische Form der Abschlul der Form q(f,g) =
Ik Vf - Vgdz auf dem Formbereich

HY(Q)={f e L*Q):VfecL*R™}. (16.5)
Hierbei ist V f der schwache/distributionelle Gradient, das heift es ist

/(Vf)godm = 7/fV§0d£L‘ (16.6)

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(R™). Wenn ) fest ist, vernachlissigen wir das
Superskript Q bei den Dirichlet- bzw. Neumann-Laplace-Operatoren.

BEMERKUNG 16.2. —A% und —A% lassen sich auch anders definieren. Per
Definition ist —A$ die Friedrichs-Erweiterung mit Formbereich Q(—A%) = H ().
Aus den Untersuchungen des vorigen Abschnitts folgt, dass

{f € HY(Q) : supp(f) ist kompakt in Q} € Q(—~A$0). (16.7)
Fiir beliebiges 2 kann man —A% /N auch so definieren: sei D der Operator-Abschlufl

des Gradienten V auf C§°(€2). Dann ist —A$} = D*D, wohingegen —A${ = DD*.
Fiir ,,nette“ Gebiete ist

{f € HY(Q) : f ist bis auf 9N glatt} (16.8)
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ein determinierender Formbereich von —A%. Wenn (2 einen ,netten* Rand hat,
besteht der determinierende Bereich des Operators —Ap aus Funktionen, die bis
auf 00 glatt sind und auf 92 verschwinden und der determinierende Bereich von
—Ap besteht aus Funktionen, die bis auf 02 glatt sind, deren normale Ableitungen
auf dem Rand aber gerade verschwinden. Die letzten beiden Definitionen gaben die
Namen Dirichlet- bzw. Neumann-Laplace-Operator. Im Falle der Wiirfel werden
wir diese Beschreibung benétigen.

SATZ 16.3. Sei Q C R™ ein Wiirfel. Dann gilt:
a) Dp = {f : [ ist bis auf O glatt und f [sq= 0} ist ein determinierender Be-
reich fiir —Ap und fiir f € Dp gilt

i=1
b) Dy := {f : f st bis auf 092 glatt und % loo= O} ist ein determinierender Be-
reich fiir —An und fir f € Dy gilt

m
o*f
—ANf=— —. 16.10
Hierbei bezeichnet % die normale Ableitung auf dem Rand.
BEWEIS. O

BEMERKUNG 16.4. Es mag verwundern, dass die urspriingliche Definition von
—A$ nichts mit dem Rand 9 oder Normalenableitungen zu tun hatte, nun aber
trotzdem die Neumann-Randbedingungen erfiillt. Intuitiv kann man das trotzdem
auf verschiedene Weisen verstehen.

(1) Damit f im Definitionsbereich von —A$, = DD* sein kann, muss D* f im
Definitionsbereich von D liegen. Dieser besteht intuitiv nur aus Funktio-
nen, die auf 99 verschwinden.

(2) Betrachten wir das Problem nur in einer Dimension und sei 2 = (a, b) ein
offenes Intervall. Der Operator C, der durch die quadratische Form des
Neumann-Operators definiert wird, sollte die selbstadjungierte Erweite-
rung von —% auf C§°(a, b) sein, der folgende zwei Eigenschaften erfiillt:
a) Fiir eine beliebige Funktion f, die auf [a, b] glatt ist, muss es eine Folge

(fn)nen € D(C) geben, sodass f, — f in der H;-Norm Konvergiert.

2

b) Fiir alle f € D(C) ist die Wirkung von C durch (,Cf) = |4

gegeben.
Wir bemerken, dass C' keine Dirichlet-Randbedingungen erfiillen kann,
da dann die f, bei a und b verschwinden miissten. Dies hiefle aber, dass
W sehr grofl bei den Endpunkten sein miisste. Damit wiren periodi-
schen Randbedingungen, die die zwei Endpunkte miteinander verbinden,
ebenfalls nicht moglich.

Bedingung a) schlieft zwar nicht Randbedingungen der Form % +
af =0 aus, jedoch muss wegen Bedingung b) dann « = 0 sein.

Der grofie Vorteil dieser fdquivalenten Beschreibung von —A% N ist, dass man
die Eigenwerte und Eigenvektoren explizit bestimmen kann. Sei dazu z  die Menge
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aller echt positiven ganzen Zahlen und z; = z;; U {0} die Menge aller nicht-
negativen ganzen Zahlen.

Die Eigenvektoren und Eigenwerte von —Ap auf dem Wiirfel (—a,a)™ durch
z""", indiziert. Die Eigenvektoren sind dann

m .
Dy q(z) =a ™2 ];[1 Pn,; (;) , (16.11)

wobei
wr(x) = cos (T) fir k =1,3,5, ... (16.12a)
vr(x) = sin (T) fiir k = 2,4,6, ... (16.12b)

Die Eigenwerte sind durch

En(a) = (2%)2 énQ (16.13)

gegeben.
Die Eigenvektoren und Eigenwerte von —Ap auf dem Wiirfel (—a,a)™ durch
z'" indiziert. Die Eigenvektoren sind dann

a2 T, (&
Upa(z) = a il;[lwn,- ( , ) : (16.14)
wobei
Yo(x) =0 (16.15a)
Ui(x) = sin (T) fiir k = 1,3,5, ... (16.15b)
kmx 5
Y (z) = cos (2> fir k =2,4,6,... (16.15¢)

die Rollen von Sinus und Kosinus sind also gerade vertauscht. Die Eigenwerte sind
durch

E,(a) = (;)2127_”;”12 (16.16)

gegeben, also die selben wie fiir Dirichlet-Randbedingungen. Man kann somit das
Resultat von Weyl im Falle von Wiirfeln direkt verifizieren.

SaTz 16.5. Sei Np n(a, ) die Dimension der Spektralprojektion Py yy fiir —Ap n

auf dem Wiirfel (—a,a)™. Dann hat man fir alle a, A die Abschditzungen

Np(a,\) — 7 @“) A2l < ¢ {1+(a2A)<m*1>/2] (16.17a)
™
2a\" m/2 24\ (m—1)/2

Ny(a)) —tm (52 ) A" <C [1—1—(@ ) ] (16.17b)
T

wobei T, das Volumen der Finheitskugel in R™ und C eine geeignete Konstante
sind. Man erhdlt also die selbe Asymptotik fir die Zahl der Figenwerte im Intervall
[0, \) sowohl fiir Dirichlet- als auch fiir Neumann-Randbedingungen.
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BEMERKUNG 16.6. Bevor wir das Resultat beweisen, machen wir zwei Bemer-
kungen. Die Erste erklart, warum das Resultat wahr ist, die Zweite, wie man den
Beweis vereinfacht.

(1) Wegen E,(a) = (%)2 > n? sehen wir, dass Np n(a, \) gerade die Zahl
der Punkte in z;, bzw. 2z, ist, die in einer Kugel vom Radius 22\!/2
leben, denn

= VA (16.18)

Fiir grofie A sollte dies ungefihr das Volumen eines ,,Okta&ten“ dieser
Kugel (also 27 der Kugel) sein, also gerade 27 ™1,, (2?“ \f)\) . Der dabei
entstandene Fehler sollte ein ,,Oberflichen-Term*, also von der Ordnung
(aAY/2)ym=1 sein.

(2) —Ap auf (—1,1)™ ist durch Skalieren unitér fiquivalent zu a*(—Ap) auf
(—a,a)™, das heiBt Np(a,\) = Np(1,a®)). Es geniigt also die Abschiitzungen
fir a = 1 zu zeigen.

BEWEIS. Sei wegen obiger Bemerkung a = 1 und Sy die Kugel vom Radius
%)\1/2. Fiir alle n € 2", N Sy ist der Einheitswiirfel {z : n; — 1 < z; < n;} im
oberen Oktanten von S, enthalten, weshalb

™

Np(\) < 7T (;)m Am/2 (16.19)

ist. Da der obere Oktant von Sy durch Einheitswiirfel {z : n; < x; < n; +1}, wobei
n durch 2" N Sy lduft, iiberdeckt wird, ist andererseits

2 m
Tm (%) A2 < Ny (N). (16.20)

Wir miissen also nur noch die Differenz der Zahl der Dirichlet- und Neumann-
Eigenwerte abschéitzen. Zunéchst ist klar, dass

m—1

NNn(A) = Np(N) = #{Sn (=7 \ 27} = | Me(V) (16.21)
k=0

ist, wobei
M (X) = {n € 2" N Sy : genau k der n; sind von Null verschieden}.  (16.22)

Wie in der Schranke an Np ist #(My()\)) durch das k-dimensionale Volumen von
(ZL) Oktanten von %A—Kugeln im k-Raum. Daher ist

m—1 m—1
3" Mi(A) < const (Z Ak/2> <C [1 + A<m*1>/2} : (16.23)
k=1 k=0
weshalb
Ny(\) = Np(\) < C [1 + A<m-1>/2] . (16.24)

Die Schranken an Np(A), Ny(A) und an Ny (A) — Np(A) zeigen das Ergebnis. O



186 3. SPEKTRALTHEORIE

Die Dirichlet- und Neumann-Laplace-Operatoren sind hilfreiche Werkzeuge in
allgemeinen Eigenwertproblemen aufgrund zweier wichtigen Konsequenzen, die auf-
treten, wenn man eine Dirichlet- oder Neumann-Oberfliche einbaut. Wir betrachten
dazu zwei disjunkte Mengen 2 und {29, sowie ) := (Ql U Qg)mt. Die zwei Eigen-
schaften, die wir gleich zeigen werden, sind

(1) Dirichlet- und Neumann-Oberflichen entkoppeln.
(2) Dirichlet-Oberflichen erhohen die Energie, wohingegen Neumann-Oberflichen
die Energie kleiner machen.

Bevor wir fortfahren, prazisieren wir das ,, Entkoppeln “ der Dirichlet- und Neumann-
Oberflichen. Wir studieren dazu die direkte Summe von selbstadjungierten Opera-
toren.

DEFINITION 16.7. Sei H = H1 @ Ha, A; ein selbstadjungierter Operator auf
H, und A ein selbstadjungierter Operator auf Ho. Dann definieren wir
A=A A :DA) —-H
(@, ¥) = A, ¥) = (A1, As),
wobei D(A) := {(p,¥) : ¢ € D(41),¢¥ € D(A2)}.

(16.25)

A; & As hat dann einige schone Eigenschaften.

SATZ 16.8. Sei H = H1 @ Ho, Ay ein selbstadjungierter Operator auf Hi und
Ay ein selbstadjungierter Operator auf Ho. Sei A = A1 @ As wie oben definiert.
Dann gelten folgende Aussagen.
a) A ist auf H selbstadjungiert.
b) Ist Dy ein determinierender Bereich fiir A1 und Do ein determinierender Bereich
fiir Ao, so ist

D& Dy = {<g0,w> TP e D1,¢ S DQ} (1626)

ein determinierender Bereich fiir A.
c) Sei Q(A) = Q(A1) ® Q(As). Ist {p, ) € Q(A), ist die Wirkung von A als Form

durch
(o, ), Al ) = (0, Arp) + (¥, A2¢) (16.27)
gegeben.
d) Fir alle Borel-Mengen Q) C R, zerlegt sich die Spektralprojektion Pq(A) als
Po(A) = Pa(A1) ® Pa(A2) (16.28)
e) Sei N(\, A) = dim P_ »)(A), dann ist
N\ A)=N(AA) + N Ag). (16.29)
BEWEIS. (]

SATZ 16.9. Seien Q1 und Qy zwei disjunkte, offene Mengen und € := 1 U Qy,

sodass L?(Q) = L?(Q1) ® L*(). Durch diese Zerlequng zerfillt der Dirichlet- bzw.
der Neumann-Laplace-Operator wie folgt:

~AY = A @ AP (16.30a)
~AY =AY @ -AP (16.30b)
(16.30c)
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BEWEIS. Wir betrachten lediglich den Dirichlet-Fall, der Neumann-Fall geht
analog. Fiir gegebenes f € C3°(Q) sei f; := f [q, die Einschrénkung auf eins der
beiden Gebiete. Dann ist f; € C§°(€2;) und

/W-ngxz Vfi-Vg+ | Vfa-Vg. (16.31)
Q Qq Qo

Da sich diese Relation auf die Abschliifle der korrespondierenden Formen erweitern
lésst, sind die quadratischen Formen auf der linken Seite gleich den Formen auf der
rechten Seite und die Behauptung folgt. O

KOROLLAR 16.10. Sei Np n(€2,A) = dimP[O’,\)(—A%’N). Sind Qq, ..., alle
disjunkt voneinander, so sind

k k
Np (U Q, A) = Z Np (i, \) (16.32a)
=1

=1

k k

Ny (U Q, A) => Nn(2,)) (16.32b)

i=1 i=1

Um Monotonizitédtseigenschaften fiir die Laplace-Operatoren beziiglich des Ge-

biets zu beschreiben, geben wir eine erweiterte Definition von A < B im Sinne von
Operatoren.

DEFINITION 16.11. Sei H ein Hilbertraum und H; € H ein Unter-Hilbertraum.
Seien A : D(A) — H und B : D(B) — H selbstadjungiert und nicht-negativ mit
D(A) C H dicht und D(B) C H; dicht. Wir schreiben A < B genau dann, wenn
folgende zwei Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Q(B) € Q(A).
(i) Fiir alle ¢» € Q(B) ist 0 < (1, AY) < (1, Bip).

Diese Definition eignet sich hervorragend, um das Min-Max-Prinzip anzuwen-
den, damit wir die Eigenwerte dieser Operatoren miteinander vergleichen kénnen.

LEMMA 16.12. Seien A : D(A) — H und B : D(B) — H; von oben und A < B.
Dann gilt:

a) pn(A) < pn(B) fir alle n, wobei u,, die jeweiligen Min-Maz-Eigenwerte sind.
b) dim Py »)(B) < dim Py ) (A) fir alle A > 0.

Die Min-Maz-Figenwerte von A sind kleiner als die von B und A hat mindestens
genauso viele Figenwerte in einem bestimmten Intervall wie B.

BeEwEIs. a) Da Q(A) mehr Testfunktionen beinhaltet, ist wegen des Min-Max-

Prinzips
n(A) = min , Ap) < min min ,A
M ( ) ¢eQ(A),¢Lw1,-~~ﬂ/)n((p (P) APEQ(B)7¢LT/117~~~77/)n,((p (p) (16 33)
< min ,Bo) = pn(B). '
_¢€Q(B)7@l¢1>---7wn<¢ QO) a ( )
:3.2
b) Folgt aus a) und dem Min-Max-Prinzip ﬁii =
O

SATZ 16.13. Wir haben folgende Monotonizititsresultate fir den Dirichlet- bzw.
Neumann-Laplace-Operator.
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a) Ist Q C ', so ist 0 < —A%l < —A$Y. Die Energie ist umso kleiner, je grofer
das Gebiet ist, in dem sich das Teilchen bewegen kann. Daraus folgt insbesondere
dimP[O’)\)(—A%) < dimP[O,)\)(—A%/).

b) Fiir alle Q gilt 0 < —AL < —A%. Neumann-Randbedingungen verringern die
Energie, wohingegen Dirichlet-Randbedingungen sie erhohen. _

c) Seien Oy und Qs offen und disjunkt voneinander, sodass 21 2 C ) := (Ql U Qg)mt
und Q\ (21 UQy) Mafs Null hat. Man kann sich Q als grofse Menge vorstellen,
die im Wesnetlichen aus zwei kleinere Mengen 1 und Qo besteht. Diese sind
nur durch eine Menge vom Maf Null, also z.B. eine Trennlinie oder -fliche,
voneinander getrennt. Dann gilt

0<—AP < AP (16.34a)
0 < —AYY?2 < —AL. (16.34b)

Die Energie wird also erhdéht, wenn man eine ,Dirichlet-Trennfliche “ einfiigt,

wohingegen die Energie verkleinert wird, wenn man eine ,Neumann-Trennfldiche “
einfiigt. Durch das Finfiigen der Dirichlet-Trennfldche gibt es eine weitere Bedin-

gung, namlich, dass die Wellenfunktionen auf ihr verschwinden miissen, weshalb

die Figenwerte hoch gehen. Entfernt man hingegen eine Neumann-Trennfliche,

so ist die neue Bedingung, dass die Wellenfunktionen an der entfernten Trenn-

fliche ,glatt ineinander tibergehen “, wodurch die Eigenwerte hoch gehen.

BEWEIS. a) Ist f € L2(Q) und f € L%(€) mit f o= f und f = 0 sonst.
Durch diese Definition sieht man schnell ein, dass C§°(Q) C C§° (). Mit
—A%, [Cee (@) xcgo ()= —A% im Sinne quadratischer Formen und dem Min-
Max-Prinzip folgt die Behauptung. Die Folgerung folgt aus dem obigen Lemma.
Folgt sofort aus C§°(Q) € H(Q) und dem Min-Max-Prinzip.
Da O Uy C Q ist, ist C§(21 U Q) C C5°(£2). Die erste Ungleichung ist also
nur ein Spezialfall von a).
Sei nun f € H'(Q), so jst die Restgiktion f [o,u0,€ H' () @ H' (Q2). Wir

sind nun in der Lage Satz %menden. Da Q\ (21 UQ2) Mafl Null hat,
ist

~

/Q|Vf|2d:c:/Q . V£ da. (16.35)
1US22

Die Formen haben also die selbe Wirkung. Jedoch ist Q(—A%) C Q(—AY??),
woraus —AYY2 < A% folgt.
]

Als erste Anwendung zeigen wir Weyls Resultat, welches die asymptotische
Dichte der Eigenwerte von —A% mit dem Volumen von €2 verkniipft, wenn 2 hin-
reichend ,,nett“ ist.

DEFINITION 16.14 (Standard-Wiirfel). Ein Standard-2="-Wirfel im R™ hat

die Form
a1 a;+1 A, Gy + 1 m
[QW 2n >><...>< {2117271 >CR 7 (16.36)

wobei ar, ..., a, € N.
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Fiir gegebenes Q@ C R™ sei W, (£2) das Volumen von Standard-2~"-Wiirfeln, die
in Q enthalten sind, wohingegen W, (2) das Volumen von Standard-2~"-Wiirfeln
sei, die € schneiden.

Ist ©Q Lebesgue-messbar, so ist daher

Wiy () < Wiy (Q) < u(Q) < Wi, (Q) < W Q). (16.37)

Die Grenzwerte W () := lim,, 0o W,, (Q), bzw. WE(Q) := lim,— W, (Q) hei-
Ben innerer bzw. duferer Jordan-Inhalt von €. Ist W;;(Q) = W, (), so heifit Q
eine inhaltlicher Menge und W (Q) := WZ(Q) heifit der Inhalt von €.

LEMMA 16.15. Ist Q inhaltlich, so ist ) Lebesgue-messbar. In diesem Fall ist
W() = u(2), was sofort aus der obigen Abschitzung fiir n — oo folgt.

SATZ 16.16 (Weyl-Asymptotik fiir —A$%). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt
und Np(Q, ) = dim Pjg ) (—AR). Ist Q inhaltlich, so ist

lim ND(Qa )‘) _ Tm
Ao AM/2 T (2m)m

W(Q). (16.38)

BEWEIS. Die Behauptung folgt, wenn wir fiir alle n die Abschétzungen
ND (Q, )\) < Tm

li (Q 16.39
msup —Tn S Gy W, () ( a)
.. .Np(Q,N Tm _
> .
h)\rggf Nz Z W, (92) (16.39Db)

zeigen. Sei dazu 0 die Vereinigung der Standard-2~"-Wiirfel aus der Definition
von WE() und seien {C’f o) die Interiors der eigentlichen Wiirfel, sodass ﬁf =

—+ o m:3.196
U, Ch.o- Wegen a) und ¢) aus dem Monotonizitétsresultat |ir§rl]§ 1St

~A% < A <A = (D (—A%’”"‘) , (16.40)

[

:3.192
wobei wir das Zerlegungsresultat il%ﬁ T der lotgten, Gleichung verwendet haben.
ii% 113 und d

Aus der Folgerung in Punkt a) aus Satz leser Abschitzung folgt
Np(2,0) > > Np(Cp oo N) = (#a) - Np(27"71N) = W, (22" Np(27"~1\).

) (16.41)
Aus der Asymptotik fiir Np(—Ap) im Falle eines Wiirfels folgt dann

r
= 27", (16.42)
(2m)™

weshalb die zweite geforderte Unglelchu stlmrgtiglg/ht dem Bracketing und den
Monotonie-Resultaten a) bis ¢) aus Satz i%%l? st

hm Np(27" L )A—/2 =

o ot uct. o
—AR > AL > AV > Ay :EB(—AN ) (16.43)

und die erste geforderte Ungleichung folgt mit derselben Strategie. (]

Die Struktur des Dirichlet-Neumann-Bracketings ist nun klar: man verwendet
die Monotonizitéts-Resultate beim Einfiigen Dirichlet- bzw. Neumann-Trennfléchen,
sowie die Entkopplungsresultate, um das eigentliche Problem auf ein Problem auf
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Wiirfeln zu reduzieren. Phasenraumvolumina treten dann in der Asymptotik von
ND7N(Q, )\) auf.

16.2. Anwendungen des Dirichlet-Neumann-Bracketings.

SATZ 16.17. Seien V € CJ(R™ : R) und N () = dim P_ 0)(—A + AV) die
Zahl der negativen Figenwerte bei Kopplungsstirke \. Dann ist diese Zahl fiir starke
Kopplung asymptotisch

N()\) Tm m/2
Aoo \™/2 = (27T)m /[V((E),] / diL’, (1644)

wobei der Negativ-Teil positiv definiert ist.
BEWEIS. Fiir alle n sei {C), o} wieder die Menge aller Standard-2~"-Wiirfel.
Wir definieren dann V,* als die Funktion, die stiickweise auf jedem C,, ,, konstant

ist und dort den Wert max{V'(z) : z € C), o} bzw. min{V(x) : z € C}, o} annimmt.
Koénnen wir dann

. N(X) T, _
1 < _m/? 16.4
I,I\risolip oz S @y /[Vn (x)_]™*dx (16.45a)

I N()\) Tm + m/2
h}\rglgfw > Gy /[Vn (x)_]"*dx (16.45Db)
zeigen. Aufgrund der Stetigkeit von V' kénnen wir den Grenzwert in das Integral
ziehen

n—00

lim [ [VE(z)_|2de = / V() |™2 (16.46)

und mit den obigen beiden Ungleichungen folgt dann die Behauptung.
Angenommen, dass supp(V') C (—k, k)™, wobei k eine ganze Zahl ist. Sei —A”}

der Laplace-Operator auf R™ aber mit Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen

auf den Réandern aller 2’”—Wi'1r£e:]3 _hfgg_ka k)™. Wegen V.- <V <V und —A"™ <

—A < —A% (wegen Satz @T

A"+ V< -A+V <AL+ V. (16.47)
Mit NE(X) = dim P(_o 0)(—A% + V,E) und
N\ <N\ < N7 () (16.48)
reicht es also aus
lig Ne ) T [t (16.49)
A 00 )\m/Q (27_(_)m n - 9 .

um die obigen Ungleichungen zu zeigen.

Wegen der Zerlegung von Dirichlet- und Neumann-Randflichen, lassen sich
—A" + AV, als direkte Summe von Operatoren der Form —A$ +Ac oder —A +Ae
schreiben, wobei ¢ konstant, 2 ein Wiirfel ist und der Laplace-Operator jeweils auf
R™\ (—k, k)™ gegeben ist. Da fiir jeden positiven Operator

dim(Ran(P(_,0)(A + Ac))) = dim(Ran(Py,—x.(4))) (16.50)
:3.188
ist, folgen die letzten beiden Limiten aus Satz ii%gt = (]
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BEMERKUNG 16.18. Die Methode aus dem Beweis lésst sich nicht auf Potentiale
erweitern, die nicht mindestens lokal beschrinkt sind. Man kann die Grenzwert-
Satze jedoch erweitern, indem man nicht-glatte Potentiale durch glatte Potentiale
approximiert. Der Punkt bei dieser Approximation ist, dass man Schranken an

N (V) hat, die das richtige Kopplun Vergl;la:lgggs haben, wie etwa bei der Cwikel—-
Lieb—Rosenbljum-Schranke aus Satz i%ﬁ“f

LEMMA 16.19. Sei A ein beliebiger selbstadjungierter Operator und sei N(A) =
dim(E(_oo,0)(A)), wobei Eq(A) die Spektralfamilie von A ist. Sei des weiteren A
nach unten beschrdinkt und auch B ein selbstadjungierter, nach unten beschrinkter
Operator. Sei Q(A)NQ(B) dicht und A+ B durch die Formsumme definiert. Dann
151

N(A+ B) < N(A) + N(B). (16.51)
BeEwEIS. Sind N(A), N(B) < 00, so sei 91, ..., V() eine Basis fiir E(_ )(A)
und
¢N(A)+1, ey wN(A)JrN(B) eine Basis fiir E(foo70) (B) Ist o € Q(A)QQ(B) in [1/)1, cers wN(A)+N(B)]L7
so ist (¢, Ap) > 0und (¢, By) > 0. MNit dem 1\/~[in—Max—Prinzip ist also “J\?(A)+N(B)+1(A+
B) > 0. A+ B kann also hochstens N(A) + N(B) negative Eigenwerte haben, was
die Behauptung zeigt. O

Wir sind nun in der Lage die eine Asymptotik an die Zahl der Eigenwerte zu
geben, wenn die Kopplung unendlich stark wird, was die dritte Frage beantwortet.

SATZ 16.20. Seien m > 3, V € L™?(R™) und N(AV) = dim P, 0)(—A +
AV) die Zahl der negativen Figenwerte bei Kopplungsstirke A. Dann ist auch hier
diese Zahl fiir starke Kopplung asymptotisch

N(AV) Tim

: B m/
AILH;O i (QW)m/[V(x),] % da. (16.52)

WEIS. , / gfgrund der Hypothese ist wegen des Satzes von Strichartz fiir For-
men relativ —A-Form- chrgnr:llii‘%nit relativer Formschranke gleich Null.
Man kann also den KLMN-Satz anwenden, um —A+V {iber Formen als selbst-
adjungierten Operator zu definieren.

Sei € > 0 klein und wiihle V; € C§° so, dass Vi, — V in L™/?(R™) konvergiert.
Dann ist

—A+ AV = [—(1— ) A+ AVi] + [e(—A) + A(V — V)] (16.53)

:3.28
Dann haben wir mit der Cwikel-Lieb-Rosenbljum-Schranke %_dém vorigen
Lemma mit N(—aA + V) = N(a~1V), dass

A A A )\m/2 m/2
1— er> +N <€(V — Vk)) S N (1 _ er> + const W HV— Vk’”m/?

(16.54)

N(V) < N (

Mit dem Grenzwert-Resultat, welches wir im vorigen Satz insbesondere fiir V4, € C§°

bewiesen haben, ist

. N<)\V) Tm 1 /2 —m/2 m/2

h)r\llsolip S < G (1= /[Vk(x),]m da + const € ™/2 ||V — Vk||m/2.
(16.55)
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Léasst man nun erst £ — oo und dann € — 0 gehen, erhdlt man

, NOV) 7 2
llﬁsogp /2 < (Qﬂ_)m/[V(x),} dz. (16.56)

Ahnlich erhiilt man eine untere Schranke an lim inf N(AV'), wenn man
“A+ ANV =[-(1—e) A+ AV] + [e(=A) + A(Vi = V)] (16.57)

schreibt. Dann ist

A
1—c¢

A A m
N(AVy) <N ( v> +N <€(v — vk)> <N (Hv> + const ™2 ||V — V|2

m/2

(16.58)
und wieder mit dem Grenzwert-Resultat aus dem vorigen Satz

.. N(W)
h/\n_1>1£f )\m/2

(1— g2z

—@ﬂm/MmLW”M—www%WW—WWW

m/2°
(16.59)

Lésst man nun wieder erst & — oo und dann € — 0 gehen, erhélt man die umge-
kehrte Schranke, also

h}\rggf I > R / [Vie(z)-]""" dx. (16.60)
Beide Schranken zusammen zeigen die Behauptung. (I

Angenommen nun, —A + V hitte kompakte Resolvente, das heifit —A + V
hétte rein diskretes Spektrum. Um die Frage nach der asymptotischen Zahl der
Eigenwerte im Intervall (—oo, F) fiir E — oo beantworten zu kénnen, brauchen wir
noch etwas stiarkere Bedingungen an das Potential.

SATZ 16.21. Seim > 2 und V : R2 — R eine messbare Funktion, die den
Abschdtzungen

ez’ = 1) < V() < ea(lz)® +1) (16.61a)
B—1
V(@) - V()| < e 22Xl 1] (16.611)
[z —y|
fiir ein B > 1 und geeigneten, positiven Konstanten c1, co und c3 geniigt. Seien
N(E) = dim(Ran(P_ g (-A +V))) (16.62)
und
Tm m/2
FE) = - F . 16.
o(E) = s [ Vi) = B e (16.63)
Dann st
N(E)

das heifit die Zahl der Eigenwerte ist fiir E — oo asymptotisch dem semiklassisch
erlaubten Phasenraumvolumen.
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BEWEIS. Sie hierzu {Q,} die Menge aller Einheitswiirfel, deren Zentren an
ganzzahligen Gitterpunkten liegen. Sei V* die stiickweise konstante Funktion mit
Wert supg, V() bzw. info, V() im Wiirfel Q. Sei —A* der Laplac-Operator mit
Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen an den Oberflichen der Wiirfel €2,,. Sei
N4(E) = dim(Ran(P(_oo,p)(—AT +V))). Sei g* (E) wie oben g(E) definiert, nur,
dass V durch V* ersetzt wird. Mit dem Dirichlet-Neumann-Bracketing gilt dann
(der Neumann-Operator mit kleinerem Potential hat tiefere und mehr Eigenwerte)

N_(E) > N(FE) > N.(E). (16.65)
Aufgrund der ersten Bedingung an das Potential sieht man, dass es ¢4 gibt, sodass
c3(E7 = 1) < g4(E) <g(E) <g-(E) < cu(E” +1), (16.66)

wobei v := T + % ist. Aufgrund der zweiten Bedingung an das Potential und der
Abschétzung

(E—a)™?_ (E - b)m/‘Z’ < % max {(E—a)3 1, (E—b)% '} b—a| (16.67)

gibt es c5, sodass

19-(B) = g+ (E)| < e5(B" 771 4 1), (16.68)
Die letzten drei Abschiitzungen zeigen, dass, wenn wir
Ni(E) _

im 16.69
E—oo gi(E) ( )

beweisen konnen, die Behauptung folgt.

Wegen der Entkopplungseigenschaften im Raum des Dirichlet- und Neumann-
Laplace-Operators kann man N (F) auch als

Ne(B)= > n(E-Vilg,) (16.70)
Vi lan <E
schreiben, wobei 1+ () = dim(Ran(Pyg,»)(—A))) ist, wobei + fiir Dirichlet- und —

fiir Neumann;Randbedipgungen steht. Wegen des rédumlichen Entkopplungsresul-
tats aus Satz [16.9[gibt es c¢g, sodass

ne () — " \/2| < p(1 4 AT, (16.71)
(2m)™
Da
Tm ™m
> (E— Vi lo,)™? = g4 (E) (16.72)
(2m)™
Vi lgo <
miissen wir lediglich zeigen, dass der Fehler
ex(B)= Y [1 F (B -V [, )" (16.73)

@:Vi I, <E
im Vergleich zu g4 (F) klein ist. Wir kénnen aber eL (F) aber durch
e+ (B) < (1+ E"7 vol{z : Vi(z) < E} (16.74)

abschétzen. Wegen der ersten Bedingung an das Potential ist dieses Phasenraum-
volumen durch const (1 + E'/8)™ beschriinkt, weshalb

11m s (E)

=0, (16.75)
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was
1m N:t(E) =
E—oo gi(E)

(16.76)

und damit die Behauptung zeigt. O

BEMERKUNG 16.22. Mit einigen einfachen Verdnderungen kann man das Re-
sultat und den Beweis auch auf den Fall m = 1 erweitern.

Schliellich betrachten wir die Situation, bei d(i‘:r wir unendlich viele Eigenwerte
im Intervall (—oo,0) haben (siehe Abschnitt B-1j und fragen, wie schnell die Zahl
der Eigenwerte im Intervall (—oo, F) fiir E — 0 divergiert.

SATZ 16.23. Sei V : R™ — R messbar und erfiille

—c1(Jz|+ )P <V(z) < —co(|z| + 1) (16.77a)
. 1 7ﬁ71
V() - V()| < cxmmtlzl o} + 1 (16.77b)
|z =yl
fiir ein B < 2 und geeignete, positive Konstanten c1, co und c3. Sei
N(E) = dim(Ran(P_ o0 g)(—A + V))) (16.78)
die Zahl der Eigenwerte im Intervall (—oo, E| mit E < 0 und
g(B) = ™ / [V(z) + E™?da. (16.79)
(2m)m
Dann ist
. N(E)
Sl 16.80
270 g(E) (16:80)

das heifst die Zahl der Eigenwerte ist fir E /0 asymptotisch dem semiklassisch
erlaubten Phasenraumuvolumen.

BEWEIS. Ahnlich wie eben. O

BEMERKUNG 16.24. Das asymptotische Verhalten von N(E) in diesem Fall
bleibt erhalten, wenn man zu —A + V ein Potential W dazuaddiert, wobei W sich
so verhélt, dass —A + AW nur endlich viele negative Eigenwerte fiir alle A hat. Dies
ist beispielsweise der Fall, wenn W € C§° oder W € L™/2(R™) fiir m > 3.

Schliefllich diskutieren wir noch ein Beispiel zum asymptotischen Verhalten der
Eigenwerte E,, selbst.

SATZ 16.25. Sei Hy = —f—; auf L*(0,1) mit Dirichlet-Randbedingungen u(0) =
u(l) = 0. Sei V€ L*>*((0,1)) und E,(V) der n-te Eigenwert von Hy + V. Dann
verhalten sich die Figenwerte E, fir n — oo asymptotisch wie

lim En(V)—(mr)2—/0 V(x)dx] =0. (16.81)

n— oo

BEWEIS. Zu V € L* betrachten wir E,(a) = E,(aV) mit zugehorigem Ei-
genvektor 1, (a) des Hamilton-Operators H(a) = Hy + aV. Da H(a) nur einfache
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Eigenwerte hat, sind die J'ynktionen E, (a), als Resultate des Abschnitts iiber ana-
lytische Storungstheori reell und analytisch. Insbesondere gilt mit den expliziten

Formeln aus Abschnitt [T} dass
W 0) = (o) Vi) (16.820)
d’E,
da2 (@) = =(Vou(a), Rn(a)Vipn(a)), (16.82b)

wobei R, (a) = (id— P,(a))(H(a) — E,(a))~! (als Operator) und P, die Projektion
auf 1), ist. Durch Integration der ersten Formel folgt, dass |E, (1) — E,(0)| < ||V |leo
und insbesondere, da E,,(0) = (nm)?, dass

|En(a) — Bp_1(a)| > (2n — )7 — 2a ||V, - (16.83)

Man kann daher den Erwartungswert von R,,(a) fiir ein Ny und alle a € (0, 1) durch

R,(a) = max{|En(a) By 1(a)] ", | Enla) — En+1(a)|_1} < 5 (16.84)

dzEn(a) HVH
da? <c n

fir alle n > Ny abschitzen. Fiir solche a und n ist = Mit dem Satz

von Taylor mit Restgliedabschitzung ist daher

dE, c VIl
E,(1) — 2_ < . i 16.
2.0 - m? - o) < 5 (165
Da 1, (0) = v/2sin(nmx), ist
dE,, . 1~
= -V(2n)— = 16.
da oo V(0) — 2V( n) V( n) (16.86)
schheﬁeg wobei V(m fo Je~iMm™2dy ist. Mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma
olgt, dass V(m ) =0 fur m — oo und damit
dE, ~
= V(0). 16.87
Jim —-=) = V(0) (16.87)
O
17. Grundlagen der Streutheorie
17.1. Klassifikation des Spektriums. Siche Yafaev R’ }g@bsd}g.}gt 0.1]

oder Aizenman—Warzel mwnitaolq%ésf{eed Simon RS78). Nehy zu
Grenzabsorptionsprinzipien bspw. m? , Kapitel 7] oder [Ricl6, Kapi-
tel 6].

17.1.1. Konsequenzen des Spektralsatzes, Boreltransformation des Spektralma-
Bes. Sei H : D(H) — H ein dicht definierter selbstadjungierter Operator mit zu-
gehorigem Spektralmal Ep : B(R) — £(H). (Wir kiirzen manchmal E = Ey ab.)
Das Spektraum o (H) kann entweder durch p(H )¢ oder durch o(H) = suppEy defi-
niert werden. Mit Hilfe des Spektralsatzes konnen wir Funktionen ¢(H) definieren,
solange diese messbar und fast iiberall endlich (beziiglich des Spektralmafies F)
sind. Der Definitionsbereich D(¢(H)) des Operators ¢(H ) besteht aus den Elemen-
ten f € H, sodass

/|¢ WA(ENf, f) < oo, wobei E()\):= E((—o0,\).
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Man kann zeigen, dass auch D(¢(H)) dicht in H ist. Fiir f € D(¢(H)) und g € H
definieren wir die Sesquilinearform des Operators ¢(H) durch die Gleichheit

- / 6N dE(N 1, g).

Wir betrachten nun zwei wichtige Beispiele; ¢(\) = e~ sowie ¢(\) = (A — z)7L.
Die unitire Zeitentwicklung, sprich der Evolutionsoperator, U(t) = et erfiillt

(U1, g) = / M AEMN) f.9)

und die Resolvente ist durch das Cauchy—Stieltjes-Integral

(7119 = [ AERLD

gegeben. Aus dlesen belden Darstellungen folgt, dajs RL(OI) Ehe Iﬁaplritce -Transformation

der Halbgruppe e *# ist (wir erinnern an Lemma en Satz von Plancherel fiir
vektorwertige Funktlonen), denn

(RO i0f.) =+ [ e =N U019,
0
sprich
(B)f9) = [ g, fir Re(z) <0,
0

Andererseits kann diese Relation umgekehrt werden und man erhélt fiir beliebiges
¢ < 0, dass

ct+100
(e g) = — / (R(2)f,g)e " dt.

27T'L —i00

Da pyq(B) == (E(B)f,g) fir B € B ein (komplexwertiges) Maf definiert,
konnen wir den Erwartungswert (R(M)f, f) (welcher nicht-negativ ist) auch als
Boreltransformierte von gy ¢(B) verstehen. Wir definieren daher

Fe) = [ B (mes ), a7.)
R —z
(Insbesondere ist Fy eine Pick- oder Herglotz-Funktion, das heifit, ihr Triger be-
findet sich in der oberen komplexen Halbebene; Fy ist dort holomorph, und bildet
die obere Halbebene wieder in sich selbst ab. Insbesondere kann das Mafl dyy ¢
durch die inverse Borel-Stieltjes-Transformation aus Fy wiedergewonnen werden;
im Rahmen der Spektraltheorie spricht man dann von der Stoneschen Formel, die
wir gleich sehen werden.) Der Imaginérteil

dpg(A) 1

m(Fy(2)) = Tm(2) | 58005 = 5

[(R(2)f,9) — (R(Z)f,9)]

spielt im Folgenden eine grofle Rolle. Dies ist sofort ersichtlich, wenn man z = E+1e
mit € > 0 setzt, denn in diesem Fall ist

Im(Fy(E + ie)) = /]R Wdu”(x) :
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das heifit der Integrand ist nichts weiter als der (mit 7 multiplizierte) Poisson-Kern.
(Insbesondere ist, wegen Fubini, [, Im(Fy(E))dE = 1, falls [ du = 1.) Dieser dient
bekanntermaflen als Approximation der Eins, weshalb sofort

i [ (B (Fy (B +ie)dE = [ 9N s ()

eNO T
fiir alle stetigen, kompakt getragenen Funktionen ¢ folgt. Insbesondere erhélt man
so die Stonesche Formel
1

SEWL) + (B@L) = i~ [ SOAE) + 1B (s (B + i)

1
= lim — 1A (E)Im(Fr(E + i€))dE
tim | A\ () (F (2 i)

([R(A 4+ ie) — R(A—ide)|f, f)dA

= lim —
eNO 2T J

(17.2)
fiir alle Intevalle A C R.

BEMERKUNGEN 17.1. (1) Tatséchlich herrscht Gleichheit zwischen der linken
und rechten Seite, wenn eines der f durch g setsetzt wird, was durch Polarisation
ersichtlich ist.

(2) Die zweite Gleichheit gilt, da die Menge, auf der das Mafl Im(F;(E +i¢))dE
fiir e — 0 divergiert, tatséchlich eine Lebesgue-Nullmenge ist. Wir werden das in den
kommenden beiden Abschnitten sehen, da das Spektralmafl (wie jedes Borelmaf)
in einen absolut stetigen und einen singulédren Teil zerlegt werden kann, wobei der
singulédre Teil lediglich auf Lebesgue-Nullmengen getragen ist. Insbesondere stellt
sich heraus, dass der Trager des absolut stetigen Teils gerade die Menge aller E ist,
fir die limes o Im(Fy(E 4+ i€)) < oo gilt.

Da die Randwerte von (R(2)f,g) = [p(A—2) " d(E(\)f, g) existieren, folgt aus
dem Satz von Fatou (bzw. der Approximation der Eins durch den Poisson-Kern)

! 1 dE(N) T,
lim —Im(Fy (A +ie)) = — lim [[R(A & i) f|? = %

fiir fast alle A € R. Die Menge vollen Mafles, fiir die beide Seiten dieser Gleichheit
korrekt definiert sind und tatséichlich Gleichheit gilt, hingt von f ab. Wir werden
im niichsten Abschnitt sehen, dass f € H(%), dem absolut-stetigen Teilraum von H
geniigt.

17.1.2. Abstrakte MajStheorie.

DEFINITION 17.2 (Regulidres Mafl). Sei X ein Hausdorff-Raum und A eine o-
Algebra auf X, die die Borelsche o-Algebra enthilt. Dann liegen alle offenen und
abgeschlossenen Teilmengen von X in A. Da X hausdorffsch ist, liegen auch alle
kompakten Teilmengen in A. Ein Maf p : A — [0, oo] heifit

i) won innen reguldr, wenn fiir jedes A € A gilt:
(i) g j g
p(A) = sup{p(K): K C A, K kompakt} (17.3)
ii) von aufen requldr, wenn fiir jedes A € A gilt:
(i)
w(A) =inf{u(U): A CU,U offen} (17.4)

(iii) regulir, wenn es von innen und auflen reguliir ist.
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BEMERKUNG 17.3. Das Lebesgue-Maf§ auf R™ ist regulér.

Im Folgenden wollen wir etwas abstrakte Maftheorie anhand klassischer Bei-
spiele wiederholen. Sei dazu « : R — R eine monoton steigende Funktion, das heifit
die Grenzwerte

lim a(x + le]), lim a(x — |e|)
e—0 e—0

=:a(xz+0) =:a(z—0)
existieren. Dann definieren wir pq((a,b)) = a(b — 0) — a(a + 0). Fiir paarweise
disjunkte Borelmengen {B};cny € B(R) ist dann p1o : B — [0, 00] mit

Ma(U B;) = ZN(Bi) und e (0) =0

ein Borelmaf, das heifit, es besitzt die obigen Regularitdtseigenschaften
to(B) =sup{p(C) : C C B, C kompakt}
= inf{pu(0) : BC 0,0 offen}.

Man kann daher, wie beim Lebesgueintegral, durch

. . m -~ m m-+1
J;H;OZ_On“(f Hn n )D
fH/fduaE/fda

konstruieren mit den klassischen Linearitiitseigenschaften f + g € L'((a,b),du),
wemn f,g € L'((a,b),dp), Af € L'((a,b),dp), lg| < f € L' = g€ L, [(f+g) =

JF+la lfA< I f<g=[f<[g|[ fl<Ib—allflle, monotoner

und majorisierter Konvergenz, etc.. Dieses Integral wird Lebesgue—Stieltjes-Integral
genannt. Wir stellen nun einige Beipsiele vor.

ein Integral

BEISPIEL 17.4 (Absolut stetiges Maf). Sei a € C!, dann ist

((a,b)) /—dm und daher /fdua—/f ( >

BEISPIEL 17.5 (Dirac-Delta). Sei a(x) = 1j9,oc)(7), dann ist

1 falls 0 € (a,b) . 1 fallsOe B
«a ab = 5 h o(B) =
Ha((a,0)) {0 falls 0 ¢ (a,b) sprich - y1a (B) {0 falls 0 ¢ B
Insbesondere gilt [ fdu = f(0), sprich du, ist das Dirac-Ma8.

BEISPIEL 17.6 (Cantor). Sei @ die Cantor-Funktion. Wir definieren S C [0, 1]
durch

12 1 2 7 8 1 2
S = (g: g) U (63 §) U (57 5) U(§7 ﬁ) U...
N—— S—— S~——

mittleres Drittel von[0,1] mittleres Drittel von[1/3,2/3] symmetrisieren

Das Lebesguemafl von S ist daher

1 1 1 2n—1 37t 13
2 44— =3!
greg gt Z Z< ) 1—2/3 1/3

n=1
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Die Cantormenge ist dann durch
C=[0,1]\S

definiert, sprich |C| = 0. Wir konstruieren nun die Cantor-Funktion. Sei a(z) = 1/2
auf (1/3,2/3), a(x) = 1/4 auf (1/9,2/9), a(x) = 3/4 auf (7/9,8/9), etc. und setze
« auf [0,1] stetig fort. Dann ist « eine nicht-konstante, stetige Funktion mit der
Eigenschaft, dass o/(z) Lebesgue-fast-iiberall existiert und o/ (z) = 0 Lebesgue-fast-
iiberall.

1 -
[ s
3 .
a —
..

| .
2] .
-1- - R ..
3 K

0 % 1

Da « stetig ist, ist pq({z}) = 0 fiir jede einpunktige Menge {z}. Andererseits ist
o auf der Lebesgue-Nullmenge C' konzentriert, in dem Sinne, dass 4 ([0,1]\ C) =

ta(S) = 0.

Diese drei Beispiele sind klassisch fiir moglichst allgemeine Lebesgue—Stieltjes-
Mafle. Angenommen, p sei ein Borelmafl auf R. Wir bezeichnen dann die Menge
der reinen Punkte von p mit P = {x € X : u({z}) # 0}. Da u Borel ist (sprich
1(C) < oo fiir kompakte Mengen C'), folgt, dass P eine abzihlbare Menge ist. Wir
definieren dann das Punktmafl

() = 3 ul{z}) = p(x N P).
reXNP
Dann ist pp, wieder ein Mafl und p. := p — ppp > 0 hat die Eigenschaft, dass
pe({z}) = 0 fiir alle einzelnen Punkte. Sprich, . hat keine reinen Punkte und g,
hat nur reine Punkte, in dem Sinne, dass p1,,,(X) = > x fipp({z}). Dies fiihrt auf
die
DEFINITION 17.7. Sei u ein Borelmafl auf R.
(1) p heift reines Punktmaf, wenn u(X) = >y ppp({x}) fiir alle Borel-

mengen X.
(2) p heifit auf R stetig, wenn es keine reinen Punkte hat.
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(3) u heiBt absolut stetig beziiglich Lebesgue, wenn es f € Li (R) gibt, sodass

/gdu:/g~fdz fiir alle g € L'(R, dp) .

Man schreibt dann du = f dz.
(4) p heiBt singulir beziglich Lebesgue, wenn p(S) = 0 fiir alle Mengen S fiir
die R\ S| = 0.

loc

17.1.3. Statische Charakterisierung des Spektrums. Fiir einen Uberblick iiber
Spektratypen und der Zusammenhang mit den Randwerten analytischer Funktio-
H_]er% 1@&1?& die Borel-Stieltjes-Transformation des Spektralmafles) siche auch Last

Nach dem Satz von Lebesgue konnen Borelmafle in drei zueinander singulére
Teilmafle zerlegt werden, sprich

d,u = d,UJaC + dﬂs
~—~
=dpsc+dupp

Dabei ist pq. absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafles, das heifit pq.(B) = 0,
wenn |B| = 0; insbesondere ,ignoriert“ es einzelne Punkte/Atome, in dem Sinne,
dass pac({x}) = 0. ps ist singulér beziiglich des Lebesgue-Mafles, das hei8t s ist
auf Lebesgue-Nullmengen getragen, sprich pus(R \ B) = 0 fiir Borelmengen B mit
|B| = 0. Insbesondere ist ps. stetig auf R (das heift ps.({z}) = 0 fiir einzelne
Atome); wir nennen dieses Maf} deshalb singuldr stetig. Das Punktmaf i, ist eine
Linearkombination aus Treppenfunktionen, das heiit p,,({z}) # 0 und g, ist auf
P={xe X :p({z}) # 0} getragen. Da die drei Mafle singulér beziiglich einander
sind, sind ihre Tréger M., M. und M, disjunkt. Diese Mengen sind jedoch nicht
eindeutig. Wir wihlen sie so, dass My, die Menge aller Spriinge von p()) ist und,
dass | M,.| = 0.

Fiir den selbstadjungierten Operator H bezeichnen wir die auf diese Mengen
Mg, M. und M, gehorigen Projektionen mit E%° = Eg(M,.), etc.. Inshesondere
gilt B% + E*¢ + EPP = 14, das heifft H = L*(R, du) = L*(R, djtae) ® L*(R, dpse) ®
L?(R, dppp) und entsprechend zerlegt sich das Spektrum von H in 0,.(H) = o (tac),
etc.. Dabei besteht o,,(H) aus dem AbschiufS der Menge aller Eigenwerte. Wir
geben ein kurzes Beispiel, welches zeigt, dass op, im Allgemeinen nicht mit der
Menge aller Eigenwerte iibereinstimmt.

BEISPIEL 17.8. Sei H = (?(N) der zugrundeliegende Hilbertraum und

/1 0 0 0

0 1/2 0 0 ..
A=1 0 0 1/3 0 .. |-

SN

das heiBt A5, = n~14,, wobei 6, = (0,0,...,1,0,...), wobei die 1 an der n-ten
Stelle steht. Dann gilt offenbar, dass die Menge der Eigenwerte von A durch o, =
{n=!:n € N} gegeben ist. Wir zeigen jetzt, dass o, = o, U {0}. Dazu zeigen wir,
dass 0 € o(A) und 04.(A) = 05.(A) = 0. Die letzte Aussage ist klar, da stetige
Mafe nicht auf einzelnen Punkten und daher auch nicht auf abzidhlbaren Mengen
leben. Wir zeigen nun, dass 0 ¢ p(A). Die Resolvente von A wirkt auf d,, durch
(A—2)716, = (1/n—2)"18, = n/(1—nz2)é, (da d, gerade die Eigenvektoren von A
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sind). Fiir z — 0 folgt daraus A~1§,, = nd,,. Das heifit, die Resolvente existiert zwar
bei z = 0, aber sie ist fiir z = 0 nicht beschrénkt, also 0 ¢ p(A), sprich 0 € g,,(A4).

Folgendes Beispiel zeigt, dass Multiplikationsoperatoren V rein absolut stetiges
Spektrum haben, wenn V' stetig differenzierbar ist. Wir erinnern, dass die Eigen-
funktionen von V' die Projektionen auf das Urbild sind, also V4 (x) = \)(x) genau
dann, wenn ¥ (x) = 1y -1} ().

BEISPIEL 17.9. Sei H der selbstadjungierte Operator auf H = L?(2), der durch
Hy(z) = V(x)p(r) gegeben ist, wobei V() eine reellwertige, messbare Funktion
auf Q C R?. Der Bildbereich von E()\) sind dann alle ¢ € H fiir die ¢(z) = 0 ist,
wenn V(z) > A, sprich

IE@E = [ WP ds
V=)
fir A C Q. Falls V € C*(Q2) mit VV # 0 Lebesgue-fast-iiberall auf €2, dann folgt

aus dem Satz von der impliziten Funktion, dass H rein absolut stetiges Spektrum
hat, da

IIE(A)ng:/Alw(Vfl(/\))lzD[V”](A)dA

und die zugehorige Jacobi-Determinante
1

PIVTIN = prrw=iowy

Lebesgue-integrierbar ist, da auch die Umkehrfunktion V! stetig differenzierbar
ist.

Mit Hilfe der Boreltransformation F(z) = [(A—z)~* du(z) lassen sich die Mafie
dptae, dppse und dpip, und deren Tréger, sprich die Spektren, wie folgt charakterisie-
ren.

BEHAUPTUNG 17.10. Sei p ein Borelmaf$ auf R. Dann gilt fir die Trdager
(1) Mae ={A:0 < limsup. o Im(F (X +i€)) < oo}
(2) Ms = {X:limsup. o Im(F(A+ie)) = oo} (Satzvon de La Vallée Poussin)
(8) M = Mac+ Mg ={X:0 < limsup._ o Im(F(A+ie))}
(1) ol =21
(5) 0(piac) = Mae ={AER:|A—€X+¢€) N M| >0,Ve >0} (der
wesentliche Abschluss)
Fiir die Spektralmafle gilt
(1) dpige(\) = 7~ "Im(F (A + i0)) dA
(2 uiEn]) oo (P - 10)
(3) 7 Im(F(E + i€)) dE — du(E) im Sinne, dass

tig 7 /f Im(F(E + i€)) dE = /f e
fiir alle kompakt getragenen, stetigen f.

imon2005 eschl2014
BEWEIS. Siehe beispielsweise Simon TS m0Ob5, Abschnitt 11.1] oder Teschl[[Tes14]

Kapitel 3]. O
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Fiir alle f,¢g € H ist die monotone Funktion A — (E(A)f, g) fiir fast alle A € R
differenzierbar (wegen des Satzes von Lebesgue) mit

dENSf) 1 , ! i}
———2 = — lim Im(F L*(R) fiir fast all R.
- - m(Fy(A+i€)) € L'(R) fur fast alle A €
Diese Aussage ist, %(Izl}é als Fatous Theorem bekannt und folgt aus der Stoneschen
Formel (siehe @)7

A

.1 )
(EOf ) =lim [ m(Fy (B + ie))dE.

BEMERKUNGEN 17.11.

(1) lime o Im(Ff(X + i€e)) € L'(R), da der Grenzwert entweder endlich ist
und gegen du,. konvergiert oder aber divergiert, aber in dem Fall nur
auf einer Lebesgue-Nullmenge getragen ist. Die Ableitung nach A\ kann
wegen monotoner Konvergenz (da der Imaginérteil gerade der Poissonkern
ist, welcher punktweise monoton wichst, wenn e fillt) in das Integral
(mit Integranden 0(A — E)Im(F;(E + i€)) hineingezogen werden. Weiter
ist d(E(\)f,g)/d\ € L*(R) wegen des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung und F(R) = 1.

(2) Per Polarisation ist auch d(E(\)f,g)/d\ € L'(R).

Falls f oder g aus H*¢ sind, ist das Mafl (E(X)f, g) absolut stetig, sprich

E
d(E(N)f,g9) = Wd/\ falls f oder g € H*¢
und insbesondere ist natiirlich d(E(\)f, g)/d\ € L*(R). Daraus folgt insbesondere

(er.g) = [ EED an wpgen,

wobei P% = Pf¢ die orthogonale Projektion auf den Teilraum H**(H) = EyH
bezeichnet (sprich E{f(X) = PA°Ey(X)). Aus der Stoneschen Formel olgt
schlielich

BEHAUPTUNG 17.12. Sei A C R ein Intervall, sodass

sup  [(R(A +i€)f, f)] < o0
A€A,e€(0,1)

fiir alle f aus einer dichten Menge in H. Dann ist o(H) N A absolut stetig. Ist
dariberhinaus die Funktion A — (R(X\)f, f) stetig fir Re(z) € A, Im(z) > 0, dann
ist die Funktion (E(N)f, f) stetig differenzierbar auf A und es gilt

d(EN) S, )

(BN, f) = ==372 X fir alle A€ A.

BEMERKUNG 17.13. Der Beweis verwendet, dass supyea ce(o,1) [(R(A+i€) f, f)| <
oo eine hinreichende Bedingung fiir

sup / Im(p, R(A 4+ ie)p)|PdA < o0, p>1
A

0<e<1

orem:3.58
aus Satz iﬁtf 1st.
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N g ¥ Q%Lﬁ;mische Charakterisierung des gpektrums. Siehe Aizenman—Warzel
izenmanWarze astl
HXAW 15, Kapitel 2], die grofitenteils Last [Las96] folgen.

Eine alternative Charakterisierung der Spektren kann durch die Wahrschein-
lichkeit gegeben werden, mit der ein Zustand in unendlich ferner Zeit immer noch
»lokalisiert “ ist. Fiir einen gegebenen selbstadjungierten Hamiltonoperator H und
einen Zustand ¥ € H ist

(et = / eI B(Ap ) = / P dpy (V) = i ()]

die Wahrscheinlichkeit, das System nach der Zeit ¢ immer noch im Zustand 1 vor-
zufinden. Fiir ¢ € H ist das zugehorige Spektralmafl dufZC()\) absolut stetig, und
dugt(N)/dX € L'(R). Dementsprechend folgt aus dem Riemann—Lebesgue-Lemma,
dass fig¢ € Cy(R), also insbesondere

hrin frgy’ (t) = 0. (17.5)

t—+oo

Eine dquivalente Aussage trifft folgender Satz. Er besagt Folgendes. Angenommen,
das System befindet sich zur Zeit ¢ = 0 in einem Zustand v € H, sprich, er kann in
H*, H¢, oder HPP leben. Betrachtet man dann die mittlere Wahrscheinlichkeit (im
Sinne von Ceséro), dass sich das System fiir ¢ — oo noch im Zustand 1 befindet,
findet man, dass die Zustédnde in H*® und H*¢ bereits , weggestreut“ sind und

lediglich die gebundenen Zusténde in HFPP verweilt sind. Formal gilt
jener19

2
Sartz 17.14 (Wiener W1e32]37. Sei p ein komplexwertiges, endliches Borelmaf
auf R. Dann gilt

1 T
i [P = 3 P (7.6)

T—o0
AEM,p

BEMERKUNGEN 17.15.

(1) In der Quantenmechanik wére der Integrand der linken Seite |y (¢)]? und
die rechte Seite konnte als || PPPi||? geschrieben werden, wobei PPP =
> |¥n) (1n| die Projektion auf die Eigenvektoren von H meint.

(2) Falls A € ogisc(H), A also ein isolierter Eigenwert ist, kann die Spek-
tralprojektion P({\}) = E(\) — E(A —0) auca als Riesz-Projektion, also
als Konturintegral, geschrieben werden, siehe . Fur eingebettete Ei-
genwerte ist dies nicht mehr moglich. Wieners Theorem gibt daher eine
alternative Formel fiir die Projektio %}})flg%ggenwerte. Man spricht auch
vom ,mean ergodic theorem* (Kato [Kat66), Kapitel X, Theorem 1.3]),
welches

| 2

1 G
P{A})=s— lim / et o= gt

ta—t1—o0 tg — 1y t
besagt.

BEWEIS. Mit dem Satz von Fubini gilt

1 T\,a(t)|2dt: L[ o gy dp(N)dp(N) .
T 0 RJR T 0

GiA=MT _

Da

1 (T
lim — A=At gt = lim

T—oo T /O T—o0 T(/\ — /\/) - 5>\’N

eq:prewiener
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punktweise und, da |71 f A=At dt| < 1, folgt mit majorisierter Konvergenz

T
Jim = [P~ / [ v NG = [ WP auy
ST D,

AEM,,,

was zU zeigen war. (I

Das folgende Resultat gibt genaue Abklingraten de Cesédro-gemittelten Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit |fiy (¢)|* fiir ¢ € H. Tatséchlich kann man dies noch
etwas weiter prizisieren mit Hilfe der folgenden

DEFINITION 17.16. Sei p ein endliches Borelmafi auf R und « € [0,1]. Dann
heifit p gleichmdifig a-Hélderstetig (UaH ), wenn es ein C' < oo gibt, sodass fiir alle
Intervalle I mit |I] <1

u(l) < ClIle
gilt.

Fiir = 0 gibt diese Bedingung kein zusétzliche Information und ist selbst im
Falle von Punktspektrum erfiillt. Falls a = 1, dann ist p absolut stetig beziiglich
Lebesgue. Physikalisch relevante Operatoren, fiir die das Spektralmafl UaH-Teile
besitzt, haben beispielsweise quasiperiodische Potentiale. Prominente Beispiele sol-

cher Operatoren sind etwa der Harper-Operator oder der F}ﬂbv(])lne%%(%i—Operator. In
dieser Sitation gilt die folgende Verfeinerung von Satz

. trlchart21990 T.ast1996
SATZ 17.17 (Strichartz—Last [Str90, [Las96]). Ser H ein selbstadjungierter
Operator und ¢ € H, sodass py UaH fir ein o € [0,1]. Dann gibt es ein Cy < 00,
sodass fiir alle g € H und T > 0

7/ e My P dt < Cl"THj” : (17.7)

lzenman!
Warzel

BEWEIS. %genﬂg&ﬁpektralsatzes (in ,,multiplikativer Form“, siche Aizenman—
Tf,AW 15, Proposition A.2]) gilt

(¥,e7"g) = / TN FON) dptgp (V) = Frup ()
R

wobel duy(A) = (dEg(N)y,¢) das zu ¢ gehorige Spektralma$ ist (¢p wird in
L2(R, dpy) durch 1 dargestellt) und f die Funktion ist, die den Vektor ¢ in L*(R, dy,)
darstellt. (Genauser gesagt stellt f die Projektion von ¢ auf den Raum, in dem
als zyklischer Vektor unter der Wirkung von H dient, dar.) In dieser Terminologie
bedeutet die Behauptung, dass, wenn ein positives Ma§ p UaH fiir ein o € [0, 1]
ist, dann gibt es C' < oo, sodass fiir alle f € L?(R, du)

LT i pa < e
L[ s Vg
gilt. Falls T' € [0, 1], dann ist

b [ ToPa < s (TR < [ 1700P a0 = 1013 < ol

t€[0,T]
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fir alle a > 0. Wir betrachten nun nur noch 7' > 1. Mit 1j97)(t) < el=t*/T?
(und der Tatsache, dass die Fouriertransformation einer Gaussfunktion wieder eine
Gaussfunktion, also insbesondere positiv ist) beschrinken wir

+ R < & [
<o [ Lo enn (e e o an) auin aux)
< e [ TP ( o du(A’)) au(n)

wobei wir in der letzten Ungleichung Cauchy—Schwarz verwendet haben. Zerlegt
man jetzt die Integration iiber A’ in gleich grofie Intervalle, findet man fiir 7" > 1
und « € [0, 1],

o~

2
Tu)| dt

T2 "2 2C > 2
Z —ZZ(x=)") ’ } : —n~/4
- / ¢ du(X) < A nfoe ’

was den Beweis schliefit. O

Die Abklingrate der zeitgemittelten Wiederauftrittsrate kann auch mit Hilfe

der Resolventen formuliert werden| ?d%eo ljalgairil(ceh%%)llacetransformation der Halbgrup-

pe e *H ist, siche auch Lemma en Satz von Plancherel fiir vektorwertige

Funktionen).

SATZ 17.18. Sei a € [0, 1]. Falls einer der beiden Grenzwerte existiert, so exis-
tiert auch der andere und es gilt Gleichheit in
61—04

T
; a—1 —itH 1 \12 g0 _ 7 i 2
Jim 7 [ o ) e = i o [ (6. RO i) .
(17.8)

BEWEIS. Fiir € > 0 ist F(t) := e~ (¢,e *H1))0(t) sowohl in L' als auch L2
mit
F(=)\) = / P (t) dt = / dt et / dug 4 (E) e ™ = —i(¢, RO\ +ie)y)
0 R

sprich die Resolvente ist die Laplacetransformation von e~ *(H+% Aus dem Satz
von Plancherel (zwischen R(\ + ie) und F(t) = e~ (¢, e~ 4))f(t)) folgt deshalb

o0 , 1
/0 e_QGt‘((ﬁ,e_ltH’(/)”Q dt = g/RK(b,R()\‘f'“)w)lQ dX.

Die Aussage folgt dann aus dem folgenden Tauberschen Theorem. O

BEHAUPTUNG 17.19 (Taubersches Theorem fiir die Laplace- und Stieltjes-Trans-
formation). Seia € [0,1] und f : [0,00) — [0,00). Wenn einer der beiden folgenden
Grenzwerte existiert, dann tut es auch der andere und es gilt Gleichheit in

T 11—« e8]
: a—1 s € —et
Th_r}r;oT /o fit)ydt = l{r(l) Te—a) /0 e f(t)dt. (17.9)
aramatal931 Simon1979
BeEwEIS. Siehe Karamata [Kar31] oder Simonh 1m79[. g



206 3. SPEKTRALTHEORIE

BEMERKUNG 1720, Diese Aussagen gehen tatséchlich auf Hardy und Little-
wood zurick. Sie zeigten folgende Aussage. Sei f(¢) in jedem endlichen

Intervall [0, 7] und e~*!f(¢) fiir alle s > 0 in L?(R ). Wenn

/ e ' f(t)dt ~ As™" beis—0 (A>0,0>0)
0

und f(t) > 0 fiir ¢ > 0, dann gilt

* A

)
. . . . aramatal931
Die Umkehrung dieser Aussage gilt entsprechend, aber siehe Karamata H(KarS I[. (In

unserer Anwendung ist f(t) = e~ mit der Resolventen als Laplace-Transformierte. )

Bevor wir das Hauptresultat diegegién1%§chnitts aufstellen, geben wir noch eine
Implikation von Wieners Satz

BEHAUPTUNG 17.21. Sei H selbstadjungiert und K kompakt. Dann gelten

1 (T . .
lim f/ |[Ke ™ Peyp||?dt =0 und | Ke tH pacy|2dt =0 (17.10)
0

lim
T—o0
fiir alle v € H. Falls K lediglich relativ kompakt beziiglich H ist, gelten die Aussagen
fiir alle ¢ € D(H). Falls K relativ kompakt beziiglich H und beschrinkt ist, gelten
die Aussagen wieder fiir alle ¢ € H.

. . . . iycrit
Man vergleiche das mit dem Kriterium fiir H-Glattheit (Satz %lches
fiir die Existenz und Unitaritdt der Wellenoperatoren wichtig war. Hier musste K
jedoch nicht kompakt sein und es wurde keine Cesaro-Mittelung gebraucht.

BEwEIS. Die Behauptung folgt fiir kompaktes K, wenn wir die Aussage fiir
Rang-Eins-Projektionen gezeigt haben, da diese den Raum der Operatoren endli-
chen Ranges aufspannen, welcher wiederum dicht in den kompakten Operatoren
(allgemein jeder Schatten-Klasse) liegt. Sei also K = |p)(¢| fiir Vektoren p, ¢ € H.
In diesem Fall ist

1 /TKe_itHwngdt: ol /TW ot 2 gy — 1ol /T O bt
T Jo T Jo "7 T J, "

und die rechte Seite verschwindet fiir T — oo wegen Wieners 1rSatz @ﬂdﬁ%%c.
Analog verfahrt man fiir ¢ € H%° mit Hilfe von ;

Wir zeigen nun, dass die Aussage auch fiir relativ kompakte K gilt. Sei dazu
Y € D(H). Dann kénnen wir ¢ = (H + i)~ !¢ setzen, wobei ¢ € H¢ genau dann,
wenn ¢ € H¢ (da HE ein reduzierender Unterraum von H ist). Da K (H +4)~! per
Voraussetzung kompakt ist, folgt die Behauptung aus den vorigen Argumenten.

Falls nun K sowohl relativ kompak beziiglich H, als auch beschréinkt ist, dann
gibt es fiir beliebiges ¢ € H eine Folge v, € D(H), sodass ||ty — ¢,| < 1/n und
daher

[ e~ )| < [[Ke ™ (¢ — )| + [ Ke e,

was die Aussage auch in diesem Fall zeigt. (]

Wir sind nun bereit, auf Wieners Theoremen (und seinen Verallgemeinerungen)

aufbauend, dje foleende dynamische Charakterisierung von HEP und ¢ = H*@H™
nach Ruelle [Rue69], Amrein—-Georgescu [AG74] und Enss H-:EHS7SJ zu geben.
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Satz 17.22 (RAGE). Sei H selbstadjungiert und K, eine Folge kompakter Ope-
ratoren mit Ki = 1. Dann gelten

1 [T ,
HE = {w €H: lim lim f/ | Kpe™ )% dt = o} (17.11a)
L—ooT—oo T 0

PP = {¢ eH: lim sup|/(1—Kp)e tHy| =0 (17.11b)

L—o0 ter } .
BEwWEILs. Wir zeigen zunéchst in beiden Féllen die Inklusion ,,C“. Fiir ¢ € H°
folgt aus dem vorigem Lemma, dass fiir alle L

1" )
Jim - [ i = o
gilt. Sei nun ¢ € HPP; wir zeigen dann

lim sup ||(1 — K)e " || = 0. (17.12)
L—oo R
Wegen des Prinzips der gleichméfligen Beschrianktheit folgt aus der Konvergenz
K, — 1 insbesondere sup;, | K| < co. Seien ¢, die Eigenfunktionen von H, dann
zerlegen wir
N
b= (e )k = > (Y, )k + én,  llon] <e.
k k=1
Da limy oo ||(1 — Kr)Yg|| — O fiir alle k, trégt der erste Term in der obigen
Zerlegung von 1 fiir L — oo nichts bei. Andererseits ist [|(1 — Kp)yx| < (1 +
supy, || Kr|)e. Diese beiden Tatsachen zeigen , da € > 0 beliebig war.

Wir zeigen nun die umgekehrten Inklusionen ,2“. Da die Unterrdume H¢ und
‘HPP orthogonal zueinander sind, kann jedes v eindeutig in ¢» = ¢° + PP zerlegt
werden. Wir zeigen nun, dass die Grenzwerte in (% mit PP = 0 und @E
mit ¢ # 0 nicht gegen Null konvergieren. Wir beginnen mit der ersten Behauptung.
Mit der Dreiecksungleichung gilt (mit ¢PP(t) = e~ *HrP)

KPP @)1 = 19" = (1 = Kr)d™P@)]]] -

Da der zweite Term fiir L — oo (wie wir oben gesehen haben) verschwindet, gibt
es sicherlich ein hinreichend grofles L, sodass die rechte Seite echt positiv ist. Wir
widmen uns nun der zweiten Aussage, sprich, der Grenzwert in %ﬁgverschwin—
det nicht fiir 9¢ # 0. Wir argumentieren per Widerspruch und nehmen an, dass
der Grenzwert in flr ° # 0 tatséchlich verschwindet (und zeigen, dass
1© = 0). Aus Behauptung olgt (fiir jedes feste L mit 9°(t) = e~ *Hq)°)

] T 1/2
0= <1im lim T/o ||(1—KL)¢C(t)2dt>

L—oo T—oo

1/2

T
> [l9°) - <lim lim l/0 IIKLwC(t)Ith> = [l

L—ocoT—oo T
was aber ¢¢ # 0 widerspricht. (]

I O X dynamische Eigenschaften von Zusténden aus Hg. siehe beispielsweise Last
Las96, Theoreme 3.1, 5.2, 5.3, 6.1]. Hierzu ist di ang{g%%ung von Borel-Maflen bzgl.
eines gegebenen Hausdorff-Mafles wichtig, siehe fl]asgﬁ,’ Abschnitt 4].
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17.2. Storungen des stetigen Spektrums. Wir haben bereits in Satz ﬁw
gesehen, dass das singulire Spektrum (also insbesondere og.) instabil unter Rang-
Eins-Storungen ist. In diesem Sinne verhilt sich das stetige Spektrum deutlich
schlechter als das wesentliche Spektrum, welches unter sehr sanften Annahmen
(relative Form-Kompaktheit der Stérung) invariant bleibt. Anders verhélt es sich
mit o4, welches eine grofie Rolle in der Streutheorie spielt (wie wir im letzten
Abschnitt bereits erahnt haben).

Bevor wir die Methoden der Streutheorie (Existenz und Eindeutigkeit der ver-
allgemeinerten oder lokalen Wellenoperatoren) entwickeln und anwenden, um zu
zeigen, dass o, recht stabil ist, geben wir ein Gegenbeispiel, welches von Weyl ent-
wickelt und von Neumann verallgemeinert wurde. Es stellt sich heraus, dass jeder
selbstadjungierte Operator in einem separablen Hilbertraum durch Addition einer
kleinen Storung in einen Operator iibergefithrt werden kann, der reines Punktspek-
trum hat.

SaTz 17.23 (Weyl-Von Neumann). Sei H ein selbstadjungierter Operator auf
einem separablen Hilbertraum. Dann gibt es fiir alle € > 0 einen selbstadjungierten
Operators A € 8% mit || Al|2 < €, sodass H + A reines Punktspektrum hat.

at01976
BEWEIS. Siehe Kato H(Kaf 76al, Kapitel X, Theorem 2.1]. O

Dieses Beispiel wurde weiter von Kuroda verallgemeinert, der die Kleinheits-
bedingung an A abgeschwiicht hat.

SaTz 17.24 (Kuroda). In obigem Satz kann A so gewdihlt werden, dass |||Al|] <
e fiir jede beliebige unitir invariante Norm ||| - |||, bis auf die Spurnorm (und Nor-
men, die zur Spurnorm dquivalent sind).

at01976
BEWEIS. Siehe Kato H(Kaf 76a, Kapitel X, Theorem 2.3]. g

BEMERKUNGEN 17.25.

(1) Die natiirliche Frage, die man hier stellen kann, ist, ob die Sétze immer
noch wahr sind, wenn A Spurklasse ist. Dies ist im Allgemeinen nicht der
Fall. In Kato [Kat76al, Kapitel X, Theorem 4.3] wird gezeigt, dass ein
Operator H mit o,.(H) # () nie so gestért werden kann, dass der gestorte
Operator H 4+ A reines Punktspektrum hat.

(2) Die obigen Sitze zeigen insbesondere, dass Operatoren H mit rein steti-
gem Spektrum in solche mit reinem Punktspektrum iibergefiithrt werden
konnen. Man sollte sich allerdings nicht vorstellen, dass die Eigenwerte iso-
liert voneinander sind! Tatséchlich sind die Eigenwerte in jedem Intervall
I dicht, welches zuvor vom stetigen Spektrum des ungestorten Opera-
tors iiberdeckt wurde. Dies folgt aus dem Satz von Weyl (Stabilitét von
Oess unter Addition relativ kompakter Operatoren A) und der Inklusion
0. C Oess, aus der insbesondere I C o.s5(H) = 0ess(H + A) folgt. Dies
zeigt, dass die Menge der Eigenwerte von H + A dicht in [ ist, wenn H+ A
reines Punktspektrum hat.

:hsmoothness
17.3. Katos glatte Methoden. Siehe Abschnitt @

faev2010
imoiohtd: Spurklasse-Methode. Siehe Yafaev Yatll 0, Abschnitt 0.8] und Simon

S
hSlm(l5fKapitel 6].
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ormander1983
17.5. Agmon—Hoérmander-Theorie. Wir folgen Hérmander [H6r83| i

Rtusch1ag006
tel XIV] (aufbauend auf dem klassischen Spurtheorem) und Ionescu—Schlag Ioélﬂé]ML
(aufbauend auf dem Tomas—Stein-Theorem).

18. Einfiihrung zur Spektraltheorie nicht-selbstadjungierter
Operatoren

18.1. Vorbereitungen zu kompakten, nicht-selbstadjungierten Ope-
ratoren. Wir diskutieren hier kurz die Spektraltheorie kompakter Operatoren, die
nicht selbstadjungiert sein miissen. Wir wissen bereits, dass, wenn A kompakt ist,
o(A) aus Null, sowie von Null verschiedenen Zahlen {)\i}il\;(lA ) besteht, wobei N (A)
endlich oder abzihlbar unendlich sein kann. Weiter sind alle \; Eigenwerte von A,
die sich hochstens bei Null haufen kénnen. Zudem sind die Spektralprojektionen

P=—-— / (A—X)"tdx (18.1)

endlichdimensional mit Ran(P;) = {¢ : (A — \;)™ = 0 fiir ein n}.

DEFINITION 18.1. % heifit genau dann wverallgemeinerter Eigenvektor von A
zum Eigenwert A, wenn es ein n > 1 gibt, sodass (A — )"y = 0.

Es gibt viele natiirliche Fragen, die man in diesem Fall stellen kann. Die drei
wichtigsten sind die Folgenden.

(1) Spannen die Eigenvektoren und verallgemeinerten Eigenvektoren von A
den ganzen Hilbertraum H auf, das heif}t, bilden sie eine totale Menge?

(2) Angenommen, A € S* und seien \;(A) die von Null verschiedenen Eigen-
werte von A, wobei jeder Eigenwert gemiflseiner algebraischen Multipli-
zitdt dim(P;) gezéhlt wird. Ist dann

N(A)

tr(A) = Y Ai(4)? (18.2)

rem:3.32

(3) Nach dem meromorphen Fredholm-Satz ist die Resolvente (14 pA)~1
eine meromorphe Funktion un p auf ganz C. Kann man dan explizite
Funktionen F' und G, die in p ganz sind und sich einfach durch A aus-

driicken lassen, sodass (1 + pA)~! = % ist?

Wir werden eine Losung fiir die dritte Frage finden, wenn A Spurklasse ist und
damit die ersten beiden Fragen beantworten. Die zweite Frage hat keine offensicht-
liche Antwort, da es nicht klar ist, ob die Summe konvergiert. Dariiberhinaus ist
auch nicht klar, dass, wenn A nur Null als Eigenwert hat, die Spur tr(A), welche
als die Summe der Eintriige auf der Diagonalen definiert ist, ebenfalls Null ist.

Fiir die erste Frage betrachten wir folgendes Beispiel.

BEISPIEL 18.2. Sei {¢p }nen eine Orthonormalbasis von H. Sei {ap, bnen eine
Folge positiver Zahlen, die monoton gegen Null konvergiert. Wir definieren dann

A= Zan(gpn,~)g0n+1. (18.3)

neN
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Offensichtlich kann A durch Operatoren endlichen Ranges approximiert werden und
ist demnach kompakt, denn

N
A— Z an((pna ')@n+1

n=1

= sup |ay|—0. (18.4)
n>N+1

Dariiberhinaus konvergiert

n 1/n
ljAm(|)M" = <H aml> (18.5)
m=1

fiir n — oo gegen Null. Nach der Formel fiir den Spektralradius r(A) = lim,,—, |||A"]||
ist 0(A) = {0}. Angenommen, o, # 0, dann ist klar, dass Ker(A™) = {0}, A keine
Eigenwerte hat und der Span der Eigenvektoren und verallgemeinerten Eigenvek-
toren damit {0} ist. Dies wiirde Frage (1) verneinen.

BEISPIEL 18.3. Sei ACI0, 1] die Menge der auf [0, 1] absolut stetigen Funktio-
nen, deren Ableitungen in L2[0, 1] sind. Seien 77 und T% die Operatoren i d/dx mit
Definitionsbereichen

1/n

D(T1) ={¢: ¢ € AC[0,1]} (18.6a)
D(T») = {p: ¢ € AC[0,1],(0) = 0}. (18.6b)
Zwar sind sowohl T3 als auch T, dicht definiert und abgeschlossen, aber
a) o(Ty) = C und

b) O‘(TQ) = @
Um zu sehen, dass o(T7) = C ist, bemerken wir, dass
ANd = T)e™™ =0 e ™ ¢ D(T}) (18.7)
fiir alle A € C. Eine Resolvente fiir T3 ist der Operator
(S9)(@)i=1 [ P Ig(s)as, (18.)
0

der (Aid —T5)Sy = idp2(g,1] und Sx(Aid — T3) = idp(p,) erfiillt. Dariiberhinaus ist
1 2 T 2 2
153913 = | 1(Sh9)(e)* de < ( sup I(SAQ)($)|2> < ( sup [ [em N ds)
0 z€[0,1] z€[0,1] JO

x 2 x
slsup (/ d)] [sup / |g<s>|2ds]smg|§,
z€[0,1] 0 z€[0,1] JO

(18.9)

das heifit Sy ist fiir alle Spektralparameter A € C beschrinkt. Alternativ hitten
wir auch einfach zeigen koénnen, dass Aid — T, eine Bijektion ist, um zu zeigen,
dass die Resolvente beschrénkt ist. Das Spektrum der Resolventen ist also ganz C.
Heuristisch gesehen folgt dies sofort, da es keine Welle e~*** gibt, die die Anfangs-
bedingung ¢(0) = 0 je erfiillen konnte.

e—i)\(:c—s)

BEISPIEL 18.4. Sei {4, }52 eine Basis von H und {«,, } eine zweiseitige Folge

n—=——oo

von Null verschiedenen Zahlen, die gegen Null bei +00 konvergieren. Sei
A= 3" an(thn, Yns1, (18.10)

n=-—oo
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dann ist
B:=A"= Y o, ($ns1,)tn (18.11)

n=—oo

ein auf

D(B) = {n e )l < oo} (1812)

dicht definierter Operator. Da wie oben o(A) = {0} ist, hat man (B — \)~! =
A(1 = XA)~!. Daher ist B ein abgeschlossener Operator mit Spektrum o(B) = C,
siehe dazu auch voriges Beispiel. Dies wiirde die erste Frage mit ,Ja“ beantworten.

Die erste Frage kann also nicht in allen Fallen positiv beantwortet werden. Wir
werden spéter sehen, dass, wenn A ein streng m-wachsender Spurklasseoperator ist,
seine verallgemeinerten Eigenvektoren ganz H aufspannen.

Sei also von nun an A ein kompakter Operator mit von Null verschiedenen
Eigenwerten {)\n(A)},]:[:(?)7 wobei jeder Eigenwert geméfl seiner algebraischen Mul-
tiplizitat gezéhlt wird. Ohne Beschrankung ordnen wir die Eigenwerte so, dass
Ans1(A)] < [A(A)] und arg(Aos1(A)) > arg(Aa(A)), wenn [Aer (A)] = [Aa(A)]
ist. Unser erstes Zwischenziel ist es zu zeigen, dass Zg:(’f) An(A) absolut konver-
giert, wenn A € S! ist.

N(A)

n=1 7

LEMMA 18.5. Sei A kompakt, dann existiert eine orthonormale Menge {e,, }
sodass

n—1
Ae, = A (Ae, + Z Vi €m (18.13)
m=1

fiir geeignete vy, . Insbesondere gilt
(ena Aen) = /\n(A) (18.14)

BEWEIS. Sei P; die Spektralprojektion fiir den von Null verschiedenen Eigen-
wert A;(A). Man kann eine Menge algebraisch unabhéngiger Vektoren { fj};v:(f‘)
finden, indem man A | Ran(F;) fiir alle ¢ als Jordansche Normalform darstellt.

Diese erfiillen

fir B, € {0,1}. Wendet man nun das Gram-Schmidtsche Verfahren auf die f;
N die sich durch die frn und

an, so findet man eine orthonormale Menge {e,}, 7",

entsprechende vy, # 0 die Darstellung

n—1
en =Y Yumfm (18.16)
m=1
haben. Die Aussage folgt aus dieser Darstellung und Af,, = A, fr + B fn_1- (I

BEMERKUNG 18.6. Die Menge {en}fj:(’f) heifit Schur-Basis, obwohl sie nicht
notwendigerweise eine Basis bildet.

Seien nun {uy,(A)} die Singuldrwerte von A, das heifit die Eigenwerte von |A|.
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SaTz 18.7 (Schur-Lalesco-Weyl). Sei 1 < p < oo, dann gilt fiir einen kompak-
ten Operator A

N(A)
D AP <D (AP (18.17)
n=1 neN

Ist dariiberhinaus A € S', so ist
N(A)
> An(A)] < oo (18.18)
n=1

das heift die Summe der Eigenwerte konvergiert absolut.

BEWEIS. Wir beginnen mit der kanonischen Zerlegung von A

A= Z ,un(A)(fna ')gna (1819)

neN

N(A)

n—1 e€ine Schur-Basis von

wo {fn} und {g,} orthonormale Mengen sind. Sei {e,}
A. Dann gilt wegen (e, Aey,) = An(A)

Am(A) = Z amnﬂn(A)7 (1820)
neN
wobei
Omn = (fna em)(emv gn)- (1821)
Als Néchstes behaupten wir
Z ‘anm| S 17 (1822&)
neN
> Jomn| < 1. (18.22b)
neN

Die zweite Ungleichung folgt aus der Schwarzschen Ungleichung

1/2 1/2
Z |tmn| < (Z (fnveM)|2> (Z |(gnaem)|2> < | fall lgnll = 1.
meN meN meN

(18.23)

In der letzten Zeile haben wir die Bessel-Ungleichung zusammen mit der Tatsache,
dass {e;, } eine orthonormale Menge bildet, verwendet. Die erste Ungleichung zeigt
man #hnlich, indem man verwendet, dass {f,} und {g,} orthonormale Mengen
sind.
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1

Sei nun st = =1, dann

q

M

ST (AP IZ ! 116 (A)] =3 [t |t X i

m=1 n,m
1/p 1/q

( anm| ‘Nn‘ > (Z ‘anm| |>‘mp>

M 1/q
< (Z |Nn|p> <Z )‘m|p>
! " (18.24)

Im vorletzten Schritt haben wir, zusammen mit ¢(p—1) = p, die Hélder-Ungleichung
verwendet. Im letzten Schritt haben wir die beiden obigen Ungleichungen verwen-
det. Die Behauptung folgt durch Umstellen der Ungleichung. (]

iNgE
>
g
=
=
A

Dieser Satz besitzt eine Verbesserung.

SaTz 18.8 (Weyl). Sei ¢ eine nicht-negative, monoton wachsende Funktion auf
[0,00), sodass die Abbildung t — ¢(e') konver ist. Dann gilt fir alle kompakten
Operatoren A, dass

N(A)

N(A)
D> oA < D bun(A)) (18.25)
n=1 n=1

und insbesondere gilt
N(A) N(A)

Do (AP < D (AP (18.26)

firp > 1.
imon?2
BEWEIS. Siehe [[S1 115 Satz 1.15]. O
Bevor wir mit dem Hauptthema fortfahren, bemerken wir noch eine Konsequenz
aus dem Schur—Lalesco—Weyl-Satz.

KOROLLAR 18.9 (Verallgemeinerte Golden—Thompson-Ungleichung). Seien —A
und — B positive, selbstadjungierte Operatoren, sodass A+ B auf D(A) ND(B) we-
sentlich selbstadjungiert ist. Ist e*/2eB/2 € SP, dann ist auch e*+B € SP und es
gilt

e+ P, < [le?/2eP/2]),. (18.27)

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass, wenn C' und D beschriankte, positive Ope-
ratoren mit CD € 8" sind, dann ist auch C*/2DC'/2 € 8" mit

IC*2DC 2|, < ||CD]], . (18.28)

Dazu bemerken wir, dass fiir alle beschrinkten Operatoren E, F gilt, dass o(EF) \

{0} = o(FFE) \ {0} und, dass, wenn A # 0 ein Eigenwert von EF ist, A auch ein
Eigenwert von F'E mit gleicher algebraischer Multiplizitét ist.

Da CD = CY?(C'/2D) € S ist, hat der Operator rein diskretes Spektrum

abseits der Null, weshalb auch der selbstadjungierte Operator C*/2DC 1__/ 2 rein dis-
kretes Spektrum abseits der Null ist, also kompakt ist. Wegen obiger Uberlegung
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ist auch \,(C*?DC'/?) = \,(CD), und, da C*/2DC"/? selbstadjungiert und posi-
tiv ist, ist A\, (C/2DCY?) = p,,(C*/2DC/?). Benutzt man nun Zg:(‘f) IAn(A)]P <
> nen Hn(A)P, so erhdlt man

C2pc || =S (CD)" < Y lia(CD)I" = ICD]; (18.29)

n n n 2"’
Als Niéchstes behaupten wir, dass Q,, := (eA/2 T eB/2" 0A/2 +1) € SP mit

[Qnll, < HeA/QeBeA/2

(18.30)

p
ist. Wir zeigen dies per Induktion. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar. Sei nun
C, =e/?" und D,, = eB/?" | sowie r,, = 2"p. Unter der Voraussetzung Q,,_; € S?,
sowie — wegen obiger Uberlegung — C, D,, € 8", hat man

27L n
1@ull, = || C2Duci?| < ICDAlE, = 1Qu-all,.  (18.31)

was die Schranke an [|Q, ||, induktiv zeigt.

A+B

Mit der Trotterschen Produktformel konvergiert nun @, — e stark, wes-

halb auch e4+5 € SP mit

HeAJrBHp <limsup [|@Qy]], < HeA/QeBeA/QHp (18.32)
ist. (]

Um tr(A) = Z;.V:(f) Aj(A) beweisen zu konnen, werden wir zunéchst etwas
iiber die Theorie unendlicher Determinanten lernen miissen. Hierfiir werden wir
wiederum die Theorie antisymmetrischer Tensorprodukte benétigen.

18.2. Antisymmetrische Tensorprodukte und Determinanten.

DEFINITION 18.10. Sei H ein Hilbertraum, so definieren wir ®™H als den Vek-
torraum der multilinearen Funktionale auf H. Fiir ¢1,...,, € H definieren wir
P1 R - R, € Q"H durch

(1@ @ ©n) (N1, s M) = (©1,M1) - (Pns M) (18.33)

LEMMA 18.11. Der endliche Span der {¢1,®--- ® p,} hat ein wohldefiniertes
inneres Produkt mait

((901 X L;077,)7 (771 Q- nn)) = (‘phnl)"'(@nﬂ?n) (1834)

und ®"H ist die Vervollstindigung dieses endlichen Spans in der Topologie die
durch dieses innere Produkt erzeugt wird.

DEFINITION 18.12. Sei A € L(H) ein beschrinkter Operator, dann definieren
wir (die Quantisierung) T'),(A) € L(®™H) durch

Lr(A)(p1 @ @ pn) = Ap1 ®@ -+ - @ Apy,. (18.35)
LEMMA 18.13. T, ist ein Funktor, das heifst T'p,(A)T,(B) =T, (AB).

DEFINITION 18.14. Sei P, die Gruppe aller Permutationen von n Buchsta-
ben. Sei €(-) die Funktion auf P, die +1 (—1) gibt, wenn die Permutation gerade
(ungerade) war.
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DEFINITION 18.15. a) Wir definieren o1 A -+ A ¢, € @*H durch

1
N Npp = —— (1) X Q Orn 18.36
P 4 \/Hw;n €(m) [ox (1) 2101 (18.36)
b) A" (H) C @"H sei der Span der {p1 A -+ Apy,}.
o) N'(H)=C.

BEMERKUNG 18.16. Der Faktor (n!)~!/2 dient der Normierung, denn sind ¢;
alle auf 1 normiert, so ist auch ¢1 A --- A ¢, auf 1 normiert.

LEMMA 18.17.
(@1 A Apnsm A Am) = det((@i,15)), (18.37)
wobei
det(aij) = Z 6(7‘1’)0,1,1.(1) © Qpr(n)- (18.38)
TEPn

LEMMA 18.18. (i) Sei A € L(H), so lisst T',,(A) den Raum \"(H) invariant
und die Restriktion von N\"(H) wird mit \" (A) bezeichnet. Fiirn = 0 definiert
man N\°(A) = ide_c.

(1) \" ist ein Funktor, das heifit N\"(A) N"(B) = N"(AB) fir A,B € L(H).
Dies folgt, da T',, ein Funktor ist.

Folgendes Resultat unterstreicht die Verbindung zwischen Determinanten end-
lichdimensionaler Operatoren und der n-fachen antisymmetrischen QuantisierungA,, (+).

LEMMA 18.19. (i) SeiH ein n-dimensionaler Hilbertraum, dann ist der dim \" H =
((2))- Insbesondere ist der Raum \" H eindimensional.
(1t) SeiH ein n-dimensionaler Hilbertraum, dann ist N\, (A) die Multiplikation mit
der Zahl det(A), der gewdhnlichen Determinante des endlichdimensionalen
Operators A.
(iii) det(AB) = det(A) det(B).

BEWEIS. a) Sei {e;}}_; eine Orthonormalbasis von H. Wir behaupten zunéchst,
dass

{6i1/\~-~/\6ik21§i1<i2<~-~<ik§n} (1839)

eine Orthonormalbasis fiir /\]C H ist, was dim A" H = ((})) zeigt. Die Menge ist
offensichtlich orthonormal, da die e; orthonormal sind. Dariiberhinaus spannen
sie auch /\k H auf, da die Abbildung (1, ..., k) = @1 A+ -+ Apg multilinear und
antisymmetrisch unter Permutationen ist.

b) Da A" H eindimensional ist, muss A"(A) die Multiplikation mit einer Zahl «
sein, die wir nun bestimmen. Ist wieder {e; -1 eine Orthonormalbasis von H,
so ist

a=(eg A A en,/\(A)(el N Nep)) = (e1 A=+ Nep, Aer A--- A Aey,) = det((e;, Aey)).

(18.40)
c) Folgt aus b) und A"(A4) A"(B) = N\"(AB). Dies zeigt dariiberhinaus die Stéirke

von alternierenden Algebren beim Studium von Determinanten.

O
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Als Nichstes miissen wir eine sinnvolle Definition fiir det(1 + A) finden, wenn
A € 8! ist. Wir beginnen mit dem einfachen Fall, dass dimH = n < oo, sodass
{Aj}i=; und {e;}7_, die Eigenwerte bzw. die Schur-Basis von A sind. Dann sieht
man lelcht ein, dass

det(1+A)=(es A Nep, 1+ A)er A~ A(1+ Aey) :H (I+X;) (18.41)
Jj=1
und
k
BAA) = Y (e A Ae) (Ae A A = Y Ay
1<i;<--<ip<n 1<y <--<ixg<n
(18.42)

sodass

det(1+ A) = Ztr /\ (18.43)

Im Fall dim’H = oo, definieren wir det( + A) durch den letzten Ausdruck und
zeigen, dass dieser auch konvergiert.

LEMMA 18.20. Sei dimH < oo, A € S, dann ist auch /\k(A) fir alle k € N
und es gilt

k . X &
(| \(4)]) 1 (ka!l\)] < ”’21'1, (18.44a)
k
A& = Z phiy (A) -+ i (A), (18.44b)
k k
AA)| < ”/]ﬂ'l . (18.44c)
1

BEWEIS. Sei A = U |A] die Polarzerlegung von A, dann sieht man leicht, dass
A (A) = NF(U) A"(|A]) die Polarzerlegung von A*(A) ist. Insbesondere ist
k

A

Sei nun {e;}jen eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von |A|, dann ist {e;, A

k

= A\ (4. (18.45)

-+ Ae;, } eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A"(JA]). Daher gilt

A ! r(lAD)*
w(AAD = D pi(A)- i (A) < o D na(A) i (A) = -
iy < <iy D100k
(18.46)
Damit ist auch \"(A) Spurklasse und die obigen beiden Formeln gelten. O

DEFINITION 18.21. Sei A € S', dann definieren wir

det(1 Z tr( /\ (18.47)
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LEMMA 18.22. Sei A € S, dann konvergiert > -, tr(A"(A4)) und es gelten
folgende Aussagen.

a) |det(1 4 A)| <TT72Z, (1 + pi(A)).
b) |det(1+ A))| < exp(||A],).
c) Seien Ay, ..., A, € S, dann ist die Abbildung

(21, ey 2n) —> det (1 + Z zZ-AZ) (18.48)
i=1

eine ganze Funktion auf C™.
d) Seien A, B € S*, dann ist

|det(1 + A) — det(1 + B)| < [|A = Bll, exp([|Afl, + [|B]l, +1) (18.49)

BEWEIS. Da tr(

k [tr( A" : 00 k
N (A)|) £ =5, konvergiert » .~ (tr(A"(4)) und a) und
b) folgen aus dem vorigen Lemma.
Fiir ¢) reicht es zu zeigen, dass die Abbildung

k
(21, 2m) = tr( N\ (2141 + - - 26 AL)) (18.50)

analytisch ist, da wir Abschédtzungen der Form tr(‘ /\k(A)’) < [tr(‘%mk haben,
welche gleichméfig auf Kompakta in C* sind. Die Behauptung ist aber klar, da
/\k(zlAl + -+ 2 Ag) als St-wertige Funktion analytisch ist, weshalb auch die Spur
als beschriinktes, lineares Funktional auf S! dieses Operators analytisch ist.

d) folgt aus b) und ¢) und dem folgenden Satz. O

SATZ 18.23. Sei X ein komplexer Banachraum und F : X — C eine Funktion
mit folgenden zwei Eigenschaften.

a) Fir alle x,y € X ist p— F(x 4 py) eine ganze Funktion in p.
b) Sei G eine auf [0,00) monoton wachsende Funktion, sodass

|F(z)| < G(|l=) (18.51)
fiir alle x € X gilt.
Dann st
[F(x) = F(y)| < [l = yll G|zl + [lyll + 1) (18.52)
BeEwEIs. Wir fixieren x,y € X und definieren f : C — C durch
1
£y = F( (4 3) + ply — o), (18.53)
sodass wegen a) f eine ganze Funktion ist. Wir bemerken, dass dann
1 1
P - Pl =[f-p - 1) < sw 0L (ss)
2 2 —1/2<t<1/2
Wegen Cauchys Integralformel ist
/ 1 f f(w)
= — 18.
() =5 L (18.55)

lu=t|=llz—yl~*
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sodass

sup [ f/(t)] < [l — | sup [F ()l - (18.56)
t1<1/2 Hl<1/2+ o=yl !

Fiir |p| < 3 + ||z — yl ™" haben wir, dass

1
|30+ aty =) < el + )+ (1857
und fiir solche p, dass
()] < Gzl + [lyll +1) (18.58)
wegen b). Daraus folgt die Behauptung. O

Wir kommen nun zur Behauptung zuriick, dass tr(4) = >° A, (4) fir A € S'.
Die Idee dies zu zeigen ist die Folgende: angenommen, wir konnten zeigen, dass

det(1 + zA) die konvergente Entwicklung H;V:(f‘)(l + 2X;(A)) hat. Dann liefert
der in z lineare Term dieser Entwicklung gerade ij:(f) Aj(A), wohingegen der

lineare Term in det(1 + zA) per Definition ja gerade tr(A) ist. Bevor wir also
det(14 zA) untersuchen, beweisen wir folgende Eigenschaften dieses Ausdrucks fiir
den Spezialfall z = 1.

SATZ 18.24. Seien A, B € S', dann gilt:
(i) det(1 + A)det(l + B) =det(1+ A+ B+ AB).
(ii) (14 A) ist genau dann invertierbar, wenn det(1 + A) # 0.
(iii) Sei —u~! ein Eigenwert von A. Dann hat det(1+ zA) bei z = p eine n-fache
Nullstelle, wobei n die algebraische Multiplizitit des Eigenwerts —u~! ist.
(tv) Fir jedes € gibt es c. a, sodass

|det(1 + zA)| < ¢ aexp(e|z]). (18.59)

BEWEIS. (i) Da die Operatoren endlichen Ranges in S! dicht sind und tr(1+
-) beziiglich der S'-Norm stetig ist, miissen wir die Aussage lediglich fiir Ope-
ratoren A und B endlichen Ranges zeigen. Sei dazu V' der Span aus Ker(A4)*,
Ker(B)*, Ran(A) und Ran(B). Dann ist V endlichdimensional, invariant un-
ter A, B, A* und B*, und A und B sind auf V" Null. A und B lassen somit
V und V1 invariant. Definieren wir A :== A | V und B := B | V, so ist
tr(A"(A)) = tr(AF(A)), usw. Daher ist

det(1 + A) = det(1 + A) (18.60)

und analog fiir B und A + B + AB, wobei dety die Determinante auf V
ist. Die Aussage folgt dann aus dem Resultat in endlich vielen Dimensionen
det(AB) = det(A) det(B).

(i) Ist 1+ A invertierbar, so ist (1+A)~! = 1+ B, wobei B = —A(1+A)~! € S*.
Daher gilt nach Teil (4), dass

det(1+ A)det(1 + B) =det(1) =1, (18.61)

das heifit det(1+ A) # 0. Ist 1 4+ A nicht invertierbar, so ist —1 ein Eigenwert
von A, weshalb wegen (4i7) gilt, dass det(1 + A) = 0.
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(iii) Sei P die Spektralprojektion auf —u~!, B = AP und C' = A(1 — P). Dann ist
1+2A=(142B)(1+2C) (18.62)

und damit det(1+2A) = det(1+ 2B) det(1+2C). Da 1+ 2C fiir z nahe —p~1
invertierbar ist, geniigt es zu zeigen, dass det(1 + zB) eine Nullstelle n-ter

Ordnung bei —p~! hat. Durch Erweiterung einer Schurbasis von B zu einer
Basis fiir H findet man eine Orthonormalbasis mit

i—1
Be; = Aiei + Y _ aije; (18.63)
j=1
mit Ay = --- =\, = —p~ ! und A\,41 = --- = 0. Hier haben wir nur ver-

wendet, dass Ran(B) C P = Span der Schur-Basis. Es folgt dann leicht, dass
tr(A*(B)) = (—p~1)*(}) fiir & < n und tr(A\*(B)) = 0 fiir k& > n. Daher ist
det(1 + 2B) = (1 — zu~1)™ und man hat eine Nullstelle n-ter Ordnung bei

z = [L.
(iv) Seien un(A) die Singuldrwerte von A. Dann wéhlen wir N so, dass
3 ha(4) < g (18.64)
n>N

Dann gilt wegen |det(1 + A)| < [[52, (1 + p;(A)), dass
00 N
€
|det(1 + zA)| H 1+ |2] (A H (1+ |2] (A exp(5 \z|), (18.65)

da 14z < €* fiir z > 0. Da H] 1(1 4+ ]2 pj(A)) ein Polynom ist, gibt es
ce > 0, sodass

N
TI( + 121 1(A) < ceexp (% |z|). (18.66)
j=1

O

Das nichste Resultat zeigt, dass die Intuition fiir det(1+4 A) von Matrizen auch
fiir nicht-selbstadjungierte, kompakte Operatoren richtig ist.

SATZ 18.25. Sei A € S, dann ist

N(A)
det(1+A4) = J] 1+ ;(4)), (18.67)

j=1

wobei {A;(A )}N(A) die Eigenwerte von A, gezihlt mit ihrer algebraischen Multipli-

zitdt sind.
BEWEIS. Sei dazu f(z) = det(1 + zA) und
N(A)
g(z) = J] @+ 2x(4)). (18.68)
j=1

Ist N(A) = oo, so konvergiert das Produkt gegen eine analytische Funktion, da

Z I\i(A)] < oo, (18.69)



220 3. SPEKTRALTHEORIE

em:3.229
wegen des Satzes von Schur—Lalesco-Weyl

:3.246
Wir zeigen nun, dass f(z) = g(z). Wegen (it) und (i) aus Satz @Tﬁlﬁ
un ie gleichen Nullstellen mit gleicher Ordnung, wesha eine ganze
f und g die gleichen Nullstell it gleicher Ordnung, halb f/g eine g ,
nicht-verschwindene, analytische Funktion ist. Daher kann man

f=ge (18.70)

schreiben, wobei h ganz und h(0) = 0 sein muss. Dies ist aber moglich, da f(0) =
g(0) = 1 ist. Wir zeigen nun, dass h(z) = 0 fiir alle |z| < 1 ist, sodass h identisch
Null ist. Fiir R > 2 und |z| < R definieren wir

hr(z) =log(fr(2)), (18.71a)
kr(z)=— > log(1+z);(4)), (18.71b)
{71317 >R}
fr(z)=fz)) ] (@+zx(4)), (18.71c)
{51317 <R}
wobel hp(0) = kr(0) = 0 erfiillen miissen. Wir bemerken weiter, dass fr eine

ganze Funktion ist. Da h = hg + kg ist, reicht es zu zeigen, dass |hg(z)| — 0 und
|kr(2)] — 0 fiir R — oo fiir alle z mit |z] < 1.

Da log(1 + x) bei = 0 verschwindet und analytisch in einer Umgebung von
{z:|z| < 3} ist, haben wir

log(1+ z)| < C|z| (18.72)
fiir ein geeignetes C' und alle z mit |z| < 1. Daher konvergiert fiir R > 2
<l Y A0 (18.73
{2 ()71 >R)

fiir R — oo, da bereits die Reihe konvergiert.
Als Nichstes betrachten wir die ganze Funktion fr(z). Ist |z| = 2R und

N7 < R, so st |14 2\l = 1. Daher ist fiir |2] = 2R, [fr(2)] < Cee® " we-
gen (iv) aus Satz Dies 1st wegen des Maximum-Absolutwert-Prinzips auch
fiir |z| = R wahr, weshalb

Re(hg(z)) <logCe + 2¢R (18.74)

fir |2| = R. Mit Hilfe des Satzes von Borel und Carathéodory (siehe néchstes
Lemma), welches fiir auf {z : |z] < R} analytische Funktionen

R+r

= 1 .
e ()] = 7 mag[Re(/ ()] + 1 |f(0) (18.75)
besagt, ist wegen hr(0) =0
glé}i |hr(2)| < o1 (log Cc + 2¢R). (18.76)
Daher gilt fiir alle z mit |z] <1
limsup |hg(z)| < 4e. (18.77)

R—o0

Da e beliebig ist, konvergiert limp_,o |hr(2)| = 0, was den Satz zeigt. O
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Beim Beweis dieses Resultats haben wir folgenden Fakt aus der Funktionentheo-
rie verwendet, welches einem Auskunft iiber das Maximum einer komplexwertigen
Funktion gibt, wenn man nur ihren Wert bei Null und ihren Realteil kennt.

LEMMA 18.26 (Borel-Carathéodory). Sei f analytisch in einer Umgebung von
|z| < R. Dann gilt fiir aller < R

R+
lr?lzg( |f(2)| = R_r |Izr|li}1§2[Re(f(z))} + R_r

17 (0)]. (18.78)

BEwEIs. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f(0) = 0 anneh-
men, denn gilt die Aussage fiir h(z) := f(z) — f(0), so gilt sie offenbar auch fiir
f. Sei nun A := max,—g[Re(f(2))] und f # 0, das heifit A > 0. Wendet man
das Maximum-Absolutwert-Prinzip auf e/ an, so folgt, dass Re(f(z)) < A fiir alle
|z| < R ist, womit die Funktion

_ [
1= A 1)

analytisch fiir |z| < R ist. Schreibt man f = u + iv, sieht man, dass fiir |z| = R

2 1 u? + v? 1
l9(2)]

== < 18.80

R? (2A—wu)?2+v2 ~ R? ( )
da |u| < |2A — u| ist. Daher ist |g(z)] < R™! fiir alle 2z mit |z| < R wieder wegen
des Maximum-Absolutwert-Prinzips. Da

(18.79)

2Azg(2)
= 77 18.81
1) = 222 (18.81)
ist, sieht man, dass fir |z| = r
2Ar/R 2Ar
()] < /R _ (18.82)

1-r/R  R-—r
ist. Die Behauptung folgt nach nochmaliger Anwendung des Maximum-Absolutwert-
Prinzips. O

SaTz 18.27 (Lidskii). Sei A € S', dann ist tr(A) = E;-V:(f‘) Aj(A), wobei \;(A)
die Figenwerte von A sind.

BEWEIS. Betrachtet man die Taylor-Entwicklung von det(1+4uA) um p = 0, so
sieht man, dass der erste Term der Entwicklung, die det(1+ A4) =>"2, tr(/\k(A))
definiert, gerade tr(A) ist. Der erste Term von H;-V:(f)(l + 1Aj(A)) ist aber gerade

N(A
ij(l ) Aj(A). (I
Mit dieser Theorie iiber Determinanten, konnen wir die dritte Frage, sprich, gibt

es ganze und explizite Funktionen f(u) und g(u), sodass sich (1 + pA)~! = %

schreiben ldsst, wenn (1 + pA)~! eine in g meromorphe Funktion auf C ist?
SATZ 18.28. Sei A € S', dann ist die Funktion
Fa(p) == [det(1 4+ pA)](1+ pA)~, (18.83)

die auf {p: —pu~t ¢ o(A)} auf ganz C erweiterbar, sodass F eine ganze Funktion
ist. Dariberhinaus hat man die Schranken

HEA)I] < exp(pl [|All) (18.84)
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und
[[Fa(1) = Fe(D|]| < [[A = By exp([|All; + |B]l; +1). (18.85)

BEWEIS. Bekanntermafien ist die Funktion G(u) := (1+pA)~tauf {u: —p=1 ¢
o(A)} analytisch. Kénnen wir zeigen, dass G((u1) bei pp = ug, mit —pug ' € o(A), einen
Pol k-ter Ordnung hat, wobei k kleiner oder gleich der algebraischen Multiplizitét
von —pig ! ist, so wird det (14 pA)G () bei pu = po reguliir sein, da det(1+ pA) dort
gerade eine Nullstelle der Ordnung der algebraischen Multiplizitdt von —pg ! hat.
Seien P die Spektralprojektion beziiglich —u517 B =AP und C = A — B. Dann
gilt

(1+pA) =0 +uB) 'P+ (1+pC)" (1 - P). (18.86)

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist nicht singulir, da —uy' ¢ o(C).
Da B ein Operator endlichen Ranges ist, konnen wir 1 + B mit Hilfe der Theorie
endlichdimensionaler Determinanten und Kofaktor-Matrizen explizit invertieren.
Dies realisiert (1+ uB)~! als Quotienten, dessen Nenner det(1 + xB) ein Polynom
vom Grade d = dim(P) ist. Daher hat (1+ pB)~! einen Pol, der héchstens von der
Ordnung d ist.

Wir miissen nun nur noch die behaupteten Schranken zeigen. Durch ein ein-
faches Grenzwert-Argument, reicht es die erste Schranke im endlichdimensionalen
Fall, wo 1 + pA invertierbar ist, zu zeigen. Da 1 + pA = U |1 + pA| fiir unitéires U
ist, haben wir

111+ pA) " det(1 + pA)||] = H]u + Al det(]1 +uA\)H‘. (18.87)

Seien A1, ..., A\; die Eigenwerte von |1 + pA| mit Ay > -+ > Ag. Dann ist

|H|1 + Al det()1 +pA|)H’ =t [ﬁ Ai] - kf[lxi. (18.88)
=1 =1

Seien ayq, ..., i die Eigenwerte von |A|. Dann kann man zeigen, dass \; < 1+ |u| oy.
Dabher ist

k-1 k—1
(14 pA) " det(1+ pA)|[| < [T+ 11l i) < TT explnl ei) < exp(|ultr[A]),
i=1

i=1

(18.89)

:3.245
was die erste Schranke zeigt. Die Zweite folgt aus der Ersten und Satz “ %ﬁgﬁmange-
wandt auf Funktionen (g, Fa(1)). O

Die Schranken [det(1 + A)| < exp([|A]l,) und |[[Fa(u)]|| < exp(|p|[|All,) erlau-
ben es einem die Fehlerterme, die beim Abschneiden der Entwicklung von det(1 +
pA) und (1 + pA)~tdet(1 + pA) entstehen, zu kontrollieren. Wir sind daher an
den Taylor-Koeflizienten dieser Entwicklungen interessiert. Wir haben bereits eine
Entwicklung von det(1+ pA) durch A"(A). Eine shnliche Entwicklung gibt es auch
fir

D, (A) :== A(1 + pA)~Hdet(1 + pA) (18.90)

durch partielle Spuren von A" (A).
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SATZ 18.29. Wir definieren die partielle Spur tr,,_1 von SY(®"H) nach S*(H)
durch tr(Ctr,—1(A)) = tr[(C ® id ® --- ® id)A] fir alle C € L(H). Dann gelten
folgende Aussagen.

(i) trp_1 ist eine wohldefinierte Kontraktion.

(ii) Betrachtet man \*(A) als Abbildung auf @FH, indem man es auf (N™)* Null
setzt. Dann ist D(p) = 3, e, Bap™ mit

n+1

By = (n+ tra( /\ (4)). (18.91)

Diese Entwicklung ist im Wesentlichen eine Abstraktion der Entwicklung von
Fredholm in seiner Arbeit {iber Intergralgleichungen. Wir bemerken, dass D,,(A)
so definiert ist, dass

pDyu(A)

—1 e\t
(L+pd) det(1+ pA)’

(18.92)

Es ist nicht besonders einfach /\k(A) durch A auszudriicken, weshalb man lieber
die Taylor-Entwicklungen von det(1 + pA) und D,,(A) durch A, A?.... und ihren
Spuren hétte.

LEMMA 18.30. Sei A € S* fiziert. Dann konvergiert fiir hinreichend kleines |u|
die Reihe Yo, pFtr((—A)*)/k und man hat

=t
det(1 + pA) = exp Zuk r( (18.93)
BEWEIS. Da
k—1
|er[(—A)¥]| < |JA%]], < 1Al AT, (18.94)

konvergiert die Rei
und Lidskiis Satz

wnAlll <1, Wegen der Entwicklung der Determinante
aben wir fiir |u| max;<;<ncay |A;(A4)] < 1, dass

N(A) N(A) oo
log[det(1 + pA)] = > log(1 + pA;(A)) = (=1 A (A [k
j=1 j=1 k=1
:Z 1)FFLk Z (A k=~ Zuktr
k=1

(18.95)

Hierbei haben wir die fiir || < 1 konvergente Entwicklung von log(1+x) verwendet.
Die Reihen diirfen wegen der absoluten Summierbarkeit vertauscht werden. Diese

wiederum folgt aus ) |A;(A)| < co und |p| max |A;(A)] < 1. O
LEMMA 18.31. Sei f(z) fiir hinreichend kleine z analytisch mit
ZTL
FE) =) (=)™ — (18.96)
neN
und set
& Lm

9(z) == exp(f(2)) = Z B (18.97)

=0
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Dann ist By = 1 und B,, ist durch die m x m-Determinante

b1 m—1 0 0
b2 bl m—2
bs ba b 0
Bm=| . _ . _ (18.98)
bmfl bm72 bm— 1
bm bm_l bm—2 bl
gegeben.
BEWEIS. Da ¢'(z) = f'(2)g(z), sind die Reihenentwicklungen durch
- n—1)!
biBp_j(—1)k ! <( > (18.99)
kzl (n—k)!

miteinander verbunden. Die Formel fiir B,, ist fiir m = 1 offensichtlich wahr. Ist
sie auch fiir By, ..., B,,_1 wahr, so ist die Formel fiir B,, gerade die Entwicklung in
Minoren in der ersten Spalte. Die Formel fiir B,, gilt dann per Induktion. [l

SATZ 18.32 (Plemelj—Smithies Formeln). Wir definieren au,(A) und B, (A)

durch
det(1+ pAd) =) g (18.100a)
m=0
A) = Z_:O;/" m! . (18.100Db)
Dann ist a,y, (A) durch die m x m-Determinante
tr(4d)  m—1 0 0
tr(A?) tr(A) m — 2 0
tr(A3)  tr(A?) tr(A) 0
am(A) =] . , _ _ (18.101)
1
tr(A™)  tr(A™h) tr(A™2) tr(A)
und By (A) durch die (m + 1) x (m + 1)-Determinante
A m 0 0
A? tr(A) m— 2 0
A3 tr(A?) tr(A) 0
Bm(A) = . . (18.102)
A™  tr(A™T) (A2 1
AmHL g (A™) tr(A™TY) tr(A)

gegeben. Hierbei ist der Ausdruck fir By, so zu verstehen, dass (@, Bm(A)Y) durch
die numerische Determinante gegeben ist, die man durch Ersetzten von A’ durch

(o, A7) auf der rechten Seite erhilt.

BEWEIS. Der Ausdruck fiir ., (A) folgt aus den vorigen beiden Lemmata. Fiir
kleine 1 hat man

D, (A) = (A— pA? + p3A% — ) det(1 + pA) (18.103)
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mit Hilfe der geometrischen Reihe, angewandt auf A(1 + pA)~!. Daher ist
a7rz(A) _ A2 a7rz—1(A)

m! (m—1)!
Entwickelt man die rechte Seite von 3,,(A4) in der Behauptung in Minoren in der

ersten Spalte unter Verwendung des Ausdrucks von a,,(A), folgert man, dass der
Ausdruck fiir §,,(A) wahr ist. O

Bm(A) =m! | A

+e ] (18.104)

Zum Schluf} geben wir noch ein Ergebnis iiber die Vollsténdigkeit von verallge-
meinerten Eigenvektoren einer speziellen Klasse von Spurklasseoperatoren.

SATZ 18.33. Sei A € St streng m-wachsend, das heifst es gibt ein € > 0, sodass
arg|(¢, Ap)] < g —€ (18.105)

fiir alle ¢ € H. Dann spannen die verallgemeinerten FEigenvektoren von A den
Hilbertraum H auf.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass die verallgemeinerten Eigenvektoren, die zu
von Null verschiedenen Eigenwerten korrespondieren, Ran(A) aufspannen und dann,
dass Ran(A4) + Ker(A) = H. Sei M der Span der verallgemeinerten Eigenvektoren
mit nicht-verschwindenden Eigenwerten. Da A den Raum M invariant lasst, lasst
A* den Raum M invariant. Sei B die Einschrinkung von A* auf M. Wir zei-

gen dann, dass B = 0, sodass ¢ € M* impliziert, dass A*¢ = 0, was wiederum
¢ € (Ran(A))* impliziert. Dies zeigt dann, dass M+ C (Ran(A))* und daher
Ran(A) C M.

Wir behaupten dazu zuerst o(B) = (). Angenommen, es giibe A # 0 mit A €
o(B). Als Einschrinkung des kompakten Operators A* ist auch B kompakt, weshalb
dann A ein Eigenwert von B sein muss. Daher gibt es ein 0 # ¢ € M* mit
A*p = Mp. Daraus folgt, dass ¢ € Ran(A4 — A\)* und daher A € o(A). Sei P
die Spektralprojektion auf A. Dann ist Ran(P) C M und damit ¢ € (Ran(P))*.
Aber da A ¢ o(A | (1 — P)H) ist, ist Ran(1 — P) C Ran(A4 — \), und daher
¢ € Ran(1 — P)*. Da Ran(P) + Ran(1 — P) = H ist, muss ¢ = 0 sein, das heiBt B
kann nur Null im Spektrum haben.

Sei nun ¢ € M+ und definiere die vektorwertige, analytische Funktion

Fp)=1—-pB) o= —p " (B—p 1) e (18.106)
Da o(B) = {0}, ist I auch eine ganze Funktion. Da B keige von Null verschie-
denen Eigenwerte hat, ist det(1 — pB) nach Satz i%%?g und wegen der Schranke
HEA()]| < exp(|ul [|A]l) ist
HE@) < exp((ul [1B]l,) llell - (18.107)
Da B m-wachsend ist, wissen wir, dass
[[(B=XN)"Y|| < [dist(X {z : Jargz| < g — e L (18.108)

Daher ist fiir [argh| > § — §
- _ €
1B =Nl < A7 ese(3) gl (18.109)

s

Es folgt, dass fiir |argu| > 5<

E(w]l <« (18.110)
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gilt, wobei a = csc(5) [|o]|. Wir behaupten nun, dass die letzte Ungleichung fiir
alle o wahr ist. Sei dazu 8 = Z[Z5<]~!. Fiir alle C > 0 ist die Funktion Fo(u) =
F(p)exp(—Cp?) auf der Menge D = {u : |argu| < Z;°} analytisch und geht
gleichméfig fiir |u| — oo gegen Null wegen 8 > 1, f(75°) < § und |[|[F(u)]|| <
exp(|p| | Bll;) ll¢ll. Wegen des Maximum-Absolutwert-Prinzips nimmt |Fe ()| sein
Maximum auf argu = +(75¢) an, wo es durch o beschrénkt ist. Daher ist fiir alle
C > 0und p € D der Absolutwert |F(p)| < . Die Zwischenbehauptung folgt also,
wenn man C' N\, 0 gehen ldsst. Da |||F(p)]|] < o gilt, ist F(1) wegen des Satzes
von Liouville konstant und insbesondere ist F/(0) = By Null. Daher ist B = 0 und
wegen des Arguments von oben ist Ran(A4) C M.

Sei nun ¢ beliebig und ¥, = n~1(A+n"1) "1y so, dass [|[{,]| < ¢, da A sektoriell
ist. Sei ¢ der schwache Grenzwert von 1, fiir n — co. Wir behaupten dann, dass
Ay —0und ¢ — 1, € Ran(A). Dies wird zeigen, dass ¢ € Ker(A) +Ran(A)w, wobei
Ran(A)w der schwache Abschlufi von Ran(A) sein soll. Da Ran(A) ein Unterraum
ist, ist Ran(A) = Ran(A) wegen des Hahn-Banach-Theorems. Der Satz ist also
bewiesen, wenn wir Ay = 0 und ¢ — 1), € Ran(A) zeigen konnen.

Dazu fixieren wir ein beliebiges 1. Dann ist

(9, 4¥) = lim (1, A(A+n7) ") = Tim S(n.0) — (0, (A+n) )
~ e =)
(18.111)
da ||¢n]| < 1. Dies zeigt Ay = 0. Weiterhin ist
o—VYp=[1-n"A+n ) Hp=AA+n"1H "y, (18.112)
das heiit ¢ — 1, € Ran(A). O

Die Methoden dieses Abschnitts konnen manchmal verwendet werden, um Aus-
sagen iiber unbeschriankte, nicht-selbstadjungierte Operatoren zu erhalten.

KOROLLAR 18.34. Sei A der Erzeuger einer holomorphen Kontraktionshalb-
gruppe und angenommen (A + 1)~1 € S'. Dann spannen die verallgemeinerten
Eigenvektoren von A den ganzen Hilbertraum H auf.

BEWEIS. Wegen des vorigen Satzes reicht es aus zu zeigen, dass (A + 1)1
streng m-wachsend ist, da die verallgemeinerten Eigenvektoren von A die selben
wie die von (A + 1)~! sind. Sei dazu n € H und sei ¢ = (A + 1)~!y. Dann ist

(1, (A+1) ") = (A+ Do, ) = (0, Ap) + el (18.113)
Dabher ist
|arg(n, (A+1)"'n)| < g — ¢, (18.114)
wenn
|arg(ip, Ap)| < g —e (18.115)
Da A streng m-wachsend ist, ist es auch (A + 1)1 O

Die expliziten Formeln fiir (1 + pA)~! fiir A € 8!, entweder in der Plemelj—
Smithies- oder in der Fredholm-Form, sind von beschrianktem Wert, da nur wenige
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Operatoren Spurklasse sind. Typischerweise haben wir es eher mit Schattenklassen-
Operatoren mit p > 1 zu tun. Fiir die Plemelj—Smithies-Form gibt es eine Erweite-
rung auf solche Operatoren.

Satz 18.35 (Plemelj—Smithies Formeln fiir SP). Sei A € SP mit p < n und
definiere

Rn(A) :=(1+ A)exp (S(—A)’“/k) —1, (18.116)

k=1
sowie det,, (1 + A) := det(1 + R,(A)) und D, (pA) == A(1 + pA)~tdet, (1 + pA).
Dann gelten folgende Aussagen.
(i) R.(A) € St.
(i) 14 A ist genau dann invertierbar, wenn det, (1 + A) # 0.
(iii) ety (1 4+ A) =TI [(14 Ag(A)) exp (SR (-A5(A))*/k) .
(iv) Es gibt Konstanten C,, > 0 und vy, sodass

det(1 + A)’ < exp(yn [|A]7) (18.117a)
[ D (nA)l,, <Crexp(yn [|All}, 1" (18.117b)

(v) Es gelten analogen Plemelj—Smithies-Formeln fiir det,, und D,, und ein ent-
sprechendes Vollstandigkeitskriterium fiir die Figenvektoren der Operatoren in
S”.

BEISPIEL 18.36. Wir hatten frither gesehen, dass der Schrédinger-Operator
—% + AV fiir alle kleinen A > 0 einen negativen Eigenwert hatte, solange V nicht
positiv, glatt, kompakt getragen und nicht Null war. Es stellt sich heraus, dass die
hier eingefithrten Determinanten niitzliche Werkzeuge sind, um die folgenden zwei
weiteren Fragen zu beantworten.

(1) Gilt die Aussage auch, wenn V nicht fast iiberall nicht-positiv ist?
(2) Ist der fiir kleine A definierte Eigenwert auch analytisch um A = 07
Wir werden im ganzen Beispiel V' € C§°(R) annehmen.

Mit Hilfe des Birman—Schwinger-Prinzips wissen wir, dass F < 0 genau dann
ein Eigenwert von —% + AV ist, wenn 1 ein Eigenwert des Birman-Schwinger-
Operators —A [V|Y? (p2 — E)~1V1/2 ist. Sei E = —a? mit a > 0. (p*> — E)~! ist ein
Integraloperator mit Integralkern W. Wir definieren die Operatoren K,
L, und M, durch ihre Integralkerne

V@) exp(—alz — yh) V2 (y)

Ko(z,y) 5 (18.118a)
/

La(z,y) = |V(:r)|122aV(y)1/2 (18.118b)

Mo (2,y) =Ka(2,y) — La(z,y). (18.118c)

Man kann dann zeigen, dass M, in « analytisch und fiir alle o Spurklasse ist. Wegen
des obigen Arguments ist £ < 0 genau dann ein Eigenwert von p? + AV, wenn

det(1 4+ AKo) #0 (18.119)

fiir « = ++/|E|. Da V eine Form-beschriinkte Stérung von p? ist, geht der Eigenwert
von p? + AV — falls er existiert — gegen Null, wenn A gegen Null geht. Da M, bei
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a = 0 stetig ist, ist (1 + AMy(y)) fiir alle kleinen X\ invertierbar, wenn «()) die
Losung von det(1 + MK, ) # 0 ist. Daher ist

det(1+ AK,) = det(1 + AM,) det(1 + ALy (1 4+ AM,)™h). (18.120)
Das heifit det(1 + AK,,) # 0 ist dquivalent zu
det(1 + ALo(1+AM,)" 1) =0 (18.121)

fiir kleine A. Dieser Operator ist ein Operator mit Rang Eins. Allgemein gilt fiir
Rang-Eins-Operatoren B, dass

det(1+ B) = 1 + tr(B). (18.122)
det(1 4+ ALq(1 4+ AM,)~1) = 0 ist daher dquivalent zu

Fla,)\) == a+ %(VW, (14 M) V) =o0. (18.123)

Wir sind nun in der Lage die beiden Fragen zu beantworten. F' ist in beiden Argu-
menten analytisch nahe (a, \) = (0,0), (0F/Jda)r—0 = 1, F(0,0) = 0. Wegen des
Satzes iiber implizite, analytische Funktionen hat F'(a, A\) = 0 genau eine Losung
a(A) nahe (o, A) = (0,0) und diese Losung ist analytisch in A. Wir folgern, dass
p?+ AV genau dann einen Eigenwert fiir alle kleinen, positiven A hat, wenn a(\) > 0
fiir A > 0 und klein. Doch wann ist a(A) > 07 Schreibt man die Taylor-Entwicklung
der Losung a(A) bis zur zweiten Ordnung auf, sieht man, dass

2
_ %/v(x)dx - )\Z/V(x) o — y|V(y)daedy + ONF).  (18.124)

Wir bemerken, dass, wenn der O(A)-Term Null ist, der O(A\?)-Term automatisch
positiv ist, da — |x — y| (streng) positiv definit ist.

a(N)

Wir fassen zusammen:

SATZ 18.37. Sei V € C§°(R) nicht identisch Null. Dann hat —% + AV genau
dann einen negativen Eigenwert fir alle X\ > 0, wenn [ V(z)dz < 0. In diesem Fall
ist der gefundene Eigenwert analytisch in A um X = 0.



KAPITEL 4

Schrodingeroperatoren mit komplexen Potentialen

Der folgende Text wird bei Gelegenheit noch ins Deutsche iibersetzt.

1. Basics
kSieg12015
We follow Krejcirik—Siegl [KST5] H{remlr -

1.1. Numerical range. Despite a usually direct physical interpretation of the
the spectrum of a Schrédinger operator, it is not an easily accessible quantity. The
objective of this section is to estimate the spectrum in terms of a more accessible
quantity.

DEFINITION 1.1. Let H : D(H) — H be an operator. The numerical range is
defined by

O(H) :=A{(, HY) : ¢ € D(H), ||| =1} (1.1)

In general, ©(H) is neither open, nor closed, even when H is a closed operator.
It is however always convex. Let

E(H):=C\O(H) (1.2)
denote the exterior of the numerical range of H. In view of the convexity of the
numerical range, Z(H) is either an open connected set, or a union of two half-planes.

Here is a first estimate for the spectrum o(H) in terms of ©(H).

specinnumrange BEHAUPTUNG 1.2. Let H be a closed operator such that each connected com-
ponent of Z(H) has a nonempty intersection with p(H). Then
— 1
(H) € ©(H) Iit ) ||_dist(z’@( i (1.3)
rejcirikSiegl2015
BEWEIS. See [KSI5 H( - P;(e)pOSIfIOIl 5.2.3]. O

In this regard we recall the following result.

BEHAUPTUNG 1.3. If H : D(H) — H is not closed, then o(H) = C.
icirikSiegl2015

BEWEIS. See H(F(lﬂesmllg,1 F’;Sposmon 5.2.1]. O

1.2. Sectoriality and accretivity. The extra condition “each connected com-
lnnumrange
i Ei is of

ponent of Z(H) has a nonempty intersection with p(H)” in Proposition
course annoying. However, ther is a distinguished class of operators for which we
can do better. These are operators for which one can generically ensure that the ex-
terior of the numerical range cannnot have two connected component, by employing
the convexity of the numerical range.

A fairly wide class of such operators is given by sectorial operators H defined
as follows.
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DEFINITION 1.4. Let H : D(H) — H be an operator. Then H is called sectorial
if its numerical range is a subset of a sector, i.e.,

O(H) C Sy9:={z€C: Jarg(z — )| < 6} (1.4)
for some vertex v € R and some semiangle 0 < 0 < /2 of H.

BEHAUPTUNG 1.5. Any densely defined sectorial operator H : D(H) — H is
closable.

Since the inequality for the semiangle € in the above definition is strict, we see
that that the exterior Z(H) of the numerical range is a connected set.

It remains to state an extra property that would ensure the important property
that E(H) = C\ ©(H) has a nonempty intersection with p(H), provided H is
sectorial. This is done ad hoc by introducing the notion of m-sectoriality.

DEFINITION 1.6. An operator H : D(H) — H is called m-sectorial if it is
sectorial and if

p(H) N (C\ S,.0) #0. (15)
or, equivalently (by sectoriality of H), if p(H) NZE(H) # 0.

L. cinnumrange .
Thus, Proposition il Ef implies ’éEe following

BEHAUPTUNG 1.7. Let H : D(H) — H be an m-sectorial operator. Then

1
o(H)CO and H-2)Y< ——. 1.6
() SO and |(H =) < s (1.6
In applications it is sometimes needed to allow the extreme situation 6 = /2
for the semiangle of H. This motivates the following definition.

DEFINITION 1.8. An operator H : D(H) — H is called quasi-accretive if
O(H) C S, /2 with some vertex v € R. If ©(H) C Sp /2, then H is said to
be accretive.

We summarize the previous notations in the following. An operator H : D(H) —
H is called
. . -defsectorial
e sectorial, if @b—lﬂs—\z}uﬁh .S ]1% and 0 < 6 < 7/2,
X A 4 ersectoria
e quasi-accretive, i e@i@mﬁ veRand 0 <6 < 7/2, and
e accretive, if olds with y =0 and 0 <6 < 7/2.
. . P L. -defmaxima L
Again, we add the prefix m- to accretive, if in addition @_IEIHT%Thls is
now stronger than p(H)NE(H) # 0, since Z(H) can have two disjoint components
if 9 = 7/2). Obviously,
e H is quasi-m-accretive, if H 4 v is m-accretive with some v € R and
e H is m-sectorial, if it is sectorial and quasi-m-accretive.
Moreover, we have

BEHAUPTUNG 1.9. An operator H : D(H) — H is m-accretive if and only if
the standard requirements
e {zeC: Re(z) <0} Cp(H),
1 (1.7)
e Vz€C,Re(2) <0, [[(H-2)"< =
| Re(z)]

are satisfied.

’eq:defsectorial

eq:defmaximal
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The meaning of the m-terminology is that any m-accretive (respectively, m-
sectorial) operator is mazimal in the sense that it has no proper accretive (respec-
tively, sectorial) extension. Furthermore:

BEHAUPTUNG 1.10. Any m-sectorial operator is automatically closed. If it is
additionally m-accretive it is also densely defined.

reicirikSiegl2015
BEWEIS. See [KST5], Proposition 5.2.1]. O

Quasi-accretive operators play an important role in evolution processes. In fact,
by Hille-Yosida’s theorem, we have

BEHAUPTUNG 1.11. A cloed densely defined operator H : D(H) — H is a
generator of a ~y-contractive semigroup T(t), i.e., ||T(t)|| < e for all t > 0 if and
only if H + v is m-accretive.

1.3. Closed sectorial forms. Another advantage of m-sectorial operators is
that they naturally arise from quadratic foms.

DEFINITION 1.12. Let h : H x H — C be a sesquilinear form on H with
numerical range O(h) := {h(¢,¢) : ¥ € D(h), |¥|| = 1}.

(1) A sesquilinear form is called sectorial, whenever 6(h) C S, for some
vertex v € R and a semiangle 6 € [0,7/2).
(2) A sectorial form h:H x H — C is called closed whenever

DH)> Y, > EH
h[wn_wm]_)()

The following theorem asserts that densely defined closed sectorial forms give
rise to m-sectorial operators.

} = [ € D(h) A h[p, — ] = 0] . (1.8)

Satz 1.13 (First representation theorem). Let h : H x H — C be a densely
defined closed sectorial form in H. Then the operator
D(H) :={¢ € D(h) : In € H, ¥p € D(h), h(¢,¥) = (¢,n)}
Hy =1

is m-sectorial. In that case we say that H is associated with h and that D(h) is the
form domain of H.

(1.9)

For a densely defined closed sectorial form h and its associated m-sectorial
operator H, one has that the adjoint of H is given by the operator determined by
the same theorem with the adjoint form h*. The numerical range ©(H) is a dense
subset of O(h). Clearly D(H) C D(h) and h(¢,v) = (¢, Hy) for every ¢ € D(h)

and ¢ € D(H) a digglgls&gonditions determine H uniquely.
Theorem asserts that every densely defined closed sectorial form gives rise

to an m-sectorial operator. The converse correspondence is also valid. Indeed, if H
is m-sectorial, then the form

hly] == (v, HY), D(h):=D(H) (1.10)

is clearly densely defined and sectorial. The form h is not necessarily closed; ho-
wever, it is closable in the sense that it admits a closed extension. Then h has the

’eq:prefriedrichs
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closure h, i.e., the smallest closed extension defined by

D(h)i={v € H: Hun} C D), ¥n = ¥ A Al — ] = 0}

(1.11) ’ eq:constructform

hly] = lim Afy],

n— oo

and H coincides with the operator associated with h. Summing up, there is a one-
to-one correspondence between the set of all m-sectorial operators and the set of
all densely defined closed sectorial forms. We can summarize this in the following
scheme:

m-sectorial operator

4

densely defined, closable, sectorial form
J

iedrichs
take closure and apply Theoremi l g
\

associated m-sectorial operator coincides with operator we started with

The procedure of constructing a closed form h from a form h defined by a
sectorial operator is not limited to closed operators. Indeed, if H is Jjust a densely
defined sectorial ope ator. we construct a densely defined sectorial form A from it in
the same way as in @Wﬂﬂ?—b@mg replaced by H. Then we take the closggerillchs
of h as earlier and associate to it the m-sectorial operator H via Theorem uc
a constructed H is called Friedrichs extension of H. We have thus the following
scheme:

H densely defined, sectorial
4
gives rise to densely defined, sectorial form A
\

take closure of h and obtain closed sectorial form h

4

construct associated m-sectorial operator H

BEMERKUNG 1.14.

(1) As we saw earlier, any densely defined sectorial operator is closable. But
there might be many closed extensions and the closure, i.e., the smallest
closed extension, might not be m-sectorial. The importance of the Fried-
richs extension lies in the fact that it assigns a special m-sectorial extension
to each densely defined sectorial operators.

(2) The Friedrichs extension is characterized by the properties that,

e among all m-sectorial extensions of H, the operator H has the smal-
lest form domain (i.e., D(h) is contained in the domain of the form
associated with any other of the extensions) and

e H is the only extension of H with D(H) C D(h).
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stabilityclosednessforms SaTz 1.15 (Stability of closedness for forms). If hg is sectorial and closed and
v 1s a relatively bounded form with respect to hg with relative bound < 1, then hg+v
is also sectorial and closed.

ilityclosednessforms

BEMERKUNG 1.16. When Hj is an m-sectorial operator, then Theorem [I.15

enables one to define operators “Hy 4+ V7 even if V' has no operator sense. [ d_eelgﬁie drichs
the densely defined closed sectorial form hg o tfﬂxtlgglob the fcolrogs}lre of 1'I§i is

assotiated to Hy first. Secondly, by Theorem [I.I5[tThe sutn gge—isv with a given form
(possibly not arising from an operator or even not closable) is a densely defined
closed sectorial form, provided that v is relativel e(k)rqgrlléied with respect to hg
with relative bound < 1. Finally, by Theorem?ﬁgﬂman m-sectorial operator
associated with hg 4+ v (which is sometimes denoted by “Hy + V7, although this

sum may differ from the operator sum).

1.4. Compactness and spectral life without it.

DEFINITION 1.17. An operator H € B(H) is called compact if for any bounded
sequence {1, } C H the sequence {H,} contains a convergent subsequence.

KOROLLAR 1.18. Since every bounded sequence in a Hilbert space contains a
weakly converging subsequence, a compact operator H in H maps weakly converging
sequences into strongly converging sequences.

The space of compact operators is denoted by S°°(H) or simply S*°. Compact
operators H have, among others, the following properties:

o o(H)\ {0} = 0, (H) \ {0}.

e 0,(H) is at most countable and has no accumulation point except possibly
0.

e For all A € g,(H) \ {0} we have ran(H — \) is closed and m,(\) < oo,
where m,(A) := dim(M,) denotes the algebraic multiplicity of A, i.e.,
the dimension of the algebraic eigenspace My := J,o_ ker([H — A]").
(Obviously, mg(A) > my(A) where mgy(A) := dimker(H — X) denotes the
geometric eigenspace of A, i.e., the dimension of the geometric eigenspace
of \.)

o If dim(#H) = oo, then zero is always in the spectrum of H, i.e., o(H) =
op(H)U{0}.

SATZ 1.19 (Stability of compact resolvent for operators). Let Hy be an m-
accretive operator that has a compact resolvent. If V is relatively bounded with
respect to Hy with relative bound < 1, then Hy + V' has compact resolvent as well.

BEMERKUNG 1.20. The assumption on m-accretivity of Hy is not necessary;
however, then the condition on the relative bound becomes more complicated. Na-
mely, the conclusion of the theorem holds if there exists z € p(Hp) such that

al Ho(Ho — 2) 7" + bll(Ho — 2) 7' < 1 (1.12)
holds, where a and b are the numbers in the estimate ||[V| < al/How| + bl9]].

SATZ 1.21 (Stability of compact resolvent for forms). Let hg be a densely de-
fined, closed, sectorial form with Re(hg) > 0 and let the associated m-sectorial
operator Hy have compact resolvent. If v is a form that is relatively bounded with
respect to hg with relative bound < 1, then the operator associated to hg + v has
compact resolvent as well.
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For self-adjoint operators, we have the well known disjoint decomposition o(H) =
Tdise(H)Uoess (H ) where oqisc(H ) contains of isolated eigenvalues of finite geometric
multiplicity, and oess(H) is the set of all z € C such that H — z is not Fredholm. (An
operator is called Fredholm if its kernel and cokernel are both finite dimensional.
Recall that the dimension of the cokernel coincides with codimran(H), where the
codimension of any subspace H’ of H is defined as the fimension of the quotient
space H/H'. If H' is closed, then codim(H') = djm(H.); recall that thls equality
does not extend to nonclosed subspaces, see, e.g., F{{ﬂ Tﬁgrm?

For non-self-adjoint operators, there are several possibilities to deﬁne the es-
sential spectrum.

DEFINITION 1.22. Let H be closed with resolvent set
p(H)={z€ C: ran(H — )\) is closed A ker(H — z) =0 = codimran(H — z)}.

(1.13)

For kK =0,1,...,5 we set

Uess,k(H) =C \ pess,k(H) 5 (114)

where

Pesso(H) :={z € C: ran(H — 2) is closed} (Goldberg) (1.15)

Pess1(H) := {2 € pess,o(H) : dimker(H — z) < oo V codimran(H — z) < oo} (Kato)
(1.16)

Pess 2(H) = {2 € pess,o(H) : dimker(H —z) < oo} (77) (1.17)

Pess,3(H) := {2 € pess,o(H) : dimker(H — z) < oo A codimran(H — z) < oo} (Wolf)
(1.18)

Pess a(H) := {2 € pess,o(H) : dimker(H — z) = codimran(H — z) < oo} (Schechter)
(1.19)

Pess,5(H) := union of all the components of pess 1 intersecting p(H) (1.20)
(1.21)

Clearly

P(H) g pess75(H) g pess,4(H) g pess73(H) g pess,Q(H) g pess71(H) g pess,O(H) )

(1.22)

i.e., Oess,0(H) is the most restrictive, and oegs5(H) is the widest (which makes it
easy to locate 0(H) \ Oess,5(H)).

DEFINITION 1.23. Let H : D(H) — H be closed. Then the discrete spectrum
odisc(H) C C is defined as that open subset of C satisfying

elco,(H):={NeC: ker(H — \) # 0}

e ) is isolated as a point in the spectrum

A E Udisc(H) = (123)

e the algebraic multiplicity m()) is finite
e ran(H — )\) is closed

BEHAUPTUNG 1.24. Let H : D(H) — H be closed. Then o(H) \ caisc(H) =

Oess,5 -

icirikSiegl2015
BEWEIS. See H(ﬁé%l_%,l F’;Sposmon 5.4.3]. O
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Here is a condition when all notions of essential spectrum coincide with each
other.

BEHAUPTUNG 1.25. Let H : D(H) — H be closed. If each component of
Pess,1 (H) intersects p(H), then sets oessi(H) with k = 1,...,5 are identical. In
particular, the conclusion holds if pess1(H) is connected.

reicirikSiegl2015
BEWEIS. See [KST5], Proposition 5.4.4]. O

The set 0ess,2(H) can be characterized by conditions similar to those of Weyl
in the self-adjoint case.

SATz 1.26 (Weyl’s criterion). Let H : D(H) — H be closed and densely defined.
Then
eVneN: || =1
A€ Oess ks (H) < (¢ )nen CD(H) : oy, =0 (1.24)
e (H— Ny, —0.
Such a sequence 1, is called Weyl sequence or singular sequence.
SaTz 1.27 (Weyl’s stability theorem of essential spectrum). Let Hy, Ha be two
closed operators in H such that
3z € p(H)Np(Hy): (Hy —2) ' = (Hy —2)"t € S®(H). (1.25)
Then
Oess i (H1) = Oess s(H2), k=1,..,4. (1.26)

2. More advanced notions and tools in the quest of eigenvalue

estimates for Schréodinger operators with complex potentials

rank2018E . . .. HapsmannKrejcirik2020
We follow Frank FfaIS}de Hansmann-Krejcirik [7].

2.1. A quantitative version of the analytic Fredholm alternative.

SATZ 2.1 (Classic analytic Fredholm alternative). Let Q C C be an open connec-
ted set, and K(z) an analytic family of compact operators for z € Q. Then the set

Y:={z€Q: -1 is an eigenvalue of K(z)}

is at most countable and has no accumulation point in Q, unless it coincides with

Q.

In this subsection we estimate the possible accumulation of ¥ at 902 in the
special case Q2 = C )\ [0,00) and under the assumption that K (z) belongs to some
trace ideal.

We begin by reviewing some facts ﬁ‘té%lt analytic families of operators. See

eroce

Gohberg-Goldberg-Kaashoek [[GGKY0[ for more details.

defevanalyticfa.mily‘ DEFINITION 2.2. Let Q C C be an open set and let W(z) for z € Q be an
analytic family of bounded operators. A number zy € € is called an eigenvalue of
finite type of W if
o ker(W(z0)) # {0},
e W(z) is Fredholm (i.e., both dimker(W(2p)) and codimran(W(z)) are
finite), and
o W (%) is invertible for all 0 < |z — zp| < € for some € > 0.
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Gohbergetall1990
It follows from hGGKQU, Theorem XI.8.1] that if zg is an eigenvalue of finite

type of W, then there are

e rc N,
e Py,..., P. mutually disjoint projections with P, ..., P, of rank one and
Ph=1-P —..—-P,,

e positive integers k; < --- < k,., and
e analytic families of operators F and G which are defined in a neighborhood
U of zy € Q and which are invertible in U,

such that for all z € U, one has
W(z)=E(2) (Po+ (2 — 20)" Pi + - + (2 — 20)"" ) G(2) . (2.1)

The sum ky + - - - + k. is called the algebraic multiplicity of the eigenvalue zg.

SATZ 2.3. | State [[Fral8], Theorem 3.1].
LEMMA 2.4. |State [[Fral8, Lemma 3.2].

This lemma reduces the study of eigenvalues to the study of zeroes of analy-
Fc f nctiori%& key ingredient is the following result of Borichev—Golinskii—Kupin

oricheveta. .
, which generalizes Blaschke’s theorem about the zeroes of bounded ana-

lyic functions to functions which blow up rapidly at the boundary.

orichevetal2009
BEHAUPTUNG 2.5 (FFBCKUH ; Let o, B > 0 and let g be an analytic function
inD={zeC: |z| <1} satisfying g(0) =1, and

In|g(w)] < K1 — |w|)"w+1]7%, weDb. (2.2)
Let w; € D be the zeroes, counting multiplicities of g. Then for any € > 0,
D (1= )y + 1 FI S K (2.3)
If a« =0, then
> (1= fwilw; + 1P L5 K (2.4)

2.2. Relatively form-compac Ig&g%lilgg)ations of non-negative opera-
tors. The following is a summary of [Fral8 Proposition 4.1, Lemma B.1, Propo-
sition B.2].

Let Hy be a self-adjoint, non-negative operator in a Hilbert space H and assume
that Gy and G are operators from H to some Hilbert space G such that D(Hé/2) C

D(Gyp) and D(HS/Q) C D(G), and, moreover
Go(Ho +1)"Y2 ‘and G(Hy+1)"'/? are compact. (2.5)

We emphasize here that G need not be closable, i.e., in particular, G* need not be
densely defined.

Recall that for a closed operator T in a Hilbert space, we recall the notion of
resolvent set

p(T) :={z € C: ran(T — 2) is closed and dimker(T — z) = codimran(T — z) = 0},
(2.6)
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and Kato’s definition of the essential resolvent set
Pess(T) := pess,2(T) = {z € C: ran(T — z) is closed and at least one of
dimker(T — z) and codimran(T — z) is finite} .
(2.7)
Thus, “the” essential spectrum is

Uess(T> = Uess,2(T) =C \ pess(T) . (28)

As we have seen earlier, there are at least five different notions of essential
spectrum. Below we see that all of them actually coincide.

LEMMA 2.6. Let H,G,Gy be as above and suppose the above relative form
compactness holds. Then the quadratic form

1Ho *ull? + (Gu, Gou) (2.9)

iedrichs

with domain D(Hé/z) is closed and sectorial and (by Theoremli% ;a) generates an
m-sectorial operator H. This operator obeys

Jes.s(]:[) = Uess(HO) (210)

and
0(H)\ 0ess(H) ={z € C: ran(H — 2) is closed and

2.11
0 < dimker(H — z) = codimran(H — z) < oo} . (2.11)

The set o(H) \ 0ess(H) s at most countable and consists of eigenvalues of finite
algebraic multiplicities, which are isolated in o(H).

2.3. Birman—Schwinger principle.

2.3.1. Frank’s form. Suppose we are in the above situation, i.e., let Hy be a
self-adjoint, non-negative operator in a Hilbert space H and assume that Go and
G are operators from #H to some Hilbert space G such that D(H&m) C D(Gy) and

D(Hol/Z) C D(G), and, moreover
Go(Ho +1)"Y2 ‘and G(Ho +1)""? are compact. (2.12)

Then we saw above that the quadratic form ||Hé/2u||2 + (Gu, Gou) is closed and
sectorial and generates an m-sectorial operator H, which we shall write as H =
Hy + G*Gy. However, we emphasize once more that G need not be closable and so
G™ need not be densely defined.

Under these assumptions we saw 0ess(H) = 0ess(Hp) and the spectrum of H
outside of oess(H) is discrete and consists of eigenvalues of finite algebraic multi-
plicities. Our goal now is to characterize these eigenvalues and their multiplicities
in terms of the Birman—Schwinger operator

K(z):=Go(Ho — 2)"*G*, z¢€ p(Hp). (2.13)

Under the relative form-compactness assumptions on G and G we see that K (z) is
a compact operator in G. In order to avoid the problem mentioned above concerning
the adjoint of G, strictly speaking, we define K(z) as

K(z) = (GO(HO i 1)—1/2) ((Ho +1)(Ho — 2)™) (G(HO i 1)—1/2)* L (2.14)
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LEMMA 2.7 (Pre-Birman—Schwinger). Suppose H,G,Gq are as above and let
z € p(Hyp). Then the operator 1 + K(z) is boundedly invertible if and only if z €
p(H). In this case

(H—2)"'=(Hy—2)"" = (Hy—2)7'G*(1 + K(2)) " 'Go(Hy — 2)~*.  (2.15)

BEHAUPTUNG 2.8 (Birman—Schwinger). Suppose H,G,Gqy are as above and
let z € p(Hy). Then z is an eigenvalue of H if and only if it is an eigenvalue of
finite type of the analytic family 1+ K (2). In this case the geometric (resp. algebraic)
multiplicity of z as an eigenvalue of H coincides with the geometric (resp. algebraic)
multiplicity of z as an eigenvalue of 1 + K.

We emphasize that by ’algebraic multiplicit, evoagl z 08 a1 el envalue of 1 + K =
W’, we refer to the definition below Definition %‘T’lﬂ—sﬁmélecessarﬂy coincide
with the algebraic multiplicity of the eigenvalue —1 of K (z).

2.3.2. Hansmann—Krejcirik’s form. Let H,H' be two complex Hilbert spaces.

assumha.nsmannkrejcirik‘ ANNAHME 2.9. Let Hy : D(H) — H be a non-negative operator and A :

DA) € H — H and B : D(B) € H — H' be linear operators such that
D(Hém) C D(A) N D(B). We assume that for some (and hence all) b > 0
A(Hy+b)"2 e B(H,H') and A(Ho+b)"Y2 e B(H,H'). (2.16)
Next set Go := (Hp + 1) and introduce the Birman—Schwinger operator
K(z) = {Aagl/ﬂ [Go(Ho — 2)7] [Bagl/ﬂ eBH), zep(Hy). (2.17)
Our final assumption is that there is A\g € p(Hp) such that
—1¢ a(K(\)). (2.18)
While the relative boundedness assumptions A(Hy + b)~'/? € B(H,H') and
B(Hy 4 b)~'/? € B(H,H’) are typically easy to check (e.g., by the closed graph
theorem together with the assumption D(H&ﬂ) C D(A) N D(B), whenever A and

B are closed), verifying —1 ¢ o(K()\g)) is a bit harder.
Sufficient conditions are however:

LEMMA 2.10. There is Ao € p(Hp) such that —1 ¢ o(K(\o)) if at least one of
the following conditions is satisfied.
o There is \g € p(Hy) such that ||K(Mo)| < 1.
e there is a € (0,1) and § > 0 such that
I[B(Ho +6)~*]"[A(Ho +6)"'/?]| < a.
o Thereisa € (0,1) and § > 0 such that
(B, A¢)| < al[(Ho +6) /26| (Ho +8)/*0l|, 6.4 € D(H?).

HansmannKrejcirik2020
BEWEIS. See [7, Lemma IJ. U

As before, Friedrichs’ theorem allows us to construct a closed, m-sectorial ope-
rator H, denoted by H = Hy + V with V = B*A by the method of quadratic
forms.
hansmannkrejcirik

SATZ 2.11 (Birman—Schwinger principle). Suppose Assumptioniz? § holds. Then
VAeC\o(Hp): Ae€op(H)e —1€a,(KN). (2.19)
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Moreover, suitably adapted versions of the Birman—Schwinger principle also
hold for

o all eigenvalues o,(H) \ 0,(Hop)

e residual spectrum o, (H) \ 0,(Hp)

e essential spectrum oess(H)\o(Hp) [check which notion Hansmann--Krejcirik
use]

ansmannKrejcirik2020
BEWEIS. See [7, Theorems I and 6-11]. O

3. Some results on complex eigenvalues of Schrédinger operators with
complex potentials

3.1. Locating eigenvalues.

3.1.1. Short-range potentials. 1t started with Frank-Laptev-Lieb—Seiringer
Theorem 2]. We state their theorem below.

Afterwards:

H’ranketalQOOS

9

bramovetal2001 rank2011
SAaTz 3.1 (Abramov—Aslanyan—Davies meﬂ‘,[ and Frank FﬁIIb. Let g €

[max(d/2,1+), (d + 1)/2]. Then any eigenvalue z € C\ [0,00) of —A +V satisfies
_4
2772 SV, - (3.1)

For potentials with symmetries one can often do better. Here is an example for
such an improved estimate.

rankSimon2017
SaTz 3.2 (Frank—Simon [FS17) Theorem 4.1]). Let v € (1/2,d/2). Then any

eigenvalue z € C\ [0,00) of —A +V satisfies

(o)
\z|7§/ drrd= sup |V (rw)|7+/? (3.2)
0 wed-1

. rank2011 | Safronov2010
Frank’s observation WFI'—aIIT»bullt on that of Safronov hSafIU who observed

that tools in scattering theory are helpful.
afronov2010

SaTz 3.3 ([Safll]). Suppose there is L > 0 such that
V()< —2  1<p<2 (3.3)
S ey S SPET '

i.e., Coulomb is of course not covered, then any eigenvalue \ of —A + 'V satisfies
one of the conditions

(1) A <1

(2) 1<CL (\)\|‘X_1/2 + %) where « = (p—1)/2.

What’s happening for ¢ > (ﬁ 3y ]dége%%g&elneral V € L97 The answer has been

recently given by Bogli-Cuenin [?]. Before we come to their result we recall that
outside comical sectors, generally better, i.e., elliptic, estimates are available. These
are the following.

ranketal2006
SATZ 3.4 (Frank-Laptev-Lieb—Seiringer H:F]ZESUB,HTheorem 2]). Lety>1/2

ifd=1,v>0ifd=2andy>0ifd > 3.
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eq: complexevellipticl ‘ (1) Any eigenvalue z; with non-positive real part satisfies
(—Rez)" <o / RV and (3.42)
R
A S [ IV (3.40)
Rd
(2) Any eigenvalue z; with non-negative real part satisfies
2R, ) y+d/2
12" Sqa | 1+ & / \V(x)\’y"'d/2 . (3.5) ’ eq:complexevelliptic2
‘ 7 [ Tm(A;)] Rd

BEWEIS. Let ¥ be an eigenfunction corresponding to an eigenvalue z. Consi-
dering real and imaginary parts of the eigenvalue equation

/(WW LVIR) = z/ 2 (3.6)

one finds for any o € R

/ (IVY]* + Re(V)[¥]* + a Im(V)[¢|*) = (Re(z) + aIm(z)) / 4|2 (3.7)

which is an eigenvalue equation with the real-valued potential Re(V) + aIm(V).
Thus, the variational principle implies
inf spec(—A + Re(V) + aIm(V)) < Re(z) + aIm(z). (3.8)

. -complexevellipticl | . .
The estimates 1@; for eigenvalues with non-positive real part follow now with the
choices & = 0 and o = —sgn(Im(z)), respectively, from the Keller-Lieb—Thirring

inequality
(inf spec(—A + W)L < y W ()2 (3.9)
whenever W is a real-valued potential, which we take as W = Re(V) + aIm(V).
Similarly, the estimate 1@5) for eigenvalues with non-negative real part follow
from taking o = (—sgn(Im(z)) - (1 + ‘21318((;))' ). O

aptevSafronov2009
Moreover, Laptev—Safronov H_IZSUQ proved the following estimate for the ima-
ginary part of eigenvalues.

aptevSafronov2009

Satz 3.5 (J[LS09, Theorem 5)). Let ¢ > d/2 and V € L1. Then any eigenvalue
z € C of —A +V with Re(z) > 0 satisfies

() A ¢ < / v, (3.10)
Rd

3.1.2. Slowly decaying potentials.

aviesNath2002 uenin20201
SATZ 3.6 (Davies—Nath [DINO2] and Cuenin CueZU%ﬁLet q € [max(d/2,1+), (d+
1)/2]. Then any eigenvalue z € C\ [0,00) of —A 4+ V satisfies

|2774/2 <, sup / dz |V (z)|7 exp (— Im(vz)|z — y|) , (3.11) ’eq:cueninslowdecay
yeR® JR4




3. SOME RESULTS ON COMPLEX EIGENVALUES OF SCHRODINGER OPERATORS WITH COMPLEX POTENTIAUS

k2018E Cuenin2020T
§19-range potentials. Frank FrfalélIS, uenin hCueSgIZU, Bogli-Cuenin

FOFI io’Cllléxgliné
rank2018E

SaTz 3.7 (Frank |Fral& Theorem 1.1]). Let v > 1/2. Then any eigenvalue
z € C of —A+V satisfies

Sy S [ VI, (3.12)
Rd

where §(z) := dist(z, [0, 00)).

BEweEIs. This follows from the Birman—Schwinger principle and complex in-
terpolation between the bounds

IWi(=A = 2)7 Wl < 8(2) 7MWl [ Walloo (3.13)

and the Schatten bound (which of course implies an estimate for the operator norm,
but is important when dealing with sums of powers of eigenvalues)

[Wi(=A = 2) " Wallgs1 S 12| Wi laga [Wallasr - (3.14)

In detail: we argue via duality and suppose K is an arbitrary finite rank operator
on L?(R%). By density it suffices to consider bounded and compactly supported W;.
We write K = U|K| with a partial isometry U and W; = J;|W;| with |J;| < 1. For
¢ € C with Re(z) € [0,1], define

F(O) = Te Jy W1 |0 (A — 2) LW /0 LU | K |75 (3.15)

with 6 := %. Then f is a bounded continuous function in {0 < Re({) < 1, which

is analytic in its interior. Moreover, if ¢ € R, then by the trivial operator norm
bound

. — _d+l — d+1)/(d+1-6
D] < 8(2) 7 Te |K]7#5 = 6(2) K@D (36)
and by the more sophisticated Schatten bound
LFA+ O] S 1WA asa Wl Y laga 1Y g0y

1 1/0 1/6 4/(d+1-0)
ST TWl Gy ol W2l Gy ol E I asn)  ai—e) -

(3.17)

Thus, by the three lines lemma

_ e _
IFO)] S 1217 776(2) " O Kl (arn)/as1-0) IWill@arny o Wall@enye (3.18)
which concludes the proof by duality in Schatten spaces and the definition of . [

BEMERKUNGEN 3.8. (1) Using |z| > | Re z| and the fact that dist(z,[0,00)) =
|Im(z)| when Re(z) > 0, one obtains

12 =172
n(a)| £ (Re(2) 77 ([ v (3.19)
R
whenever z is an eigenvalue with Re(z) > 0. This bound implies in particular the
following qualitative feature: whenever z; is a sequence of eigenvalues of —A + V/
with Re(z;) — oo, then one must have Im(z;) — 0, i.e., the eigenvalues need at
some point start to accumulate at the imaginary axis.

d

’ eq:franklongrange
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. :franklongrange . .
(2) Estimate 1s sharp in the sense that there is a sequence V. of potentials
such that
|1+ ie|V/2dist(1 4 de, [0, 00) )Y~ 1/2

lim inf >0 (3.20)
=0 IVellg
3 . ogliCuenin2021
whenever ¢ > (d + 1)/2, see Bogli-Cuenin [7].
. A -cueninslowdeca
Cuenin’s estimate E%l ; implies the stronger boun(ﬂ
2l 75 (Im V2) 10 < Vg (3.21)

Cuenin20201
whenever ¢ > (d +1)/2, see hCueZ()Torollary 3.1].

3.1.4. Random potentials. Safronov considers sums of eigenvalues and proves

2
B| X /AW | Sae lmal ([ 17@P) e
NI<3 ®
whenever Im(\f)\j) >0, 0< R <l,1l<v<bl<2 andp= g—i— %. This
corresponds to ¢ < (d +1)/2 + 1/(2d — 4) in the above “language”. For single
eigenvalues this does not contain any further information than what is known in
deterministic case.

3.1.5. Extensions.
. . Mizutani2019 | 9 3
e Mizutani [E}Mlzlg o additional |z|~* potential

ee5e020 X
e Lee—Seo }h:SIQ - Li-norm of potential replaced by the Kerman—Saywer
norm
11, £212020
e Guillarmou—Hassell-Krupchyk &%Hi%ﬁ%e Sacﬁrodinger operators on coni-
cal manifolds with non-trapping metrics

3.2. Summing functions of eigenvalues. This began with the workH:
by Frank-Laptev—Lieb—Seiringer where they dealt with summing complex eigenva-
lues outside a conical sector.

ranketal2006
SATZ 3.9 (H:FEESDHTTheorem 1]). Letd>1 and v > 1.

1) For eigenvalues z; of —A +V with Re(z;) <0, one has
J J
> (~Rele) S [ (Re(V ()T, (3.23)
Re(z;)<0 Re
and
> 5l S [ V@, (3.24)
Re(z;)<0 Re

(2) If K > 0, then for eigenvalues outside the cone {|Imz| < KRez} (being
opened to the right), one has

ol 2 s y+d/2
Y. lmlSa (12 [ W) da. (3.25)

[Tm(z;)| >k Re(z;)

1 Cuenin2020T . X -franklongrange
See [Cue20, Remark 3.2] why it implies .

’ eq:cueninlongrange

ranketal2006
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For eigenvalues inside the cone {|Im(z)] < —xRe(2)} (being opened to
the left), one has

Sl S [ R e (320)
| Tm(2;) | < Re(z;) R
. . avlov1966 . Pavlov1967 Pavlov1968
3.3. Counti aelﬁg%rtlvfa)z]&b?s. See Pavlov [[Pav66}, [Pav67, [Pav68] and Abramov—
Aslanyan—Davies [AADUI] for a simpler proof.
10v1966
Sarz 3.10 (H)Pazasvﬁb' . Let —A +V be defined either in L*(Q) with

e O =Ry and subject to the boundary condition f(0) =0 or f(0) = hf(0)

with h € C, or
o O =R3
(1) Suppose that there is € > 0 such that
e\z|1/2
< 0. (3.27)

sup [V (z)]e
zeQ

Then —A +V in L*(Q) has only finitely many eigenvalues.
(2) Let Q=Ry. Then the mere restriction sup,eg, IV (2)]e” < oo does not

guarantee the finiteness of the number of eigenvalues for any B € (0,1/2).

bramovetal2001
SaTz 3.11 ([AADUI] Theorem 5]). Suppose the potential satisfies

[V (z)e™ || Lrry) < o0 (3.28)
for sufficiently large v > 0. Then the number of the eigenvalues of —A+V in L?(R.)

with Dirichlet boundary condition is finite. Moreover, any eigenvalue z € C\ [0, 00)
satisfies

9
2l < ZIVIE- (3.29)
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Werkzeuge aus der Funktionalanalysis

1. Topologien auf beschrinkten Operatoren

DEFINITION 1.1. Die durch die Operatornorm |||-||| induzierte Topologie auf
dem Banachraum L(#) der beschrinkten Operatoren auf einem Hilbertraum H
heifit gleichmdjige Operatortopologie oder Normtopologie.

In der Normtopologie ist die Abbildung (A, B) — BA von L(X,Y) x L(Y,Z)
nach £(X, Z) stetig. Wir fiithren nun zwei neue Topologien auf £(X,Y") ein.

DEFINITION 1.2 (Starke Operatortopologie). Die starke Operatortopologie ist
die schwichste Topologie auf £(X,Y"), sodass die Abbildungen

E, :L(X,)Y) =Y (1.1
T — E,(T) =Tz (1.2

~— ~—

stetig fiir alle 2 € X sind. Anders ausgedriickt: in dieser Topologie ist T}, = T
genau dann, wenn ||T,,xz — Tx| — 0 fiur alle z € X.

DEFINITION 1.3 (Schwache Operatortopologie). Die schwache Operatortopolo-
gte ist die schwichste Topologie auf £(X,Y), sodass die Abbildungen

E,;:L(X,Y)—=C (1.3)
T+ E.(T)=1(Tx) (1.4)

stetig fiir alle z € X und [ € Y* sind. Anders ausgedriickt: in dieser Topologie ist
T, % T genau dann, wenn |I(T,,x) — I(Tx)| — 0 fiir alle z € X und [ € Y*. In der
Sprache von Matrizen konvergieren hier die Matrixeintriige gegeneinander.

BEMERKUNG 1.4. Die schwache Operatortopologie ist schwécher als die starke
Operatortopologie, welche schwécher als die gleichméssige Operatortopologie ist.

BEISPIEL 1.5. Wir betrachten die beschréinkten Operatoren auf £2.
a) Sei T, durch T, (z1,22,...) = (&, 22, ...) definiert. Dann konvergiert 7;, — 0

n’n’
gleichméssig, denn die x; miissen beschrénkt sein, damit (z1,...) € 12 ist. Damit
ist die Operatornorm durch const n~! gegeben und diese konvergiert gegen Null
fiir n — oo.
b) Sei S,, durch S, (z1,x2,...) = (0,0, ..., pt1, Tntso, ...) definiert. Dann konvergiert
Sn — 0 stark, aber nicht gleichmissig, denn die Operatornorm ist durch

oo

0 < sup{z € 1?: Z |z;]*} < o0
j=n+1
gegeben (fiir [|z||,» = 1). Tz, konvergiert fiir n — oo jedoch gegen die Nullfolge,
denn Z;inH \xj|2 — 0 fiir n — oo, da die letzten Glieder der Folge gegen Null
konvergieren miissen, damit die Folge quadratsummierbar ist.

245



246 A. WERKZEUGE AUS DER FUNKTIONALANALYSIS

¢) Sei W,, durch W,,(z1, z2,...) = (0,0, ..., 0,,x1, T2, ...) definiert. Dann konvergiert
W, — 0 schwach, aber weder stark noch gleichméssig, denn ||W,z|| = ||z| > 0.
Wegen unten stehendem Satz konvergiert sie daher erst recht nicht gleichméssig.
Die Folge konvergiert jedoch schwach, denn fiir beliebiges y € £2 ist (y, Wyz) =
> o1 Ujj—n — 0, da gy, — 0 fiir n — oo, damit y € £* ist.

SATz 1.6. Sei L(H) der Raum der beschrinkten Operatoren auf einem Hilber-
traum H und (Ty)nen € L(H) eine Folge beschrinkter Operatoren.
(i) Angenommen (T,x,y) konvergiert fir alle x,y € H, dann ezistiert T € L(H),
sodass T, = T.
(i) Angenommen T,x konvergiert fir alle x € H, dann existiert T € L(H), sodass
T, >T.

2. Konvergenz unbeschriankter Operatoren

Da unbeschriankte Operatoren hochstens dicht definiert sind, ist a priori nicht
klar, wie man Konvergenz unbeschrinkter Operatoren A,, — A zu verstehen hat,
da es sein kann, dass der Schnitt aller Definitionsbereiche D(A,,) und D(A) leer ist.
Es ist daher natiirlich zu fordern, dass zwei unbeschrinkte Operatoren nahe ,,bei-
einander“ sind, wenn bestimmte beschrinkte Funktionen dieser Operatoren nahe
beieinander sind. Eine solche natiirliche Funktion ist die Resolvente.

DEFINITION 2.1 (Konvergenz im Norm-Resolventen-Sinne). Seien (A, : D(A,) —

H)nen und A : D(A) — H selbstadjungierte Operatoren.

a) Man sagt, dass A,, gegen A im Norm-Resolventen-Sinne konvergiert, wenn (A4,,—
A7 — (A—=X)"!in Norm fiir alle A mit Im(X) # 0.

b) Man sagt, dass A, gegen A im starken Resolventen-Sinne konvergiert, wenn
(A — A7 S (A — \)7! stark fiir alle A mit Tm(\) # 0.

¢) Man sagt, dass A,, gegen A im schwachen Resolventen-Sinne konvergiert, wenn
fir alle ¢,¢ € H und alle A mit Im(\) # 0 gilt, dass ((A, — \) "Ly, ¥) —
((A=X)"1e,9).

LEMMA 2.2. Schwache Resolventen-Konvergenz impliziert starke Resolventen-
Konvergenz.

Das folgende Resultat besagt, dass Norm-Resolventen-Konvergenz die richtige
Verallgemeinerung von Norm-Konvergenz beschriankter selbstadjungierter Opera-
toren ist. Analog ist starke Resolventen-Konvergenz die richtige Verallgemeinerung
von Norm-Konvergenz. Das Analog fiir schwache Konvergenz ist jedoch nicht wahr.

Satz 2.3. Seien (Ap)nen und A gleichmdssig beschrinkte, selbstadjungierte
Operatoren auf H. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) A, — A in Norm-Resolventen-Sinne genau dann, wenn A, — A in Norm.
(ii) A, — A in starken Resolventen-Sinne genau dann, wenn A, > A stark
konvergiert.
(iii) Wenn A, 2 A schwach, aber A, = A, dann konvergiert A, — A nicht im
schwachen Resolventen-Sinne.

BeEwers. (i) ,<“ Sei 4, — A in Norm. Dann gilt fir Im(\) # 0, dass
(A, — A)(A—X)"! - 0 in Norm. Verwendet man, dass
1

(A =N ' =A-XN""id+ (4, —AA-N"], (2.1)
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so folgt, dass (A, — A)™! — (4 — X\)~! in Norm, denn
[1(An =27 = A=) [ < [lla= 271 ||fid = fid + (4n = a)a =27 =0
(2.2)

,="“ Sei A, — A im Norm-Resolventen-Sinne. Da
Ap—A= (A=) [(A=))7 = (A =) 7] (A= 1) (2:3)
und sup |||An]]] < oo, ist

14, = Alll < (sup [14][] + 1) [[[(4 = )~ = (Aw = ) ~H[[ (Al + 1) — 0.
(2.4)
(i)
(iii)
O
Der néchste Satz sagt uns, dass wir lediglich die Konvergenz der Resolventen an

einem bestimmten Punkt abseits der reellen Achse beweisen miissen, um allgemeine
Konvergenz zu bekommen.

SATZ 2.4. Seien (Ap)nen und A selbstadjungierte Operatoren und sei Mg € C
mit Im(N\g) # 0. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Konwergiert |||(An — Xo)™' — (A= Xo)7Y||| = 0, dann konvergiert A, — A
im Norm-Resolventen-Sinne.
(ii) Konvergiert (A, — Xo) Lo — (A — o)ty fiir alle ¢ € H, so konvergiert
A,, — A im starken Resolventen-Sinne.

BEWEIS. O

Wir werden nun verschieden Aspekte der verallgemeinerten Konvergenz unter-
suchen. Es ist natiirlich zu fragen in welchem Verhiltnis die Konvergenz der Re-
solventen zur Konvergenz anderer beschréankter Funktionen der Operatoren steht.
Danach werden wir das Spektrum von A,, mit dem von A vergleichen, wenn A,, — A
in einem verallgemeinerten Sinne. Schliellich geben wir hinreichende Kriterien fiir
die Operatoren A,, und A, sodass A,, — A in einem verallgemeinerten Sinne kon-
vergiert.

2.1. Konvergenz beschrinkter Funktionen von Operatoren.

SATZ 2.5. Seien (An)nen und A selbstadjungierte Operatoren. Dann gelten fol-

gende Aussagen.

(i) Konvergiert A, — A im Norm-Resolventen-Sinne und ist f : R — R eine ste-
tige Funktion, die im Unendlichen verschwindet, so konvergiert ||| f(A,) — f(A)||| =
0.

(i) Konvergiert A, — A im starken Resolventen-Sinne und ist f : R — R eine
beschrinkte und stetige Funktion, so konvergiert f(Ay)p — f(A)e fir alle

pEeH.
BEWEIS. g
BEISPIEL 2.6. e Konvergiert A, — A im Norm-Resolventen-Sinne, so

—tA

konvergiert auch e~ *4» in Norm gegen e~ *4 fiir alle ¢ > 0.
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e Sei A, = (1 — 1) als Operator auf L?(R). Dann konvergiert dieser zwar
im Norm-Resolventen-Sinne, aber |[|e*4 —e*4||| = 1 fiir alle n. Dies
zeigt, dass der erste Teil des Satzes nicht fiir alle stetigen Funktionen
f: R — R gelten kann.

LEMMA 2.7. Sei A: D(A) — H selbstadjungiert und Im(v) < 0. Dann gilt fiir
die Resolvente

(A—v)tp= z/ e WeltApdt (2.5)
0
fiir alle p € H.
BEwEIs. Mit Hilfe des Funktionalkalkiils ist fiir ¢, € H

woa= o = [t = [ (e o) )

oo

o
= z/ e M (e dpuy (X)) dt = z/ e (1, et p)dt  (2.6)
0 0

= <¢,i/ e”"e“Angt> .
0

Im dritten Schritt haben wir Fubini verwendet, um die Integrale vertauschen zu
diirfen. Dies ist gerechtfertigt, denn e**(*~*) ist beziiglich des Produktmafes dt ®
dpiy,o () integrierbar. Das letzte Integral ist als Riemann-Integral zu verstehen. [J

Eine sehr wichtige Anwendung des zweiten Teil des vorigen Satzes ist folgendes
Resultat.

SATZ 2.8 (Trotter). Seien (An)nen und A selbstadjungierte Operatoren. Dann
konvergiert A,, — A im starken Resolventen-Sinne genau dann, wenn e®t4n 5 ¢itA

fiir alle t € R.

BEWEIS. ,=“ Da e/® eine beschrinkte Funktion ist, folgt diese Richtung aus
dem letzten Satz.
»<="“ Mit vorigem Lemma gilt

o0
H(An — ) o — (A —p) apH < / elmwt He”A"tp - e”AgoH dt. (2.7)
0
Geht also e4np — ¢4y in Norm, so konvergiert auch (A, — pu)~! > (A — p)~?
wegen majorisierter Konvergenz (He“A"cp - ’tAng < 1undIm(p) < ) fur Im(p) <
0. Mit einer analogen Formel fiir Im(y) > 0 erhilt man auch (A, —p) ™' 3 (A—p)~!
fiir Im(p) > 0. O

SATZ 2.9. Konvergiert A, — A im starken Resolventen-Sinne, so konvergiert
tAny — ey fiir alle p € H gleichmaissig in t € [t1,ts] fiir alle t; <ty € R.

SaTz 2.10 (Trotter—Kato). Seien (A, )nen selbstadjungierte Operatoren. Ange-
nommen, es existiert Ag € C mit Im(Ag) > 0 und po € C mit Im(uo) < 0, sodass
(A — Xo) Yo und (A, — po) Lo fiir alle ¢ € H konvergieren, wir bezeichnen die
Grenzwerte mit Ty, bzw. T,,,. Sollte Ty, oder T}, ein dichtes Bild haben, so gibt es
einen selbstadjungierten Operator A, sodass A, — A im starken Resolventen-Sinne
konvergiert.
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BEMERKUNG 2.11. a) Um das Trotter—Kato-Theorem anwenden zu kénnen,
benotigen wir die Konvergenz der Resolventen sowohl in der oberen als auch in
der unteren Halbebene.

b) Der Satz ist deshalb so wertvoll, da wir a priori nicht annehmen miissen, dass ein
selbstadjungierter Grenzwert A existiert. Vielmehr gibt es einem die Existenz
eines verallgemeinerten Grenzwerts selbstadjungierter Operatoren.

2.2. Konvergenz des Spektrums und der Spektralprojektionen.

LEMMA 2.12. Sei S : D(S) — H symmetrisch, dann gilt:
a) Fir z € C\R ist S — z injektiv und stetig invertierbar auf Ran(S — z) und

105 = Z)¢|| > [Im(2)] [[¢]] (2.82)

11(S = 2)7" Tran(s—2 || < (2.8b)

\Im

fir alle ¢ € D(S).
b) Ist S auch abgeschlossen, so ist auch Ran(S — z) fiir z € C\ R abgeschlossen.

BEWEIS. a) Fiir ¢ € D(S) mit ||¢|| = 1 ist mit Cauchy—Schwarz
1S = 2)¢l = [(4, (S = 2)¢[ = (&, (S = 2)¢) = (¢, dlm(2)9)[ = Im(2)] . (2.9)

Fiir ¢ € Ker(S — z) ist also H6H = ||(S — 2)¢|| > [Tm(2)| ||| und damit ¢ = 0,
das heifit S —z ist injektiv. Somit existiert auf Ran(S—z) eine Umkehrabbildung
(S —2)71 :Ran(S — z) — D(S) und fiir ¢ € D(S) ist

—1
||r<s—z>1|||=sup{“ 2 qseRan(s—z),m}

:sup{H(S_Z)_l(S_ZW” :1/)6@(5),1/)#5} (2.10)

1S = 2)vll

T ;
—{ gy PO D) <

1
[Tm(2)[

O

Wir diskutieren nun die Spektren, sowie die Spektralprojektionen von A,, und
ihren verallgemeinerten Grenzwert A.

SaTz 2.13. Seien (Ap)nen und A selbstadjungiert und es konvergiere A, — A
im Norm-Resolventen-Sinne. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Ist p ¢ o(A), so konvergieren die Resolventen
11— 07 = (A - || . .11

Insbesondere ist u & o(Ay,) fir hinreichend grofles n.

(i) Die Spektren konvergieren, das heifit lim,_,oc 0(A,) = 0(A) und die wesent-
lichen Spektren konvergieren, das heifft lim, oo Oess(An) = Oess(A4).

(iii) Seia < b€ R mita,b € p(A). Dann konvergieren die Spektralprojektionen

||| Pasy(An) = Plapy(A)]|| = 0. (2.12)
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BEwEIs. (i) Es geniigt u© € R zu betrachten, da der Fall fiir komplexe pu
klar ist. Da pu € p(A) und die Resolventenmenge offen ist, gibt es 6 >
0, sodass (u — 0,1 + &) N o(A) = 0. Daher ist mit dem Funktionalkalkiil
||[(A = —1i6/3)7"||| < 1/6. Wegen der Norm-Resolventen-Konvergenz A,, —
A gibt es ein N, sodass auch

[|(An — =6 /3)7 || < 2/6 (2.13)

fiir alle n > N. Dies wiederum sagt uns, dass die Potenzreihe fiir (A4, — \)~*
mindestens einen Konvergenzradius von 2/¢ hat und auf diesem ist die Reihe
gerade die Resolvente von A,,. Darum ist also p € p(4,) fir alle n > N und
[11(An =)™ = (A = ) UJeﬁz(.)iz

Spektrum: Wegen Satz ﬁm@ﬁes zu zeigen, dass o ((A, —i)™1) = o((A—
i)~ ).

Sei € o((A—i)~1), dann gibt es eine Folge (¥ )nen mit [[1,|| = 1 und
((A—i)~t = u)b, — 0. Wegen der Norm-Resolventen-Konvergenz konvergiert
daher auch ((A,, —4) "t =), — 0, das heifit u € o((A,, —i)~1). Man beachte,
dass dieser Teil auch gilt, wenn man nur starke Resolventen-Konvergenz als
Voraussetzung hat.

Ist p ¢ o((A—1i)71), so gibt es ein € > 0 mit H((A—i)_l —u)zﬁH >
el fiir alle ©» € H. Wegen Norm-Resolventen-Konvergenz ist damit auch
(A —8) =t = )| > & ||| fiir groBe n, das heift {z € C: |u — 2| < ¢/2} C
p((A,, —i)~1) fiir groBe n. Daher ist z nicht der Grenzwert einer Folge (1, )nen
mit p, € o((An, —4)71). .

Wesentliches Spektrum: Nach Satz ﬁ%%ess (A) genau dann, wenn
es eine schwache Nullfolge v,, € H gilt, die nicht gegen Null konvergiert, aber
(A=)t =\ —i)"Hy, — 0.

Sei also A\ € 0ess(A), (Vr)reny mit ¥p — 0, Y - 0 und ((A —4)~! —
(A — i)~ 1)abr, — 0. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir ||¢y|| =
1 annehmen. Angenommen A ist nicht der Limes einer Folge (A,)nen mit
An € 0Oess(Ap), so gibt es ein € > 0, sodass d(\, 0ess(An)) > € fiir alle
n € N. Daher ist die Spektralprojektion Piy_c xte)(A,) kompakt, weshalb
Pir—epte)(An)r — 0 fiir festes n, da ¢ — 0. Damit ist

= hkrglogf H [(An - i)_l - ()‘ - i)_l} PR\()\—E,A+E) (An)wkH

>inf{[(t—0) "= (A=) t= A > e} =c>0
(2.14)

fiir alle n, was ein Widerspruch zur Norm-Resolventen-Konvergenz ist. Also
ist 0ess(A) 2 A =Um A, mit A, € 0ess(An).

Sei nun umgekehrt A = lim A\, mit \,, € 0ess(A,). Dann gibt es eine Folge
(wn)nEN mit ||¢n” =1 und

wn € {1/11, -~~7¢n71}1_ N Ran (P()\n—l/n,k-l—l/n)(An)) . (215)

wm i) = (A=) 7] 2 Hinf [|[(An )7 = (A=) (A=) = (=07
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Damit ist
(A=) = (A =9)7") n
= ((A — i)il - (An - i)il) wn + ((An - i)il - (/\n - i)il) ¢"
F (A=) =(A=0)" ) =0,
das heifit X € g.55(A).
(iii) Da a,b € p(A), gibt es e < 252 und N € N, sodass

sup {[[1(An =) []CAn D)} < €7

)
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(2.16)

(2.17)

Mit dem Funktionalkalkiil ist daher o(A,) N (a,b) C (a+€,b—¢) fiir n > N.

Sei nun

fz) =

1 firze(ateb—c¢)
0 sonst.
A

(2.18)

:AS
Dann ist P, ) (An) = f(An) und P 3y (A) = f(A) und wegen Satz i?tg gmf

deshalb
|| Peapy (An) = Pay(A)]|| = 0.

(2.19)
O

SaTz 2.14. Seien (Ap)neny und A selbstadjungiert und A, — A im starken

Resolventen-Sinne. Dann gelten folgende Aussagen.

a) Sind a < b e R und (a,b) No(A,) =0 fir alle n, so ist (a,b) No(A)
heifit, dass jedes A € o(A) der Grenzwert einer Folge (Ap)nen € 0(A,
heifst Ap, — .

)

?. Das
ist, das

b) Sinda <beR unda,b ¢ opy(A), so konvergiert die Projektion P p)(An)p —

Plapy(A)p fir alle ¢ € H.

BEWEIS. a) Wegen des Funktionalkalkiils ist (a,b) N o(A) = () dquivalent zur

Aussage
_ V2
(A =20) I < 57—,
wobei
a+b b—a
)\0 = B) 7 B .
Wegen der starken Resolventen-Konvergenz von A, ist jedoch
. N 2
1A =20)7{[] < limsup [[|(An =) 7] < b{ :
n—00 a

weshalb auch (a,b) No(A,) = 0.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

b) Seien f,, g, gleichmifig beschrinkte, stetige Funktionenfolgen, die 0 < f,, <
X(a,b)s fn(‘r) /" X(a,b)(x) punktweise und X[a,b] < Gn, gn(x) N\ Xla,b] (‘T) punkt-
weise erfiillen. Dann konvergieren mit dem Funktionalkalkiil f,,(A) — P, 5)(A)
und g, (A) — Pia)(A) stark. Da a,b ¢ 0,,(A) sind, sind P, 5)(A) = Pla 5 (A).
Das heifit, dass es fiir gegebenes 1 und € > 0 stetige Funktionen f,g mit
f = X@p) < Xap < g gibt, sodass [|f(A)y — g(A)Y]| < €/5. Nach Satz
gibt es wegen der starken Resolventen-Konvergenz ein IV, sodass fiir alle n > N

[f(An)Y = f(A)PI < e/5 [lg(An)y — g(A)P]| < /5

(2.23)

rem: A5
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gilt. Daher gilt
1/ (An)Y — g(An)ll < £ (An)Y = FIAYI + [1F(A)Y — g(A)Y] + [[9(A) — g(An)d|| < 3€/5.

(2.24)
Wieder gilt mit dem Funktionalkalkiil, dass
([ £ (A — Py (A)3|| < 1F (A — g(A)¢]l, (2.25)
weshalb mit einem analogen Argument wie eben gilt, dass
[P,y (An)t = Py (A < e. (2.26)
O

BEMERKUNG 2.15. (i) Die Resultate der letzten beiden Sétze sind nicht ver-
gleichbar. Offensichtlich folgt aus o(A) = lim,,_, o 0(Ay) noch nicht die Kon-
vergenz der Spektralprojektionen. Auch umgekehrt folgt aus P(A,) > P(A)
(sogar fiir alle t) nicht die Konvergenz o(A,,) — o(A).

(ii) Der erste Punkt des letzten Satzes sagt uns, dass das Spektrum des Grenz-
Operators sich nicht plétzlich ausdehnen kann. Es kann sich jedoch plétzlich
zusammenziehen, was man an folgendem Beispiel sieht. Betrachten wir den
Operator A,, = x/n auf L?(R), dann konvergiert A,, — 0 im starken Resolventen-
Sinne. Zwar ist fiir jedes n das Spektrum o(A4,,) = R, aber das Spektrum von
A = 0 besteht nur aus einem Punkt, nimlich dem Ursprung.

(iii) Aus dem ersten Punkt des letzten Satzes folgt auch, dass wenn die A,, positive
Operatoren sind, die gegen ein A im starken Resolventen-Sinne konvergieren,
dann auch der Grenzoperator A positiv ist.

(iv) Der vorletzte Satz besagt, dass, wenn A, — A im Norm-Resolventen-Sinne
konvergiert, sich das Spektrum nicht plétzlich zusammenziehen kann. Das
heifit ist A € o(A,,) fiir hinreihend grofie n, so muss auch A € o(A) sein. Man
mag nun an das Beispiel A,, = x/n denken, jedoch konvergiert A, nicht im
Norm-Resolventen-Sinne gegen den Null-Operator.

(v) Das Prinzip der Nicht-Kontraktion des Spektrums bei Norm-Resolventen-
Konvergenz bleibt auch fiir nicht-selbstadjungierte Operatoren A,, und A er-
halten, das Prinzip der Nicht-Expansion des Spektrums bei starker Resolventen-
Konvergenz jedoch nicht. Es gibt sogar eine Folge gleichméssig beschriankter
Operatoren A,, die gegen A im Norm-Resolventen-Sinne konvergieren mit
o(A,) = {z € C: |z| = 1} fiir alle n, wohingegen jedoch o(4) = {z € C:
|z| < 1}.

2.3. Kriterien fiir starke Resolventen-Konvergenz und Norm-Resolventen-
Konvergenz. Wir fiihren zunéichst die Graphenkonvergenz ein.

DEFINITION 2.16 (Graphenkonvergenz). Sei (A, )nen eine Folge von Operato-
ren auf H.

(i) Wir sagen, dass (1,¢) im starken Graphengrenzwert von A, ist, wenn es
eine Folge (¢n)nen € D(A,) gibt, sodass ¢, — ¢ und Ay, — @. Die
Menge aller solcher Tupel (i, ¢) bezeichnen wir mit I'S_. Ist 'S der Graph
eines Operators A, so heiit A der starke Graphengrenzwert von A, und wir
schreiben A = st.gr. — limA,,.
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(ii) Wir sagen, dass (1, ) im schwachen Graphengrenzwert T'. von A,, ist, wenn
es eine Folge (¢, )nen € D(A,) gibt, sodass ¥, — ¢ und A, | @. Ist TY
der Graph eines Operators A, so heifit A der schwache Graphengrenzwert von
A, und wir schreiben A = w.gr. — limA4,,.

Einfache Kriterien fiir Konvergenz im Norm-Resolventen-Sinne oder im starken
Resolventen-Sinne liefern die folgenden beiden Sétze.

SaTz 2.17. Seien (Ap)nen und A selbstadjungiert.
a) A, — A im Norm-Resolventen-Sinne, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist.
(i) Esist D(Ay,) = D(A) fiir allen € N und es gibt Nullfolgen (an)nen, (bn)nen
mit

(A = APl < an AP + by [[¥] (2.27)

fir alle ¢ € D(A).

(i1) An, A€ L(H) und |||A, — Al|| — 0.

(i1i) Sei D ein gemeinsamer Definitionsbereich der Operatoren {Ay,}nen und
A, welchen wir mit der Graphennorm |¢|| 4, = |[A¢| + |l¢|| versehen. Es
gilt supj ;=1 |(An — A)g|| — 0.

(iv) {An}nen und A sind zusdtzlich positiv mit gemeinsamen Formbereich Hy1,
welchen wir mit der Norm |[¢]| 1, = \/(¢, AY) + (¢, ) versehen. Es kon-
vergiert A, — A im +1/ — 1-Norm-Sinne, das heifit

wp M A=A)9) s (4 Ay
viver ol ol obver (6 (A+ D)

b) A, — A im starken Resolventen-Sinne, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist.
(i) Es gibt einen determinierenden Bereich Dy von A, sodass zu jedem v € Dy
ein ng = no(vY) € N ezistiert mit ¥ € D(A,,) firn > ng und A,y — Ay
fiir n — oo.
(i) An, A€ L(H) und A, > A.

(iii) A ist der starke Graphengrenzwert von A,,. Hier gilt auch die umgekehrte
Richtung, das heifst konvergiert A, — A im starken Resolventen-Sinne, so
ist auch A = st.gr. — limA,,.

(i) (Ap —Xo)™' 5 (A — Xo)~! fiir ein \g € p(A).

BEMERKUNG 2.18. (i) Man sieht, dass wenn der Grenzoperator A selbstad-
jungiert ist, dass dann starke Resolventen-Konvergenz dquivalent zu starker
Graphenkonvergenz ist.

(ii) Starke Graphenkonvergenz ist besonders dann interessant, wenn man a priori
nicht weif}; dass der Grenzoperator A selbstadjungiert ist. Wir werden spéter
sehen, welche zusitzliche Information zur starken Graphenkonvergenz man
braucht, um zeigen zu kénnen, dass der Grenzoperator selbstadjungiert ist.

0. (2.28)

SATZ 2.19. Sei (A, )nen eine Folge symmetrischer Operatoren und
DS = {y: (Y, p) € T fir ein ¢}. (2.29)

a) Ist D2 dicht, so ist 'S, der Graph eines Operators.
b) Ist D3, dicht und sei A = st.gr. —limA,,, dann ist A ebenfalls symmetrisch und
abgeschlossen.
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SaTz 2.20. Sei (An)nen eine Folge symmetrischer Operatoren und

DY = {y: (Y, ) € T fiir ein ¢}. (2.30)
Ist DY dicht, so ist I der Graph eines symmetrischen Operators.

BEMERKUNG 2.21. (i) Ist (A, )nen eine Folge gleichmissig beschrinkter Ope-
ratoren, dann ist A = w.gr. — limA,, genau dann, wenn A,, — A in der schwa-
chen Operator-Topologie. Dies zeigt, dass schwache Graphenkonvergenz von
schwacher Resolventen-Konvergenz nicht dasselbe sind.

(ii) Der schwache Graphengrenzwert ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen, wenn
die A,, symmetrisch sind.

Fiir zahlreiche Anwendungen ist die Situation interessant, wo die Operatoren
A, und A nicht auf dem gleichen Hilbertraum definiert sind.

DEFINITION 2.22. Seien (4, : D(Ay,) — H)nen und A : D(A) — H selbstad-
jungiert, sowie P, und P die orthogonalen Projektionen auf D(A,,) bzw. D(A). Sei

[ = {U,en 2(4n)} N p(A). Wir sagen
a) A, — A im verallgemeinerten Norm-Resolventen-Sinne genau dann, wenn fiir
alle A e T,

(Ap —N)7'P, = (A= NP, (2.31)

b) A, — A im verallgemeinerten starken Resolventen-Sinne genau dann, wenn fiir
alle A € T gilt:

(A, —N)7'P, > (A= NP (2.32)

BEMERKUNG 2.23. Im Allgemeinen muss natiirlich nicht P, > P gelten. Ge-
rade diese Tatsache erlaubt sehr allgemeine Anwendungen.

SATZ 2.24. Seien (A, : D(An) = H)nen und A : D(A) — H selbstadjungiert,
sowie P, und P die orthogonalen Projektionen auf D(A,) bzw. D(A). Sei T' :=
{U,en p(An)} N p(A). Dann gelten folgende Aussagen.

a) Gilt (A, —Xo) ™ Py — (A—Xo) ™' P bzw. (A, —Xo) ' Pn > (A—Xo) 1P fiir ein
o €T, s0 gilt (A, =N P, — (A= X)"'P bzw. (A, —\)"'P, > (A-\)"'P
fiir alle A € T".

b) Gilt A, — A im verallgemeinerten Norm-Resolventen-Sinne, so gilt f(A,)P, —
f(A)P fiir alle stetigen f: R — R, die im Unendlichen verschwinden.

¢) Gilt A,, — A im verallgemeinerten starken Resolventen-Sinne, so gilt f(Ap) Py, >
f(A)P fiir alle stetigen f : R — R, die im Unendlichen verschwinden.

3. Trottersche Produktformel

Wir werden hier eine niitzliche Approximation von e*(4+5) fiir selbstadjungierte
Operatoren A und B, deren Summe lediglich wesentlich selbstadjungiert sein muss,
durch et/ und e?? herleiten. Anwendungen der Produktformel beinhalten den Pfa-
dintegralformalismus nach Feynman, hyperkontrahierende Halbgruppen und kon-
struktive Quantenfeldtheorie.

Wir beginnen mit dem klassischen Resultat von Lie fiir endlichdimensionale
Matrizen.
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SATZ 3.1 (Produktformel von Lie). Seien A und B endlichdimensionale Ma-

trizen. Dann gilt
A B\ 1"
eMB = lim [exp <> - exp ()} . (3.1)
n— oo n n

A+B

n

BEWEIS. Seien S, := exp ( ) und T}, := exp (%) - exp (%) Dann hat man

fiir die Differenz
n—1
Sp—Tp =3 SSy—T)Tp~ ", (3.2)
m=0

weshalb fiir die Operatornorm gilt

1157 = T[] < n (max{[[|Salll, 1Tl 118 = Tulll < nl[1Sn = Talllexp(llIAll + 11 BI1).

(3.3)
Wegen
e £ () () (En ()]
(3.4

wobei ¢ nur von [||A]|| und |||B||| abhéngt, folgt, dass |||S? — T*||| — 0 fir n —
0.

Dieses Resultat, als auch der Beweis, konnen fiir unbeschrinkte, selbstadjun-
gierte Operatoren A und B, deren Summe A + B ebenfalls selbstadjungiert ist,
erweitert werden.

SATZ 3.2. Seien A und B selbstadjungierte Operatoren auf H und sei A+ B
auf D := D(A) N D(B) ebenfalls selbstadjungiert. Dann gilt

s_nh—{go [eitA/neitB/n} — it(A+B) (3.5)

BEWEIS. Sei dazu ¥ € D, dann gilt

% (e’ Al B —id) 1) = % (e —id) ¥ + éei“‘ (e"F —id) ¢ — iAy + iBy (3.6a)
und
é (e“@“B) - id) ¥ —i(A+ B (3.6b)

fiir s — 0. Definiert man daher K(s) = % (eiSAeiSB — eis(A+B)), so sieht man, dass
K(s)Y — 0 in H fiir s — 0 fiir alle ¢ € D. Da A + B auf D selbstadjungiert ist, ist
D ein Banachraum mit Norm

1Yl ayp = (A+ B)Yl| + [[9]l. (3.7)

Jede der Abbildungen K (s) : D — H ist beschrinkt und es gilt K(s)y — 0 in H fiir
s — 0 oder oo fiir alle ) € D. Aus dem Prinzip der gleichmé#fligen Beschriinktheit,
folgt, dass die Familie der K(s) fiir alle s beschriinkt ist, das heifit es gibt eine
Konstante ¢, sodass

1K ()] < el 4, p fiir alle s € R und ¢ € D. (3.8)

Ein §-Argument zeigt dann, dass K(s)y — 0 gleichméssig auf [|-[| , , z-kompakten
Teilmengen von D konvergiert.
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Da A + B auf D selbstadjungiert ist, ist auch e®*(4+B)y) € D, wenn ¥ € D ist.
Dariiberhinaus ist die Abbildung

F:R—D

A 3.9
S = ezs(A+B)w ( )

beziiglich der |-|| ;. p-Norm auf D stetig. Daher ist die Menge {e?s(A+B)y + 5 €
[—1,1]} eine ||-|| ,, g-kompakte Teilmenge in D fiir festes 1) € D.
Jetzt kann man den Beweis der Lie-Produkt-Formel iibernehmen. Da
1

: [eitAeitB _ eit(A+B)} eis(ATB)yy (3.10)

gleichmifig fiir s € [—1, 1] konvergiert, schreiben wir

[(eitA/neitB/n)" B (eit(A+B)/n>n:| "

Nk _ _ n-1-k  (3.11)
— Z (eztA/neztB/n) |:eztA/neitB/n _ ezt(A+B)/n:| [eit(A+B)/n:| .
k=0

Die Norm auf der rechten Seite kann durch

-1
#| mas (t> (eit(A+B)/n B eitA/neitB/n) ¢is(A+B),, (3.12)
|s|<t n

nach oben abgeschétzt werden, weshalb wir folgern, dass
(eitA/neitB/n>nw s ¢it(A+B)y, (3.13)
in H fir n = oo und alle ¥ € D. Da D dicht ist und die Operatoren nach oben
durch Eins beschrénkt sind, gilt die Aussage auf ganz H. |
BEMERKUNG 3.3. (1) Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Konver-

genz gleichméBig in ¢ auf Kompakta in R ist, wenn man v fixiert.
(2) Mit demselben Argument kann man
s— lim (eftA/”e*tB/”)n = ¢ HAFE) (3.14)

n—oo

zeigen, wenn A und B die gleichen Annahmen erfiillen und zudem halb-
beschrénkt sind.

Das Resultat von Trotter ist etwas stéirker, da A+ B lediglich wesentlich selbst-
adjungiert auf D = D(A) N D(B) sein muss. Der Beweis unterscheidet sich jedoch
stark vom Vorigen.

Satz 3.4 (Trottersche Produktformel). Seien A und B selbstadjungierte Ope-
ratoren und sei A+ B auf D(A) N D(B) wesentlich selbstadjungiert. Dann ist

s— lim (eitA/neitB/n)n — eit(A-‘rB). (315)
n—oo
Sind zudem A und B von unten beschrinkt, so gilt
s — lim (e*tA/”e*tB/”)n = e HA+E), (3.16)
n—oo

BEWEIS. O
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4. Kompakte Operatoren und Schatten-Klassen

DEFINITION 4.1 (Spektralradius). Sei T' € L£(#H). Sei (T) = sup |A|. Dann
Aeo(T)
heifit r(T) der Spektralradius von 7.

LEMMA 4.2. Sei X ein Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
von T nicht leer.

BEWEIS. Formal ist

AiT:<Dl—bA AG+XX:>> (4.1)

was suggeriert, dass fiir grole A die Resolvente durch

1d+nz_:1()\>

gegeben ist. Ist |A| > |[|T]||, so konvergiert die Reihe auf der rechten Seite in Norm
und man priift fiir solche A leicht nach, dass der Grenzwert gerade die Inverse von
(Aid — T) ist. Daher konvergiert ||[(T°— A)~!||| = 0 fiir [A| = oo. Wire nun o(T)
leer, so wire (T'— )~ eine vollstéindig beschrinkte, analytische Funktion in . Mit
dem Satz von Liouville wiire demnach (T — X\)~! gleich Null, was ein Widerspruch
ist. Demnach kann o(7') nicht leer sein. O

(T—Arlzi (4.2)

Satz 4.3. Sei X ein Banachraum, T € L(X). Dann existiert der Grenzwert
limy, 00 |\|T”|||1/n und ist gleich dem Spektralradius v(T). Ist X ein Hilbertraum

und ist A normal, so ist r(A) = || 4]|.

. . eidmann2000
BEWEIS. Siehe auch Weidmann [[Wei00, Theorem 5.8].

Dass der Grenzwert existiert, folgt aus einem kleveren Subadditivitdtsargument.
Die Idee des Beweises ist zu zeigen, dass der Konvergenzradius der Laurentreihe
der Resolvente (T'— A\)~! um oo gerade 7(T)~! ist.

Wir bemerken zunéchst, dass der Konvergenzracdius nicht kleiner als (7)™
sein kann, da (T — X\)~! auf p(T) und {\ : |A| > 7(T)} C p(T)} analytisch ist.

Andererseits ist
1 =/ T\"
—<id — 4.
s (@) ) )

gerade die Laurentreihe um oo, von der wir wissen, dass sie absolut konvergiert,

wenn (T — \)~! existiert. Da Laurentreihen im Inneren des Konvergenzradius ab-

solut konvergieren, kann der Konvergenzradius auch nicht gréfier als r(7) 7! sein.

1

7(T) = limy, o0 |||T7]]|" folgt dann aus der vektorwertigen Version des Satzes von
Hadamard, welcher sagt, dass der Konvergenzradius von

;{m i(ﬁ)}

limsup [||7"[|]/" = tim_ |77 (44)

gerade das Inverse von

ist.
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Sei nun X ein Hilbertraum und A selbstadjungiert, so ist |||A[[|* = |[|42|||,
woraus |||A]|[*" = |||A2"]|| folgt. Damit ist nach voriger allgemeiner Uberlegung
. 1/k . n —n
r(A) :khm H|Ak’|| = lim ||A2 ||2 =||4], (4.5)
—00 k— o0
was den Beweis schlieft. O

4.1. Kompakte Operatoren.

DEFINITION 4.4. a) Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes X heifit
relativ kompakt bzw. prikompakt, man schreibt A CC X, genau dann, wenn ihr
Abschluss M kompakt ist.

b) Seien X,Y Banachridume. Ein Operator K € £(X,Y) heiit genau dann kom-
pakt, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(i) Sei M C X beschrinkt, dann ist das Bild K (M) C Y prakompakt.

(ii) Das Bild der Einheitskugel ist prikompakt.

(iii) Jede beschrinkte Folge (x,)neny € X hat eine Teilfolge (2, )ken € X,

sodass (K, )keny € Y konvergiert.

LEMMA 4.5. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum (also z.b. ein Banach-
oder ein Hilbertraum). Dann ist M CC X genau dann, wenn jede Folge (xy)nen €
M eine Teilfolge (xn, )ren € M hat, die Cauchy ist. Der Grenzwert dieser Teilfolge
liegt im Allgemeinen jedoch nicht unbedingt in M.

LEMMA 4.6. Jeder beschrdinkte Operator in einem endlichdimensionalen Raum
ist kompakt.

Wir prézisieren die Aussage iiber kompakte Operatoren in Banachridumen nun.

SaTz 4.7. Seien X,Y Banachriume, D(T) C X und T : D(T) — Y dicht
definiert. Sei (zp)nen € D(T) eine beschrinkte Folge. Gibt es dann eine Teilfolge
(Tny ke, sodass (Txy, )ken € Y konvergiert, so ist T beschrankt. Dariberhinaus
ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung Ty : X — 'Y kompakt.

SATZ 4.8. Seien X,Y Banachrdume. Die Menge der kompakten Operatoren
S™(X,Y) ist ein, beziiglich der Operatornorm, abgeschlossener Unterraum wvon
L(X,Y), das heifst

(i) 0 € S*®(X,Y)

(ii) Seia € K und K € S®(X,Y), dann ist auch aK € S*(X,Y)

(i3) Sind K1, Ky € S®(X,Y), dann ist auch K1 + K3 € S*(X,Y)

(iv) Grenzwerte von kompakten Operatoren sind wieder kompakt, das heifit sind
K, € S*(X,Y) firn e N und K € L(X,Y) mit |||K,, — K||| = 0, so folgt,
dass K € §*(X,Y).

Satz 4.9. Seien X,Y,Z Banachiume. Ist A € L(X,Y) und K € §*(Y,Z)
bzw. A € L(Y,Z) und K € S®(X,Y), so sind AK bzw. KA € §*(X,Z). Fiir

den Spezialfall X =Y = Z ergibt sich also mit vorigem Satz, dass K(X) ein
Norm-abgeschlossenes beidseitiges Ideal in L(X) ist.

SATZ 4.10. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T genau
dann kompakt, wenn der duale Operator T' kompakt ist.

BEMERKUNG 4.11. Die letzten zwei Sétze zeigen, dass S () ein Banachraum
ist, wenn H ein separabler Hilbertraum ist.
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Im Folgenden beschréinken wir uns auf die Untersuchung kompakter Operatoren
zwischen Hilbertriumen.

Satz 4.12. Seien X, Y Hilbertriume. Fir K € L(X,Y) sind dann dquivalent:
(i) K ist kompakt
(i) K* ist kompakt
(ii) K*K ist kompakt

SATZ 4.13. Sei X ein Hilbert- und Y ein Banachraum. K € L(X,Y) ist genau
dann kompakt, wenn aus x, — x folgt, dass Kz, — K.

SATZ 4.14. Seien X,Y Banachriume und K : X — Y ein Operator zwischen
diesen beiden. Dann gilt:

(1) Ist K beschrinkt und endlichdimensional (das heifft dim Ran(K) < o0), so ist
K kompakt.
(i) Sind K,, beschrinkt und endlichdimensional, das heifit die K, sind kompakt,
mit |||K — K,||| = 0, so ist auch K kompakt.
(iii) Ist X ein Hilbertraum, K kompakt und (P,) eine wachsende Folge orthogona-
ler Projektionen in X mit starker Konvergenz P, — id, so gilt ||| K — KP,||| —
0. Ist X separabel, so kinnen die P, endlichdimensional gewdhlt werden.

BEMERKUNG 4.15. Man sagt, dass ein Banachraum die Approzimationseigen-
schaft hat, wenn jeder kompakte Operator durch beschrinkte, endlichdimensionale
Operatoren approximiert werden kann. Der vorige Satz sagt also, dass Hilbertrdume
immer die Approximationseigenschaft haben.

SATz 4.16. Es gilt:
(i) Ist X ein Hilbertraum undY ein Banachraum, so ist K € L(X,Y) genau dann
kompakt, wenn fiir jede orthonormale Folge (en)nen € X gilt, dass Ke,, — 0.
(i) Sind X,Y Hilbertraume, so ist K € L(X,Y) genau dann kompakt, wenn

fiir beliebige orthonormale Folgen (en)neny € X und (frn)neny € Y gilt, dass
(Ken, fn) — 0.

SATZ 4.17 (Analytischer Fredholm-Satz). Sei D C C offen und zusammenhingend.
Sei f: D — L(H) eine analytische, operatorwertige Funktion, sodass f(z) kompakt

ist fir alle z € D. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen.

a) Die Resolvente (id — f(2))™1 emistiert fiir kein z € D.

b) (id—f(2))~! existiert fiir alle z € D\ S, wobei S eine diskrete Teilmenge von D,
also eine Menge, die keinen Hdiufungspunkt in D enthdlt, ist. In diesem Fall ist
(id — f(2))~! meromorph in D, das heifit analytisch in D\ S, und die Residuen
an den Polen sind Operatoren endlichen Ranges. Ist z € S, so hat f(2)Y =
eine nicht-triviale Losung in H.

Dieser Satz hat vier wichtige Konsequenzen.

KOROLLAR 4.18 (Fredholmsche Alternative). Sei A ein kompakter Operator
auf H. Dann ezistiert entweder die Resolvente (id — A)~! oder Ay = 1 hat eine
nicht-triviale Lésung.

BEWEIS. Setze f(z) = zA und verwende den Satz bei z = 1. O

SaTz 4.19 (Riesz—Schauder). Sei A : H — H kompakt, dann ist o(A) eine
diskrete Menge, die keine Hdufungspunkte, aufer vielleicht A\ = 0, enthdlt. Des
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Weiteren ist jedes 0 # X € o(A) ein Eigenwert endlicher Multiplizitit, das heifst
der zugehdrige Raum der Eigenvektoren ist endlichdimensional.

BEWEIS. Sei f(z) = zA, dann ist f(z) eine analytische, kompakte, operator-
wertige Funktion auf ganz C. Wegen des Fredholm-Satzes ist die Menge {z € C :
zAvY = 1 hat eine Losung ¢ # 0} diskret (sie ist nicht C, da sie nicht z = 0 enthilt).
Dies ist aber gerade die Menge der von Null verschiedenen Eigenwerte, und, da A
kompakt ist, das ganze Spektrum von A. Des Weiteren haben die Eigenwerte wegen
der Kompaktheit von A auch nur endliche Multiplizitét.

Ist nun A~! nicht in dieser diskreten Menge, so existiert wegen des Fredholm-

Satzes
(A—A)—lzl id— L4 - (4.6)
\ \ . .
|
Satz 4.20 (Hilbert—Schmidt). Sei A : H — H selbstadjungiert und kompakt.
Dann gibt es eine vollstindige Orthonormalbasis {¢n} von H, sodass App = Andn
und X\, — 0.

BEWEIS. Wir wahlen fiir jeden Eigenwert von A eine Orthonormalbasis fiir die
Menge der zugehérigen Eigenvektoren. Die Familie all dieser Vektoren, {¢,}, ist
dann eine orthonormale Menge, da Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten
gehoren, automatisch orthogonal sind. Sei nun M der Abschluss des Spans der {¢,, }.
Da A selbstadjungiert ist und A : M — M abbildet, bildet auch A : M+ — M+,
Seinun A = A | Mm-L. Dann ist A wieder selbstadjungiert und kompakt, da A
diese Eigenschaften besitzt. Ist nun A € o(A), so ist A ein Eigenwert von A nach
dem Satz von Riesz—Schauder und damit auch ein Eigenwert von A. Da aber alle
Eigenvektoren von A in M enthalten sind, ist der Spektralradius von A gleich Null.
Da A selbstadjungiert ist, iss A = 0 auf ML. Daher ist ML = 0, denn wiire
¢ € Mt soist Ap = 0, was ¢ € M impliziert. Damit ist M = H, also ist {¢,}
eine Orthonormalbasis von H.

Die Konvergenz der Eigenwerte A,, — 0 folgt aus dem Satz von Riesz—Schauder,
welcher sagt, dass jeder Eigenwert endliche Multiplizitdt hat und der einzig mogliche
H&aufungspunkt der A\, Null ist. O

Dies zeigt, dass kompakte Operatoren entweder abzéhlbar viele Eigenwerte
haben oder die Eigenwerte einen Haufungspunkt bei Null haben.

SaTz 4.21 (Kanonische Darstellung von kompakten Operatoren/Schmidt-Entwicklung).
Sei A: H — H kompakt.
(i) Dann gibt es (nicht notwendigerweise vollstindige) orthonormale Mengen {1, }N_,
und {¢n}N_ und positive reelle Zahlen {\,})_; mit A, — 0, sodass

N
A=) Mn(n,)on. (4.7)

Diese Summe (sie kann endlich oder unendlich sein) konvergiert in Norm.
Die {tn} baw. die {¢,,} sind jedoch vollstindig in AH bzw. A*H.
(i) Die positiven Zahlen {\,} heiflen Singuldrwerte von A und sind gerade die
Eigenwerte von |A|.

(iii) Des Weiteren ist ||Ag| = |||A] ¢l fir alle p € H.
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BEWEIS. Da A kompakt ist, ist (da die Schatten-Operatoren links- und rechts-
seitige Ideale sind) auch A*A wieder kompakt. A*A ist aber positiv, daher auch
selbstadjungiert. Nach dem Hilbert-Schmidt-Satz gibt es eine orthonormale Menge
{n}N_,, sodass A* A, = pptp, mit p, > 0 (da A*A positiv ist), p, — 0 und
A*A ist der Null-Operator auf dem zu {1, }N_; orthogonalen Teilraum. Sei nun
A = +./fin, und definiere ¢, := A)fi". Diese kann man auch als ¢, = W41, schrei-
ben, wenn wir die Polarzerlegung A = W | A| haben. Dann ist ¢,, = %ﬂ‘w" = Wib,.
Dann sind auch die ¢,, orthogonal aufeinander, denn

)\n)\m(d)na ¢m) = (AT;Z)n? Awm) = Nm(¢n; Q/Jm) = ,Ufm(smn' (48)
Des Weiteren lisst sich jedes ¢ = Zgzl(wm )1y, schreiben. Damit ist

N N N
Ap=A (Yn, @)n = D Aa(@n, @)Wehy = > Ap(thn, @), (4.9)

n=1 n=1 n=1

womit A die Darstellung

N
A= Ma(Wn,)bn (4.10)
n=1
hat. Entsprechend hat A* die Darstellung
N
A" =" Ay )t (4.11)
n=1
O

Dies zeigt, dass die Singulidrwerte von A gerade die Eigenwerte von |A| sind.
Wir schlieffen mit einem klassischen Beispiel.

BEISPIEL 4.22.

4.2. Spurklasse-Operatoren. Wir haben bereits gesehen, dass S*°(H) ein
Banachraum ist, wenn H ein separabler Hilbertraum ist. Zum Schlufl des néchsten
Abschnitts werden wir den Dual- und den doppelten Dualraum von S (H) be-
stimmen. Die Rechnungen werden uns den Unterschied zwischen der schwachen
Banachraum-Topologie auf £(#H) und der schwachen Operator-Topologie zeigen.
Wir beginnen mit der Einfiihrung der Spur.

SATZ 4.23. Sei H ein separabler Hilbertraum, {¢,}22, eine Orthonormalbasis.
Dann definieren wir fir jeden positiven Operator A € L(H) die Spur als tr(A) =
Zzozl(@n, Ayy,). Die Spur ist unabhingig von der gewdihlten Orthonormalbasis und
hat folgende Eigenschaften.

a) tr(A+ B) = tr(A4) + tr(B)

b) tr(ANA) = Mr(A) fir alle A >0

¢) tr(UAU™Y) = tr(A) fiir alle unitiren Operatoren U
d) Ist 0 < A < B, so ist tr(A) < tr(B)

DEFINITION 4.24. A € L(H) heifit genau dann Spurklasse, wenn tr(|A]) < oco.
Die Familie aller Spurklasse-Operatoren wird mit S'(H) bezeichnet.

SATZ 4.25. Es gilt:
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(i) SY(H) ist ein Vektorraum.
(ii) Ist A € SY(H) und B € L(H), so sind AB,BA € S'(H).
(iii) A € SY(H) genau dann, wenn A* € S*(H).

SATZ 4.26. Wir definieren die Spurnorm ||-||, in SY(H) durch ||A|1 = tr|A|.
Dann ist SY(M) ein Banachraum mit Norm ||-||, und es gilt |||A]|| < ||A]],.

Satz 4.27. T € L(H) ist ein Spurklasse Operator, wenn mindestens eine der
folgenden Aussagen wahr ist.
a) Sei T > 0. Fiir alle Orthonormalbasen {¢,}, konvergiert > |[(T'¢n, ¢n)|.
b) Die Reihe Y, (T'¢n,pn) konvergiert fir beliebige Orthonormalbasen {¢y} und

{on}.
c¢) Die Reihe ), || T'¢y|| konvergiert fiir eine beliebige Orthonormalbasis {¢y}.

BEMERKUNG 4.28. Es ist wichtig zu bemerken, dass > [(T'¢y, ¢,)| fiir alle
Orthonormalbasen konvergieren muss, damit 7' € S*(H) ist.

SATz 4.29. Ist T € SY(H), so gilt:

a) Sind {¢,} und {¢,} beliebige Orthonormalbasen, so isty . |(Tdn,n)| < [|T|l;,
wobei Gleichheit herrscht, wenn ¢, und @, die Vektoren der Schmidt-Entwicklung
sind, also, wenn ¢, die Eigenvektoren von |T| und ¢, = W, sind, wobei W
zur Polarzerleqgung T = W |T| gehirt.

b) Ist {¢n} eine beliebige Orthonormalbasis, so konvergiert Y (¢n, Ady) absolut
und der Grenzwert hingt nicht von der gewdhlten Basis ab.

SaTz 4.30. Seien X,Y Hilbertrdume. Dann ist A € L(X,Y) genau dann in
81<Xa Y); wenn es FOlgen (wn)neN € X und (wn)neN ey gibt mat Zn ”wn” ||¢n” <
oo und

Ap = (¢n, 9)Un (4.12)

n

fiir alle ¢ € X. Insbesondere ist dann ||A|; = inf{>", [|¥n| |énll}, wobei das Infi-
mum tber alle derartigen Darstellungen von A genommen wird.

BEMERKUNG 4.31. S'(H) ist nicht abgeschlossen unter der Operatornorm.

Die Verbindung zwischen Spurklasse Operatoren und kompakten Operatoren
ist die Folgende.

SATZ 4.32. Es gilt:

(i) SY(H) € 8*(H), das heifit jeder Spurklasse Operator ist auch kompakt.
(ii) A € S®(H) ist genau dann Spurklasse, wenn y .~ A, < 0o, wobei A, die
Singuldrwerte von A sind.
SATZ 4.33. Wir haben folgende Beziehungen zwischen den kompakten und den
Spurklasse Operatoren.
a) SY(H) = [S°(H)]", das heifit die Abbildung A — tr(A-) ist ein isometrischer
Isomorphismus von S'(H) auf [S*(H)]".
b) L(H) = [SI(H)]*, das heifst die Abbildung B — tr(B-) ist ein isometrischer
Isomorphismus von L(H) auf [51(7-[)}*.
KOROLLAR 4.34. Die Operatoren endlichen Ranges sind dicht in S*(H) beziiglich
der ||-||;-Norm. (T hat endichen Rang, wenn jeder Vektor in Ran(T) als Tz =
Zilil a;y; geschrieben werden kann.)
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4.3. Hilbert-Schmidt-Operatoren.

DEFINITION 4.35. Ein Operator T' € L(H) heifit Hilbert-Schmidt genau dann,
wenn tr(T*T) < co. Die Familie aller Hilbert-Schmidt-Operatoren wird mit S?(H)
bezeichnet.

SATZ 4.36. Es gilt:

a) S?(H) ist ein zweiseitiges Ideal

b) Sind A, B € S* (M), so gilt fiir jede Orthonormalbasis {¢y}, dass ., (¢n, A*Boy,)
absolut summierbar ist. Der Grenzwert, welcher mit (A, B)s bezeichnet wird, ist
von der gewdhlten Orthonormalbasis unabhdngig.

9 Bt 14, = & 203 = (A" 20 st 141 < 141, < 14 w141, =
Ally-

d) Jeder Hilbert-Schmidt Operator ist kompakt, das heifst S*(H) C S*®(H). Ein
kompakter Operator A € 8> (M) ist genau dann Hilbert-Schmidt, wenn Y. A2 <
oo ist, wobei N, die Singuldrwerte von A sind.

e) Die Operatoren endlichen Ranges sind beziiglich der ||-||,-Norm dicht in S*(H).

f) A € §*(H) genau dann, wenn {||A¢y||}nen € €% fiir eine Orthonormalbasis

{d)n}nEN-
g) A€ SYH) genau dann, wenn A = BC mit B,C € S*(H).

BEMERKUNG 4.37. S?(H) ist unter der Operatornorm |||-||| nicht abgeschlossen.

Wenn H = L*(M,du), so hat S?(H) eine konkrete Realisierung als Integral-
operator.

SATZ 4.38. Sei (M, ) ein Mapraum und H = L*(M,du). Dann ist A € L(H)
genau dann ein Hilbert-Schmidt Operator, wenn es eine Funktion K € L*(M x
M,dp ® dp) gibt mit

~ [ Ko f)au). (413)

Dariberhinaus ist
HAH§:/IK(x,y)lzdu(I)du(y) (4.14)
BEWEIS. g

Dieses Resultat gibt uns also eine simple hinreichende Bedingung dafiir, dass
ein Operator kompakt ist. Es gibt uns auch eine hinreichende Bedingung dafiir,
dass ein Operator auf L?(M,dp) ein Integraloperator ist. Beide Bedingungen sind
nicht notwendig.

SATZ 4.39 (Schurs Test). Seien X,Y zwei messbare Raume (wie z. B. R™) und
T ein Integraloperator mit nicht-negativem Kern K(x,y) (x € X, y € Y ). Gibt es
dann Funktionen p(x) > 0, q(x) > 0 und Zahlen o, 8 > 0, sodass

/ K(z,y)q(y)dy < ap(z) (4.15a)

fir fast alle x und

/ K(z,y)p(x)dz < Bq(y) (4.15b)
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fiir fast alle y, dann ist T zu einem stetigen Operator T : L?*(X) — L*(Y) er-
weiterbar und es gilt ||T||r2—r2 < v/apB. Die Funktionen p und g nennt man Schur
Testfunktionen.

BeEwEILs. Wir verwenden die erste der beiden geforderten Ungleichungen, sowie
Cauchy—Schwarz und erhalten fiir beliebiges f € L?(Y)

| o] = o) ] 223552

K(z,y)|f(y)
< ap(x) /Y —q(y) dy

(4.16)

Integriert man diese Ungleichung nun iiber X und verwendet Fubini (alle Funktio-
nen sind fast iiberall positiv), sowie die zweite Bedingung, so erhilt man

) o iy =
172 < a /Y ( /X p(w)K(x,wdx) Uy < as / )Py ﬁ||f(221,7)

was zu zeigen war. O

BEMERKUNG 4.40. a) Ublicherweise verwendet man Schurs Test mit p(z) =
q(x) =1, das heit | [, K(z,y)dz| und | [, K(z,y)dy| sind endlich. Dann erhélt
man

17|32, 2 < sup (/ | K (z,y |dy) sup </|K z,y |dx) . (4.18)

Die Ungleichung gilt offenbar auch dann, wenn der Kern negativ ist.
b) Mit der Youngschen Ungleichung erhiilt man ein #hnliches Resultat fiir Opera-
toren, die von LP nach L? abbilden. Gibt es eine positive Konstante C', sodass

sup (/ IK(x,y)ITdy> + sup (/ |K(z,y) > <C, (4.19)
reX Y yey

wobei } =1- (1% — %) fir 1 < p < g < 00, so setzt sich der Integraloperator T
zu einem stetigen Operator T : LP(Y') — L4(X) fort mit |||T||,,_ ;. < C.

4.4. Schattenklassen kompakter Operatoren.

5. Fredholm-Theorie

vatlovZworski2019
5.1. Fredholm-Operatoren. Wir folgen Dyatlov—Zworski H)DZTQ, nhang

C.2-3].

DEFINITION 5.1. (1) Ist X ein Vektorraum und M C X eine lineare Man-
nigfaltigkeit von X, dann heifit fiir festes u € X die Menge u + M = {u 4+ m :
u € X, m € M} die inhomogene lineare Mannigfaltigkeit (oder lineare Varietiit)
durch u, parallel zu M. Fiir festes M wird die Totalitéit der inhomogenen linearen
Mannigfaltigkeiten u + M zu einem Vektorraum unter der linearen Operation

alu+ M)+ Bv+ M) = (au+ Pv)+ M.



5. FREDHOLM-THEORIE 265

Der sich ergebende Vektorraum heifit Quotientenraum von X durch M und wird
X/M geschrieben. Elemente in X/M heiflen Comengen. Der Nullvektor in X/M ist
gerade M und es gilt u+ M = v+ M genau dann, wenn u—v € M. Wir bezeichnen
Codimension von M als die Dimension von X/M, also codim(M) := dim(X/M).
Es gilt dim(M) 4 codim(M) = dim(X), falls dim(X) < co.

(2) Ein beschrinkter linearer Operator T : X1 — X5 heifit Fredholm-Operator,
wenn sowohl der Kern von T, sprich

ker T:={ue X;: Tu=0},
als auch der Cokern von 7', sprich
cokerT := X5 /TX;, wobei TX; :=ran(T)={Tu: ue X},

endlichdimensional sind, d.h. wenn codim(ran(7")) < oo. Hierbei ist der Cokern
von T (der als der Quotient von X5 nach dem Bild von T' definiert ist) algebraisch
definiert, sprich als Vektorraum von Comengen, T'X; + u mit u € Xo.

(3) Der Index eines Fredholm-Operators T ist durch

ind T := dimker T — dim coker T' = dim ker T' — codimran T
definiert.

BEISPIEL 5.2. (1) Angenommen X ist ein Banachraum und K : X — X. Ist
dim(K X) < co. dann ist 1 + K Fredholm.
(2) Viele wichtige Fredholm-Operatoren sind von der Form

T=1+K, KeJ>X), (5.1) ’ eq:exfredholmcompact

wobei K ein kompakter Operator auf einem Banachraum X ist. Wir beweisen diese
Aussage fiir den Fall von Hilbertraumen.

vatlovZworski2019
BeEwEIs. Siehe Dyatlov—Zworski HJEZTQ, S. 519-520].

(1)
(2) 0

Folgender Satz zeigt, dass sich der Index unter kontinuierlichen Deformationen
(gemessen in der Operatornormtopologie) nicht veréndert. Dies zeigt insbesondere,
dass der Index von Operatoren der Form 1+ K (wo K kompakt ist) gerade Null
ist, denn

ind 1 =0 = ind(1 +tK) = ind(1+ K), te[0,1]. (5.2)
Satz 5.3. Die Menge aller Fredholm-Operatoren ist offen in L£L(X1, Xs). Des

Weiteren ist der Index in jeder Komponente dieser Menge konstant. Anders aus-
gedriickt: ist T : X1 — Xo Fredholm, dann gibt es ein € > 0, sodass fiir alle
T € B(X1, X2) mit ||T —T|| < € auch T Fredholm ist mit ind(T") = ind(T").

vatlovZworski2019
BEwEIs. Siehe Dyatlov—Zworski HDDZTQ, Theorem C.5]. O

BEMERKUNGEN 5.4. (1) Ein beschrinkter, linearer Operator T : X; — X5

ist genau dann Fredholm, wenn es einen weiteren beschrinkten linearen Operator
S X5 — X, gibt, sodass

PS=1x,+ Ky, ST =1x, +K;, wobei K;:X; — X; endlichen Rang haben.
(5.3) ’ eq:fredholmboundedopchar
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Dies zeigt, dass beschriinkte Storungen (beziiglich der Oper tory&rgg};copologie) von
Fredholm-Operatoren immer noch Fredholm sind. Theoreméfﬁ zeigt, dass der Index
sich bei solchen Stérungen nicht dndert.

(2)

5.2. Meromorphe Fortsetzung von Operatoren.

6. Beurling—Deny-Kriterien

Ist H ein positiver, selbstadjungierter Operator, so gibt es ein besonders einfa-
ches Kriterium, dass H auf L?(M,du) (wobei p ein o-endliches Mafisein soll) eine
positiv-erhaltende Halbgruppe e *# fiir ¢t > 0 erzeugt.

Satz 6.1 (Beurling-Deny-Kriterium I). Sei H > 0 ein selbstadjungierter Ope-
rator auf L*(M,du). Wir setzen (¢, H) auf ganz L* fort, indem wir (¢, H) = oo
fiir alle ¢ ¢ Q(H) setzen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

a) et st positiv-erhaltend fiir alle t > 0.

b) (Ju|, H |u|) < (u, Hu) fiir alle u € L?.
c) et erhilt die Realitit und es gilt (mit uy (x) := max{u(z),0})

(ug, Huy) < (u, Hu) (6.1)

ftir alle reellwertigen u € L2.
d) e ' erhdlt die Realitit und es gilt (mit u_ :=uy —u)

(U+,H’U,+)+(U_,HU_) < (U,HU) (62)
ftir alle reellwertigen u € L2.

BEWEIS. Wir zeigen a) = b) = a). Die Beweise a) = d) und ¢) = a) gehen
analog.

a) = b): Mit unserer Konvention fiir die Erweiterung von (-, H-) auf ganz L2
ist zunéchst

(u, (1 —e ")) .

(u, Hu) = %51(1) ” (6.3)
Per Voraussetzung ist e~ u| < e~ |u|, weshalb
(u, e u) = Jle™ 20|l < [le™ 2 [ul|* = (ful, e Jul). (6.4)

Da (Jul, [u]) = (u,u) ist, haben wir
(u, (€™ = D)u) < (Jul, (™" — 1) |ul) (6.5)

und die Behauptung folgt aus der obigen Darstellung von (u, Hu).

b) = a): Angenommen, u ist eine positive Funktion und a > 0. Sei w :=
(H 4 a)"'u und definiere Q(p) := (¢, Hp) + a(yp, p) auf ganz L?. Dann bemerkt
man zunéchst, dass fiir ¢ € D(H) und alle v

Qe +v) = Q(p) + Q(Y) + 2Re((H + a)p, ¥) (6.6)
gilt. Ist Re(v) > 0, so ist
Q(w +v) = Q(w) + Q(v) + 2Re(u, v) = Q(w) + Q(v). (6.7)

Anders ausgedriickt: erfiillt ¢ := w4 v Re(p) > Re(w), so ist Q(¢) > Q(w) und es
herrscht nur dann Gleichheit, wenn ¢ = w. Per Voraussetzung ist Q(jw]) < Q(w).
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Da Re(|w|) > Re(w), folgt |w| = w, das heifit w > 0. Damit ist (H + a) ™! positiv-
erhaltend fiir alle a > 0. Nach Satz [NOCH EINFUEGEN] (e~ ist genau dann
positiv-erhaltend fiir alle ¢ > 0, wenn (H + a)~! fiir alle a < info(H) positiv-
erhaltend ist) folgt, dass auch die Halbgruppe positiv-erhaltend ist. [

BEISPIEL 6.2. Kriterium d) impliziert, dass eine endlichdimensionale, positiv-
definite Matrix genau dann eine positiv-erhaltende Halbgruppe erzeugt, wenn all
ihre Auflerdiagonalelemente negativ sind.

BEISPIEL 6.3. Man kann (auch ohne die Trottersche Produktformel) direkt
sehen, dass Hy+V, als Formsumme aufgefasst, eine positiv-erhaltende Halbgruppe
erzeugt, wenn Hj eine positiv-erhaltende Halbgruppe erzeugt und V ein positiver
Multiplikationsoperator ist. Ist Q(Hy) = Q(H), so gilt Kriterium b) genau dann
fiir Hy, wenn es fiir H gilt.

BEISPIEL 6.4. Die Dirichlet- und Neumann-Laplace-Operatoren erfiillen Kri-
terium b) und erzeugen daher ebenfalls positiv-erhaltende Halbgruppen. Anders
ausgedriickt sind die Kerne ihrer Resolventen, also die Greenschen Funktionen, po-
sitive Funktionen.

Als Nichstes stellen wir ein Kriterium vor, aus welchem folgt, dass e *# eine

Kontraktion auf allen LP-R&umen ist und die Positivitit erhéilt.

SATZ 6.5 (Beurling—Deny-Kriterium IT). Sei H > 0 selbstadjungiert und erzeu-
ge eine positiv-erhaltende Halbgruppe auf L?(M,du). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) e tH st eine Kontraktion auf allen LP(M,du) fiir alle p und alle t > 0.
b) e tH ist eine Kontraktion auf L>=(M,dy) fiir alle t > 0.
¢) Fiir alle f >0 ist

(min{1, f}, Hmin{1, f}) < (f, Hf). (6.8)
d) Sei F : C — C eine beliebige Funktion, die |F(x)| < |z| und |F(x) — F(y)| <
| — y| erfillt. Dann gilt
(F(f), HF(f)) < (f, Hf) (6.9)
fiir alle f € L2.
BeEwEIs. Wir zeigen ¢) = b) und a) = d). Die Implikation b) = a) folgt
(mehr oder weniger) aus Dualitéit und d) = ¢) folgt, da F(z) := min{Re(z),1} die

Bedingungen an F erfiillt.
¢) = b): Wir fixieren v € L? mit 0 < u < 1 und definieren

V() := (v, Hv) + ||u — v||* = (v, (H + 1)v) + |[u]|* + 2Re(u, v). (6.10)
Sei R:= (H +1)~!, dann ist ¢(Ru) = |Ju||* — (u, Ru) und
((Ru—wv),(H+1)(Ru—v)) = (u, Ru) + (v, (H + 1)v) — 2Re(u, v). (6.11)
Damit hat man
Y(v) = ¢Y(Ru) + ((Ru — v), (H + 1)(Ru — v)). (6.12)

Man sieht, dass 1(v) genau dann minimiert wird, wenn v = Ru gewihlt wird. Da
u < 1 ist, ist

[(u = min{v, 1})(z)] < [(u —v)(z)] (6.13)
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und dank der Voraussetzung dann auch (min{v, 1}, H min{v,1}) < (v, Hv), wenn
v > 0 ist. Damit ist
(min{Ru, 1}) < ¢(Ru). (6.14)

Da ¢ durch Ru minimiert wird, haben wir min{Ru,1} = Ru, das heiit Ru < 1.
Damit ist R eine Kontraktion auf L>°. Analog erhilt man, dass auch (1 + eH)™?
eine Kontraktion auf L> fiir alle € ist. Damit ist auch e™* = lim(1 + tH/n)™"
eine Kontraktion auf L.

a) = d): Wegen der Darstellung (u, Hu) = lim;_,o ¢~ ![(u, (1 — e *#)u)] miissen
wir lediglich

(F(f), (1 =e ™)F(f)) < (f,(1 —e")f) (6.15)
fiir alle t > 0 zeigen. Sei dazu K ein endlichdimensionaler Unterraum von L?(M, du)
von Funktionen der Form 1" | a;xa,, wobei die {A4;}7; disjunkte Mengen endli-
chen Mafes sind. Die Menge solcher K’s ist diskret, wenn wir die Ordnungsrelation
durch K’ > K genau dann, wenn K C K’ definieren. Ist P(K) eine Projektion auf
K mit s —limg P(K) = 1, so geniigt es zu zeigen, dass

(F(PE)f), (1= e "™ F(P(K)f)) < (P(K)f,(1 = e "™)P(K)[) (6.16)
fiir alle K. Sei dazu

bij = (xa, (1= e ")xa,), (6.17)
dann gentiigt es
ZF ;) F(a;)b; < Zazaj ij (6.18)
ij

zu zeigen. Sei \; = (XAiaXAi) und a;; = (xa,,¢ ¥ x4,). Dann sind die a;; > 0
tHXAJ.Hl < )\j ist (e7* ist eine L!'-Kontraktion),

haben wir

D aij < A (6.19)

Sei nun noch m; = A; — >~ a;; > 0, dann ist b;; = A\;d;; — a;;, weshalb

Zzzjbla Zaw‘zz ZJ| +ij|zj| (6.20)
iJ

1<j

Aus dieser Darstellung folgt dann die Behauptung. (I

BEISPIEL 6.6. Man sieht, dass die Dirichlet- und Neumann-Laplace-Operatoren
kontrahierende, positiv-erhaltende Halbgruppen auf allen LP erzeugen.

7. Unique continuation Sitze fiir Schrédinger-Operatoren

U

Fiir eine erste Zusammenfassung der Liter, ratr siehe Sé%lﬁs otizen,
arrigue201 ’Garrjue arr ue
Moderne Entwicklungen von Garrigue [Garl8, (Garl9, (Gar20 ;lc cp
ormander1985II1
Systeme. Klassische Theoreme finden sich beispielsweise in H'c')rmander Horss!
Theoreme 17.2.1 und 1.2 6Jn§}a1f1£g I(E rleman- Abschatzungen aufbauend [HOra3. =~ 1087
Proposition 14.7.1] und F]0r85 Proposition 17,2 oviqgslgemg Ruiz—Sogge }KRS‘Sli
Corollary 3.1] auf L?- -Carle: ean—ﬁjggchéitzung ei@ag? 51 3. 1] aufbauend,
sowie Jerison—Kenig f , der die Grundlage von H\ omangwi%ungen
in Abwesen%eit von pasitiven Eigenwerten z.B. in Hormander [H6r83) Theorem

ormander
14.7.2] und [H6r85[ Theorem 17.2.8]
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7.1. Reed—Simon folgend.

SaTz 7.1 (weak unique continuation). Sei V' eine Funktion auf R™, sodass

(i) V ist relativ —A-beschrdnkt mit —A-Schranke < 1 und
(i) es gibt eine abgeschlossene Menge S mit Maf$ Null, sodass R™ \ S zusam-
menhingend ist und V' auf jedem Kompaktum von R™\ S beschrdinkt ist.

Sei H = —A+V und Hu = Eu fiir ein E und u € L?. Angenommen, u verschwindet
auf einer offenen Teilmenge von R™, so verschwindet u identisch.

Im Folgenden werden wir eine stéirkere Version (nur fiir n = 3 allerdings) zeigen.

SATZ 7.2 (strong unique continuation). Sei u € Hp ., das heifit ou € D(—A)
fiir alle ¢ € C°(R™). Sei D C R™ offen und zusammenhdngend und u erfiille

| = Au(z)| < Mlu(z)| (7.1)

fast tberall in D. Verschwindet u in einer Umgebung eines einzelnen Punktes xo €
D, so ist u|p =0.

Der Beweis beruht auf der Abschitzung
/|x| )2 d < 34/\x| CAf[da (7.2)

fiir alle @« € R und f € C* mit supp(f) C {z : 0 < |z| < R}. Fiir den Beweis der
Ungleichung fiithren wir eine Partialwellenzerlegung von f durch, das heifit

(@)=>" fe,m(m)yz,m(%) (7.3)

l,m

und beweisen ein Analogon dieser Ungleichung in jedem einzelnen Kanal.

LEMMA 7.3. Sei f € C*(R) mit supp(f) € (0,1). Fir £ € Ny definieren wir

K(Ex—f— 1) f (7.4)

f// +

Dann gilt fir alle o € R

1 41 1 )
| f()Pde < & / 2 |gel? da. (7.5)
/0 320+ 1

BEWEIS. Fiir festes ¢ € Ny sei D der formale Differentialoperator — dz2 + Z(HU .

Dann ist formal Dhy = Dh_ = 0 fiir hy (x) = 21 und h_(z) = 27%. Da f( )
f(1) =0, integrieren wir [ fDhy = 0 partiell und folgern

1
/ ge(z)h(z)dz = 0. (7.6)
0
Dann behaupten wir

hy(x)A(x) + h_(x)B(z)

flz) = ST (7.7a)
1 x
Alz) = / 9Wh-(y)dy B(z) = / 9(y)h(y)dy (7.7b)
T 0
wobei g = gy. Sei dazu F(z) := (I)A(?ahl @BE®) qann ist DF = g, da hyh’ —

h! h_ = 20+ 1 und der Tréger von F' wegen fo ge(x)h(z)dxz = 0 strikt in (0,1)
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enthalten ist. Da D(F—f) = 0 und F— f = 0 nahe dem Ursprung ist, folgt F—f =0
wegen der Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen.
Als Néchstes behaupten wir, dass fiir alle 8

1
1])33’8| S/ ’xﬁh,(x)g(x)’ dz (7.8a)

0

1
)xﬁ| §/ ’x5h+(x)g(:c)|dx. (7.8b)

0

gelten. Angenommen zunéchst 8 > 0. Dann ist
1 1

A@a?| <o [y el < [ 0 el (79

Ist 8 < 0 schreiben wir A um und verwenden fol ge(x)h(z)dx = 0, sodass

A@a?| <2 [y P h-igl v < [ bWy (1.10)
0 0
Die Abschitzung fiir B folgt analog. Insgesamt haben wir also
|x2+ZA | + ‘xz 1Bz )|)
(204 1)2

2@+1 (/ |25 g(a ) (%il)/l a|g(x)|? da.

Insbesondere ist

! 2 ! 4 ! o 9
/Ox |f(2)] dx:/o sz(x)deW/o % |g(z)]” dz. (7.12)

H(z) =2 |f(2)|” <

(7.11)

Die Abschitzung
4
[lal 1@ Pas < g [ lal” |-af o

folgt aus diesem Lemma durch die Partialwellenzerlegung und Summation iiber /.
Folgende Verallgemeinerung ist elementar.

LEMMA 7.4. Sei h € H%(R3®) und h verschwinde auferhalb einer kompakten
Teilmenge der um a € R® zentrierten, offenen Kugel {x : 0 < |z —a| < R}. Dann
151

/|:c—a| 2)|dz < R4/\xfa\ |—Ah(z)|” dz (7.13)
fiir alle o € R.

BEWEIS. Folgt fiir h € C°(R3) aus der obigen Abschiitzung, indem man y =
£=% ersetzt. Approximation fiir alle h € D(—A) zeigt das Lemma. O

LEMMA 7.5.
theorem:7.2 . .
BEWEIS VON SATZ if:?[ Fir x € D C R"™ definieren wir

R, —mm{( M2) 1/4,%dist(x78D)}.
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7.2. Hormander, Kenig, Ruiz, Sogge folgend.
7.2.1. Carleman-Abschditzungen.

BEHAUPTUNG 7.6. Sez‘en A, 7 >0, dann gilt

/|u| M /| A+ NuPlet dz, e PR 0).

Die Aussage ist offenbar dann interessant, wenn 7 — oo, da dann der Vor-
faktor auf der rechten Seite verschwindet. Typischerweise erfiillen Streuzusténde
von Schrédingergleichung (1 + |#|)7u € H! fiir alle 7 > 0. Interessant hierbei ist
auch, dass auf der rechten Seite |x|?T7, statt, wie man aus Homogenitétsgriinden
erwarten konnte, |z|**7. Der Grund hierfiir ist, dass “alle Ableitungen weggeworfen

werden”, siehe auch den Beweis.
ormander1983

BEWEIS. Siehe Hormander [[H6r83] Proposition 14.7.1]. (I

. . . .. [Kenigetall987
SATZ 7.7. Sei d > 3 und P(D) ein quadratischer Operator wie in h

(2.B. —A oder —A + 9} etc.) sowie 1/p —1/p' = 2/d. Falls v €271, dann gilt fiir
alle X € R und u € CX(RY), dass
1 | < [l P(Dyul| o

A X . enicetall987 . X
BeEWwEIS. Siehe Kenig-Ruiz—Sogge [KRS87, Theorem 3.1]. Folgt im wesentli-

chen sofort aus der gleichméBigen Sobolewungleichung ||ul|;,» < [[(P(D) — z)u| e
fir alle z € C\ Dy(1).

7.2.2. Unique continuation.

Satz 7.8 (Strong UCP). Seip(x, D) =Y ajx(x)D; Dy ein elliptischer Operator
in einer zusammenhdngenden Umgebung X wvon 0 sodass a;i(0) reell ist, aji ist
stetig in X und Lipschitz-stetig in X \ 0 und |a},| < Clz|~ 49 fiir ein 6 > 0.
Angenommen weitef}, dass

e P,(0,D) = Z\al —m @a(0)D* elliptisch ist und

o fiir einp € (1,00) es gilt, dass aq € Ld/(m oD wenn m— la| < d/p, aq €
LYY fiir ein e > 0, falls m —|o| = d/p und aq 6 LY, falls m—|a| > d/p.

Falls D°u € L}, wenn |af <1 und
p(z, Dyul <€ 3 JalHe=2 Do
o<1

/|< lul> = O(N), e—0

fiir alle N > 0, dann muss u =0 in X sein.
ormander1985II1

BEWEIS. Siehe Hormander [H6r85) Theorem 17.2.6]. O
Kenigetall987
SATZ 7.9. Sei d > 3 und P(D) ein quadratischer Operator wie in h

(2.B. —A oder —A + 9} etc.) sowie 1/p —1/p' = 2/d. Angenommen V € L%? und
u sei auf einer Halbebene getragen und erfille die Schrodinger-Ungleichung

|P(D)u| < |Vul.
Dann muss u = 0 sein.
. . . enigetal 1987
BEWEIS. Siehe Kenig—Ruiz—Sogge H(KR’SW,TBIOHary 3.1]. ]
Hormander1985IT1

ISiehe auch die Annahmen h or
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7.2.3. Abwesenheit positiver Eigenwerte.

SATZ 7.10. Angenommen wu lost die Schriodingergleichung
(A =V)u=Mu

fiir ein X > 0, wobei |V (x)| < C/|z|. Falls (1+ |z|)" D% € L? fiir alle 7 > 0, wann
immer |a] <1, dann muss u =0 sein.
ormander1983

BEWEIS. Sieche Hormander [Hor83 Theorem 14.7.2]. O
SaTz 7.11. Sei p(x,D) = > aji(x)D;Dy ein elliptischer Operator in einer
zusammenhdngenden Umgebung X von 0 sodas
o a;;(0) reell und aji sind Lipschitz-stetig sowie

laju(@) = 06| < Cla[™'7° und  |afy(x)| < Claf 77

in einer Umgebung von Unendliclﬂ,
P, (0,D) = Z\@I:m aq(0)D* elliptisch ist und

e fiir einp € (1,00) es gilt, dass an € L?O/C(mflal), wenn m—|a| < d/p, ay €

LYY fiir ein € > 0, falls m —|a| = d/p und a, € LY, falls m — |a| > d/p.

Angenommen (1 + |z|)" D% € L?(X) fiir alle 7 > 0, wann immer |a| < 1. Falls
A >0 und

|p(x, D)u — Mu| < Clz|™! Z |DY|, zeX

o<1
gilt, dann muss u =0 sein.
. B ormander1985II1
BEWEIS. Siche Hérmander [H6r85] Theorem 17.2.8]. O

2+ . Hormander1985I11
Siehe auch die Annahmen [H6r85 S. 4].

3Das bedeutet, dass sich p(z, D) = > a;x(x)D; Dy, an —A im Unendlichen annihert.
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Spektralsatz fiir unbeschrinkte selbstadjungierte
Operatoren

1. Stieltjes-Mafle

mrein2009
cacVig fplgen Amrein H;A mr09, Kapitel 4] (insbesondere Abschnitt 4.1) und Teschl

HFI es14l Abschnitte 3.2-3.3 und Anhang A].

1.1. Definitionen und Beispiele. Sei F' : R — R eine beschrinkte, monoto-
ne Funktion. Da jede nicht-fallende oder nicht-steigende Folge reeller Zahlen einen
Grenzwert hat, existieren alle folgenden Grenzwerte

F()\—O).—P\r"r(l)F()\—e), F()x-i-O).—ll\Ij(l)F()x-kﬁ) o

F(—0):= lim F(\), F(o0):= lim F(\). .

A——o00 A—00

Falls F bei A € R stetig ist, gilt F(A —0) = F(A+0) und falls F' bei A nicht stetig
ist, dann ist F'(A — 0) # F(A + 0). Wir verwenden die Konvention, dass, wenn F'
bei A nicht stetig ist, dann setzen wir den Wert von F' bei A als den Wert, der
angenommen wird, wenn A von rechts angenihert wird, sprich F'(\) := F(A + 0).
(Man hétte auch die andere Wahl F'(A) := F(A—0) oder die symmetrische Variante
F(\) = (F(A+0)+ F(A—0))/2 withlen kénnen.) Mit dieser Konventionen werden

unsere Funktionen immer rechtsseitig stetig sein.

LEMMA 1.1. Sei I C R ein Intervall und f : I — R monoton. Dann gelten
folgende Aussagen.
(1) Seixg € I. Wenn xo # inf I, dann existiert f(xo—0) = limy_,,, f(z) und
es gilt f(xo—0) < f(xo) falls [ steigt und f(xo—0) > f(xo) falls f fillt.
(2) Seixy € 1. Falls zg # sup I, dann existiert f(xo+0) = limg_,, f(2) und
es gilt f(xo+0) > f(xo) falls f steigt und f(xo+0) < f(xo) falls [ fillt.
(3) Eine monotone Funktion kann hichstens Sprungstellen haben und ist sonst
stetig.
(4) Die Menge aller Stellen, an denen f nicht stetig ist, ist abzihlbar. Insbe-
sondere hat f hochstens abzdhlbar viele Sprungstellen.

BEWEIS. (1) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
f steigt. Wenn I > mg # infI, soist {x € [ : & > xo} # 0 und somit
auch {f(z) : I > > o} # (). Insbesondere ist die Menge nach unten
durch f(xg) beschrinkt, da f steigt. Insbesondere erfiillt « := inf{f(z) :
I > 2 > zy} die Ungleichung o > f(x0). Wir behaupten a = f(zo + 0).
Sei dazu € > 0 gegeben. Dann folgt aus der Definition des Infimums als
der grofiten unteren Schranke, dass es x1 € I mit z; > z( gibt, sodass
a < f(z1) < a+e Sei §d = xy — x0, sodass 6 > 0. Wenn =z € I und

273
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o < x < 29+ =x, dann ist a < f(z) < f(x1) < @+ €, womit die
Behauptung gezeigt ist.

(2) Analog wie (1).

(3) Folgt aus (1) und (2).

(4) Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit I = [a, b] fiir —co < a < b < 0.
(Jedes Intervall kann als abzihlbare Vereinigung von geschlossenen und
beschrankten Intervallen konstruiert werden. Da die abzéhlbare Vereini-
gung von abzéhlbaren Mengen wieder abzéhlbar ist, geniigt es die Aus-
sage fiir solche Intervalle zu zeigen.) Sei weiter ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit f monoton steigend. Fiir n € N sei D,, := {z € (a,b) :
f(zn+) — f(xn—) > 1/n}. Sei ferner D die Menge aller Stellen, an denen
[ nicht stetig ist. Da f lediglich Sprungstellen hat ist D = |J,,cy Dy Fiir
festes n sei D,, = {z1, ..., x,- }. Wir zeigen dann, dass r < co. Angenommen
wir hdtten die Punkte so gewihlt, dass a < 1 < ... <z, < b. Sei yg = a,
yr =0bund fur 1 <k <7 —1sei yr € (xk,Tr+1) Dann gilt fur 1 <k <7,
dass f(zr +0) < f(yx), da yx > z und f(xx +0) = inf{f(x) : = >
oy }. Ahnlich erhilt man, dass f(xr — 0) > f(yr_1), da yp_1 < xp und
f(zr —0) =sup{f(z) : < x}. Daraus folgt

=< Y (Flan+0) = Flar—0)) < 3 () — Flyir)
k=1 k=1
= J(y) = Flyo) = 1(b) = f(a).

Das zeigt r < n(f(b)— f(a)) und damit, dass die Menge D,, endlich ist. Da
abzéhlbare Vereinigungen endlicher Mengen wieder abzéhlbar sind folgt,
dass D abzihlbar ist. (Die Funktion kénnte auch nicht-stetig bei a oder
b sein, was die Menge der Sprungstellen aber immer noch abzahlbar sein
ldsst.)

O

In diesem Abschnitt befassen wir uns hauptsiichlich mit Borel-Stieltjes-MaBen[l]
Die Strategie zur Konstruktion solcher Mafle ist wie folgt: Wir beginnen mit der
Algebra der endlichen Vereinigungen disjunkter Intervalle in R und definieren ein
Maf u fiir solche Mengen als die Summe iiber die Intervalle. Dies liefert uns bereits
ein Pramafl. Wir erweitern dies dann zu einem dufleren Maf} auf R und zeigen dann,
dass die Restriktion auf Borelmengen ein Ma$ ist.

Wir versuchen als Erstes p fiir Intervalle zu definieren. Fiir jedes Borelmaf$l auf
B konnen wir die zugehorige Verteilungsfunktion

_/1’((%0})7 -T<07
wx) =40, x=0, (1.2)
M((va])a x>0,

definieren, welche rechtsseitig stetig und nicht-abfallend ist.

1Ein Ma8 w auf der Borel-o-Algebra B(X) einer gegebenen Menge X heifit Borelmaj$, wenn
w(K) < oo fiir jedes Kompaktum K € B(X)
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BEISPIEL 1.2. Die Verteilungsfunktion des bei Null zentrierten Dirac-Mafles ist

<0,

~1,
“(x):{o, z=0.

Fiir ein endliches Maf} kann man alternative die Normierung fi(z) = p((—o0, z])
verwenden. Die so erhaltene Verteilungsfunktion unterscheidet sich von obiger De-
finition nur durch die Konstante p(x) = fi(x) — p((—o0, 0]).

Wir versuchen nun zu verstehen, wie man aus einer nicht-abfallenden Funktion
F :R — R ein Maf} erhalt.

DEFINITION 1.3. Angenommen F': R — R erfiillt
(1) F ist monoton nicht-fallend, sprich A > p impliziert F(\) > F(u),
(2) F ist rechtsseitig stetig, sprich F(A) = F(A+ 0) fiir alle A € R und
(3) F(—o0) =0und p := F(+00) < 0.
Das zu F gehorende Borel-Stieltjes-Mafs m* ist dann fiir @ < b durch

m* ((a,b]) = F(b) — F(a) = Variation von F auf (a,b]. (1.3)

definiert. Insbesondere ist m* ({a}) = F(a + 0) — F(a — 0).

Wir bemerken, dasgs %Fg{a}) = 0 genau dann, wenn F(z) bei = a stetig ist.
Wegen Lemma il i kann es nur eine abzéhlbare Menge von Punkten a; € R geben,
fiir die m% ({a;}) > 0 ist.

BEMERKUNG 1.4. Obige Definition hitte durch

F(b+0)—F(a+0), I=(a,b],

mF (1) = Fb+0)—F(a—0), I=1a,b], (1.4)
Fb—0)—F(a+0), I=(ab), '
Fb-0)—F(a—0), I=1la,b)

e e . . . eschl12014
prézisiert werden konnen, siehe auch [Tes14l'S, 299].

Per Voraussetzungen an F ist m! ((a,b]) € [0,p]. Weiterhin ist m! sigma-
additiv auf der Familie aller halboffenen Intervalle; sind beispielsweise (a,b] und
(b, ] zwei (benachbarte) Intervalle, dann ist m'((a, c]) = m¥ ((a, b]) + m*((b, ).

Angenommen V ist eine allgemeine Borelmenge, die durch V C |J, Ji eine
Familie von halboffenen Intervallen {Jj} iiberdeckt wird, dann ist

F . F
m* (V) = inf m* (Jr),
V) {Jk} = (1)

wobei das Infimum iiber alle méglichen Uberdeckungen {Ji} von V genommen
wird.
Da per Voraussetzung p < oo, ist m? ein endliches Maf}, denn

mF< O (k,k—|—l]> = i m" ((k,k +1])

k=—oc0 k=—oc0

m” (R)

> [F(k+1) = F(k)] = F(00) — F(—00) = p < 0.

k=—o00

eq:defmf2
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-defmf -defmf2
LEMMA 1.5. Die Intervallfunktion p, die in mw. @%@nieﬁ ist,

erzeugt ein eindeutiges o-endliches Primafl auf der Algebra A der endlichen Ver-

etnigungen disjunkter Mengen.
esch12014

BEWEIS. Siehe Teschl [Tes14] Lemma A.2]. O

Dieses Pramaf ist insbesondere ein Pramaf} auf der Algebra der endlichen Ver-
einigungen von Intervallen. Wir haben folgende Eindeutigkeitsaussage zur Erweite-
rung dieses Pramafles zu einem Maf3.

SATZ 1.6. Fir jede nicht-fall gf%? Funktion F' : R — R gibt es ein eindeutiges
Borelmaf i, welches m* in erweitert. Zwei unterschiedliche Funktionen I}
und Fs erzeugen dasselbe Maf$ genau dann, wenn Fy} — Fs abseits von Unstetigkeits-

stellen konstant ist.
eschl12014

BEWEIS. Siehe Teschl [TesI4, Theorem A.3]. O

Schliellich ist es interessant zu wissen, dass die bisherige Diskussion auch um-
gekehrt werden kann. Angenommen m ist ein Borel-Maf3 auf der Sigma-Algebra Apg
der reellen Zahlen. Dann gibt es eine eindeutige Funk jon I ggg§t1/;eg“teilungsfunktion
von m), die die drei Eigenschaften aus Definition %meren zugehoriges
Borel-Stieltjes-Mal m’ mit m iibereinstimmt, sprich es gilt m(V) = m (V) fiir
alle ¥V € Ap. Man rechnet leicht nach, dass die Funktion

F(A) = m((—00, )

alle gewiinschten Eigenschaften erfiillt.
An dieser Stelle machen wir die folgende wichtige

DEFINITION 1.7. (1)Sei (X, X, 1) ein Mafiraum. Eine Menge A € ¥ heifit Trdger
von p, wenn p(X \ A) = 0.

(2) Wenn X ein topologischer Raum ist und ¥ = B(X) die Borel—a—AlgebraE|
von X ist (also die o-Algebra, die durch alle offenen Mengen erzeugt wird), dann
ist der (topologische) Triger von p durch

supp(p) = {z € X : u(O) > 0 fiir jede offene Umgebung O von z} (1.5)
gegeben.

(3) Fiir X = R und zugehorigem Borelmaf 11 bezeichnet man den topologischen
Trager auch als die Menge aller Wachstumspunkte von p, die durch

o(p) :=supp(pu) ={AeR: pu((A—€e,A+¢)) > 0 fiir alle e > 0} (1.6)
gegeben ist. o(p) wird auch als Spektrum von p bezeichnet.

BEMERKUNG 1.8. Man zeigt leicht, dass das Spektrum ein Trager von p ist,
sprich u(R\ o(p)) = 0. Tatsichlich igf, dies gerade der topologische Tréiger o(p) =
supp(p), der beispielsweise in [Tes14l Formel (A.7)] definiert wird.

BEMERKUNG 1.9 (Der Triger ist nicht eindeutig). Wir bemerken, dass der
Trager eines Mafles in der Regel nicht eindeutig ist. Als Beispiel betrachten wir
X =R, ¥ = B (die Borel-o-Algebra) und p = A das Lebesgue-Mafl. In diesem
Fall ist supp(s) = R. Allerdings hat jeder einzelne Punkt Lebesgue-Maf§ Null,
sprich A{z} = 0 fiir jedes € R. Wegen o-Additivitit hat auch jede abzdhlbare
Vereinigung von Punkten verschwindendes Lebesgue-Maf. Dies zeigt aber, dass jede

2Mengen in der Borel-o-Algebra werden Borelmengen genannt.
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Menge in B deren Komplement abzéhlbar ist, ein Trager von A ist. Tatséchlich gibt
es sogar iiberabzidhlbare Mengen mit Lebesgue-Mafl Null, siehe die Cantor-Menge
weiter unten! Dies zeigt, dass ein Tréger sogar iiberabzéhlbar viele Punkte vergessen
konnte!

Aus diesem Grund definiert man den Triger eines Borel-Mafles auf R im All-
gemeinen stattdessen durch

supp(dp) ={z € R: p(z —¢€) < p(z +¢€),¥e > 0}. (1.7)

Wir haben hierbei du statt p geschrieben, um hervorzuheben, dass wir am Trager
des Mafles du interessiert sind, welches vom Triger der zugehorigen Verteilungs-
funktion p(z) verschieden ist.

Wir besprechen nun einige Beispiele, die (in einem gewissen Sinne) die ex-
tremst moglichen Eigenschaften allgemeiner Borel-Mafle darstellen. Die ersten drei
Beispiele sind klassisch fiir Mafle, von denen wir sagen werden, dass sie reine Punkt-
mafe sind. Im Anschlufl geben wir ein Beispiel fiir ein absolut stetiges Mafl und
abschlielend eines fiir ein singuldr-stetiges Maf.

BEMERKUNG 1.10. In der Konstruktion von Stieltjes-Maflen ist es sehr wichtig
mit halboffenen Intervallen (a,b] zu beginnen. Im Gegensatz zum Lebesgue-Maf}
kann das Stieltjes-Maf} von (a, b) verschieden von dem von (a, b] sein, wie das erste
Beispiel zeigt, wo m%((0,2)) = 1/2, aber m¥'((0,2]) = 1/(1-2) +1/(2-3) = 2/3.

BEISPIEL 1.11 (Diskretes Maf 1). Unser erstes Beispiel ist ein diskretes Maf.
Sei dazu

POy = {0 fiir A < 1 | 18)

oy fir e[k k+1)

Offenbar ist F' eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion mit Sprungstellen bei \ €
N. Daraus folgt, dass das zugehérige Ma m!" nur bei diesen Sprungstellen getragen
isﬂ sprich m¥' ({A\}) = 0, wenn A ¢ N und m({A\}) =n/(n+1) - (n—1)/n =
1/[n(n+1)], wenn A = n € N. Dementsprechend gilt fiir eine allgemeine Borelmenge
Va

1

neVNN

und insbesondere m!" (V) = 0, wenn VNN = (). Mafie von diesem Typ heifien diskrete
Mape, da sie nur auf einer diskreten Teilmenge (sprich isolierten Punkten) von R
getragen sind.

BEISPIEL 1.12 (Diskretes Mafl 2, Dirac-Mafl). Wir betrachten nun einen wich-
tigen Spezialfall des vorigen Beispiels, wo

0 fiir A\ <0
1 fir A\ >0

die Heaviside-Funktion ist. In diesem Fall ist der Triiger von m’ gerade {0} und
m¥ (V) =1 genau dann, wenn V N {0} # (). m¥" heiBit Dirac-Map.

3An allen anderen Stellen ist F' ja konstant, sprich F(b) — F(a) = 0 fiir a,b € [k, k + 1).
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BEISPIEL 1.13 (Reines Punktmafl). Schlielich verallgemeinern wir noch das
erste Beispiel. Wir betrachten stetige Funktionen F', die nur bei abzidhlbar vie-
len, nicht notwendigerweise isolierten Punkten {\;},cn springt. Sei beispielsweise
{rj}jen eine Aufzéhlung der rationalen Zahlen im Intervall (0, 1) und sei

F(y) =Y 277,
Tj S)\
Offenbar ist FI(A) = 0 fiir A <0, F(A) = > .5, 277 =1 fiir A > 1 und F springt
nur bei den rationalen Zahlen r; in (0,1) mit Sprunghdhe 277, Dementsprechend
ist das zugehorige Borel-Maf3 durch

mf (V)= 3 mF({r}) = 3 2

r; €V ri€V

gegeben und nur auf den {r;};en getragen.
Borel-Mafe, die nur auf abzihlbar vielen Punkten (die nicht isoliert voneinan-
der sein brauchen) werden reine Punktmafe oder atomare MajfSe genannt.

BEISPIEL 1.14 (Absolut-stetiges Maf}). Sei F' eine stetige Funktion, dann hat
jeder Punkt in R m’- (und Lebesgue-)Mafl Null. Da A € (X — ¢, A] fiir jedes € > 0,
ist m¥({\}) < F(\) — F(X\ — ¢) fiir jedes € > 0. Da aber F stetig ist, verschwindet
die rechte Seite fiir ¢ — 0, sprich m? ({\}) = 0 fiir alle A\ € R. Das zeigt, dass
mt nich.t auf Pun'kten geﬁrgge%ggbr]gigtgeiiggsel fiir eine stetige Funktion F' 7'die
den Bedingungen in Definition [I.3] geniigt, ware F'(\) = + + 7 Larctan()). Diese
Funktion ist zudem absolut stetig, sprich sie ist, da sie auch monoton nicht-fallend
ist, zudem Lebesque-fast diberall differenzierbar mit einer Ableitungsfunktion F’ €

L'(R) und es gilt

m® ((a,]) = F(b) — F(a) = /JC F/OV) d
bzw. allgemeiner

mF = / .
V) /V F/O) dA

Das Ma m® (V) = 7~ [},(1+X?)~! dX ist ein Beispiel fiir ein absolut-stetiges Maf
auf R.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Eigenschaft, dass die Borel-Funktion F
absolut-stetig ist, kritisch ist, da (monoton nicht-fallende) Funktionen, die lediglich
stetig sind, im Allgemeinen nicht durch ein unbestimmtes Integral ausgedriickt
werden konnen. Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die Cantor-Funktion, um die es
im kommenden Beispiel geht.

BEeIspIEL 1.15 (Cantor-MaB, singuldr-stetiges Mafl). Die Cantor-Funktion F :
R — [0,1] ist eine stetige nicht-fallende Funktion, die an jedem Punkt auflerhalb
der Cantor-Menge CE| differenzierbar ist und damit Lebesgue-fast iiberall differen-
zierbar ist mit Ableitung gleich Null, sprich F/(\) = 0 fiir alle A ¢ C. Damit ist
unmoglich F' das Integral ihrer Ableitung (welches Null wiire), da F/(—oo) = 0 und
F(+00) = 1, siehe auch die folgende Abbildung.

4Sprich an den Punkten in den Liicken der Cantor-Menge, welche dicht in R sind.
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ABBILDUNG 1. Die Cantor-Funktion
Die Funktion erfiillt

fir A <0
firA>1
fiir A € (1/3,2/3)
fiir A € (1/9,2/9)
fiir A € (7/9,8/9)

ﬁj
—~
>
S—
Il
S S I )

und die Werte F'(\) fiir A € C sind durch Stetigkeit der Funktion gegeben. Ins-
besondere sieht man, dass mf nur auf der Cantor-Menge, einer Borel-Menge mit
Lebesgue-Mafl Null, getragen ist. Daher ist das Cantor-Maf} ein Beispiel fiir ein rein
singuldr-stetiges Maf$. Dies ist ein Maf3, welches
(1) m((—o0,A]) = F(\) mit stetigem F erfiillt (sprich es gibt keine Masse auf
Punkte) und
(2) auf einer Borel-Menge mit Lebesgue-Mafl Null getragen ist.

Wir werden solche Mafle spéter genauer diskutieren. Die Cantor-Funktion ist ein
Beispiel fiir eine rein singuldr-stetige Funktion, also eine Funktion ®, welche
(1) stetig ist,
(2) auf dem Komplement einer Lebesgue-Null-Menge C' differenzierbar ist und
(3) deren Ableitung @’ auf R\ C exakt verschwindet.

BEISPIEL 1.16 (Cantor-Menge). Die Cantor-Menge ist ein Beispiel einer ab-
geschlosBenen Menge von Lebesgue-Mafl Null. Man konstruiert sie wie folgt. Wir
beginnen mit dem Intervall Cy = [0,1] und entfernen das mittlere Drittel, um
die disjunkte Vereinigung C; = [0,1/3] U [2/3,1] zu erhalten. Als Néchstes ent-
fernen wir die mittleren Drittel dieser beiden Konstituenten und erhalten Cy =
[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1]. Fahren wir unendlich weiter so fort, erhal-
ten wir eine Folge von Mengen C,,, deren Grenzwert C' = (,, C,, die Cantor-Menge
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ist. Da jedes einzelne C,, kompakt ist, ist natiirlich auch C' kompakt (als Schnitt
kompakter Mengen). Dariiberhinaus besteht C,, aus 2" Intervallen der Linge 37".
Damit ist das Lebesgue-Mafl gerade |C,| = (2/3)™ und wir sehen damit, dass
|C| = lim;, 00 |Cr| = 0. Dariiberhinaus ist C iiberabzihlbar, total disjunkt (d.h.
sie enthilt keine Subintervalle) und perfekt (d.h. sie hat keine isolierten Punkte).

Co
C'h
C'y

T o

ABBILDUNG 2. Die Cantor-Menge

Die Tatsache, dass C keine Intervalle enthalten kann folgt aus der Tatsache, dass
die entfernten Drittel-Intervalle bereits eine Gesamtlénge von Y, o, 287137%F =1
haben. Zur Perfektheit (sprich C ist abgeschlossen (was aus Kompaktheit folgt)
und enthélt ausschlieBlich Hiufungspunkte, also keine isolierten Punkte) sei x € C.
Wir konstruieren nun eine Folge (z,,)neny € C mit x,, — x. Wir fahren iterativ fort
und nehmen zunéchst an, dass « im linken Intervall von C; = [0,1/3] U [2/3,1] =
I1 U I 5 liegt, sprich € I;; = I;. Der Schnitt Cy N I; beinhaltet offenbar zwei
Intervalle I 1 U Iz 2, von denen eines den Punkt x wieder beinhalten kann. Wir
setzen dann x; als den Randpunkt des anderen Intervalls, der ndher an = gelegen
ist. Damit ist natiirlich 2y € C. Da z,z; € I; folgt insbesondere |z — 21| < 1/3, da
die Intervalle in C; die Linge 1/3 haben. Angenommen nun z € I, wobei #hnlich
wie eben Iy € {127171272, 1273, 1274} mit Cy = U?:l IQ,j- Wieder besteht der Schnitt
C3N I, aus zwei Intervallen, von denen eines den Punkt = enthélt. Wir wahlen dann
wieder x, als den Randpunkt des anderen Intervalls, welcher nidher an z liegt. Da

die Intervalle in Cy die Lange 1/9 haben und z, 23 € C; folgt |z — 22| < 1/9. Durch
Iteration erhilt man eine Folge von Randpunkten (2, )nen der Intervalle, die C,,
ausmachen und |z — x,,| < 37" erfiillen. Damit haben wir eine Folge in C' gefunden,

mit der jedes z € C approximiert werden kann, d.h. x kann ist ein Haufungs u Clg‘%% 1986
kann also nicht isoliert sein. Mehr zur Cantormenge kann z.B. in Falconer %F:HSB]L
oder Ziemer [[Ziel7]| gefunden werden.

In diesem Zusammenhang fs‘z%](}ge auch auf Hausdorff-Mafle eingegangen werden,
siehe beispielsweise Wolff [[Wol03 Kapitel 8].

1.2. Lebesgue-Zerlegung und. Radon—Nikodym-Theorem. Die folgen-
fee‘}}l nhalte konpen auch in Rudin [Rud87, Abschnitt 6.9] oder Hewitt—Stromberg
HS75ﬂ(a—plfgeTV, (19.54)-(19.61)] nachgeschlagen werden.

Die Beispiele oben weisen alle typischen Besonderheiten von Stieltjes-Maflen
auf R auf: jedes Stieltjes-Mafl auf R ldsst sich eindeutig in die Summe von drei
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Maflen aufteilen, ndmlich
m = Mpp + Msc + Mac, (1.10)

wobei m,,, das reine Punkt-Mafl m. das singulér-stetige Mafl und m,. das absolut-
stetige Mafl bezeichnen. Jedes dieser Mafle ist mit einer eindeutigen Funktion F,
bzw. Fpp,, Fs. und F,. mit

F=F,,+F+ Fy, (1.11)

. . . . L. borelstieltjes .
verbunden, die alle die Eigenschaften in Deﬁmtlonﬁ § bosttzen. Zur Wiederholung,
hierbei hat F},, Spriinge, Fj. ist singulér-stetig und Fj, ist absolut-stetig. Beispiele
fir F' wurden oben gegeben: Fj, kiénnte die Heaviside-, Fi. konnte die Cantor-

Funktion und F,.(z) = 1/2 + 7~ arctan(z) sein. Offensichtlich erfiillen die Mafe
. asturedéectin

m=m’, mpp:mFm’, Mge = m | mge = mbee.

Der Rest dieses Abschnitts widmet sich der Erkldrung der oben genannten
Zerlegung von Stieltjes-MaBen. Die Zerlegune kann entweder durch Zerlegung der
zugehorigen Es%%{&é(c)ng’ wie in , oder durch die direkte Zerlegung des Mafles
wie in @Wrﬁ werden. Der erste Zugang basiert auf speziellen Eigenschaf-
ten monotoner Funktionen, wohingegen die zweite Methode allgemeine Resultate

aus der Maf3-Theorie verwendet.
-horelfctdecom

Wir kommentieren zunéchst die 7, rgggyg%%eif% q IT]J. Sei also F' eine Funktion
die die Eigenschaften aus Deﬁnitionii § hat. Wie gelangt man also zur behaupteten
Zerlegung? Zunichst sammelt man alle Diskontinuitéten von F' in Fj,. Falls F'

keine Spriinge hat, setzt man F,, = 0. Ansonsten bezeichne {\;} die Menge aller
Sprungstellen von F' (die ja hochstens abzihlbar sind) und definiere

Fpp(A\) = D [F() = FOy =0 = Y- m({\)). (1.12)

A< A <A

F,, ist dann die eindeutige Sprungfunktion, die die selben Diskontinuitéten (genau-
er gesagt, Lagen und Hohen der Spriinge) wie F' hat. Wir fahren fort und setzen
FC.:.: F— gpé1M%&§i%gt’ dass 'Fc stetig ist und ebepfalls die Eigenschaften i'n De-
finition il § 15651fo. Da jede stetige, monotone Funktion fast iiberall differenzierbar
isiﬁ [Hausaufgabe!], gibt es eine Lebesgue-Nullmenge V), sodass ¢’()) existiert und
ist endlich fiir alle A € R\ V. Wendet man diese Tatsache auf F. an, sicht man, dass

ihre Ableitung F. dquivalemﬁ zu einer nicht-negativen, integrierbaren Funktion auf
R ist, weshalb man

A

Foe(N) ::/ Fl(z)dz (1.13)
— 00

setzen kann. Offensichtlich ist Fy. = F.—F,. immer noch stetig und es ist F._.(\) =0

fiir alle A € R\ V, also auf dem Komplement der Nullmenge. (Auf V kann nichts

gesagt werden.) Schlielich kann noch nachgepriift werden, dass auch Fy. immer

noch monoton nicht-fallend ist.

5Auch bekannt als Lebesguescher Satz.
6Aquivalenz ist hier im Sinne der Lebesgue-integrierbaren Funktionen gemeint, deren Re-
prisentanten sich ja auf Lebesgue-Nullmengen voneinander unterscheiden kénnen.

’ eq:measuredecomp

’ eq:borelfctdecomp
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X :measuredecom .
Um die Zerlegung andererseits zu erhalten, kann man ein abstraktes

Resultat iiber Vergleiche von Maflen heranziehen, welches wir im Folgenden be-
schreiben.

DEFINITION 1.17. Sei (O, A) ein Mafiraum mit zwei Maflen mq und m.

(1) Wir sagen, dass m absolut stetig beziiglich mq ist, wenn m(V) fiir alle
V € A, fiir die mo(V) = 0.

(2) Wir sagen, dass m und mg singulir zueinander sind, wenn es Wi, W, € A
gibt, dass Wi N Wy =0, Wi UW, = O und m(Wy) = mo(Ws) = 0.

Das folgende Theorem ist klassisch und besagt, dass fiir zwei gegebene Mafle auf
einem Mafiraum (O, A) man das Mafl m als Summe zweier anderer Mafie schreiben
kann, von denen eines absolut stetig beziiglich my und das andere singulér beziiglich
my ist, sofern sowohl m als auch mq Sigma—endlidﬂ sind.

BEHAUPTUNG 1.18 (Lebesgue-Zerlegung). Seien m,mq Sigma-endliche Mafle
auf einem Mafraum (O, A). Dann gibt es zwei eindeutige Mafle m1, mo auf (O, A),
sodass

(1) mq absolut stetig beziiglich my,

(2) ma und my sind singulir zueinander und
(8) m =my + mq (sprich m(V) =mi(V) + ma(V) fiir alle V € A).

1din1987

BEWEIS. Siehe beispielsweise Rudin [Rud87, Abschnitt 6.9]. O

Beispielsweise konnte man fiir m ein bestimmtes Stieltjes-Mafl und fiir mg das
Lebesguemaf auf (R, Ar) nehmen. Aus dem Lebesgue-Zerlegungssatz folgt, dass
sich m = mg. + ms schreiben lédsst, wobei m,. absolut stetig bzgl. Lebesgue und
ms singuldr bzgl. Lebesgue istﬁ In diesem Fall ist das Punktmaf natiirlich noch in
m enthalten. Es kann leicht isoliert werden, indem man

mV) = 3 m{A)) = 3 ma({A) (1.14)

AEW AEW
setzt. Hierbei lduft die Summe natiirlich nur iiber die Sprungstellen der zugehorigen
Funktion m((—o0, A]) = F(\) bzw. mE!(—%qh%\l . Insbesondere gibt es héchstens
abzéhlbar viele Beitrdge in der Reihe . Das verbleibende Mafl m; — my,, hat

keine Atome mehr (sprich m({A}) = 0 fiir alle A € R) und ist auf einer Lebesgue-
Nullmenge getragen, also ein rein singulér-stetiges Maf.
Wir schliefen diesen Abschnitt mit dem Radon—Nikodym-Theorem, welches

’ eq:isolateppmeas

eine Charakterisierung des absolut-stetigen Teils eines Mafles bzgl. eines andEr% com

MaBes (typischerweise Lebesgue) gibt. In der Terminologie von Behauptung

hat der absolut-stetige Teil my (bzgl. mg) des MaBles m die folgende Eigenschaft:
es gibt eine messbare Funktion f, sodass das Mafl m;(W) durch Integration von f
gegen mg iiber W erhalten werden kann (fiir alle Borelmengen W).

BEHAUPTUNG 1.19 (Radon-Nikodym-Satz). Seien m und mg zwei o-endliche
Mafe auf einem Mafraum (O, A). Dann ist m genau dann absolut stetig bzgl. my,
wenn es eine messbare Funktion 0 < f : O — [0, 00] gibt, sodass fiir alle V € A,

mW)lAﬂ@mm@) (1.15)

"Wie beispielsweise das Lebesgue-Mafl oder das Zahlmafl auf R.
8Im Folgenden werden wir immer absolut stetig (singuldr) beziiglich Lebesgue meinen, wenn
wir lediglich absolut stetig (singulér) sagen.
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gilt. Hierbei ist f eindeutig in dem Sinne, dass, wenn g eine weitere Funktion ist,
die diese Figenschaften hat, dann ist g(x) = f(x) fir mo-fast alle x.

ikod
Die Funktion f in Behauptung iiiiﬁ Wwird mRadoanikodym—Ableitung von m
beziiglich my genannt und manchmal als f = dm/dmg geschrieben.

1din1987 eschl12014
BEWEIS. Siehe beispielsweise Rudin [Rud87, Abschnitt 6.9] oder Teschl [Tes14]
Theorem A.38]. O

Fiir ein Stieltjes-MaB m’" auf einem Mafiraum (R, Ag) wissen wir aus ﬁ
dass das zugehorige absolut-stetige Maf3 auch als Integral iiber die Ableitung von
F.. (bzw. F.) beziiglich des Lebesgue-Mafles geschrieben werden kann, sprich

mE W) = [ F@de= | F@ds.

In dieser Situation stimmt F_ gerade mit der Radon—Nikodym-Ableitung dm? (z)/dz
iiberein (wo die Radon—Nikodym-Ableitung natiirlich bzgl. des Lebesgue-Mafles ge-
meint ist).

2. Borel-Transformationen

esch12014 Simon2005
Wir folgen Teschl ﬁrleslzl7 bschnitte 3.2 und 3.4] und Simon ﬁSlmUSf Ab-

schnitt 11.1].
Im Folgenden bezeichne p immer ein Borelmaf. Eine wichtige Rolle in der
Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren spielt die Boreltransformation von

Hs

A—z

SATzZ 2.1. Die Boreltrans ormation eines endlichen Borelmajes ist eine Pick-
Funktion (siehe Definition weiter unten). Sie ist holomorph in C\ o(p) und
erfillt

F(z) :2/]R ! du(X). (2.1)

FE) =F@), |Fe) < B

~ Im(z)’
eschl12014
BEWEIS. Siehe Teschl [TesI4, Theorem 3.9].

Wir beobachten zunéchst

S C+ . (22)

Tm(F(2)) :/RIm (Al_z) () = tm(z) [ S“_(?P,

woraus ersichtlich ist, dass F' : C; — C,. Auerdem folgt daraus sofort F(z) =

F(z) sowie
du(N) 1
e < [ 5 < s / du()

also die behauptete Schranke. Da auflerdem pu(R \ o(p)) = 0, gilt

_ dp(A)
Fe= /U(u) A=z

Kombiniert man diese Identitiit mit der Schranke |A—z|~! < (dist(z, o (u))) ™!, folgt
aus majorisierter Konvergenz, dass F' auf C\ o(u) stetig ist. Wir zeigen schlieBlich,
dass F' auf C\ o(u) holomorph mit Hilfe vom Satz von Morera. Daz geniigt es zu
zeigen, dass [1 F(z) dz = 0 fiir jede geschlossene stiickweise C'-Kurve I' C C\ o(u).
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Da (A —z)~! fiir (X, 2) € o(p) x T beschréinkt ist, folgt dies aus [(A—z)"1dz =0
mittels Fubini, denn

AF(z)dz:AdzAquAz :/Rdu()\)/r)\d_zz —0.

Wir bemerken, dass F' nicht weiter analytisch in einen gréfileren Definitions-
bereich fortgesetzt werden kann, denn, wenn F holomorph in einer Umgebung

A € R ist, dann impliziert F-Ql = F()), dass Im(F(\)) = 0 und die Stieltjes-
le eslinversion
Inversionsformel zeigt A € o(u). Dies zeigt, dass A nicht im Tréger von

liegen kann, sprich F' kann nicht weiter analytisch fortgesetzt werden.

Eimon20Q§
[Der folgende Text stammt aus Simon [[SimO5/, Abschnitt 11.1]] Im gan-

zen Abschnitt sei du ein (positives) Mafl auf [a, c0) mit @ > —oo, sodass

dp(N)
/1+|/\| < 00. (2.3)

O

BEMERKUNG 2.2.

(1) Wir nehmen weiter an, dass supp(du) von unten beschrinkt und der un-
gestorte Operator A positiv ist. Vieles dieser Theorie funktioniert zwar
auch ohne diese zusétzlichen Bedingungen, doch sind die Details einfa-
cher und auflerdem sind sie in den meisten Anwendungen ohnehin erfiillt.

(2) Wir verweisen auf die Arbeit von Aronszajn-Donoghue fiir die weichere

Bedingung [ ‘i’; E:‘l)

< 00.

Gilt [ ?;I(j\l) < 00, s0 kann man fiir z € C\ [a,00) die Borel-Transformation

von 4 (oder auch die Stieltjes- oder Borel-Stieltjes- Transformation von )

F(z):= / i’LL(AZ) (2.4)

definieren.

pickuniqueprelim‘ BEHAUPTUNG 2.3 (Herglotz-Darstellung). Fine Funktion F ist genau dann ei-

ne Pick-Funktion, die
) M
|F(iy)| < e yeR

erfillt, wenn es die Boreltransformierte eines endlichen Borelmafes p mit u(R) <

M < oo ist.
Wir diskutieren diese Behauptun, ?&gg nicht weiter, sondern verweisen auf die
wesentliche Verfeinerung in Satz%&sl—piﬁzr.
eschl12014 esch12014
BEWEIS. Siche [Tes14] Theorem 3.22] und [Tesl4, Theorem 3.9] fiir eine
Baby-Version. O

Besonders interessant sind Grenzabsorptionsprinzipien von F fiir z = x 4 i€ \
x € supp(dp). Wir beginnen mit elementaren Eigenschaften abseits supp(du).

SATZ 2.4. (i) F ist auf C\ [a,00) analytisch.
(i) F ist auf (—oo,a) positiv und Im(F) > 0, wenn Im(z) > 0.
(#1) limy o F(—v) = 0.
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(iv) limy oo YF(—7y) = [du(X), wobei [ du = oo erlaubt ist. Analog ist

lim v2F'(—) = /du()\). (2.5)

Y—00

(v) limy o0 L_’Y)) = ([ du(\)™t, wobei [du = oo erlaubt ist und oo™t = 0.

F2(—y

BEWEIS. (i) Folgt mit der Definition von F(z).

(ii) Folgt sofort mit Hilfe von

Im(F(z +if)) = / Mdu(x). (2.6)

(iii) Folgt mit Hilfe von monotoner Konvergenz.
(iv) Die erste Aussage folgt ebenfalls mittels monotoner Konvergenz. Mit etwas

mehr Arbeit und der weiteren Bedingung, dass |z| — oo mit |arg(—z)| < e fiir
ein kleines € > 0, folgt auch (—v)F(y) — [ du.
Ist [ du < oo, solgt wieder mit monotoner Konvergenz

2F ) = [ S [au, (27)

was die Behauptung ist. Ist [du = oo, benutzen wir die Tatsache, dass
7|ZF1(2:)| — 0 fiir |2] = oo mit Re(z) < 0 konvergiert.
(v) Schreibt man
1\’ 1 1 1
Ja =5 T —5d 2.8
lw—z|=|z]/2

mit Hilfe der Cauchy-Integral-Formel, sieht man, dass (%)I — 0 konvergiert.

Jedoch ist gleichzeitig (%)/ = —%, was die Behauptung zeigt.
|

Als Nichstes kiimmern wir uns um die Randwerte von F. Dabei wird die Ab-

bildung

G : (—00,00) = (0,00]
du(y) (2.9)
o / (z —y)?

eine besondere Rolle spielen. Wir erinnern an folgende

DEFINITION 2.5. Fiir einen topologischen Raum X heifit eine Teilmenge {2 eine

Gs-Menge genau dann, wenn sie der Schnitt abzdhlbar vieler offener Mengen ist.
Dichte Gs-Mengen heiflen auch Baire-generisch.

(Historisch bedeutet das G in G5 ,,Gebiet “, wohingegen ¢ ,, Durchschnitt “ meint.)
SATZ 2.6. (i) Ist G(x) < oo, so ist auch

du(y)
rd (2.10)

(i) Die Menge {x : G(x) = oo} ist eine dichte Gs-Menge in supp(dpu).
(iii) Sind G(z) < oo, d.h. ist insbesondere [ % < 00, so existiert lime o F(x +

i€) und der Grenzwert ist reell.
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(iv) lime o M = G(x). ‘ ‘
(v) Ist G(x) < 00, so0 ist lime g Flatie —Fla+i0) _ G(a:)

1€

BeEwEers. (i) Fiir | —y| < 1 ist offensichtlich <

1 .
\w yl = Je—y[?* Fir [r —y[ > 1
ist

lyl+ 1< |zl + |z —yl+1< |z —yl(lz] +2). (2.11)

Daraus folgt fiir alle |[x —y| > 1
Lo 2] +2
|z =yl = e —yl?  Jy[+1

(2.12)

woraus wiederum die Behauptung folgt.

(ii) Mit dem néchsten Lemma folgt, dass, wenn p([0,1]) > 1 ist, dann gibt es
einen Punkt zy € [0,1], sodass fﬁﬁ%ﬁl = o0 (d.h. G(xg) = oo nach (i)).
Durch Skalieren folgt, dass, wenn p([a,b]) > 0 ist, dann gibt es einen Punkt

zo € [a,b], sodass [ e ”(y) = 00. Ist also ag € supp(du), so gibt es eine Folge

an — ag, mit [ |d“ Y. = oo fiir alle n. Wegen (i) ist daher {z : G(z) = oo}

an—y|l =
dicht in supp(du) Auflerdem ist es eine Gs-Menge, denn, definieren wir die
Mengen G, (z) = [ E (;‘rz(i’r) —1, so ist G, stetig und es ist
{z:G(z) =} = ﬂU{x Gn(z) > m}. (2.13)

(iii) Wegen Im(F(z +iB)) = [ mdy(y) gilt fur alle 1 >0 >0

Im(F(z +i8)) < 8 / & — 5|2 dpu(y) + / o -y du(y),  (214)

le—y[>5 le—y|<é
weshalb
lim sup Im(F(z + 48)) < limsup / |z —y| ™ du(y) =0, (2.15)
BN\O0 LAN)
lz—y|<é
falls [ % < 00. Die Endlichkeit dieses Ausdrucks impliziert wiederum mit
majorisierter Konvergenz
tim Re(F (s -+ i6) = (2~ )" duly). (2.16)
(iv) Folgt wieder aus Im(F(z +i8)) = [ (x_y)%du(y) und monotoner Konver-
genz.
(v) Ist G(z) < o0, so folgt mit dem selben Argument wie in (iii)
: du(y)
F 0)= [ —= 2.17
(@ i0) = [ L. (217)
weshalb mit majorisierter Konvergenz und G(z) < oo
F je) — F ' d
(7 + ie) ' (r +10) :/ w(y) G, (2.18)
ie EDETE)
(]

Nun reichen wir das behauptete Lemma nach.
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LEMMA 2.7. Sei u([0,1]) > 1, dann existiert ein Punkt xo € [0, 1], sodass

duly) _
il (2.19)

BEWEIS. Wir definieren [,, induktiv wie folgt. Sei I eines der beiden Intervall
[0, 2] und [3,1], sodass p(I;) > 1. Nun zerlegen wir ; in der Mitte und wéhlen I
als das Halbintervall, das u(l2) > % erfiillt etc. Dann sind per Induktion

I DUy D .- alle abgeschlossen, pu(I,) > 27" und |I,| =27". (2.20)
Wegen Kompaktheit ist der Schnitt lim,,—,o (,, In = {zo} fiir ein 2o und offenbar
ist

1 2-"
|z — zo|” dp(z) > — = 1. (2.21)

Sollte aber [ |z — zo|~'du(x) < oo sein, so ist mit monotoner Konvergenz [, |z —

zo|~tdu(z) N\ 0, was der obigen Rechnung widerspricht. Daher muss [ |z—zo|~'du(z) =
0o sein. 0

SATZ 2.8. Der Grenzwert limg~,0 F(x + if) existiert und ist fir fast alle x
endlich.

BEWEIS. Dies ist ein klassisches Resultat aus der harmonischen Analysis iiber
nicht-tangentiale Randwerte analytischer Abbildungen, weshalb wir hier die De-
tails nur skizzieren. Sei g(z) = Z7; die fraktional lineare Abbildung der oberen
Halbebene der Einheitsscheibe. Dann ist F := go F og™! eine Abbildung von
der Einheitsscheibe auf sich selbst. Solche Abbildungen haben mit Kg eHﬁStairéc}Qrd

elso
Maximalfunktions-Argument Randwerte, sieche z.B. Katznelson ACTGDL

Kat76b, Lem-
ma I11.1.3] fiir den Imaginéirteil (fiir den Realteil ist das offenbar, da das gera-
de die Faltung P, * du mit dem Poissonkern P. ist). Mit demselben Argument

wie beim niichsten Satz hat {# : lim, ~ F(re’®) = —1} das MaB Null, weshalb
limg~ o F(z 4+ if) = oo nur auf einer Menge vom Mafl Null ist. Daher ist der be-
hauptete Grenzwert fast iiberall endlich. O

SaTz 2.9. Seien Fy,Fy die Borel-Transformationen zweier (positiver) Mafle

(von denen eines Null sein kann) und o € C fix. Dann ist
{z: Fi(z +1i0) — Fy(z +1i0) = a}| >0 (2.22)

und [{x : Fi(z +1i0) — Fy(z +0) = a}| = 0 nur dann, wenn o = 0 und Fy = Fs.
imon2005

BeEwEIs. Siehe Simon [Sim05} Theorem 11.5].
Seien wieder g(z) = Z7; und
h=eifrest _ (einngl)em. (2.23)

Dann ist A eine beschrinkte, analytische Funktion auf der Einheitsscheibe und die

Behauptung lautet (.iaun.n7 dass {6 : lim, /1.h(re’.9) =0} fur h nicht idengisch Null -

das MaB Null hat. Dies ist der Satz von Lusin-Privaloff (siehe Katznelson [Ka [
USINPriwalo LD

p. 101] oder [LP25], oder http://encyclopediaofmath.org/index.php?title=

Luzin-Privalov_theorems&oldid=27205oder http://www.mathe.tu-freiberg.


http://encyclopediaofmath.org/index.php?title=Luzin-Privalov_theorems&oldid=27205
http://encyclopediaofmath.org/index.php?title=Luzin-Privalov_theorems&oldid=27205
http://www.mathe.tu-freiberg.de/~wegert/Lehre/BVP/script.pdf
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de/~wegert/Lehre/BVP/script.pdf). (Genauer besagt der Satz, dass wenn f ho-
lomorph auf Dy(1) ist und verschwindende, nicht-tangentiale Grenzwerte fiir Lebesgue-
fast alle Elemente einer Teilmenge 7' C T hat, dann ist f = 0. Wir verwenden hier
die Umkehrung des Satzes.) O

Seien dytge, dpse, dppp das absolut stetige, singulér stetige und Punkt-Maf} von
dp und sei weiter dptging = dptse +dppy der singulére Teil des Mafies. Das Hauptre-
sultat iiber Borel-Transformationen ist

SATZ 2.10. Sei F(z) die Borel-Transformation eines Mafes dp, das [ (\iﬁ(j\l) <
oo erfillt. Dann gelten:
(i) Es konvergiert 7= Im(F(E + i€))dE — du schwach, in dem Sinne, dass
lim — /f Jm(F(E + ie))dE = /f Ydu(A (2.24)

eNO0 T

fiir alle stetigen, kompakt getragenen Funktionen f.
(1) supp(phsing) = {E : lime o Im(F(E + i€)) = 0o}.
(iii) Fiir den Punktmaflanteil gilt

uw({Ep}) = li\r(rcl) e - Im(F(Ey + ic)). (2.25)
Dariiberhinaus ist fir alle Eg € R
li\n(l)e -Re(F(FEy + ie)) = 0. (2.26)

(iv) dpec(E) = 2Im(F(E +i0))dE.
(v) G(E) < oo impliziert, dass der Randwert lime o Fo(E + ie) existiert und

reellwertig ist. Insbesondere ist Im(Fy(E + 10)) = 0, sprich dpq.(E) = 0.

. . Simon2005 eschl12014
BEWEIS. Siehe Simon hSlm(i5, Theorem 11.6] oder Teschl [Tes14], Lemma

3.25, Theorem 3.27, Corollary 3.28 und 3.29]. oo Lf£1986
Fiir die Aussagen (ii), (iv) und (v) siehe auch Simon-Wolff [SW&6 ]]W
dort zitierten Referenzen.

(i) Majorisierte Konvergenz und der Tatsache, dass fiir stetige, kompakt getra-

gene f
gilt, impliziert zusammen mit Im( ($+zﬂ)) = (m_y)%ﬁzd,u(y) die Behaup-
tung.

(ii) Wir zeigen hier lediglich die schwéchere Aussage, ndmlich, dass dpsing auf
{E :limsup,,_,., Im(F(E+i27")) = oo} getragen ist. Die eigentliche Aussage
wurde von Saks bewiesen, fiir die meisten Anwendungen reicht diese jedoch
aus.

Dazu zeigen wir, dass fiir jedes a € R

{E :supIm(F(E +i2™")) <a} =: A, (2.28)

eine Menge mit fising-MaBl Null ist. Dies impliziert die Behauptung. Dazu
bemerken wir, dass

(Pe+io) = [ c—Srgdut = 5 [ ). @29)

€
lz—y|<e


http://www.mathe.tu-freiberg.de/~wegert/Lehre/BVP/script.pdf
http://www.mathe.tu-freiberg.de/~wegert/Lehre/BVP/script.pdf
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Fiir fixes x € A, ist also

sup2”u([z — 27",z +27"]) < 2a. (2.30)

Zusammen mit dem Fakt, dass jedes e =1 € [27, 2" "] fiir ein n ist, ist

supe ‘u(fz — e,z + €]) < 4a. (2.31)
n
Daher gilt, nach Betrachtung zweier Unterintervalle
st ] 18—l u(le, B]) < 8a. (2.32)
(o,

Wegen der Regularitidt von Maflen gibt es fiir alle € eine abgeschlossene Menge
C und eine offene Menge O D C, sodass pising(R\ C) < ¢ und |O| < e ist. Wir
setzen nun O = J,,cy(an, Brn) als eine disjunkte Vereinigung offener Intervalle
an. Dann ist

,Using(c N Aa) S/J'sing U (aru /Bn) < Z ,U(O‘na ﬂn)
{n:(an,Bn)NA#0} {n:(an,Bn)NA.#D}

SSaZ |Br, — an| = 8a|0O| < 8ae
(2.33)
Damit ist

/f”sing (Aa) S /fésing (C N Aa) + ,using(R \ C) S €+ 8&6. (234)

Da € beliebig war, ist jtsing(Aq) = 0, was gezeigt werden sollte.
(iii) Der erste Teil folgt direkt durch monotone Konvergenz, indem man bemerkt,

dass % monoton gegen 0 (bzw. 1) konvergiert, wenn x # 0 (bzw. z = 0)

€2

lié% mdﬂ(l@) = p({Eo})- (2.35)

Fiir den zweiten Teil rechnen wir

|z -y du(y)
€ / Wdu(y) <e / — 0, (2.36)

|z —y|
|[z—y|>+/€ |z—y|>+/€

wohingegen

: ez —y| _
lim / ( du(y) =0 (2.37)

N0 x—y)?+ e a
lz—y|<ve
wegen majorisierter Konvergenz, da ()20‘7_552 < % (mit Young).
(iv) Wir schreiben dazu dp..(FE) = h(E)dE mit h € L' und F,.(z) fiir die Borel-
Transformation von gééaﬂﬁg;éf ir erinnern, bevor wir fortfahren an Lebesgues
Differentiationssatz [Ste70, S. 4]: fiir h € L{ (R) gilt fiir fast alle v € R

loc

z+a
h(z) = lim i/ h(y)dy. (2.38)

—a
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Daraus folgt *Im(Fuc(E + i0)) = h(E) fiir fast alle E. Mit Fatous Lemma
folgt fiir nicht-negative und stetige f

% / [ (F(E + i0))| f(E)dE < liminf% / Im(F(E + i) f(E)dE = / F(B)du(E).
(2.39)
Somit ist 2Im(F(E + 40))dE < du, das heifit es ist fiir fast alle E

%Im(F(E +1i0)) < h(E) = lIm( Fuo(E +10)) < lIm(F(E +i0)),  (2.40)
da aus du > dptee, Im(F') > Im(F,.) folgt. Damit folgt
h(E) = lIm(F(E +10)), (2.41)
T

was zu beweisen war.

aandf
(v) Dies wurde bereits in Theorem Eg (i) gezeigt.

3. Herglotz—Nevanlinna—Pick-Funktionen

hat.ia1997 esch12014
Wir folgen Bhatia [Bha97, Abschnitt V.4] und Teschl [Tes14, Abschnitt 3.4].

Es bezeichne C4 = {z € C: £Im(z) > 0} die obere bzw. untere Halbebene.

DEFINITION 3.1. Eine holomorphe Funktion F' : C; — C,, die die obere Halb-
ebene in sich selbst abbildet heifit Herglotz—Nevanlinna—Pick-Funktion. Wir schrei-
ben F' € P.

Im Folgenden bezeichnen wir Herglotz—Nevanlinna—Pick-Funktionen immer als
Pick-Funktionen. Die Summe sowie die Komposition zweier Pick-Funktionen ist
offenbar wieder eine Pick-Funktion. Durch Reflexion kann F' auch auf C_ definiert
werden, indem man F(z) = F(z) verwendet. Wir geben einige Beispiele fiir Pick-
Funktionen.

BEISPIEL 3.2. (1) F(z) = a+ bz fiir Im(a),b > 0.
(2) F(z) = (A—2)7" fiir Im(A) < 0.
(3) F(z) = log(z).
(4) F(z) = 2" mit r € (0, 1].
(5) F(2) = tan(2).
(6) Wenn F € P, dann ist auch —1/F € P.

In den ersten Beispielen gilt F'(Z) = F(z) nur, wenn a € R und A € R. Fiir die

dritten und vierten Beispiele ist der Hauptzweig der, fiir den arg(z) € (—m, 7] ist.

DEFINITION 3.3. Fiir a < b € R bezeichne P(a, b) die Klasse aller Pick-Funktionen,
die eine analytische Fortsetzung durch (a,b) in die untere Halbebene haben, wobei
die Fortsetzung durch Reflexion erfolgt.

BEMERKUNGEN 3.4. (1)Man bemerkt, dass Funktionen in P(a,b) nur reelle
Werte auf (a,b) annehmen.

(2) P(a,b) ist ein konvexer Konus.

(3) Angenommen f(z) = u(z) + iv(z) € P(a,b). Da v(z) = 0 fiir z € (a,b) ist
v(z +iy) — v(z) > 0 fiir y > 0. Insbesondere ist die partielle Ableitung v, (z) > 0
und damit (wegen der Cauchy-Riemann-Bedingungen) auch u,(z) > 0. Das zeigt,
dass f(z) = u(x) auf (a,b) monoton ist. Dies ist eine Konsequenz eines Satzes von
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1i
Nevanlinna (siehe Satz ﬁ,l—vsg?cher eine Integraldarstellung von Pick-Funktionen
gibt.

Die letzte Bemerkung lésst sich sogar drastisch erweitern.

DEFINITION 3.5 (Operatormonotonie). Sei f eine reelle Funktion, die auf einem
Intervall I definiert ist. Seien A und B selbstadjungierte Operatoren, die einen
gemeinsamen Formbereich Q haben. Angenommen spec(A), spec(B) C I. Definiere
f(A) = Uf(D)U*, wobei U unitér ist und A diagonalisiert, sprich A = UDU*,
wobei D diagonal ist.

(1) Wir schreiben A < B genau dann, wenn B — A nicht-negativ ist. Die
Relation < ist eine Partialordnung auf den selbstadjungierten Operatoren.

(2) Eine Funktion f heifit genau dann operatormonoton (auf I), wenn f(A) <
f(B) aus A < B golgt.

(3) Eine Funktion f heifit genau dann operatorkonvez (auf I), wenn f((1 —
M) +AB) < (1= N)f(A) + Af(B) fiir alle A € [0,1].

Den folgenden tiefen Satz werden wir nicht beweisen, sondern yerweise %uf
Standard-Referenzen wie Bhatia fBE 97 Abschnitt V.4], Donoghue [Don74] o
Simon ﬁSlm 19].

SATZ 3.6 (Loewner). Wenn f eine operatormonotone Funktion auf (a,b) ist,
dann hat f eine analytische Fortsetzung auf die obere Halbebene C., welche C,
in sich selbst abbildet. Sie hat auch eine analytische Fortsetzung auf C_, die durch
Reflexion am Intervall (a,b) gewonnen wird.

Die Umkehrung ist ebnfalls wahr. Hat eine reelle Funktion f auf (a,b) eine
analytische Fortsetzung, die Cy in sich selbst abbildet, dann ist f operatormonoton

auf (a,b).

Unser Ziel ist es nun eine Integraldarstellung von Pick-Funktionen zu fin-
den. Die wesentliche Idee (aus Fourieranalysis auf T = R/Z) ist es, die konforme
Aquivalenz

Ci—=D={zeC: |z| <1}
i—z (3.1)
1+ 2z
zwischen C; und der Einheitskreisscheibe D auszunutzen, das Problem auf D zu

verlagern und dort den Realteil u von f zu untersuchen. Da u auf D harmonisch
isiﬂ konnen Standardtatsachen aus Fourieranalysis verwendet werden.

Z

Satz 3.7 (Herglotz 1). Seiw eine nicht-negative, harmonische Funktion auf D.
Dann existiert ein endliches Mafi m auf [0,27], sodass

u(re?) = / Lor dm(t) . (3.2)

1+72—2rcos(6 —t)
[0,27]

Umgekehrt ist jede Funktion dieser Form positiv und harmonisch auf D.

9Wir erinnern daran, dass der Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen harmonisch

sind, sprich (82 + Bg)u(z, y) = 0 erfiillen. Dies folgt aus den Cauchy-Riemann-Bedingungen.

eq:herglotzil
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o 2qm Beweis erinnern wir an den (zweidimensionalen) Poissonkern (Katznelson
Kat76b, Kapitel I, Formel (2.16)]) auf dem Torus T = R/(27Z), ndmlich

2 it
PRI SR S R

), relfo,1), 6€T.

1—2rcost+r2 1—reit
nez
(3.3)
LEMMA 3.8. Sei F' € L*>(D) harmonisch. Dann gilt fiir pet € D,
. 1 ,
F(pe™) = — / P(p,0 —t)F(e?)df. (3.4)
2T T

atznelson1976

BEWEIS. Siehe beispielsweise Katznelson H(Kﬁfmﬁjiipitel III, Lemma 1.2].

Seir, A 1und f,(e?) = F(r,e'?). Dann ist (f,,)nen eine in L°°(T) beschrinkte
Folge. Daher gibt es eine Teilfolge f,,;, die in der schwach—*-Topologi@ gegen eine
Funktion F(e'?) konvergiert. Fiir pe® € D gilt dann

o [ P06 - F(e) o = 1im %/P(p,ﬁ—t)fnj(e“’)da
T

2 Jr j—oo 2T
= lim F(r,,pe") = F(pe'),
]*}OO :
was den Beweis schlieBt] O

herglotzl . hatial997
BEWEIS VON SATZ iB TE Siehe Bhatia [Bha97), Theorem V.4.9].

rsiontorus

Sei u zunéichst eine beliebige stetige, reellwertige Funktion auf dlee]rr lanl%%eschl S-
senen Kreisscheibe D, die harmonisch in D ist. Wegen Lemma E.S
stellung

hat u die Dar-

1 2

, 1 [ 1—1r2 , ,
60 it it
= — dt = — P(r,0 —t dt.
u(re”) 27 /0 1 —2rcos(f —t) + 1?2 u(e”) 21 Jo (r, Ju(e®)

Falls u > 0, setzen wir dm(t) := (27) " Lu(e®) dt. Dann ist m ein auf [0, 271] getrage-
nes, positives MaBl. Aus der Mittelwertseigenschaft (mean value property) harmo-
nischer Funktionen folgt, dass die Masse dieses Mafles gerade

1 27 .
— u(e™) dt = u(0
5 | et =u(0
. . . . ~herglotzl . .
ist. Wir haben damit die Integraldarstellung 1t§2) fur solche Funktionen u, die auf
D zusatzlich stetig sind.

Wir entfernen nun die Stetigkeitsbedingung. Sei also v > 0 harmonisch in D.
Dann ist fiir festes € > 0 auch die Funktion

ue(z):u(lie)

nichtnegativ und harmonisch in der Krejsscheibe [z| < 1+ €. Daher kann u.(z) fiir
z € D als Integral der Form mit einem Mafl m(t), dessen Masse u.(0) = u(0)
ist, dargestellt werden. Fiir ¢ — 0 konvergiert u. — u gleichméfig gegen u auf
kompakten Teilmengen von D. Da die Mafle m. alle dieselbe Masse haben, folgt aus

10Wir erinnern daran, dass L (T) der Dualraum von L!(T) ist.
HDer Variablenwechsel im Integral, der in der vorletzten Gleichheit versteckt ist, ist zwar
aufwendig, aber “elementar”.

’ eq:poissonkerneltorus
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der schyach:ssKompaktheit des Raums der WahrscheinlichkeitsmaBe (siehe auch
Teschl [[Tes14; Lemma A.35]), dass es ein positives Mafl m gibt, sodass
1—7?

27
i0 . i0
= 1 € —
u(re™) Bt (re) /0 1—2rcos(0 —t)+r

lot
Ist uns umgekehrt eine Funktion gegeben, die durch 1'%2 eararéegfellt ist, so folgt
aus der Nicht-Negativitit des Poissonkerns P(r,-), dass diese Funktion ebenfalls

nicht-negativ igt. Die Harmonizitéit dieser Funktion folgt aus der Harmonizitét des
Poissonkerns E?i als Realfeil emer holomorphen Funktion. [

Das Theorem sagt im Wesentlichen, dass jede nicht-negative, harmonische Funk-
tion auf der Kreisscheibe D das Poisson-Integral eines positiven Mafes ist. Verglei-

che diese Aussage auch mit dem Bernstein-Theorem iiber vollstindig monotone
Funktionen.

5 dm(t) .

DEFINITION 3.9. Sei f € C*°((0,00) : R). Dann heifit f vollstindig monoton,
wenn fiir alle n > 0 gilt

(~)"f™(z) >0, x>0. (3.5)
Die vollstédndig monotonen Funktionen wurden von Bernstein charakterisiert.

SATZ 3.10 (Kleines Bernstein-Theorem). Wenn f(x) vollstindig monoton ist,
dann ist es die Restriktion auf die positive Halbachse von einer Funktion, die ana-
lytisch in {z € C: Re(z) > 0} ist.

SATZ 3.11 (Grofies Bernstein-Theorem). Wenn f(z) vollstindig monoton ist,
dann ist es die Restriktion auf die positive Halbachse von der Laplace-Transformation

eines positiven Mafses.
onoghuel1974

BEWEIS. Siehe Donoghue [Don74] S. 13-17]. O

DEFINITION 3.12. Zwei harmonische Funktionen u und v auf R? heilen harmo-
nisch zueinander konjugiert, wenn die Summe u(z)+iv(z) eine analytische Funktion
ist.

Es ist bekanng, dass t1eglt%(baurmonlsche Funktion eine harmonisch konjugierte
Funktion besitzt [Kat76b, Abschnitt I11.1]. Fiir f € L*(T) ist die zum Poisson-

Integral von f, sprich f (re“) = (P(r,-) % f)(t), gehorende harmonisch konjugierte
Funktion durch

fre™) = (Q(r,-)  )(t) (3.6)
gegeben, wobei Q(r,t) den konjugierten Poissonkern
, 2rsint 14 re't
t) = —i Inlgint - _ STSME o (27O .
) zngn(n)r ¢ 1—2rcost+r? m(l—re”) (37)

ne”Z

bezeichnet. Wir erinnern an
atznelsonl1976

LEmMA 3.13 (Katznelson [Kat76bl Kapitel III, Lemma 1.3]). Sei f € LY(T)
und f(re’*) = (Q(r,-) * f)(t). Dann existiert lim, ~; f(re) fir fast alle t € T.

Tatséichlich ist der Grenzwert harmonisch konjugiert zu f, sprich f + 4 f ist

tisch i in T, Pies folgt sofort aus den liziten arstell rnges Poissonkerns
oissonkerneltorus conjuga ep01sson orus
ﬁund des konjugierten Poissonkerns %}

’ eq:conjugatepoissonkerne
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LEMMA 3.14. Angenommen, f ist eine Funktion auf T und sei f(reit) .=
(Q(r,-) = f)(¢t). Dann ist die zu f harmonisch konjugierte Funktion f der radia-
le Grenzwert lim, ~ f(r-), d.h. die Funktion f +if ist analytisch auf T.

lotzl
Aus dem Herglotz-Theorem ﬁ%? fsst sich damit folgende Integraldarstellung

analytischer Funktionen auf D, deren Realteil nicht-negativ ist, ableiten. Solche
Funktionen heilen Carathéodory-Funktionen.

SATZ 3.15. Sei f(z) = u(z) + iv(z) holomorph auf D. Wenn u(z) > 0, dann
gibt es ein endliches Maf$ m auf [0, 27|, sodass
it
() = / C Z im(t) + iv(0) (3.9)

eit — z
[0,27]

Umgekehrt ist jede Funktion von dieser Form analytisch auf D und hat einen posi-
tiven Realteil.

hatial997
Bewers. Siche Bhatia [Bha97, Theorem V.4.10].
Wegen Satz ann u als Poissonintegral

" 27 1— ,r2
) = dm(t
u(re”™) /0 1472 —2rcos(d —t) m(t)

. :poissonkerneltorus
geschrieben werden. Aus der Darstellung (B-3]) des Poissonkerns folgt

eit + reiG)

eit rew

P(r,0—t) :Re(

und damit

u(z) = Re UO% e te dm(t)} .

et — 2z
Daraus folgt, dass f(z) nur durch eine imaginéire Konstante vom Integral in eckigen
Klammern abweicht. Diese Konstante ist gerade iv(0), wie man durch Einsetzen von
z = 0 sieht.
Die umgekehrte Behauptung ist offenbar. [

lotzl
Ein analoger Beweis von Theorem ﬁgﬁm auf dasselbe Ergebnis, was nichts
weiter als eine alternative Darstellung von Carathéodory-Funktionen
C:D—{zeC: Re(z) >0}
- 3.9
zHC(z)z—iF(iZ, z) , (3.9)
1+ 2z

ist. Die Funktion C' wurde durch Umkehrung der Darstellung
11—z
F(z)=1C 3.10
@ =ic () (3.10)
einer Pick-Funktion F' gewonnen. Wir sehen also, dass F' genau dann Pick ist,
wenn C(z) eine Carathéodoy-Funktion ist, sprich C' : D — {z € C: Re(z) > 0}
holomorph.

SATZ 3.16 (Herglotz 2). Jede Carathéodory-Funktion ist von der Form

. ei® + z
C(z) =ic+ / T dv (o) (3.11)
[_77777]
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fiir ein endliches Maf dv und ein ¢ € R. Explizit gilt fiir diese
/ dv =Re(C(0)), wund c=Im(C(0)). (3.12)

[—m.7]
esch12014
BeEWwEIS. Siehe Teschl [TesI4] Theorem 3.19].

Sei C : D — C eine Carathéodory-Funktion und 0 < r < 1. Dann gilt fiir alle
z € C mit |z| < r, dass

_ b C+z r?/(+z dg¢
C(z) = — (gz+r2/<z>0(oc'

ICl=r

Nimmt man den Realteil auf beiden Seiten und setzt ¢ = re*®, so sieht man
s

Re(C(2)) = / Playe(ara(z) — 6) vy (6)

—T

wobel

o

. 1+ re? _ 1—72 . ib do
P,(¢) == Re (1 —rei‘z’) T 1—2rcosd+r2’ dvy(¢) = Re(C(re'?))

Wahlt man insbesondere z = 0, si siecht man

dvr(¢) = Re(C(0)) < oo
und damit (da fiir [2| < 1 die Funktionen P/, gleichmiBig gegen P fiir v 7 1
konvergieren)

Re( —}1}1}/ Py /r(arg(z) — ¢) dur(¢)

— P/‘Inl [ﬂ P (arg(z) — ¢) dvy (o) .

Da weiter die Folge der Mafle v, beschriankt ist, gibt es eine Teilfol e(sig§§85 1];:01gde,
die gegen ein Mafl dv mit v([—m, 71]) < oo konvergieren (siehe Teschl [Tes14] Lemma

A.35]) und dieses erfiillt
i¢
/p,,arg — ) dv(¢) = / Re(jwfj) dv ().

[—m,7] [—m,7]
Da holomorphe Funktionen durch ihren Realteil modulo einer imaginéren Konstan-
te bestimmt sind, folgt die Behauptung. O

In jedem Fall erlauben Theoreme |3 _’_l‘-] bzw. _m den Beweis von

SATZ 3.17 (Nevanlinna). Jede Pick-Funktion ist von der Form

F(z):bz+a+/ﬂk()\iz_1+}\)\2> du(N)

3.13
—bz+a+/1+)\z du(N) (3:13)
N R A—2z 1+227
wobei p ein positives Maf auf R ist und
dp(A)
b > R . 14
>0, a€R, /Rl_’_)\2<oo (3.14)

eq:intreppick
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. . . -intreppick
Sind umgekehrt a,b, p wie oben gegeben, dann ist F(z), gegeben durch , eimne
holomorphe Funktion auf C\ supp(u), wobei supp(u) der (topologische) Triger von
w ist. Auflerdem gelten F(Z) = F(z),

Im(F(z)) = Im(z) (b + A |fM2)|2> , z€C\ supp(u) (3.15)
dZ;iz) =b+ /R ()c\l,u_(/:))2 , z€C\supp(y). (3.16)

Wie bereits frither angedeutet, nutzen wir fiir den Beweis die konforme Aquivalenz
zwischen der Kreisscheibe D und der oberen Halbebene C. aus. Sei

1z+1
=2 D 1
(=122 sep, (3.17)
dann ist {(z) € C,. Die Inverse Abbildung ist durch
¢—1
= C .].
0= C€Cy (318)

gegeben. Aus diesen Transformationen ergibt sich eine Aquivalenz zwischen den
Pick-Funktionen und den auf D analytischen Funktionen mit nicht-negativem Re-
alteil. Fiir eine solche Funktion f, die auf D analytisch ist und deren Realteil
nicht-negativ ist, sei im Folgenden

P(C) = if(2(¢))- (3.19)
Dann ist ¢ € P und die Umkehrung dieser Transformation ist durch
f(z) = —io(C(2)) (3.20)

gegeben. Damit kommen wir endlich zum

s BWEIS VON SATZ %e Bhatia ]lflfmh—;gi'?%theorem V.4.11] (oder Teschl
Tes14, Theorem 3.20]).

Sei also f die analytische Funktion auf D mit nicht-negativem Realteil, die sich

aus der Pick-Funktion ¢ {iber die Transformation f(2) = —i¢(((z)) ergibt. Wegen

Satz [3.15] gibt es ein positives Ma8l m auf [0, 27], sodass
et + 2
= A dm(t) —ia.
f6) = [ G dm) - ia
[0,27]

Fiir f(z) = u(z) +iv(z) ist dann @ = —v(0) und die Masse von m ist gerade u(0).
Falls m({0}) > 0, dann sei b = m({0}). Dann reduziert sich diese Integraldarstel-
lung auf

() = / HE ) £ b2 i

et — 2z 1—z2
(0,2m)
Aus den konformen Transformationen ¢(¢) = if(2(¢)) mit 2({) = (( —1)/(¢ +7)
gewinnen wir daraus
‘ et %
(0,27) CHi
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Das Integral ist gleich

Ccos(t/2) —sin(t/2)

¢sin(t/2) + cos(t/2)
(0,2m)

dm(t).

Wir fithren nun die neue Koordinate A\ = — cot(¢/2) ein, womit wir (0,27) auf
(—00, 00) abbilden. Das Mafl m transformiert sich dadurch zu einem endlichen Maf}
v auf (—oo,00) und das obige Integral wird zu

/oo LEAC oy

—o00 A _'C
Schreibt man noch di = du(A)/(1 + M%) mit [(1+ A%)~1du(N), oo, folgt die Dar-
stellung @1_@; - intrepnick
Umgekehrt sieht man sofort ein, dass jede Funktion der Form @_ﬁ%&ﬁﬁlich
eine Pick-Funktion ist. U

.9 3 k
Die allgemeine Darstellung in E; 3 tr[i;micstark vereinfacht werden, wenn die
Abschétzung Im(F(iy)) < M/y gilt.

KOROLLAR 3.18. Sei F' eine Pick-Funktion und v das dazugehdrige Maf. Dann
haben wir

M
b=0, / dp < M < Im(F(iy))d < —. (3.21)
R Y
Dariiberhinaus gilt in diesem Fall
~ du(x) A
F(z) = —_— =a— | ——=du(A) €R 3.22
G+ [P a—a- [ g e (322)
sowie
1
F(z):d—f/dﬂ—i—o(z_l), Z = 00 (3.23)
Z JR
in jedem Sektor der oberen (oder unteren) Halbebene.
esch12014
BEWEIS. Siehe Teschl ISeCsIZI,Torollary 3.21].
Die zweite Bedingung ist gleichbedeutend mit
2
yIm(F(iy)) = by? +/ 5 du(\) <M (3.24)
R A*+Y

und impliziert b = 0 sowie fR dp < M mittels monotoner Konvergenz. Die Umkeh-
rung ist offenbar.
Fiir die letzte Behauptung beobachtet man

F(z):d—@—i—l/ )\)\du()\)

z zJr 72—

und verwendet majorisierte Konvergenz zusammen mit [A/(A — 2)| < |z|/[Im(z)].

Aus dieser Aussage ergibt sich die niitzliche Formel

lim AIm(F(i)) = p(R). (3.25)

Wenn wir die stiarkere Bedingung [F(iy)| < M/y haben, dann ist sogar ¢ = 0 in
obigem Korollar und wir erhalten die Behauptung aus dem vorigen Abschnitt.
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Folgendes Resultat erlaubt es a, b und das Mafl p aus einer gegebenen Pick-
Funktion zu rekonstruieren.
-intreppick

Satz 3.19. Wenn F(z) eine Pick-Funktion mit Integraldarstellung 15t,

dann sind a und b eindeutig durch F bestimmt durch

a=TRe(F>i), b= lim Fn) |

n—oo  iM

(3.26)

Weiter gilt fir alle o und B, die Kontinuititspunkte (also keine Atome) der Ver-
teilungsfunktion p((o, 8]) = p(B) — () sind, die Stieltjessche Umkehrformel

1 [P
w(B) — ula) = lir% — / Im(F(x +in)) dx . (3.27) ’ eq:stieltjesinversion
n—=0m J,

-intreppick
Insbesondere sind somit a, b und p in Egl?; em%leutig durch F' bestimmd.

Diesen Satz werden wir wieder bei or B rechung von Boreltransformation
. | rans ec . . . .

omplexer. MaBe wiedertreffen (Satz [2.10). Tm Wesentlichen ist die rechte Seite von

1éltjéesinversion X . K .
nichts weiter als die Faltung des Poissonkerns (gleichbedeutend mit Resol-
ventendifferenz fiir “gegeniiberliegende” Spektralparameter E+iec und E —ie) gegen
die Indikatorfunktion 1, g)(x). Die Behauptung folgt dann im Wesentlichen aus

der Tatsache, dass der Poissonkern eine Approximation der Eins ist.

ickunique hatial997

BEWEIS VON. SAT7Z M&e Bhatia [Bha97, S. 139 und Theorem V.4.12]
oder Teschl [TesI4, Theorem 3.23]. intrenpick

Dass a = Re(F(i)) isf, folet sofort aus . Um b zu bestimmen, sei > 0

z re 1c
beliebig. Dann folgt aus (E;I?;
F(in) _a +b+/ LN +ad(n—n"") du(N)
n R A2+ L+A2°

Fiir n — oo verschwindet der Integrand fiir alle A\. Da der Real- und Imaginérteil des
Integranden gleichméfig durch 1 beschrénkt ist, wenn n > 1, folgt aus majorisierter

Konvergenz, dass das gesamte Integral fiir n — oo verschwindet. Somit erhalten wir

b =lim, F(m)/(“?)a was l-)ehfauptet war. :stieltjesinversion Jeq:intreppick
Es verbleibt somit die Stieltjessche Umkehrformel Zu zeigen. Aus 1@]3;
folgt

1/BImF(x+i )dx—l/ﬂ b +/#d (N | dx
T Ja 7 777 a ! ]R()‘_x)2+772 s

B
:% [bn(ﬁ—a)-ﬁ-/ﬂ{du()\)/ dxm

wobei wir die Integrale mit Fubini vertauschen durften. Fiir n — 0 verschwindet
der erste Term in eckigen Klammern. Mit der Substitution « = n~!(z — \) kann
das innere Integral ausgerechnet werden und wir erhalten

8 n B=X/1" qu B—A a—\
R E— dx = ——— = arctan | —— | —arctan | —— | .
a ('/E_A) +1n (a=\)/n U +1 n n
:stieltjesinversion
Um also die Stieltjessche Umkehrformel @2?) zu zeigen, verbleibt

1 — —
w(B) — u(a) = lim — [arctan (677)\> — arctan <an)\):| du(X) (3.28) ’eq:stieltjesinversionaux
R

n—0 7

)
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zu zeigen. Dazu verwenden wir folgende Eigenschaften von arctan. (—oo,00) 3  +—
arctan(z) € (—n/2,m/2) ist ungerade und monoton steigend, das heifit

- A - A
0 < arctan <ﬂ> — arctan (a> <.
n n

Wenn 5 — A und a — A dasselbe Vorzeichen haben, dann folgt aus dem Additions-
theorem fiir den arctan

arctan (B;)\> — arctan (a;)\> = arctan 772 n (17ﬂ(ﬂ—_)\)cz)a — )\) .

arctanz = —0 < dt = x.
. . -stieltjesinversionaux .
Wir kommen nun zum Beweis von @gé ) Sef € > U. Da o und 5 Kontinuitdtspunkte

(also keine Atome) von p sind, kénnen wir ¢ so wéhlen, dass
(o +8) — pla—8) < /5,
H(B + ) — u(B —8) < ¢/5.

Fiir z > 0 gilt

Dann erhalten wir

-t [ a9 [t (22) -t (2]

< l/ du(\) |arctan <5_)\) — arctan <a—)\>
™ B n

+ % /j du(N) {77 - <arctan (BT_] ) — arctan (a ; A))]
T /_ (; du() :arctan (T) — arctan ( 2

<5 i/f:s arctan <n B >> B

L [ oo (252 <o (52))]

o [ (G )

Wir bemerken, dass in den beiden Integralen mit Grenzwerten im Unendlichen das
Argument des arctan jeweils positiv ist. Im mittleren Integral lduft die Variable A
zwischen a+ ¢ und 8 — 4. Fiir solche A gilt (8—X)/n > é/nund (a—X)/n < —d6/n.
Deshalb ist die rechte Seite der letzten Formel nach oben durch

2 om [T f-a
ot 77-/6+5 PN n

a—90
n B—a
+ 2 / d(N)
1

oo PP H(B=A)(a=A)

B—0o 5
+ / {w — 2arctan ] du(N)
a+d n
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beschréinkt. Wegen [ du(X) (1+X?)~! < oo sind die ersten beiden Integrale endlich.
Das dritte Integral ist durch 2(7w/2 — arctan(d/n))[u(8) — p(a)] beschrinkt. Daher

kénnen wir 7 sg klein wihlen, dass jeder dieser drei Terme durch €/3 beschrénkt
. . . :stieltjesinvérsionaux .
ist. Dies zeigt 1E§2§ una schliet den Beweis. [
pickmass BEHAUPTUNG 3.20. Eine Pick-Funktion F' ist genau dann in. Pg_a (szehe
Definition é%i, wenn das Maf$ p aus der Integraldarstellung eme Masse
auf (o, B) hat.
hatia1997
BEWEIS. Siehe Bhatia }f Bha97, Proposition V.4.14].
Angenommen zunéchst, dass F € P(a, ). Sei F(x+in) = u(x+in) +iv(x+in)

wobei u, v den Real- bzw. Imaginéirteil von F bezeichnen. Fals F iiber («, 3) fortge-
setzt werden kann, dann konvergiert v(z + in) glelchmaﬁlg gegen eine beschréinkte,

stetige Funk lon v ) fiir n thﬁéglnvgrLcl 0<1i1 ) fiir alle @ < ¢ < d < . Aus
Theorem ormel olgt dann

u(d) — p(c) = */c v(z) dz,

™

sprich du(z) = 7~ 'v(z) dz. Wenn die analytische Fortsetzung von ¢ auf die untere
Halbebene durch Reflexion an (a,b) gewonnen wird, muss aber v(xz) = 0 fiir alle
x € [e, d] sein, was p([c,d]) = 0 fiir alle a < ¢ < d < (3 zeigt.

Nehmen wir nun umgekehrt an, pu h’a’fc.tenkeeinleC Masse auf (a, ). Dann kon-

vergiert fir z € (a,b) das Integral in absolut und es ist reellwertig. Dies
zeigt, dass die Funktion F' von C; nach C_ durch Reflexion an (¢, ) analytisch
fortgesetzt werden kann, sprich F' € P(q, (). O

Wir betrachten einige Beispiele.
BEISPIEL 3.21. Offensichtlich ist F(2) = —z~! Pick, was aus
a=Re(F(i))=0, b=0

aus Theorem W Da F in C\ {0} holomorph ist, folgt aus Behauptung

dass das zugehorige Mafl p anf delg}eelrizcilnen Punkt p konzentriert ist. Genauer
gesagt ist dp(A\) = 6(A)dA in (E%I%;

ass

BEISPIEL 3.22. Sei F(z) = 1/21 der Hauptzweig der Quadratwurzelfunktion.
E]ig %Ofgﬁ

Diese ist Pick, denn aus Satz

a = Re(F(i)) = Re(e™*) = , b=0.

< |-

Wir bestimmen nun das Mafl p mittels Theorem @Eﬁ%z = A +1in ist

A\ 172 o\ 2
21/2(|z|2+ ) +isgnn <Z|2 ) ;

wobei sgn(n) so definiert ist, dass sgn(n) = 1 fiir n > 1 und sgn(n) = 0 fiir n < 0.
Falls also > 0, dann ist Im(F(z)) = [(|z| — \)/2]'/2. Fiir n \, 0 wandert |z| immer
niher an ||, das heifit Im(F (X + in)) konvergiert gegen 0 wenn A > 0 und gegen
IA|'/2, wenn A < 0. Da F positiv auf der rechten Halb chse ist, hat das MaB ;1 kein
Gewicht bei 0. Das Mafl kann dann aus Theorem%lg—é%nnen werden und wir

erhalten
1 0 1 A |>\|1/2
1/2
Z/:\@+/OO<A—z_A2+1) —ax. (3.29)
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BEISPIEL 3.23. Sei F'(z) = log(z) der Hauptzweig des Logarithmus, der iiberall
aufer auf (—oo, 0] definiert ist durch log z = log | z|+iarg(z). Hierbei ist die Funktion
arg(z) der Hauptzweig des Arguments, der Werte in (—, 7] annimmt. Dann gilt

o = Relog(i) =0, A= lim 2801 _ ¢

n—oo  in

Es verbleibt wieder das Maf u zu bestimmen. Fiir n N\ 0 konvergiert Im(log(A+i7n))
gegen , falls A < 0 und gegen 0 falls A > 0, sprich du(z) = mdz|z<o und wir

erhalten
0
1 A

Folgende Klasse von Funktionen, die eng mit den Pick-Funktionen verwandt
ist, trifft man héufig in Halbgruppentheorie an.

DEFINITION 3.24 (Vollstindig monotone und Bernstein-Funktionen). (1) Sei
f € C>(0,00). Dann heiBt f genau dann vollstindig monoton, wenn (—1)" f(") >0
fiir alle n € Ny und x > 0.

(2) f:(0,00) = [0,00) heifit Bernstein-Funktion, falls f’ vollstdndig monoton.

SATZ 3.25 (Bernstein). (1) (Kleiner Bernstein) Falls f wvollstindig mo-
noton ist, dann ist f die Restriktion auf (0,00) einer auf C holomorphen
Funktion.

(2) (Grofer Bernstein) Falls f vollstindig monoton ist, dann ist f die Re-
striktion auf (0,00) einer Laplacetransformation eines positiven Mafes.

onoghuel1974
BEWEIS. Siehe Donoghue H)Donﬂ[ﬁ 13-14). O

BEHAUPTUNG 3.26. (1) Pick-Funktionen sind vollstindig monoton.
(2) Jede Bernstein-Funktion f : (0,00) — [0,00) hat die Darstellung

f(5) = az+ 8+ /( ety

fiir gewisse a, f > 0 und ein Levy-Maf v, also ein auf (0,00) getragenes, positives
Mapf, welches

t
/ dv(t) < oo
(0,00) ]. +t

erfillt.
orcuSchilling?2011
BEWEIS. Siehe Porcu—Schilling HDPSTI, p- ; O
4. Der Spektralsatz
eschl12014
4.]. Spektralmafe. Wir folgen Teschl ﬁrlele[, bschnitt 3.1] und Amrein
mrein2009

Amr09, Abschnitt 4.2].
Die Algebra der beschrinkten Operatoren auf einem Hilbertraum H wird mit
L(H) bezeichnet.
DEFINITION 4.1. Ein projektorwertiges Maj3, kurz PVM, ist eine Abbildung
P: Ag — E(?i)

Q— P(Q) (41)
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von den Borelmengen auf die Menge der orthogonalen Projektionen, sprich P(Q)* =
P(Q) = P(Q)?, die die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:
(1) P(R) =1y
(2) Wenn Q = (J,, Q, mit Q, N Q,, = 0 fiir n # m, dann gilt > P(Qy)¢ =
P(Q)4 fiir alle 1 € H (starke o-Additivitét).

BEMERKUNGEN 4.2. (1) Wir betonen, dass wir wirklich starke Konvergenz in
>0 P(Q,)Y = P(Q)y verlangen. Tatséchlich gilt die Norm-Konvergenz nicht ein-
mal im einfachsten Fall, wo H = L%(I) und P(Q2) = 1q der Multiplikationsoperator
mit der Indikatorfunktion auf € ist, da da fiir einen Multiplikationsoperator die
Norm gerade die Supremumsnorm der zugehérigen Funktion (hier also Eins) ist.

(2) Starke Konvergenz kann durch schwache Konvergenz ersetzt werden, da
w — lim P, = P impliziert, dass s — lim P,, = P wegen

(W, Pot)) = || Pt

. eschl12014
zusammen mit der Tatsache (Teschl [[TesI14] Lemma 1.12])

(w—limn = ¢ = s —lim ¢, = ¢) & limsup ||| < V] -
(Dies folgt aus w — lim ¢, = ¥ = lim ||¢,|| = v, womit
191 = tim inf (4, ) < [|4)] L inf || || < [[]] < liminf ||,
WOraus
1 = wnll* = 11 + [1¥n|* — 2Re (3, ) — 0
folgt.)

BEISPIEL 4.3. Sei H = C" und A € L(C™) eine symmetrische Matrix. Seien
{Aj}jL, die zugehorigen (distinkten) Eigenwerte und P; die Projektionen auf die
zugehorigen Eigenrdume. Dann ist

Pa():= Y P (4.2)
)\jGQ
ein PVM.

BEISPIEL 4.4. Sei H = L?(R) und f eine reellwertige messbare Funktion. Dann
ist
P(Q) = ].f—l(Q)
ein PVM. [Hausaufgabe!]

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften.

BEHAUPTUNG 4.5. Seien Q1,9 C R und P ein PVM. Dann gelten

P0)=0, PR\Q)=1-Pw) (4.3)
P(QLUQ) + P(Q1NQ) = P(Q1) + P(2) (4.4)
P(Q1)P(Q2) = P(Q1 N €Q2). (4.5)
Weiter ist P monoton in dem Sinne
P(Q1) < P(Q2) falls Q1 C Qo (4.6)
bzw. Ran(P(€21)) C Ran(P(2)). Insbesondere folgt aus P(Q3) = 0, dass P(1) =0

fiir alle Q1 C Qs.

eq:pvmpropl
eq:pvmprop2
eq:pvmprop3
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Folgendes Lemma ist fiir den Beweis der Monotonie-Eigenschaft niitzlich, aber
auch von gesondertem Interesse.

LEMMA 4.6. Seien Y und Z abgeschlossene Teilraume eines Hilbertraums X
und seien Py und Pz die orthogonalen Projektionen auf'Y bzw. Z. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es gilt stets 0 < Py < 1.

(2) P := Py Py ist genau dann eine orthogonale Projektion, wenn Py Py =
Pz Py gilt. In diesem Fall ist P = Pynz. Weiter qilt Y 1 Z genau dann,
wenn Py Py =0 (bzw. PzPy =0).

(3) Q := Py + Py ist genau dann eine orthogonale Projektion, wenn'Y 1 Z
gilt. In diesem Fall ist Q = Pygz.

(4) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Py < Pz,
(b)Y CZ,

(c) P;Py = Py,
(d) Py Py = Py.

eidmann2000
Bewnrs. Wir folgen Weidmann [Weso0- Size 2.55 und 2.56].

(1) Fiir jedes z € X gilt (0x,2) =0 < ||Pyz|? = (Pyz,z) < ||z|? = (12, ).

(2) Ist P = Py Py eine orthogonale Projektion, dann ist P selbadjungiert, also
PyPZ =P =P = (Pypz)* = PEP{; = Pzpy. Gilt umgekehrt PyPZ =
PZ_Py, SO fOlgt P2 = (Psz)2 = Pszpy.PZ = P)%P% = PyPZ =P
und P* = (Py Pz)* = (PzPy)* = Py Py = Py Py = P, sprich P ist eine
orthogonale Projektion.

Wegen P = Py Py = Pz Py ist ran(P) C ran(Py)Nran(Pz) =Y N Z.
Ist z € Y N Z, so gilt Px = PyPzx = Pyxz = x, also ist Y N Z C ran(P)
und somit Y N Z = ran(P).

Offenbar gilt Py Pz = 0 genau dann, wenn y € ran(Py)t = Y+ gilt
fiir alle y € ran(Pz) = Z, d.h., wenn Y L Z gilt. Entsprechend folgt die
andere Aussage.

(3) Ist Q = Py + Py eine orthogonale Projektion, dann ist ||z[|? > ||Qz|* =
(r,Qx) = (2, Pyx) + (2, Pzx) = ||Pyx|* + ||Pzx|]?. Fiir z = Pyy folgt
also ||Pyy||> > ||Pyyll® + |PzPyyl||?, dh. es muss PzPyy = 0 fiir alle
y € X gelten, sprich Pz Py = 0, nach Teil (1) also Y L Z. Die Inklusion
ran(Q) C ran(Py) + ran(Pz) = Y @ Z ist offensichtlich; ist andererseits
x =y+z € ran(Py) + ran(Pz) mit y € Y und z € Z, so gilt Qz =
Qu+ Qz=Pyy+ Pzz=y+ z =z, also insgesamt ran(Q) =Y @ Z.

Ist Y 1 Z, so gilt nach Teil (1), dass Py Pz = PzPy = 0, also Q? =
(Py + Pz)? = P2 + P2 = Py + Pz = Q. Da die Operatoren Py und Py
selbstadjungiert sind, ist es auch @ (Fragen nach dem Definitionsbereich
eriibrigen sich), womit @ auch eine orthogonale Projektion ist.

(4) (a) = (b): Ist Py < Py, so gilt |Pyz|? = (Pyz,x) < (Pzz,x) = || Pzz|?
fiir alle z € X, also ker(Pz) C ker(Py) und somit ¥ = ran(Py) =
ker(Py)* C ker(Pz)* =ran(Pz) = Z.

(0) = (¢): Mit W = Z oY gilt nach (2) und (3), dass PzPy =
(Py + PV[/)PY = P}%Py.

(¢) = (d): Da PzPy eine Projektion ist (ndmlich Py ), gilt nach (2)
dass PyPZ = Pzpy = Py.
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(d) = (a): Wegen PyPZ = PY gilt (Py,:l?,a?) = ||Py5€||2 = HPyPZaL‘||2 <
|Pzz||? = (Pzx, ) fiir alle 2 € X.
t

VIPIo - pvmprop3
BEWEIS VON BEHAUPTUNG mir zeigen lediglich Wtzte Aussage
folgt aﬁs _dgﬂrpr\éO{igen Lemma. Angenommen, es wire Q; N Qs = (. Quadriert man

dann erhalt man
P(Q1)P(Q2) + P(Q22)P(21) = 0. (4.7)

Multipliziert man dies von rechts mit P(3), sieht man, dass P(Q1)P(Qs) =
—P(Q2)P(Q1)P(2) selbstadjungiert ist, womit P(21)P(22) = P(Q2)P(1) =0
sein muss. Fiir den allgemeinen Fall Q1 N Qs # @) erhalten wir dann
P(21)P(Q2) = (P(21 — Q) + P(Q1 NQ2))(P(Q2 — Q1) + P(21 NN2))
=P(Q1NQ),

wie behauptet. (Il

Weiter korrespondiert zu jedem PVM eine Spektralschar
P(A) = P((=00, A]) (4.8)
sprich P(-) : R — B, welche folgenden Eigenschaften geniigt.

BEHAUPTUNG 4.7. Sei P(A\) = P((—o0, A]) die zu zu P gehorende Spektral-
schar. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) P(\) ist eine Projektion.
(3) s —limy,~\  P(An) = P(X) (starke rechtsseitige Stetigkeit).
(4) s —limy—,_oo P(A) =0 und s — limy_oo P(A) = 1.

Wie zuvor ist starke rechtsseitige Stetigkeit dquivalent zu schwacher rechtssei-
tiger Stetigkeit, da wir es hier mit Projektionen zu tun haben.

eidmann2003
BEwEIs. Folgt aus den Eigenschaften des PVM und Weidmann P{]WEIOB', Satze
2.52 und 2.57]. O

Der Vollsténdigkeit halber rufen wir die in dem Beweis zitierten Sétze kurz ins
Gedéchtniss.

LEMMA 4.8 (Monotonieprinzip). Sei (T}, )nen eine beschrinkte, monotone Folge
symmetrischer Operatoren im Hilbertraum H. Dann existiert ein symmetrischer
Grenzoperator T € B(H) mit s —limy, 00 T, = T'.

LEMMA 4.9 (Monotonieprinzip fiir orthogonale Projektionen). Sei P, eine mo-
notone Folge orthogonaler Projektionen im Hilbertraum H. Dann existiert eine or-
thogonale Projektion P in H mit s — lim, oo P, = P und es gelten

(1) falls P, wachsend ist, dann ran(P) = |J,,cyran(Py,) und
(2) falls P, fallend ist, dann ran(P) = [, cyran(Py).

Fiir v € H erhélt man ein endliches Borelmaf

1 (Q) = (v, P(Q)) = | P(Q)y]* (4.9)
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mit py (R) = ||9]|* < co. Durch Polarisierung erhalten wir die komplexen Borelmafie

() = (9, P(Q)Y) = i (prp () — pg—ap () +iprg—igp () — ipg i () -

(4.10)
Auflerdem folgt aus Cauchy—Schwarz |pe ()] < ||o||]|2]].
Die zu py(Q) gehorjge Verteilungsfunktion ist durch py(A) = (¢, P(A)¢) ge-
ilEf_S1 zu jeder V

geben. Da es nach Satz erteilungsfunktion ein eindeutiges Borelmafl
gibtE %j?etfgﬁfﬁr jede Spektralschar P(\) genau ein PVM, welches man — in Analogie
zu — durch

P((a,b)) = P(b—0) — P(a+0),
P((a,b]) = P(b+0) — P(a—0), (4.11)
P({b}) = s~ lim P((b— b)) = P(b-+0) = P(b—0)

erhélt. Die letzte Identitéit zeigt insbesondere

(1) P({b}) = 0 < die Spektralschar { P()\)} ist (stark) stetig am Punkt A = b,
(2) P({b}) # 0 < die Spektralschar {P(\)} ist unstetig am Punkt A = b.

Im zweiten Fall kann man mit dem Punkt b einen Unterraum M ({b}) mit nicht-
verschwindender Dimension, ndmlich

M({b}) = {f € H: P({b})f = f} = ran(P({b})) (4.12)

LEMMA 4.10. Angenoemmen der zugrundeliegende (komplexe) Hilbertraum H
sei separabel. Dann ist die Zahl der Unstetigkeitsstellen von P(\) hdchstens abzihlbar.

BEWEIS. Seien by # by zwei Unstetigkeitsstellen. Dann gilt P({b1})P({b2}),
womit die Rédume M ({b1}) und M({b2}) aufeinander stehen. Wihlt man zu jeder
Unstetigkeitsstelle b einen Vektor f;, # 0, so erhilt man eine Familie { f,} von nicht-
verschwindenden Vektoren, die paarweise orthogonal zueinander sind. Aber diese
Familie ist abzdhlbar da bereits jede ONB von H abzéhlbar ist, da H separabel
ist. (]

. . . uppmeasure
Analog zum Trager von Maflen in Definition aben wir

DEFINITION 4.11. Der Trdger einer Spektralschar P()\) ist definiert als
supp(P(A))={p€R: P(u+¢€)— P(u—€) #0Ve >0} CR. (4.13)

mrein2009

Offenbar ist supp(P (X)) abgeschlossen H‘Kmr()gfs. 144].

4.2. Integration iiber PVMs. Wir kommen nun zur Integration beziiglich
PVMs. Fiir jede einfache Funktion f = Z?:l a;lq; (mit Q; = f~!(ay)), definieren
wir

P(f) = / F)AP(N) ==Y a,;P(Q;). (4.14)
R =1
Insbesondere gilt P(1g) = P(Q). Aus (¢, P(f)) = >_; ajug,(€2;) folgt dann

(6P = [ FO) ditg o). (1.15)
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Aus der Linearitit des Integrals folgt, dass der Operator P einfache Funktionen
linear in B(H) abbildet. Weiter folgt aus

PSP =D log s (€25)
J
wegen der Disjunktheit der €;, dass

1Pl = / FOV dps (V) - (4.16)

Statten wir die Menge der einfachen Funktionen mit der sup-Norm aus, folgt ins-
besondere

1PN < 1 fllscll?ll (4.17)

sprich || P|| = 1 Da die einfachen Funktionen dicht im Banachraum der beschréinkten
Borelfunktionen B(R) sind, gibt es eine eindeutige Erweiterung von P zu einem
beschréinkten linearen Operator P : B(R) — B(H) mit [|P[| = 1. Insbesondere
behalten un thre Giiltigkeit.

Es gibt eine weiter Struktur hinter dieser Erweiterung. Wir erinnern daran, dass
B(H) (die Menge aller beschrinkten, linearen Operatoren auf #H) eine C*-Algebra
bildet. Ein C*-Algebra-Homomorphismus ¢ ist eine lineare Abbildung zwischen zwei
C*-Algebren beziiglich Multiplikation und Adjungieren, sprich er erfiillt ¢(ab) =
@d(a)p(b) sowie ¢p(a*) = ¢(a)*. Damit kann folgendes Ergebnis gezeigt werden.

SATZ 4.12. Sei P(Q) ein PVM. Dann ist der Operator

P: B(R) = B(H) (4.18)
£ [ syaP) (4.19)

ein C*-Algebra-Homomorphismus mit ||P|| = 1 und
(Pl)o. P = [ GOSN dis () (4.20)

Dariiberhinaus gilt starke Konvergenz s — lim, o P(f,) = P(f), wenn f,(A) —
F(N) punktweise und || frllco < 00.

BEWEIS. Die Eigenschaften P(1) = 1, P(f) = P(f)* und P(fg) = P(f)P(g)
folgen sofort fiir einfache f. Fiir allgemeine f folgen sie durch Approximation durch

einfache Funktionen gp(gl%tn%tg l%ellt Damit ist P ein C*-Algebra-Homomorphismus.
Gleichung 1%2”; folgt aus iP(g)gb,P(f)i/)) = n]‘-;’lfig*f)w) Die letzte Behaup-

tung folgt aus majorisierter Konvergenz und 0
A :pyvmformintegral
us @?“i sehen wir, dass
prepel®) = (POG PP = [ G0N duge(h) (@21
was wiederum
dup(gye, Py = 9f dptg,y (4.22)

impliziert.

eq:pvmnorm

’eq:pvmformintegral
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BeIsPIEL 4.13. Sei H = C" und A = A* € B(C") (mit m unterschiedlichen
Eigenwerten) bzw. P4 wie in Beispiel ann ist

PA() = Y- 0P, (1.23)

und insbesondere P4(f) = A wenn f(\) = A. Dariiberhinaus ist das Spektralmafl
durch

duy(\) =Y |2l dO(A — X)) (4.24)

j=1
gegeben, wobei dO(A — A;) das bei A; zentrierte Dirac-Maf} bezeichnet.

Der erste wichtige Schritt zum Spektralsatz ist die Erkenntniss, dass wir zu
jedem PVM P einen selbstadjungierten Operator, ndmlich P(f) fiir f(\) = A,
erhalten. Wir verallgemeinern die Situation sofort und setzen uns zum Ziel den
Operator P(f) fiir beliebige unbeschrinkte Borelfunktionen zu definieren. Wenn
diese zusitzlich rellwertig sind, erhalten wir so bereits weitere selbstadjungierte
Operatoren. Der Spektralsatz ist die Umkehrung dieser Aussage, sprich zu jedem
selbstadjungierten Operator A finden wir ein zugehoriges PVM Py, fiir das P4 (f) =
A ist, wenn f(A) = A

Fiir unbeschriinkte Borelfunktionen erwarten wir, dass auch P(f) unbeschrinkt

norm
sein wird. Wir definieren daher (motiviert durch

Dy = {wer: [ IFOP duyh) < oc). (4.25)

BEHAUPTUNG 4.14. Sei f eine (nicht notwendigerweise beschrinkte) Borel-
funktion auf R. Dann ist Dy ein dichter, linearer Unterraum von H. Fiir

fa=1a,f  Qui={X: [f(N)]<n} (4.26)
existiert
P(f)p = lim P(f), €Dy (4.27)
und P(f) ist ein linearer Operator, der @% . vmfﬁmqb = erfiillt.

BEWEIS. Offenbar ist Dy ein linearer Unterraum von H, da fiay (2) = |a? 1y (Q)
und

po+u(Q) = [PQ)(¢+9)]* < 2(1P Q)] + | P(QVI*) = 2(pp(Q) + p15(2))
mit Hilfe der Dreiecksungleichung.
Fiir ¢ € Dy ist die Folge der Borelfunktionen
n=1q,f  Qu:={A: |[f(N)] <n}

eine Cauchyfolge, die gegen f im L?(R, duy()))-Sinne konvergiert. Aus @%&%ﬂt
insbesondere, dass die Vektoren 1,, = P(f, )% eine Cauchyfolge in H bilden. Daher
kénnen wir

P(f)Y:= lm P(f)Y, €Dy

~pymnorm
definieren. Per Konstruktion ist damit P(f) ein linearer erator, der @Wﬁ'ﬂl‘c.
Da f € LYR, dpy) (und py endlich ist), bleibt auch (I5)) weiter giiltig, sofern

¢ =1
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Schliesslich zeigen wir, dass Dy dicht ist. Sei dazu (2,, wie in der Behauptung
und ¢, := P(Q,)v. Dann ist duy,, = 1q, dpy und damit ¢, € Dy. Dariiberhinaus
folgt v,, — 1 aus Ta Q, = 1lin L2(R dity). O

Der Operator P(f ) hat einige weitere schone Eigenschaften, die wichtig fiir den
Spektralkalkil sein werden. Wir erinnern daran, dass ein unbeschriankter Operator
A : D(A) — H normal heiit, wenn D(A) = D(A*) und ||Ay|| = ||[A*y| fir alle
1 € D(A) gilt. Wir erinnern, dass normale Operatoren abgeschlossen sind, da die
Graphennormen auf D(A) = D(A*) iibereinstimmen.

SATZ 4.15. Fiir jede Borelfunktion f ist der Operator
()= [ f0aPR).  D() =Dy (4.28)
R
normal und erfillt

IPUIE = [ L) duo()

0) = [ SO dnn

fir alle ¥ € Dy. AufSerdem kommutiert P(f) mit jedem P(X) und es ist (trivialer-
weise)

(4.29)

IP(HII=sup [fFN)]. (4.30)
A€o (P(f))

Seien ferner f und g Borelfunktionen und o, 8 € C. Dann gelten
P(f)" = P(f), (4.31)
P(f)+ BP(g) € P(af+Bg), D(P(f)+BP(9)) =Dsi1ig » (4.32)
P(f)P(g) € P(fg), D(P(f)P(9)) =Dy Dyy. (4.33)
Insbesondere folgen daraus
P(f)P(f) = P(H)P(f) = P(If1*)
(U6, P)0) = [ TOI90) dios . .

Schliesslich ist

(1) P(f) genau dann selbstadjungiert, wenn f(\) rellwertig ist und
(2) P(f) genau dann unitir, wenn |f(\)] = 1.

esch12014 mre1n2009
BEWEIS. Siehe Teschl [[Tes14, Theorem 3.2 oder Aéggg}in }f Amr09, Lemma
4.11 und S. 153]. Der Beweis wird in Abschnitt ge u T (I

Dieser Satz erlaubt es uns bereits zu jedem gegebenen PVM P einen zu-
gehorigen selbstadjungierten Operator A zu definieren, indem wir f (A) = Ain
Satz %cs—efzen. Wir haben

A:D(A) > H
D) = et [ N PO = [ Ndu() <o}, a0

(6, At) = / (¢, PAYY) = / Aiow(N), &€, e D(A).

eq:speccalcl

eq:speccalc2
eq:speccalc3

eq:speccalcéd
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Der Operator A ist genau dann beschrinkt, wenn supp(P())) beschrinkt ist und
in diesem Fall ist

A= sap |ul. (4.36)
pEsupp(P(N))

Ohne weitere Vorbereitungen (fiir den Beweis) stellen wir nun den Spektralsatz
auf.

SATz 4.16. Zu jedem selbstadjungierten Operator A : D(A) — H gibt es ein
eindeutiges PVM P4, sodass

A= /R AdP4(N) (4.37)
im Sinne
_ _ (A)
(6:40) = [ M. Pa0) = [ A0, veH v eDA).  (@438)

wobei uéﬁ()\) = (¢, Pa(MN)v) und Ps(\) die Spektralschar zu Pg{?) ist. Insbeson-
dere gilt der Spektralkalkiil fiir Borelfunktionen f aus Satz ur P(f) = Pa(f),
sprich

f(4) = / FdPA()

- (4.39)
fay = [ TR ara.
R
f(A) kommutiert mit allen Pa(X) und es gilt
[F(A)] = sup [fF(N)]. (4.40)

AET(A)
Weiter gilt fiir Borelfunktionen f und g sowie komplexe Zahlen o und 3, dass
af(A)+Bg(A) € (af + Bg)(A) (4.41)
F(A)g(A) C (F9)(4). |
Schliefilich ist
(1) f(A) genau dann selbstadjungiert, wenn f(\) fir alle A € o(A) rellwertig

ist und
(2) f(A) genau dann unitir, wenn |f(X)| =1 fir alle A € o(A).
h12014
BEWEIS. Siehe z.B. Teschl elsecle[,HTheore 3.6 E.ﬂ];:)er zweite Teil folgt dann
aus dem eigentlichen Spektrfalsatz Pnd Theorem uch dieser Beweis wird im
rooirspeccalc
folgenden Abschnitt gefthrt. (]

BEMERKUNGEN 4.17. (1) Die zu A gehérende quadratische Form ist durch

ga(y) = / Adpy (X) (4.42)
R
gegeben und kann fiir alle ¢» im Formbereich
Q(A) = D(AIM?) = {$ € 1 / Aduy(\) < 0o} DD(A)  (4.43)
R

definiert werden. (Man beobachte unsere erste Anwendung des Funktionalkalkiils
zur Definition von |A|'/2))



ss:proofspeccalc ‘

310 B. SPEKTRALSATZ FUR UNBESCHRANKTE SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN

(2) Angenommen zwei Operatoren A und A seien unitér fiquivalent zueinander,
sprich es gibt einen unitiren Operator U, sodass A = UAU* und D(A) = UD(A).
Dann ist A genau dann selbstadjungiert, wenn es A ist und es gilt o(A) = o(A).
Insbesondere folgt aus (A — z)™' = U(A — 2)"'U* und dem Spektralsatz, dass
duy = djipy sowie P;(f) = UPaA(f)U* (bzw. f(A) = Uf(A)U* unter Missbrauch
der Notation) mit D(Pj;(f)) = UD(Pa(f)).

speccalc
4.3, Beweis des Funktionalkalkiils (Satz [4.15)) und des Spektralsatzes
(Satz {.16).
speccalc h12014
BEWEIS VON SATZ m_ﬁﬁehe Tesq‘q‘l'Eel s 4. Theorem 3.2].

peccal
Wir beginnen mit dem Beweis von ({.31)). Fir gegebenes f seien

o= f1lg, mitQ,={AeR: |[f(N)] <n}.

3 alcprelim . -speccalc2 3
Fiir solche f,, ist Satz ﬁEié anwendbar, womit @_ﬁmche fn gilt. Daraus folgt

aber

wegen Stetigkeit. Es verbleibt noch

D(P(f)") € Dy
zu zeigen. Fiir ¢» € D(P(f)*) gilt per Definition, dass
(¥, P(f)¢) = (¢,¢) ¢ €Dy,
Per Konstruktion von P(f) gilt P(f,) = P(f)P(€,) und damit

(P(faths ) = (0, P(fa)$) = (¢, P(f)P(Q)d) = (P(Qn)ih,0) ¢ € H,
woraus P(f,)w = P(Q )1/1 folgt. Dies zeigt die Existenz des Grenzwertes

MﬁmwfmwwW=mquHW

Daraus und majorisierter Konvergenz folgt f € L3(R, du,), also ¢ € Dy.
Die Behauptung, dass ch)l ein normaler Operator ist, folgt aus Dy = Dy =

M ecc
D7 und der Formel @Wﬁﬁe

1P = IPUFDI = 1 P(F)I?
impliziert.

Fiir den Beweis von @Eﬁ?jﬂl{é’ken wir zunéchst, dass
D(aP(f) + AP(g9)) = D(P(f)) ND(P(9)) = Dy N Dg = Disi1|g) -
Setzen wir
fo=fla, uwnd gy,=glqg, firQ,={XeR:[f(N)]+][g(\)]<n},
dann sehen wir, dass

P(fn) = P(f)d, Plgn) = P(g)¥

und

O‘P(fn)q/} + 5P(gn)7/)
= P(afn + Bgn)Y = P((af + Bg)1la, )Y — Plaf + B9)Y, % € Dipj4ig| -
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: lc4
SchlieBlich zeigen wir @.ﬁﬁ% nehmen wir zundchst an, dass g beschrankt
ist und definieren f,, und 2,, wie eben. Dann erhalten wir wieder P(f,) = P(f)P(Q,)
und P(Q,)P(g)Y — P(g)y. Kombinieren wir dies mit
P(f)P(Qn)P(9)Y = P(fn)P(9)¥ = P(fag)¥ — P(fg) ¢ €Ds

sehen wir, dass

P(g)y € D(P(f)) und  P(f)P(9)y = P(f9)y

Dies zeigt P(f)P(g) = P(fg) wie behauptet. Wir entfernen nun die Einschrinkung,
dass g beschrankt ist. Fiir unbeschrénkte g definieren wir wieder g, = glq, wie
iiblich. Dann erhalten wir

P(gn)y — P(g)y und  P(f)P(gn)¥ = P(fgn) — P(fg)Yp ¢ € DygNDyy

also P(g)y € D(P(f)), was schlieBlich P(f)P(g)y = P(fg)y zeigt. O
hm h12014

Schliefllich beweisen wir noch Sat und folgen Teschl ﬁrel sl 40°S. 105-109].

Spétestens der Beweis von Satz macht klar, dass der Operator P(f) in

H eng mit dem Multiplikationsoperator f in L?(R,du,) verwandt ist. Um dies zu
prézisieren, betrachten wir den Unterraum

Hy = {P(9)¢: g € L*(R,duy)} CH, (4.44)
welcher in L? abgeschlossen ist. Insbesondere konvergiert 1,, = P(g,, )1 genau dann

in H, wenn g, in L? konvergiert. Es stellt sich heraus, dass wir P(f) auf H restrin-
gieren konnen.

LEMMA 4.18. Sei Py die orthogonale Projektion auf den Unterraum Hy,. Dann
reduziert Hy, den Operator P(f), sprich PyP(f) C P(f)Py.

o dﬂggzg]&barakterisierungen von reduzierenden Teilrdumen siehe auch Weidmann
HJWHJU, Satz 2.60]. H,, ist ein reduzierender Teilraum genau dann, wenn sowohl H.,
als auch H,; invariante Unterriume fiir P(f) sind, sprich, wenn P(f)[H, N Dy C

Hy, P(f)[H3; N Dy] € Hy und Dy = (Df NHy) + (D NH;) gelten.

BEWEIS. Angenommen, f wire zunéchst beschriankt. Dann zerlegen wir ¢ € ‘H
als ¢ = P(g)Y + ¢+ € Hy @ ’Hi Dann folgt aus

(P(h)y, P(f)et) = (P(fh)i,¢7) =0 he L,
dass P(f)o* € Hﬂ/}- Daraus folgt
PyP(f)p = PyP(f)P(g9)Y = Py P(fg)b = P(f)Pyo,
was, per Definition, bedeutet, dass #,, den Operator P(f) reduziert.

Sei nun f unbeschrénkt, dann betrachten wir, wie vorher f,, = flq, mit Q,, =
{AeR: [f(A)| < n}. Dann gilt

P(f7L)P1/J¢:P¢P(fn)¢a ¢€Df.

Lésst man nun n — oo gehen, erhalten wir

und

P(fa)Pyp¢ = P(f)P(Qn)Pyd — Py P(f)¢.
Aus der Abgeschlossenheit von P(f) folgt dann Py¢ € Dy sowie P(f)Py¢
PyP(f)¢-

ol
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Wie bereits angesprochen erlaubt uns dieses Lemma die Zerlegung P(f) =
P(f)|Hw @ P(f)|H#. Daraus folgt

PyDy =DsHy = {P(g)¢ : fg € L*(R, duy)} (4.45)
und in diesem Fall gilt P(f)P(g)y = P(fg)y € Hy.
Aus olgt, dass der Operator

Up : Hy — LA(R,dpy)
P(g) =g

-defupsi
unitédr ist. Dariiberhinaus folgt aus @,—Jﬁs

UypPyD(P(f)) = Up(Dy N Hy) = {g € L*(R,duy) : fg € L*(R,dpy)} = Dy,

(4.46)

woraus wiederum
UyP(f)ly,, = Uy (4.47)

folgt. Wir betonen nochmals, dass hierbei f mit dem zugehorigen Multiplikations-
operator identifiziert ist.

DEFINITION 4.19. Sei A : D(A) — H ein dicht definierter Operator. Dann heifit
f € D(A™) fiir alle n € N ein zyklischer Vektor, wenn die Menge {A™f : n € N}
dicht in H ist.

DEFINITION 4.20. (1) Sei J eine Indexmenge. Eine Menge {#; }jec s heifit Menge
von Spektralvektoren, wenn |[vb;]| = 1 und Hy, L Hy, fiir alle i # j.
(2) Eine Menge von Spektralvektoren heifit Spektralbasis, wenn H = @j Hy, -

In unserer Situation heifit ¢ also zyklisch, wenn H, = H. In diesem Fall ist
unser Bild vollstéindig. Andernfalls miissen wir unseren Ansatz noch etwas erwei-
tern. Der Spektralsatz garantiert uns, dass es zu jedem gegebenen Borelmafl einen

zugehorigen selbstadjungier Q%o(l? r%ftl%n%l%adessen Spektrum wir mit den Tech-
niken aus den Abschnitten |2 un untersuchen konnen. Um aber das Spektrum
eines gegebenen selbstadjungierten Operator, dessen Spektralmafl wir noch nicht

kennen, zu untersuchen wird folgendes Lemma hilfreich sein, welches besagt, dass
es fiir jedes gegebene PVM eine Spektralbasis gibt.

LEMMA 4.21. Fliir jedes PVM P gibt es eine hiochstens abzdhlbare Spektralbasis
{tn}, sodass

H=EEPH,, (4.48)
n
und einen zugehdrigen unitdren Operator

U = @ U'ﬁl)n : H - @ LQ(R7 d:uwn) I (449)

sodass fir jede Borelfunktion
UP(f)=fU, UD;=7D; (4.50)

gilt.

eq:defupsi
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BEWEIS. Es geniigt die Existenz einer Spektralbasis zu zeigen. Die Abzé&hlbarkeit
folgt aus der Annahme, dass H separabel ist. Wir konstruieren die Spektralbasis
mit dem Gram—Schmidt-Verfahren.

Wir behaupten zunéchst, dass, wenn {1;} je s eine Spektralmenge und ¢ L H,
fir alle j € J ist, dann gilt H,, L Hy, fiir alle j € J. Dies folgt aus der Tatsache,
dass ¢ L H,, impliziert, dass P(g)y L Hy, fiir jedes g € L, denn

(P(9)¢, P(f)5) = (¥, P(gf)b;) = 0.

Da die Menge der P(g)y mit g € L dicht in H, ist, folgt Hy L Hy,, wie
behauptet.

Jetzt starten wir das Gram—Schmidt-Verfahren und beginnen mit einer totalen
Menge {1[1] Wir normieren 1/;1 und wihlen es als 11 unserer Spektralbasis. Wir
tasten nun die restlichen {T;j}je.l\ﬁ} ab und halten beim ersten ﬁj an, welches
nicht in Hy, ist. Dieses projezieren wir auf Hﬂb_ﬂ normieren es und nennen es ;.
So machen wir weiter, bis die Menge {1/;] }ienq1y vollsténdig abgetastet ist. Damit
erhalten wir eine Menge von Spektralvektoren {1;}, die

Span{d;} C EP My,
J

erfiillen. Damit gilt
H = Span{);} = P My, ,
J

was den Beweis schlief3t. O

Wir wissen bereits, dass wir fiir gegebenes PVM P einen selbstadjungierten
Operator A = [, AdP()\) erhalten. Der Spektralsatz (Satzﬁ_ﬁesagt, dass die
Abbildung P +— [, AdP()) invertiert werden kann. Unser Beweis verwendet den
Satz von Nevanlinna (Satz ﬁ.—Wﬁ betrachten dazu die Resolvente Ra(z) =
Jo(A = 2)~1dP(X) mit zugehériger quadratischer Form

Fu(z) = (0 Ra(h) = [ Ay ()

R)\_Z,

(4.51)

- pymf
siehe W sehen, dass F(z) also gerade die Boreltransformation des Spek-
tralmafes dp,, ist. Wir erinnern, dass Fy(z) die obere komplexe Halbebene C,
holomorph in sich selbst abbildet und das Spektralmafl mit Hilfe der Stieltjesschen

. esinversion
Inversionsformel

) ) 1 A+6 .
Hap(A) = }1\2% lgr(l) = Im(Fy(E + i€)) dE (4.52)

ickuniqueprelim

wiederhergestellt werden kann. Wir erinnern auflerdem an Behauptung welches
die Umkehrung besagt: ist F,(z) eine Pick-Funktion, die |Fy(z)| < M/|Im(z)]
erfiillt, so ist sie die Boreltransformation eines eindeutigen Mafles 1y, welches durch
die Stieltjessche Inversionsformel gegeben ist und p,(R) < M erfiillt.

Sei also nun A ein gegebener selbstadjungierter Operator und

Fy(2) = (¥, Ra(2)y)

12Eine Menge deren Span dicht ist, heifit total.
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die quadratische Form der zugehorigen Resolventen. Dann ist F;(z) holomorph fiir
z € p(A) und erfiillt

Fo®) = TG wd (R < el (15

Insbesonder folgt aus der ersten Resolventenformel R4 (z)—Ra(w) = (z—w)Ra(w)Ra(z),

dass
Im(Fy(2)) = Im(2)[|[Ra(2)]1? . (4.54)

Wir haben damit nachgewiesen, dass Fy, Pick ist, weshalb 68 £in z%ehériges Bo-
iel ion

esinve
relmaf 1 gibt, welches durch die Inversionsformel E;??) gegeben ist. Wir nennen

dieses Maf} das Spektralmafs von A zu 1.
Durch Polarisation erhélt man fiir beliebige ¢, v € H das komplexe MaB 14 4,
welches

d A

(&, Ra(2)) = / 7”;’“”( ) (4.55)
R —Z

erfiillt. Dieses Maf3 erlaubt uns nun eine Familie von Operatoren (welche PVMs

sein werden) iiber die Sesquilinearformen

sa(,¥) = / dprg i (A) (4.56)
Q
zu definieren. Da die zugehorige quadratische Form nichtnegativ ist, sprich

qo(¥) = sa (¥, ¥) = pyp(Q) 20,

impliziert Cauchy—Schwarz, dass

Isa(@, )| < \/ 1oy () < [l[ll|2]-
ch12014

Mit Friedrichs (oder einer Baby-Version davon, siehe z.B. Teschl ﬁ‘%?ﬂljorollary
1.9]) folgt, dass es eine zugehorige Familie von selbstadjungierten, nichtnegativen
Operatoren

0< Py (w) <1

gibt, fiir die gilt
<¢mww=/wwm. (4.57)
Q

:gE%VMmA 4.22. Die Familie der Operatoren P4 () formt ein PVM nach Defini-
tion .

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst
PA(Ql)PA(Qg) = PA(Ql N Qg)
eschl12014
und bemerken dazy (siche z.B. Teschl [TesI4; Problem 3.29]), dass die Stieltjessche

Inversionsformel 1 reemﬁvefgs it fiir komplexe Mafle (also Mafle der Form
dp = dpy — dpo +i(dps — dpa) fiir g1 > 0) behélt. In diesem Fall gilt die Stonesche
Formel

1 I . .

5[#()\17 A2) + p([Ar, A2])] = i 2{% N [F(E +ie) — F(E —ie)|dE (4.58)
fiir F(z) = |, gﬁte(lg\e)w()\—z)*l. Dies ist bei uns der Fall, wenn wir dy 4 polarisieren.

(Formel @W@f aus der Tatsache, dass der Imaginérteil der Resolventen gerade
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der Poiss {)11155{& also eine Approximation der Eins, ist. Formal wire die rechte Seite
von @—zﬂﬁ gerade

€

1
gl\n(l) 2 ) dp(A) /R dE [1(x, 00) (E) + 1y, 00 (B)] 2T E)p
SS(A—E)

= 5 [ O )+ L] = 0 2 + A, )

was behauptet war.)
Als Nachstes rechnen wir
dpir 29,0 (A) _ o N
A v (Ra(Z)d, Ra(2)) = (6, Ra(2)Ra(2)9)
= 2 [(¢. Ra(2)¥) — (6, Ra(2))]

z2—2Z

1 1 1 1 dpg.yp(N)
= — d A)=[ —— ————=.
zz/R<)\z /\2) How (V) /R)\fé A— 2
Zusammen mit gg{togq% bemerkten Verallgemeinerung der Stieltjesschen Inversi-

version
onsformel 1@2;) fir komplexe Mafle zeigt diese Rechnung, dass

_ dpgp(N)
A—z

AR 4 (z),0 (A)

Als Nichstes rechnen wir

[ s (6, (e Pa(@)4) = (Ral0 Pa©)0)

A
Z/Rln()\)dum(zw,w(/\):/Ri\ﬂ()duas,w()\)-

z

Vergleicht man die letzten beiden Formeln miteinander, stellt man fest, dass

dprg, Py (A) = La(N)dpg 4 (N) < (¢, PA(Q1)Pa(Q2)v) = (¢, PA(Q21 N Q2)Y),

da 1g, 1, = 1g,nq,. Dies zeigt die erste Eigenschaft von PVMs und insbesondere,
dass P4 (1) ein Projektor ist, wenn man Qg = Q; setzt.
Wir zeigen nun P4 (R) = 1. Sei dazu ¢ € ker(P4(R)). Dann ist

0 = dpg, pamyp(N) = 1r(N) dptgp(N) = dug (M),

was (¢, Ra(2)Y) = 0 impliziert, was wiederum 1 = 0 zeigt.

Schliefllich zeigen wir_schwache (bzw. dquivalenterweise starke) o-Additivitét
von Py (vgl. Bemerkung @%azu sei Q= Jo7, Q, mit Q, NQ,, =0 fiir n # m.
Dann folgt

n n

D @, Pa(@)0) = > () = (1, Pa(Q)9) = py(Q) = (0, Pa()9))
j=1 j=1
aus der o-Additivitét von py, wie behauptet. Dies schlieBt den Beweis. O

hm
Wir sind damit endlich in der Lage den Spektralsatz, Satz ﬁ%u beweisen.

specthm . . .
BEWEIS VON SATZ EEIE[ Die Existenz des zum selbstadjungierten Operators

A gehorenden PVMs P wuggCe geef%gle durch eine explizite Konstruktion bewiesen.
Weiter implziert Satz ﬁi §E dass Pa((A — 2)71) = Ra(z) fiir 2 € C\ R. Da die



316 B. SPEKTRALSATZ FUR UNBESCHRANKTE SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN

komplexen Mafle py . eindeutig durch die Resolvente und das PVM wiederum
eindeuig durch die Mafle 14 bestimmt sind, folgt die Eindeutigkeit des PVMs.
Dies schliefit den Beweis. O

5. Spektralteile selbstadjungierter Operatoren

esch12014 mrein2009
Wir folgen Teschl R.IesIZ[, bschnitte 3.2-3.3] und Amrein [Amr09, Abschnitt

. L 5 : st ie]t jeemebismaest orm 5 A
Wie wir in den Abschnitten il und E bereits gesehen hatten ist die Boreltrans-

formation ein méchtiges Werkzeug zur Untersuchung des Spektrums von Maflen.
Wir wenden diese Techniken nun auf die Spektralmafie von selbstEd%%E%i&rggg G(})Cpe—

4.3].

ratoren an. Insbesondere erlaubt uns der Spektralsatz und Satz ie einzelnen
Spektralteile aus einem selbstadjungierten Operator zu extrahieren.

Wir erinnern, dass die Boreltransformation eines Mafles ¢ durch F,(z) = fR()\f
2)~Ldu()\) gegeben ist. Sei nun A : D(A) — H selbstadjungiert mit Spektralschar
P()\). Dann definieren wir

_ Ay (A
Fo(s) = (o= 2) ) = [ B, (5.1
R —Z
wobei fy(A) = (¢, P(A\)Y) baw. py(Q) = (¢, P(Q)y). Wir erinnern, dass Fy(2)
C4 N p(A) holomorph in C, abbildet, denn

Im(F (2)) = Im(2)||(4 — 2) "4 (5.2)
und Fy, () = Fy(z) sowie |Fy(2)| < [|¢]|?//Im(z)| (dur h Weglassen des Realteils)
erfiillt. Ferner gilt die Stieltjessche Umkehrformel , SpTiC

1 A+0
A) = lim lim — Im(Fy (t + i€)) dt .
po) = lim lim — [ Em(Fy(t + i) (5.3)
gilt.
Aus dem Spektralsatz haben wir folgende Charakterisierung des Sp ums von
selbstadjungierten Operatoren. Vergleiche dies auch mit der Definition ur den

!%?'S%er des SpektralmaBles und den Tréiger von beliebigen Borelmafien in Definition

SaTz 5.1. Sei A: D(A) — H selbstadjungiert. Dann gilt
og(A) ={NeR: Pa(A—€e,A+¢€)) #0Ve > 0}. (5.4)

Insbesondere ist 0(A) = o(p), wobei v das zu A gehirende Spektralmaf ist, welches
in Fy(z) = (¢, (A — 2)71) auftaucht.

eschl12014
BEWEIS. Siehe Teschl [TesI4! Theorem 3.7].

Sei ,, = (Ao — 1/n, A0 + 1/n). Angenommen P4 (£2,) # 0. Dann finden wir
Yy, € Pg(Qp)H mit ||¢,]| = 1. Da

1(A = X0)tnll* = 11(A = Xo) Pa(Qn)thn]|?

- / (A= Aoy, (A) <02
Qp

folgt Ao g(4) pus der Definition von Spektrum mit Weyl-Folgen (siehe bspw.
Lemma [Tes14] Lemma 2.17]).
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Ist umgekehrt Pg((Ao — €, Ao +€)) = 0, dann setzen wir
Fe) = Ir\(ag—e o+ (M)A = X0)

Dann gilt
(A= Xo)Pa(fe) = Pa((A = Ao)fe(A)) = Pa(R\ (Ao — €, X0 +€)) = 1.
Schlieflich ist Pa(fc)(A — o) = 1p(a), womit Ao € p(A). O

Aus diesem Satz folgt insbesondere
Pa((A1,A2)) =0 (A, A2) € p(A)
sowie folgendes
KOROLLAR 5.2. Es gelten
Py(c(A) =1 und Pa(RNp(A))=0. (5.5)

BEWEIS. Fiir jedes A € RNp(A) gibt es ein offenes Intervall I mit P4 (1)) = 0.
Diese Intervalle bilden eine offene Uberdeckung von R N p(A). Dariiberhinaus gibt
es eine abzéhlbare Teiliiberdeckung J,,. Setzt man Q,, = J, \ U,, <n Jm, erhalten
wir disjunkte Borelmengen, die RN p(A) iiberdecken und P4 (£2,,) = 0 erfiillen. Aus
der starken o-Additivitat folgt schliefflich

PA(RNp(A)d = 3 Pa(@u) =0,

was den Beweis schlief3t. O

Konsequenterweise erhélt man daraus
Pu(f) = Pa(o(A))Pa(f) = Pa(lo(a)f), (5.6)

sprich P(f) wird nicht durch die Werte von f auf R\ 0(A) beeinflusst. Wir haben
hier ein letztes mal P4 (f) geschrieben und verwenden stattdessen von nun an immer
F(A) = Pa( f)El Diese Notation ist durch die elementare Beobachtung

Py N | =D a;A (5.7)
§=0 §=0

gerechtfertigt.
Wir kommen nun zu einem Vorldufer des Spektralabbildungssatzes. Definieren
wir den Pullback

(fem)(Q) == u(f7'Q), QCR, (5.8)
so gilt

/mmaﬂmura/MﬂMmmm. (5.9)
R R

Um diese Formel zu zeigen, geniigt es, sie fiir einfache Funktionen g zu zeigen. Fiir
solche folgt sie aber sofort, denn 1g o f = 1;-1(q). Insbesondere folgt aber daraus

Pf(A)(Q) = 1f71(Q) . (5.10)

Damit kénnen wir folgendes Ergebnis zeigen.

thm
13Das haben wir davor unter Missbrauch der Notation bereits getan, z.B. in Satz @7
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spectralmappingprelim‘ LeEmMA 5.3 (Vorlidufiger Spektralabbildungssatz). Sei f eine rellwertige Borel-
funktion. Dann ist das Spektrum von f(A) durch
o(f(A)) = o(fep) (5.11)

gegeben. Insbesondere gilt

o(f(A)) € f(o(A)) (5.12)

und es gilt Gleichheit, wenn f stetig ist. Weiter kann der Abschluss auf der rechten
Seite weggelassen werden, wenn zusditzlich o(A) beschrinkt (sprich kompakt, da
o(A) abgeschlossen ist) ist oder |f(\)| = oo fiir |A\| = oo erfiillt.

eschl12014
BEWEIS. Siehe Teschl [Tes14] Lemma 3.11].

[l
Teschl2014 Amrein2009
[Von hier an, weiter in >schl | 5‘&314, S. 114-119], Amrein [[Amr09],

Abschnitt 4.3] und Weidmann [[WeiO3|, Satz 8.24].]

6. Spektralprojektionen

Die erste Methode (Riesz, abgeschlossene Operatoren) funktioniert fiir isolierte
Eigenwerte. Die zweite Methode (mean ergodic theorem, selbstadjungierte Operato-
ren) funktioniert fiir eingebettete Eigenwerte. Die letzte Methode (Hilberttransfor-
mation, selbstadjungierte Operatoren) funktioniert fiir absolut-stetiges Spektrum.

6.1. Riesz-Projektion. Sei A ein abgeschlossener Operator in einem Banach-
raum B. Sei I' eine einfache rektifizierbare Kurve, die eine Menge G umschlief3t,
sodass Gt C p(A). Dann ist der zu I" gehérende Riesz-Projektor durch

1 dz

Falls A € 0(A) der einzige Punkt des Spektrums von A innerhalb Gr ist, schreibt
man P, := Pr. In diesem Fall ist P, eine Projektion, die mit A kommutiert. Insbe-
sondere sind die Rdume PrB8 und (1 — Pr)B unter A invariante Unterrdume und es
gilt B= PrB® (1 — Pr)B. Wenn 'y und T’y zwei verschiedene Konturen mit obigen
Eigenschaften sind, fiir die aber Gp, N Gr, = 0, so ist Pr, Pr, = 0.

6.2. Mean ergodic theorem. Sei H selbstadjungiert. Falls A € ogs.(H),
A also ein reeller, isolierter Eigenwert ist, kann die Spektralprojektion P({\}) =
EN) — E(\ - 0; auch als Riesz-Projektion, also als Konturintegral, geschrieben
werden, siehe . Fur eingebettete Eigenwerte ist dies nicht mehr moglich. Wie-
ners Theorem gibt daher eine alternative Formel fiir dj¢ Prajektion auf Eigenwerte.
Man spricht auch vom ,,mean ergodic theorem* (Kato [Kat66, Kapitel X, Theorem
1.3]), welches

1 t2 ,
P({\})=s5— lim / et o=t gt

to—t1—00 t2 — tl th

besagt.
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6.3. Inspiration durch Hilberttransformation. Sei T selbst-adjungiert.
Neben der Stoneschen Formel

1 .1 N
(0, (Pap) + Plap)9) = lim —— | (Liap)(N) + Loy (V)) Im (¢, (T = A — i)~ 9)
2 e—0 27 R
(6.2)
ist folgende Formel fiir
1 T
1j0,00)(T) = (1 + T|> (6.3)
riesemeretall1999
oft hilfreich, z.B. bei der Untersuchung des Dirac-Operators—siehe bspw. [GLS99 ﬁ; )
S. 279]. Es gelten
(¢), T® = =1 hm / b, e p) (6.4)
|ﬂ>e
1 1
=— [ dn(o,(T —in)~ 9). (6.5)
T JR

i einen Beweis der Aquivalenz zwischen dem ersten und dritten Ausdruck, siche
Kat66, Kapitel VI.5, Lemma 5.6]. (Der Beweis ist dhnlich zu dem von Stones
Formel und verwendet (T —in)~! = (T +in)(T?+n*)~'.) Wir skizzieren, wie man
die erste Gleichheit beweist. Dazu erinnern wir an die Hilberttransformation

(Hf)(x) —PVf*f —hH(l] f (6.6)
e—>
| — y|>6
Der zugehorige Fouriermultiplikator is die Vorzeichenfunktion ist, sprich
(HNNE) = —isen(©)f(€) =~ F©) (67)

A\ = W) erhalten wir

%qﬁ) = /Rd)\ Sgn()\)%iw :i/Rd)\}" [Hf—l (W)} ()

i(l, FHF* <(¢’ d]fl,T(.M)) )L2(R,dN\)

et (G091

Damit (und ersetzen f

(¢,

itT
= iH(¢,¢"9)(0) = i lim M it
[t[>e

(6.8)
wie behauptet.
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