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Aufgabe 8.1 (10 Punkte)
Mit Hilfe von Plancherel (des Spektralsatzes) definieren wir Funktionen von —A iiber die
Wirmeleitungskerndarstellung. Fiir o > 0 ist insbesondere
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mit a, = 7 *I'(«) definiert. Im Folgenden seien 1 < p < ¢ < oo und

di_1

o >
2'p q

1. Zeigen Sie, dass (—A + 1) ein LP(R?) — L?(R%)-beschrinkter Operator ist. (Hinweis:
Zeigen Sie LP — L2-Schranken von e®, die man mit den Schranken des sechsten Blatts
erhalten kann.)

2. Sei f: R — C messbar und erfiille |f(£)| < (1 + [€])™. Sei zudem 1 < p <2 < g < 0.
Zeigen Sie || f(—=A)Y |, S |||, fiir alle ¢ € LP(RT) N L2(RY).

Aufgabe 8.2 (20 Punkte)
Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

1. Seien S : D(S) — H und T : D(T') — H lineare Operatoren. Sei T zudem abgeschlossen
und bijektiv. Angenommen, es gilt D(T') C D(S) mit ||ST!|| < 1. Zeigen Sie, dass dann
auch S + T abgeschlossen und bijektiv ist sowie die Giiltigkeit der Neumann-Reihe

(S+T)7 =) ()T ST ) =D ()T ST

Die Konvergenz ist in der Operatornormtopologie zu verstehen.

Bemerkung: Die beiden Reihen sind offenbar identisch. Formal erhélt man sie, indem man
in

(T+8) ' =[TA+T'9 ' =1+17'9) '
den Term (1+ 7-15)~! als geometrische Reihe schreibt.

2. Sei V € R, der Rollnik-Klasse, und H := Hy + V := —A 4 V definiert im Sinne quadra-
tischer Formen mit Formbereich H'(R?). Zeigen Sie fiir E < 0 die folgende Verallgemei-
nerung der Resolventenformel.



Satz 0.1 (Tiktopoulos, Simon (1971)). Fir hinreichend negatives E existiert B(E) =
(Ho—E)~Y2(1+Ap) Y (Ho—E)~Y2, wobei Ap = (Hy—FE)~Y/?V (Hy—E)~Y2. Dariiberhinaus
ist Bg durch die Operatornormkonvergente Reihe

o0

Bp =) (-1)"'U,

n=1
mat
U =Hy—E)", U,=(Hy—E) V(Hy— E) )"
gegeben. Des Weiteren gilt Bp = (H — E)~L.

(Hinweise: Zeigen Sie zunéchst die Endlichkeit von ||Ag|| mit Hilfe der Tatsache

1Ap|? < Tr ApAp — / Ap(z.y)[ du dy.
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Verwenden Sie dann die Argumente der vorigen Teilaufgabe.)

Aufgabe 8.3 (10 Punkte)

Seien Hy : D(Hy) — H ein nicht-negativer Operator und V' : D(V) — H ein linearer Ope-
rator mit D(Hy) C D(V). Zeigen Sie, dass V genau dann Hy-beschrinkt ist, wenn ag :=
limg oo [|[(Ho + E)~'V|| endlich ist. In diesem Fall ist ay das Infimum aller a > 0, fiir die

3b< oo Vo € D(Hp) . ||V < al|Hot|| + bl|o]|

gilt. Man sagt auch ,aq ist die Hy-Schranke von V' *.



