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Aufgabe 6.1 (10 Punkte)

Sei t > 0. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) [l flloo St S fiir f € LY(RY).

b) [lef fll, < || 1], fiir alle p & [1, 50] und f € LP(RY).

o) lle®flla S =4Il fir f € LR und e flloe < t=|f]l2 fir f € L*(RY).

~

Aufgabe 6.2 (10 Punkte)
Sei H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-), das im rechten Eintrag linear und
im linken Eintrag antilinear ist. Analog versehen wir ‘H & H mit dem Skalarprodukt

() (HxH)x (HxH)—C
((p1,02), (W1,92)) = (o1, ¥1) + (P2, 92)
und mit der dadurch induzierten Norm
0% H = [0, 00)
(1, 02) = (lonl® + llp2]|%)'72
Zunéchst gilt folgende Charakterisierung von Abgeschlossenheit.
Satz 0.1. Sei T : D(T) — H ein linearer Operator, dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1. T :D(T) — H ist abgeschlossen.
2. Fir jede Folge (pn)nen € D(T) mit @, — @ und T, — T gilt p € D(T) und Ty = 1.
3. Versehen mit der Graphennorm
|l = DT) = [0,00)
o= (lell? + 1Te))?
ist (D(T), | - |lr) vollstindig.

Wir mochten nun die Stabilitdt der Abgeschlossenheit von T unter Stérungen untersuchen.
Dazu miissen wir quantifizieren, was eine Stérung iiberhaupt ist.



Definition 0.2. Seien T : D(T) — H und S : D(S) — H Operatoren. Dann heifst S relativ
T-beschréankt genau dann, wenn

e D(T) CD(S) und
e ¢s gibt a,b> 0, sodass ||SY| < a||T| + by
fir alle v € D(T). In diesem Fall heifst
inf{a > 0: Es gibt b > 0, sodass ||SY|| < al|TY| + b||¢|| fir alle v € D(T) gilt}
die T-Schranke von S.
Zeigen Sie dann die folgenden Aussagen.
a) Angenommen, es gilt ||Sv||? < a?||Ty||* + b?||v||?. Dann gilt ||Sv|| < al|T| + b||v]].

b) Angenommen, es gilt ||Sv| < a|| T4 + b||¢||. Dann gilt ||Sv||* < a?(1 + &2)||TY||* + v*(1 +
e~ H|J|)? fiir alle € > 0.

¢) Angenommen, S sei ein T-beschrankter Operator mit 7-Schranke < 1. Dann ist 7' genau
dann abgeschlossen, wenn 7'+ S : D(T') N D(S) = D(T') — H abgeschlossen ist.

Aufgabe 6.3 (10 Punkte)
Seien S : D(S) — H und T : D(T) — H bijektive Operatoren mit beschrénkten Inversen
S=1T~1 € B(H). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist D(S) CD(T),sogilt T =S~ =TS -T)S~".
b) Ist D(T) C D(S), so gilt T-! — S~ = S~1(S —T)T~1.
¢) Ist D(T) =D(S),sogit T-! =S =T"1(S-T)S 1 =5"1(S—-TT".

Seien nun S : D(S) — H und T': D(T") — H abgeschlossene Operatoren in H. Zeigen Sie die
Resolventenformeln.

a) Fiir w, z € p(T) gilt

(T—-2)'-T-w)''=E-w)(T -2 (T—w " =E—-w)(T—w) YT —2)".

b) Ist D(S) = D(T), dann gilt fiir z € p(T) N p(.5),

(T—2) = (S—2) = (T —2)" (S —T)(S —2) = (S —2)"1(S = T)(T — )",

Zeigen Sie schliefllich fiir einen abgeschlossenen Operator T : D(T) — H die Abschétzung

1

1T =272 g omy

fir alle z € p(T") mit Hilfe von

Satz 0.3 (Stabilitiat der stetigen Invertierbarkeit). Seien S : D(S) — H und T : D(T) — H
lineare Operatoren. Angenommen T ist abgeschlossen und beschrdankt invertierbar und es gilt
D(T) C D(S) mit ||STY| < 1. Dann ist auch T + S beschrinkt invertierbar.



Aufgabe 6.4 (10 Punkte)

Seien V : R? — C eine messbare Funktion und My : D(My) — L*(R?) der Multiplikations-
operator, der wie (My)(z) := V(x)(z) fiir v € D(My) := {¢p € L>(R?) : Vop € L*(R?)} und
r € R? wirkt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) My ist auf dem maximalen Definitionsbereich D(My ) abgeschlossen.

b) Das Spektrum ist der wesentliche Bildbereich, sprich
o(My) = essran(V) = {z eC ‘ Ve>0:{z eR: |V(z) — 2| <e}| > O} :

wobei |A| das Lebesguemaf einer Teilmenge A C R¢ meint.



