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Aufgabe 6.1 (10 Punkte)
Sei t > 0. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) ‖et∆f‖∞ . t−d/2‖f‖1 für f ∈ L1(Rd).

b) ‖et∆f‖p ≤ ‖f‖p für alle p ∈ [1,∞] und f ∈ Lp(Rd).

c) ‖et∆f‖2 . t−d/4‖f‖1 für f ∈ L1(Rd) und ‖et∆f‖∞ . t−d/4‖f‖2 für f ∈ L2(Rd).

Aufgabe 6.2 (10 Punkte)
Sei H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉, das im rechten Eintrag linear und
im linken Eintrag antilinear ist. Analog versehen wir H⊕H mit dem Skalarprodukt

〈·, ·〉 : (H×H)× (H×H)→ C
((ϕ1, ϕ2), (ψ1, ψ2)) 7→ 〈ϕ1, ψ1〉+ 〈ϕ2, ψ2〉

und mit der dadurch induzierten Norm

‖ · ‖ : H×H → [0,∞)

(ϕ1, ϕ2) 7→ (‖ϕ1‖2 + ‖ϕ2‖2)1/2

Zunächst gilt folgende Charakterisierung von Abgeschlossenheit.

Satz 0.1. Sei T : D(T )→ H ein linearer Operator, dann sind folgende Aussagen äquivalent.

1. T : D(T )→ H ist abgeschlossen.

2. Für jede Folge (ϕn)n∈N ∈ D(T ) mit ϕn → ϕ und Tϕn → Tψ gilt ϕ ∈ D(T ) und Tϕ = ψ.

3. Versehen mit der Graphennorm

‖ · ‖T : D(T )→ [0,∞)

ϕ 7→ (‖ϕ‖2 + ‖Tϕ‖2)1/2

ist (D(T ), ‖ · ‖T ) vollständig.

Wir möchten nun die Stabilität der Abgeschlossenheit von T unter Störungen untersuchen.
Dazu müssen wir quantifizieren, was eine Störung überhaupt ist.



Definition 0.2. Seien T : D(T ) → H und S : D(S) → H Operatoren. Dann heißt S relativ
T -beschränkt genau dann, wenn

• D(T ) ⊆ D(S) und

• es gibt a, b > 0, sodass ‖Sψ‖ ≤ a‖Tψ‖+ b‖ψ‖

für alle ψ ∈ D(T ). In diesem Fall heißt

inf{a ≥ 0 : Es gibt b ≥ 0, sodass ‖Sψ‖ ≤ a‖Tψ‖+ b‖ψ‖ für alle ψ ∈ D(T ) gilt}

die T -Schranke von S.

Zeigen Sie dann die folgenden Aussagen.

a) Angenommen, es gilt ‖Sψ‖2 ≤ a2‖Tψ‖2 + b2‖ψ‖2. Dann gilt ‖Sψ‖ ≤ a‖Tψ‖+ b‖ψ‖.

b) Angenommen, es gilt ‖Sψ‖ ≤ a‖Tψ‖+ b‖ψ‖. Dann gilt ‖Sψ‖2 ≤ a2(1 + ε2)‖Tψ‖2 + b2(1 +
ε−1)‖ψ‖2 für alle ε > 0.

c) Angenommen, S sei ein T -beschränkter Operator mit T -Schranke < 1. Dann ist T genau
dann abgeschlossen, wenn T + S : D(T ) ∩ D(S) = D(T )→ H abgeschlossen ist.

Aufgabe 6.3 (10 Punkte)
Seien S : D(S) → H und T : D(T ) → H bijektive Operatoren mit beschränkten Inversen
S−1, T−1 ∈ B(H). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist D(S) ⊆ D(T ), so gilt T−1 − S−1 = T−1(S − T )S−1.

b) Ist D(T ) ⊆ D(S), so gilt T−1 − S−1 = S−1(S − T )T−1.

c) Ist D(T ) = D(S), so gilt T−1 − S−1 = T−1(S − T )S−1 = S−1(S − T )T−1.

Seien nun S : D(S) → H und T : D(T ) → H abgeschlossene Operatoren in H. Zeigen Sie die
Resolventenformeln.

a) Für w, z ∈ ρ(T ) gilt

(T − z)−1 − (T − w)−1 = (z − w)(T − z)−1(T − w)−1 = (z − w)(T − w)−1(T − z)−1 .

b) Ist D(S) = D(T ), dann gilt für z ∈ ρ(T ) ∩ ρ(S),

(T − z)−1 − (S − z)−1 = (T − z)−1(S − T )(S − z)−1 = (S − z)−1(S − T )(T − z)−1 .

Zeigen Sie schließlich für einen abgeschlossenen Operator T : D(T )→ H die Abschätzung

‖(T − z)−1‖ ≥ 1

dist(z, σ(T ))
.

für alle z ∈ ρ(T ) mit Hilfe von

Satz 0.3 (Stabilität der stetigen Invertierbarkeit). Seien S : D(S) → H und T : D(T ) → H
lineare Operatoren. Angenommen T ist abgeschlossen und beschränkt invertierbar und es gilt
D(T ) ⊆ D(S) mit ‖ST−1‖ < 1. Dann ist auch T + S beschränkt invertierbar.



Aufgabe 6.4 (10 Punkte)
Seien V : Rd → C eine messbare Funktion und MV : D(MV ) → L2(Rd) der Multiplikations-
operator, der wie (MV ψ)(x) := V (x)ψ(x) für ψ ∈ D(MV ) := {ψ ∈ L2(Rd) : V ψ ∈ L2(Rd)} und
x ∈ Rd wirkt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) MV ist auf dem maximalen Definitionsbereich D(MV ) abgeschlossen.

b) Das Spektrum ist der wesentliche Bildbereich, sprich

σ(MV ) = ess ran(V ) :=
{
z ∈ C

∣∣∣ ∀ε > 0 : |{x ∈ Rd : |V (x)− z| < ε}| > 0
}
,

wobei |A| das Lebesguemaß einer Teilmenge A ⊆ Rd meint.


