Institut fiir Analysis und Algebra Wintersemester
Technische Universitdt Braunschweig 2019/20
Prof. Dr. Volker Bach, Dr. Konstantin Merz

Partielle Differentialgleichungen 2

4. Ubungsblatt
Ausgabe am 18.11.2019, Abgabe am 25.11.2019 vor der Vorlesung

Aufgabe 4.1 (20 Punkte)

a) Sei m € L>®(RY) N L?(RY). Zeigen Sie
(m(=iV)f)(z) = Fmf](z) = g m(z —y)f(y) dy

fir alle f € L*(R?). Insbesondere konvergiert das Integral fiir alle z € R?. (Hinweis: Ver-
wenden Sie, dass S dicht in L? liegt sowie den Satz von Plancherel.)

b) Seien t € R und e > 0. Zeigen Sie in R?, dass
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Zeigen Sie weiter, dass fiir f € L*(R?) und f = F~![f],
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gilt, wobei der Grenzwert in der L?(R?)-Norm zu verstehen ist. Dariiberhinaus ist (it)%/? als

((it)1/?)? zu verstehen mit Re 2!/2 > 0 fiir z € C\ (—o0, 0].
c) Sei k € C mit Rex > 0 und f € L*(R?). Zeigen Sie (mit Teilaufgabe a))
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(A4 w2 (@) =n / f(y)dy.
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Aufgabe 4.2 (20 Punkte)
Zeigen Sie das ,,p, ¢, r-Lemma*.

Lemma 0.1. Seien 1 < p < ¢ < r < oo und g € LP(R?Y) N L"(R?) mit ||g||5 < C, < oo,
lgll; < Cr < 0o und [|g||I > Cq > 0. Dann gibt es Konstanten ¢ > 0 und M > 0, welche von
p,q,7,Cp, Cy, C,. abhingen, sodass f(g) := |[{x € R : |g(z)| > e}| > M.

Hierbei bezeichnet |A| das Lebesgue-Ma$ einer Menge A C R¢.
(Hinweis: Zeigen und verwenden Sie die , layer cake “-Darstellung [o, |g(z)|P dz = p [~ f(e)e?~ ! de.)



