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Aufgabe 2.1 (15 Punkte)
In dieser Aufgabe sammeln wir weitere wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation.

a) Fiir g € L'(RY) definieren wir die inverse Fouriertransformation F~* durch

Fal(w) = 9(0) = [ gl e

R4
Fiir Schwartz-Funktionen f € S(R%) gilt mit dieser Definition F'[f](z) = f(z) und
dariiberhinaus ist 71 : S(R?) — S(R?) ein linearer Isomorphismus.

Zeigen Sie darauf aufbauend den Satz von Plancherel, sprich

[ F@ate e = [ Tgteyaa

fiir alle f, g € S(R?). Insbesondere folgt || f||l2 = || f||2- Zeigen Sie weiter, dass sich F : S — S
zu einem linearen Isomorphismus F : L? — L? fortsetzen lisst. (Hinweis: Verwenden Sie die
Tatsache, dass C§° dicht in L? ist.)

b) Folgern Sie mittels Interpolation (siche Satz 0.1), dass F : LP(R?) — L (R?) mit 1 < p < 2
und 1/p + 1/p’ = 1 eine beschrénkte Abbildung ist und zeigen Sie die (nicht optimale)
Hausdorff-Young-Ungleichung || f|l,; < [|f|l,- Wieso kann p’ nicht durch ein beliebiges ¢ €
[1, 00] ersetzt werden?

c¢) Wir betrachten nun Fouriermultiplikatoren. Sei m : R? — C eine messbare und beschriinkte
Funktion und definiere

(m(D,)f)(z) = F ' [mfl(z) fir f e LA(RY).

Zeigen Sie, dass m(D,) auf L*(R?) wohldefiniert ist mit ||m(D,)| r2—r2 < [|m]|ze.

Bemerkung: Die umgekehrte Richtung ist ebenfalls wahr und es gilt [[m(D,)||z2-z2 =
Idi s

Satz 0.1 (Riesz—Thorin). Seien (21, %1, p1) und (Qg, X, o) zwei o-endliche Maf$raume. An-
genommen, 1 < pg < p; < oo und 1 < qo < q@ < o0. Sei T @ LP(Qy) + LP () —
L®(Q9)+ L () ein linearer Operator, der LPi(€;) beschrankt nach LPi(€);) abbildet (j =0,1).
Fir 6 € (0,1) seien

1 1—-46 0 1 1—-60 0
— = +— und — = +—.
Do Po n de do q1

Dann bildet T'" den Raum LP?(Qy) beschrankt nach L% (s) ab mit

1Tl zro—za0 < NT 1 20— 100 | T o o -



Wir betrachten im Folgenden den Raum der temperierten Distributionen.

Definition 0.2. Der Raum der temperierten Distributionen S'(RY) := (S(R?)) ist der Raum
aller beschrinkten, linearen Funktionale L : S(RY) — C. Wir sagen, dass eine Folge (Ly)nen €
S'(RY) gegen L € S'(RY) konvergiert genau dann, wenn fiir jedes ¢ € S(R?) die Konvergenz
L,lp] = (Ln,)s — L[] fir n — oo gilt. Wir bezeichnen mit Lip] = (L,p)s das Dua-
litatsprodukt zwischen 8" und S.

Bemerkung 0.3. 1. Die Delta-Distribution (d.,,¢)s := ¢(zo) ist eine temperierte Distri-
bution fiir alle z, € R

2. L: 8§ — C ist genau dann beschrénkt, wenn es ein m € Ny gibt, sodass |L[¢]| < [[¢]lm.s
fur alle ¢ € S gilt. Hierbei war || - ||,,.s die Halbnorm des letzten Ubungsblatts.

3. Ist f € LL (R?), sodass (1 + |z|)™™ f € L fiir ein N € Ny, dann definiert

loc

Lyl == / f(@)o() de

ein Element L; € §'(R?). Dariiberhinaus gilt

Lyl < /(1 + )@+ 2D Y@ de < JA+ 1 D7Vl lellvs -

Solche Fy nennt man reguldre Distributionen.

4. F: §'(R?) — S'(R?) ist ein linearer Isomorphismus auf &’ mit Inverser ! : §'(R?) —
S'(RY).

Aufgabe 2.2 (15 Punkte) 3
Wir betrachten im Folgenden die sogenannten Bessel-Potential-Rdume H?® mit s € R. Diese
sind mittels der Fouriertransformation durch

H¥RY) = {f € S'(RY) :< D, >° f € L*(R%)}
1l =l < Do >" fllr2

definiert. Hierbei meint < D, > f := F~![< £ >* f] mit dem Symbol < ¢ >:= /1 + [¢[2. (Da
< & >* glatt und polynomiell beschrinkt ist, ist < & > f € S fiir f € S. Wegen Dualitit ist
damit auch < £ >* f € &' fiir f € &, weshalb < D, >%: &' — S’ wohldefiniert ist.) Aus obiger
Definition ist ersichtlich, dass (f, g)r2rey < oo fiir f € H*(R?) und g € H—*(R?). Insbesondere
ist H~* der zu H® gehdérende Dualraum.

Zeigen Sie:

a) Sei m € Ny. Dann gilt H™(R?) = H™(R?), wobei H™ den in der Vorlesung definierten
Sobolewraum bezeichnet. Dies rechtfertigt den folgenden Missbrauch der Notation H* = H*.

b) Ist s > d/2, dann ist H*(R?) < Cy(R?) (sprich H*(R?) C Cy(R?) mit || fl|c,®ay Ss |f | s ra)
fiir alle f € Cy(R?)), wobei Cj, den Raum der stetigen und beschrénkten Funktionen meint.
(Hinweis: Erinnern Sie sich an || f|| < [|f]|1 und die Cauchy—Schwarz-Ungleichung.)

¢) 0o € H*(R?) fiir jedes s > d/2. (Hinweis: Verwenden Sie die Dualitiit.)



d) Fiir s > d/2 ist H*(RY) eine Algebra unter punktweiser Addition und Multiplikation, das
hei3t fi1 + fo, fifo € H? fiir fi1, fo € H® und Addition und Multiplikation sind bilineare Ver-
kniipfungen. (Hinweis: Sie diirfen F(f1 f2) = fi * fo fiir fi € L*(R?) und Peetres Ungleichung
<E>W<ay(< E—n > + < >P) fiiralle £, n € R und p > 0 mit a, = max{2?,2%~'} oh-
ne Beweis verwenden. Erinnern Sie sich auch an die Young-Ungleichung || f*g|, < || fll,llgll4
mit 1 +1/r=1/p+1/q.)

Aufgabe 2.3 (10 Punkte)

Sei R > 0 und f € C°(R) so, dass supp f C Bo(R) = {z € R : |z| < R}. Zeigen Sie, dass
f holomorph ist und |f(£)| < e2™BImel fiir ¢ € C erfiillt. Schliefen Sie daraus, dass supp F[f]
nicht kompakt sein kann, es sei denn f =0.



