Institut fiir Analysis und Algebra Wintersemester
Technische Universitdt Braunschweig 2019/20
Prof. Dr. Volker Bach, Dr. Konstantin Merz

Partielle Differentialgleichungen 2

12. Ubungsblatt
Ausgabe am 27.1.2020, Abgabe am 3.2.2020 vor der Vorlesung

Aufgabe 12.1 (30 Punkte)
Wir betrachten die masselose Bosonen-Stern-Gleichung in drei Dimensionen, welche durch

—Au — (Juf? « [z "u = —u,
{ u € HY2(R?) ,u #0 1)

gegeben ist. Die Gleichung ist im H~'/2-Sinne zu verstehen, sprich u € HY? 16st genau dann
(1), wenn

) - lu()l?

[ it~ [ o /R e L [ (o) do

fiir alle v € H1/2(R3) gilt.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

1. Angenommen u € H'Y?(R3) l6st (1). Dann gilt v € H*(R®) fiir alle s > 1/2, sprich
Losungen werden geglittet. (Hinweis: Verwenden Sie, dass v — F(u) := (Jul? x |z|™")u
fiir s > 1/2 ein H*(R?)-beschriinkter Operator ist.)

2. Jede Losung u € HY2(R?) von (1) erfiillt

Ju(z)] < (1 + |2))™ (2)

und

(ful** |27 (@) S X+ =) (3)

(Hinweis: Verwenden Sie folgendes Resultat von Carmona—Masters—Simon (1990). Sei
V() eine stetige Funktion mit V(z) — 0 fiir |z| — oo und u € L*(R?) eine Eigenfunktion
des relativistischen Schrodingeroperators (—A)*/2 4V, die zu einem negativen Eigenwert
gehort. Dann gilt |u(z)] < (1 + |z])737*. Verwenden Sie auBerdem Katos Ungleichung

lu(y)|? T T
zeR3 JR3 |$ — y| dy <5 2 / ( )(\/_u)( )dy < §||U||H1/2

sowie das Newtonsche Theorem.)

3. Sei V eine formbeschrankte Storung von v/ —A so, dass fiir alle A > 1 der Definitionsbe-
reich D(V(z)) = D(V(Ax)) erhalten bleibt. Angenommen weiter

lim V(Az) — V(x)

=x-VV(r) existiert fiir alle z € R*\ {0}
A—1 A—1



und Q(vV—A+ V) C Q(z - VV) (wobei Q den Formbereich bezeichnet.) Zeigen Sie die
Virialidentitat

wobei u eine Eigenfunktion von v/—A + V mit Eigenwert E sein soll. Folgern Sie daraus
-8l = [ lalan v iuf ds

fiir V := —|u|?+|2z|~! und radiale u. (Hinweis: Betrachten Sie zunéchst formal (uy, (v/—A+
V)uy) mit uy = A¥?u(Az), leiten Sie dies nach A ab und setzen A\ = 1. Setzen Sie dann
diese Heuristik in einen Beweis um, indem Sie den Erwartungswert des Kommutators
[(V—A +V — E),U,] im Eigenzustand u (zum Eigenwert E) untersuchen. Hierbei ist
(Uyu)(z) := A3%u(\z) der Dilatationsoperator, welcher fiir alle A > 0 unitér ist und stark
stetig von A\ abhéngt.)

4. Angenommen u € H'/2(R?) ist radial und 16st
—Au — (Jul? * |z| N (2) = Eu

fir ein £ > 0. Dann ist u = 0. (Hinweis: Verwenden Sie den Virialsatz und das Newtonsche
Theorem.)

Aufgabe 12.2 (10 Punkte)
Eine klassische, weitestgehend offene Frage ist, unter welchen Regularitéitsbedingungen an einen
Zustand f zur Zeit t = 0 die punktweise (fast iiberall) Konvergenz
L itA _
lim ¢4 f(z) = f(x)
gilt.
Zeigen Sie folgende Aussage, welche einen Zugang zur obigen Frage liefert.

Seien 1 < p < o0, Tg : L? — LP eine Folge (indiziert durch R > 0) linearer LP-beschriankter
Operatoren sowie

(T"f) (@) := sup [(Tr f)(z)|

R>0

die zu Tg gehorige Mazimalfunktion. Sei S C L eine dichte Teilmenge. Angenommen folgende
Bedingungen seien erfiillt.

1. Fiir alle s € S existiert der Grenzwert limg o (Tgrs)(x) = (T's)(z) in C fur fast alle
r € R? und einen weiteren LP-beschrinkten Operator T

2. Der Maximaloperator T ist vom schwachen (p, p)-Typ, sprich fir alle o > 0 gilt

Hox e R (T*f)(z) > a}| a P|IfIIE fiir alle f e LP.

Dann existiert fiir alle f € LP der Grenzwert limp_,.(Trf)(x) fiir fast alle x € R? (Hinweis:
Vergleichen Sie die Aussage mit dem Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit. )



